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Aufgabe 6.1 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
Die Differentialgleichung der harmonischen Schwingungen (vgl. Aufg. 15.1 aus dem WS)

_f//:)‘fa

mit f: [0,a] — R, kann auch als Eigenwertgleichung fiir den Endomorphismus Lf := — f”
verstanden werden. Priife nach, dass L symmetrisch ist beziiglich des Skalarproduktes
(f,9) = [ f(x)g(x) dx, wobei L Endomorphismus auf

Vi={f:10,a) = R | f(0) = f'(a) =0, [ glatt auf [0,a]}

ist und f, g € V. Fiir welche A, B € R, A € R, ist f(z) = Asin(v/Az) + B cos(v/Az) eine
Eigenfunktion von L € End(V') 7 Bestimme die zugehorigen Eigenwerte und normalisiere
die Eigenfunktionen beziiglich || - || := 1/ (-, ).

(6 Punkte)

Aufgabe 6.2 (Orthonormalsystem)

Sei V' der hermitesche Vektorraum aller auf [—m, 7] C R stetigen komplexen Funktionen,

mit Skalarprodukt (f, g) := /7r flx)g(z) dx.

1 )
Zeige, dass die Funktionen @, (z) := —e™* € V , n =0,%1,+2, ..., orthonormal sind.
V2
(3 Punkte)
Aufgabe 6.3 (Der Satz von Cayley—Hamilton)
Verifiziere den Satz von Cayley—Hamilton fiir die Matrix
1 0 1
A=12 1 2
1 0 -1
Beniitze diesen Satz um A~ und A® zu berechnen.
(2 Punkte)



Aufgabe 6.4 (Pauli-Matrizen)

Sei
L (10 (01 (0 =i (1 0
9 1= 0 1 s o1 .= 10 5 09 = i 0 5 03 :— 0 —1 .

Mit Hilfe dieser Matrizen la8t sich jede komplexe 2 x 2 Matrix M € Mat(2 x 2,C) in der
Form M = 1 (apls + a101 + a205 + azos) darstellen.

a) Zeige, dass die Matrizen o; , i = 1,2, 3, hermitesch sind.
b) Zeige: (0y)* =1, firi=1,2,3.

c) Weise nach, dass o709 =i03 gilt und berechne auch die Produkte

0103, 0203, 0201, 0302, 0307.

d) Nun zeige, dass
3

0,05 = (Sijlz +1 E €ijk0k -
k=1

Die Matrizen {I3,0; , i = 1,2, 3} stellen die Elemente von H (definiert in Aufgabe
10.8 (WS)) dar.

e) Bestimme die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren von oy, 09, 03.

(6 Punkte)

Aufgabe 6.5 (Algebraisches Eigenwertproblem)

Sei V' ein C-Vektorraum mit Basis x;, ¢ = 1,2,3,4. Sei L: V — V die lineare Abbildung
gegeben durch

ryr—xy , T2+—T3 , T3 Ty , Ty T71.

Bestimme alle Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren von L.
(3 Punkte)



