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Aufgabe 2.1 (Integration)

Zeige, dass

2
1
a) H:/x + de =1l ((z —1)*Va2 + . +1) —\/%arctan 2%1 + const.

3 —1

(Partialbruchzerlegung und integration einer logarithmische Ableitung).

4%‘5 2 2 2
b) I = mdqy = 2 —$2_1+4ln|x — 1] + const.

(Polynomdivision mit Rest und Partialbruchzerlegung).
at

c) J= /eat cos(ft) = e

a#0, a,f €R (zweimal hintereinander partiell integriere).

(accos(ft) + Bsin(Bt)) + const.,

Nun berechne einfacher: [ e@*dt und trenne Real- und Imaginirteile.

dt t
d) K = ol In tan (5 + %) + const. (Substitution: tan £ := 7).

(6 Punkte)

Aufgabe 2.2 (Gerade/Ungerade Funktionen)

Die Funktion f: [—a,a] — R heiit gerade, falls f(x) = f(—z) fiir alle x € [—a,a] gilt,
und ungerade falls dagegen f(x) = —f(—x) fiir alle € [—a, a] ist, wie z.B. cosinus und
sinus.

a) Beweise: Ist f: R — R differenzierbar und gerade (bzw. ungerade), so ist f': R — R
ungerade (bzw. gerade).

b) Sei f: [—a,a] — R integrierbar. Zeige durch Substitution:
i) Ist f gerade, so ist [ f(z) do =2 [} f(z) dx.

i) Ist f ungerade, so ist [* f(z) dz = 0.
(3 Punkte)



Aufgabe 2.3 (Hyperbelfunktionen)

Die Funktionen sinus hyperbolicus, sinh: R — R, und cosinus hyperbolicus, cosh: R — R,

werden definiert durch

sinhz :=

a

b

d

e
Umkehrfunktion arsinh:

—e " et +e "
—5 coshy (= ———

Skizziere die Graphen der beiden Funktionen.

Gib eine Potenzreihenentwicklung fiir eine der beiden Funktionen an.

)
)
¢) Zeige: cosh? z — sinh® x = 1 fiir alle 2 € R
) Zeige, dass sowohl sinh als auch cosh der Differentialgleichung f” = f geniigt.
)

Begriinde, dass sinh streng monoton wachsend ist, und folgere daraus, dass eine

R — R zu sinh gibt.

f) Beweise: arsinh x = log(z + Va2 + 1).
Tip: Setze e* = sinhx + coshz in c) ein.

g) Berechne: fab ﬁ dx. (Tip: Substituiere x durch sinht und benutze c¢) und f)).

(7 Punkte)

Aufgabe 2.4 (Integrationsregeln)

a) Sei n € N. Zeige mit Hilfe der Substitutionsregel:

I

b) Berechne zunéchst Iy, I;.

mel:

Folgere, dass fiir £ > 1,

Loy,

Lojtq

und somit gilt:

Nun, folgere aus  cos?

(skizziere zusétzlich cos™

]2k+1

dass lim =1.

k—oo 2%k

w/2 w/2
= / sin"z dx = / cos" x dx .
0 0

Mit Hilfe partieller Integration beweise die Rekursionsfor-

—1
[n:n I, o firn>2.
n

7135  (2k—1)

= 3516 2k fiir £ gerade
246 2k

= 13¢5 25{ +)1 fiir £ ungerade,

I2k+1

__H 2n—1 2n+1) (1)

kx> COS2k+1 x> cos® 2y xel0,f]

v, xel0,] firn=0,1,2),

Aus (1) folgt dann die Wallissche Produktdarstellung fur 7

™

2

2244668 2k 2k

T 1335577 2%k—12%k+1"

(4 Punkte)



