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Teil V.

Vektor- und Untervektorraume

13. Mengen und Abbildungen

Seien A, B Mengen, dann ist A eine Teilmenge von B, falls jedes Element von A auch
Element von B ist. Also ACB & BD A & Va€ Agilta € B.

AG B: Aist eine echte Teilmenge von B.

Schnittmenge (Durchschnitt): AN B := {a|a € A und a € B}, ist die Menge aller
Elemente, die sowohl in A als auch in B enthalten sind.

Vereinigung: AU B := {a|a € A oder! a € B}, ist die Menge aller Elemente, die in A
oder B enthalten sind.

Bem: AnNBC AUB

Mengendifferenz: A — B = A\ B :={a|a € A, a ¢ B}, ist die Menge aller Elemente
von A, die nicht Elemente von B sind.

Definition 13.1. Sei f : A — B eine Abbildung und A" C A eine Teilmenge, dann
heift die Menge f(A’) :={f(a) € B|a € A’} das Bild von A" unter f.

Zu einer Teilmenge B' C B heifit die Menge f~Y(B') := {a € A| f(a) € B’} das Urbild
von B' unter f.
Beispiel 13.1: Sei A:=RxR=R?; B:=R

f: A — B

(z,y) — z+y

Sei ferner A’ ¢ A, A" :={(0,y)|y € R}; B’ c B, B':={0}
Was ist das Bild von A’ unter f?
fA)={f0.y)lyeRt ={0+y[yeR} =R

Urbild von B’ unter f:
F7HB) = {(z,y) e R?| f(z,y) = 0} = {(z,y) € R® |z +y =0}

1 oder® #  entweder . ..oder“
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13. Mengen und Abbildungen

Wir betrachten die lineare Abbildung L : V — W ; V,W sind K-VR, d.h. L €
Hom(V,W)
Jetzt betrachten wir die Teilmenge U := L=1(0) = {v € V|L(v) =0 € W}
o v,v2 € U, d.h. L(v1) =0 = L(va)
L(Ul + UQ) = L(Ul) + L(’Ug) =0 ,dh vi+velU
L additiv

e ke K,veU<« L(v)=0
Lk-v) =, k-Lv)=0 ,alsok-velU
—

L ist
homogen

Damit ist die Teilmenge U C V ein in V enthaltener VR, ein ,,Untervektorraum®.

Definition 13.2. U = L~1(0) heift Kern der Abbildung L.
Ker L :=L710)={veV|L(v) =0}

Definition 13.3. Sei (V,+,-) ein K-VR. Eine Teilmenge U C V heifst Untervek-
torraum (kurz: UVR), falls sie folgenden Axiomen geniigt:

UVR1: 0eU.

UVR 2: Yuy,ug € U gilt: uy +ug € U (Das heifit, dafy U unter der Addition von V
abgeschlossen ist.)

UVR 3: Va € K, YVu € U gilt: a«-u € U (Das heifit, dafy U unter der skalaren Multipli-
kation von V' abgeschlossen ist.)

Also sei uy +us € U; o € K. Falls uy +us € U und « - uy € U gilt, dann ist U bereits
ein UVR von V.

Der UVR U C V hat die Verkniipfungen von V ererbt. Damit ist U selbst ein K-VR.

Jeder UVR ist fiir sich betrachtet selbst ein VR, wenn man die Verkniipfungen des
»2Mutter“-Vektorraums als Verkniipfung des UVR definiert.

Beispiel 13.2: Sei K ein beliebiger Korper, M # & eine Menge. (V,+,-) = (Abb(M, K),+,);
Sei M' C M eine Teilmenge, dann ist

U=={f:M—>K|f(m)=0,Vme M'}
ein UVR. Erfiillt dieser die Untervektorraumaxiome?

UVR 1: Die Abbildung f: M — K, f(m):=0, Vm € M ist offensichtlich ein Element
von U (Nullabbildung 0 € U), also ist U # @&
UVR 2: Seien f,g e U.Yme M : (f+g)(m) .=, f(m)+g(m)=0+0=0, somit

~~
nach Def.

ist (f+g9)eU.
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13. Mengen und Abbildungen

UVR 3: Seien a € K, f € U. Nach der Definition von « - f gilt Vm € M’ :
(- f(m))(m):=a- f(m)=a-0=0. Alsoist a- f € U.

Beispiel 13.3: M ={1,...,n}; Abb(M,K)=K"; M'={k+1,...,n};
(‘/,_1_,.):([(71’_’_’_)
aq

N

893

Dann ist U := 0

a; € K » ein UVR.

0 Vs
Die drei Axiome UVR 1 - UVR 2 sind offensichtlich erfiillt.

Beispiel 13.4: Losungsmenge von Gleichungen.

a,b,c € K seien vorgegebene Skalare. Die Gleichung ax + by = ¢ heifit linear in den
Unbekannten x und y, weil keine Terme hoherer Ordnung in x und y enthalten sind.

Die Gleichung heifit fiir ¢ . omogen
c# 0 inhomogen.

Wir rechnen schnell nach: Die Losungsmenge U := {(z,y) € K? | azx + by = c} ist genau
dann UVR des K2, wenn ¢ = 0 (d. h. homogen). Falls (a,b) # (0,0) ist die Gleichung
eine Geradengleichung, dann ist U ein echter UVR von K?2.

(z,y) = (—b, a) ist eine Losung und jede andere Losung ist ein skalares Vielfaches dessen.

Beispiel 13.5: K=M=0Q V = Ab(Q,Q)

1. P:Q - Q sind ein UVR von V.
x +— P(x)
2. {Polynorne vom Grad <k <ne€ N} sind ein UVR von V.
3. W := {P|Polynome vom Grad = k € N — {0} } sind kein UVR, denn zu P € W
ist 0- P=0¢ W; UVR 3 ist nicht erfiillt.
4. (V,+,-) sei ein beliebiger K-VR.

Die Extremfille sind:

a) U := {0} der triviale UVR
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13. Mengen und Abbildungen

b) U= {V}

Bemerkung
1. Jeder UVR eines UVR von V ist selbst ein UVR von V.

2. (V,+,-) sei ein K-VR; Uy,U; C V seien Untervektorrdume, dann ist auch
U NU; CV ein UVR.

Beweis
UVR 1: 0 € Uy, 0 € Uy, folglichist 0 e Uy NU3 # @ O

UVR 2: Ist fiir alle Elemente von U; und fiir alle Elemente von U, erfiillt, also insbe-
sondere auch fiir Elemente von U; N Us?. O

Bemerkung Dagegen ist U U Us C V kein UVR, da er beispielweise 0 nicht enthélt.

Beispiel 13.6: M = {1,2}, K € R, (V,+,-) = (R?,+,")

{3 e v (1) )

U, U UQ_{<i;> ‘xl—O\/xg—O} C R? ist kein UVR, denn zu z = <(1)),y— (2)

ist x +y = G) ¢ Uy U Us.

Wir hatten bereits: Fiir den K-VR vy,... v, € V) (V,+,-) ist spang (vi, ..., ) =
{aqv1+- - -+ vy | ; € K} der von den Vektoren vy, .. ., v, aufgespannte Raum. (Wird
auch die lineare Hiille der Vektoren vy, ..., v, genannt.)

Definition 13.4. Sei (V,+,-) ein K-VR und M C V, M # &, dann heifst spank (M) :=
{U=a1v1 4+ + amvom |a; € K, v; € M} der von M aufgespannte Raum.

Satz 13.5. Sei (V,+,-) ein K-VR, v1,...,0m € V und M CV, M # &, dann gilt:
1. spang(vy,...,vy) ist ein UVR.
2. spang (M) ist ein UVR.

3. Ist U CV ein UVR und M C U, so ist spang (M) C U, d. h. spang (M) ist der
kleinste UVR von V', der M enthilt.

Zniemals leer: UVR enhilt immer den Nullvektor
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14. Lineare (Un-)Abhéngigkeit

Beweis
1. UVR 1: 0 = 0-034+0-v9++ - -4+0-vp, € spang (vi,...0m) zux,y € spang (vi,...,Un)

UVR 2: 2 = a1v1 + -+ amUm; Yy = B1v1 + - + Bintm
T+y=avr + -+ QpUm + B1o1 + -+ Btm
= (a1 + a2)vy + - -+ + (@ + Bm)vm € spang(vi,...vn)

UVR 3: Analog fiir r € K
(v 4 F apuy) =1 (aquy) + -+ 7 (Qmum)
=(r-ap)vi+- -+ (1 am)vm € spang (vi, ..., 0m)

2. Beweis fiir beliebige Mengen M C V:
UVR 1: 0 € spang (M)

UVR 2: z,y € spang(M); x=oav1+ -+ anvm; y=Liwi+ -+ Bpop
Tty =+ -+ apvm + frwr + -+ Brwy

UVR 3: Mit r € K und z = aqv1 + - - + QU
rez=(r-o)vy + -+ (- m)om € spang (M)

3. Ist M C U und U ein UVR, so liegen nach UVR 2 und UVR 3 auch alle Linear-
kombinationen von Elementen aus M in U. U

14. Lineare (Un-)Abhidngigkeit

Eine Menge M C V heifit linear unabhingig, falls fiir jede endliche Teilmenge
{v1,..., 9} C M mit paarweise verschiedenen v; das m-Tupel (vy,...,vy,) linear un-
abhingig ist.

FEine Menge M C V heifit linear abhiingig, falls sie nicht linear unabhéngig ist, d. h.
falls sie eine endliche Menge {v1,...v;,} C M aus paarweise verschiedenen v; enthélt,
fiir die vy, ..., vy, linear abhéngig sind.

Bemerkung Jedes n-Tupel, in dem ein Vektor mehrfach vorkommt, ist linear abhéngig.
Ist beispielsweise v; = vs, so ist eine nichttriviale Linearkombination der Null gegeben
durch: 1 vy +(=1)-vo+0-v34+---+0-v,=0

Definition 14.1. Sei (V,+,-) ein K-VR und vy, . ..,vy € V. Falls spank (vi,...,v,) =
V', so nennen wir {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem des Vektorraumes V.

Definition 14.2. Sei (V,+,-) ein K-VR und vy,...,v, € V. Falls gilt, daf
1. die Vektoren {vi,...,v,} linear unabhingig sind und

2. spang(vi,...,vy) =V,
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15. Polynome und Polynomfunktionen

so heiffen die Vektoren {vi,...,v,} eine Basis von V. Eine Basis ist somit ein linear
unabhdngiges (minimales) Erzeugendensystem eines Vektorraumes.

15. Polynome und Polynomfunktionen

Polynome P(X) € K[X]
P(X) = amX™ 4+ am 1 X" 4+ a1 X +ag a; € K; X ist ein Symbol.

V :K-VR; Ly, Ly € Hom(V,V)

Die Komposition Lj o Ly zweier linearer Abbildungen ist wieder linear. (L1 o Lg) (v) :=
Ly(Ly(v))

Mit +, o ist das Distributivgesetz erfiillt: L3 o (L2 + L1) = (L3 o L2) + (L3 o L1) usw.

Es gelten fast alle Regeln fiir 4, 0, aufler dafl es kein inverses Element beziiglich dieser
Multiplikation und kein Kommutativgesetz gibt.

Das hat zu Folge, dafl lineare Abbildungen L € Hom(V,V) in Polynome P(X) :=
ap + a1 X + -+ + a, X" eingesetzt werden konnen. Dies ist eine Abbildung, genauer
gesagt eine Polynomabbildung.

Hom(V,V) — Hom(V,V)
L — P(L):=ay+aL+al’+...

Wie unterscheiden sich dann Polynome von Polynomfunktionen?

Beispiel 15.1: Ein Polynom P € K[X] definiert auf natiirliche Weise eine Funktion
P: K — K
x +— P(X):=Wx(P)

Wir ersetzen das Symbol X in P(X) = a4, X™ + -+ + ay # 0 durch ein beliebiges
Element z € K. — ergibt P(x) € K T =anpr™ 4+ +ag

Also ordnet die Polynomfunktion jedem Urbild z € K ein Bild P(z) € K zu.

P(X):=X?2+2X -3 € Q[X]
r€Q Wy(P)=P(x)=2a?+2r-3; z. B. P(0) = —3; P(4) =21 €Q

Im Allgmeinen sind Polynome € K[X] und Polynomfunktionen € Abb(K, K) nicht
eindeutig verbunden.

Also ist die Abbildung W : K[X] — Ab(K,K)
P(z) + (z+~ P(z)) nicht bijektiv.
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15. Polynome und Polynomfunktionen

Beispiel 15.2:  F[X]

Unterschiedliche Polynome vom Grad < 2:
0;1; X; X4+1; X2 X2+ 1; X2+ X; X2+ X +1

Polynomfunktionen P: Fo — Ty
x — P(x)

X‘a(a:) b(z) c(x) d(z)
0
1

1
0 1 0
a(x) =0 blz)=1 clx)=z dz)=z+1

Lineare Abbildung: W : Fy[X] — [y
P(z) ~— (z— P(z))

W) =a W) =b W(X)=c W(X+1)=d
W(X2+X)=a W(X?+X+1)=b W(X?)=c W(X2+1)=d

Ker(W) ={0,X%+ X}

Polynome hoherer Ordnung werden auch zu einer Kombination aus a, b, ¢, d.

Die Anzahl der Polynome P € Fa[X] ist oo,
die Anzahl der Polynomfunktionen € Abb(Fy — Fa) ist 4.

Die Abbildung ist surjektiv (Wertebereich = ganze Zielmenge), aber nicht injektiv.

Polynome sind somit die Linarkombination von den Potenzen einer Unbestimmten.
1,X,X?% ... (Nach Defintion l.u.)

Beispiel 15.3: P(X) = 1+ X? € Q[X] hat keine Nullstelle’c Q (z € Q, Wertebereich
€Q. z+—1+2?)

Die Polynomfunktion von Hom(Q?, Q?) auf sich selbst
Hom(Q?,Q*) — Hom(Q?Q?)
L — 14172 hat eine Nullstelle.

L = D, die 90° Drehung.

()=o) o) =)= (2)

Wir haben somit bewiesen, da D? = —1 ist.

Sr=ac K Wu(P)=
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15. Polynome und Polynomfunktionen

Definition von Funktionen

Zur Definition von Funktionen gehoren der Definitionsbereich und Wertebe-
reich.

XLy %z zeX—2Z
_

(fog)(z) (ist nicht unbedingt definiert)

Auch Polynomfunktionen brauchen die Wahl eines Definitionsbereiches (Argumentbe-
reich), in dem man mit Elementen des Koeffizientenkorpers skalar multiplizieren und
linearkombinieren kann.

L := D, die 90° Drehung: D : Q? — Q?

D <CJ1> — <_QZ> ; D2 = _1
a2 T

Ist die Abbildung linear? a € Q; (Zl) 7 (?) c Q?
2 2

D (a-ql +p1> _ <—a~qz—p2> _ <—a'q2> N <—p2> —0.D <Q1> D <p1>
a- g2+ p2 a-q1+p1 o-q1 1 q2 D2
Nun (1 + D?) <q1> =1 (‘h) + D% <q1> = <Q1) - <‘J1> - <O> €Q?
q2 q2 q2 q2 q2 0

Also hat die Polynomfunktion L +— 14+L? aus Hom(Q?, Q?) eine Nullstelle in Hom(Q?, Q?),
wihrend das Polynom z +— 1 + 22 aus Q[X] keine Nullstelle besitzt.

15.1. Lineare Abhangigkeit und lineare Abbildungen

Vor.: v1,...,v; € V sind linear abhéngig; V, W sind K-VR.

Behauptung 15.1.  Die Bilder L(vy),...,L(vy) € W won der linearen Abbildung
L:V—-W Le&Hom(V,W) sind auch linear abhingig,
d.h. aq,..., a1 € K, nicht allev; = 0, sodaff cyvr + -+ - + ogvg, = 0

Darauf wird L angewendet:

L(Z aju;) = L0) =0 =Y ;- L(;) O

List j
linear
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16. Austauschsatz

15.1.1. Folgerungen

Warnung Daraus, dal {v1,...,v,} linear abhingig sind, folgt nicht, daf die Bilder
{L(v1),...,L(vg)} linear unahéngig sind.

Umkehrung Falls die Bilder {L(v1),...,L(vx)} 1. u. sind, so sind auch die Urbilder
{v1,...,vx} linear unabhéngig.

vi,...,0, la. = L(vi),...,L(vg) L a.
Kurzfassung vi,...,v; L u. % L(v1),...,L(vg) Ll u
vi,...,0 Lu <« L('Ul),...,L('Uk) l. u.

Also bilden lineare Abbildungen linear abhéngige Vektoren auf linear abhéngige Vektoren
ab, wihrend die Urbilder {vy,..., v} jedenfalls dann linear unabhéngig sind, wenn die
Bilder {L(v1),...,L(vx)} es sind.

16. Austauschsatz

Vor.: vy,...,v, € V seien n linear unabhingige Vektoren.

Wir haben gesehen, dafl die Menge aller Linearkombinationen {Z?:l ajvjloj € K } =:
spang (vy,...,v;) einen UVR U C V bildet.

Beispiel 16.1: V = Q[z];
v=1,vm=x,..,v =21 .. v, =2""1~ U:=Qu1[z] Polynome vom Grad
<n-1

Behauptung 16.1. In U gibt es hochstens n . u. Vektoren. Hat man n+1 Vektoren,
Wi, ..., Wnt1 € U, sind sie stets linear abhdngig. Egal wie kompliziert die Polynome
sind, mehr als n linear unabhdingige Vektoren findet man nicht.

16.1. Wie erkennen wir I. a. Mengen an Vektoren?

Einfache Fille:

e {0,uy,...ux} sind immer 1. a.: Wahle ag = 1; aq,...,a; =0
1-0+0-up+---+0-u, =0

e Die Vektoren {uj,...u;} sind gegeben, 2 davon sind immer proportional, z. B.
Uy = A - U1, AeEK
Wiéhle oy =X\, ao=—1, a3 =ag=--=0 MNug —u2)+0-ug+---+0-u,=0
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16. Austauschsatz

e Falls {0,u1,...ux} L. a. sind, dann sind {0,uy,...ug, u} auch 1. a.
(Z?Zl ajuj+0-u= 0)

16.2. Wie kann man diese Behauptung beweisen?

Zunichst fiir n = 1:

Vor.: wy,ws € U = spank (v1) sind Linearkombinationen von vj.
w1 = Q- v, Wy = Qg v a,a € K

Also sind wy, w9 1. a. (Klar: ajwy — agwy = a1 - e — ag - ap = 0)

Fiir n = 2:

Vor.: v1,v9 € U sind linear unabhéngig; wy, wa, ws € U = spang(vi,v2) d. h.
® W = Qv + 511)2
o wy = oV + [av2
o wy = a3v1 + P3v2

Behauptung 16.2. wi,ws, w3 sind linear abhdingig

Fallunterscheidung: Mindestens einer der a; # 0 oder alle a; # 0.

e Falls alle a; = 0, dann sind w1, w2, w3 Linearkombinationen von einem Vektor
(— n = 1-Fall).

e Ansonsten kann man o. b. d. A a; # 0 voraussetzen. Dann gilt: v; = iwl — %’Ug

Setze in wy, ws, w3 ein:
1 b
wp =aq - (awl_iUQ) +biva=1-w; +0-wy =wq
1 b a b
wy = ag - (w1 — FLva) + bavy = Rwy + (b — ag - ) vy

1 b b
w3 = as - (awl — ivg) + bgvg = Z*‘I’Uﬂ + (b3 — agi)vg

Wie eben gezeigt haben wir v; durch Terme von w; ersetzt und wi,ws,ws jetzt als
Linearkombinationen von w; und vs.

Wir suchen noch eine nicht-triviale Darstellung des Nullvektors mithilfe von wy, ws, ws.

Fallunterscheidung: Entweder sind die beiden Koeffizienten von v schon Null, dann sind
wg und wsg Vielfache von wy, d. h. {wy, ws, w3} sind linear abhingig; oder mindestens
einer der Koeflizienten von vy = 0.

b
Eventuell kann nach Umformung von zwei und drei by — ag—l = 0 angenommen werden.
ai

=:C
1
c

o =

Dann ist vg = = wy —

218
g
.
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16. Austauschsatz

Einsetzen in we, ws:
ny :g—fwl—{—cvg:l-wg—i—()-wl

Es bleibt w3 = Z—i’ wi + (b3 — a;;%) (% Wy — 0‘1721 wl), indem wir vo durch ws ausgetauscht

haben, eine nicht-triviale Linearkombination. — wq, w9, w3 sind also 1. a.

Genauso konnen wir fiir hohere n die lineare Abhéngigkeit von n+1 Vektoren nachweisen.
— Induktionsbeweis mir Induktionsanfang bei n = 1 oder n = 2.

Der allgemeine Induktionsschritt ist zwar nicht schwieriger als der Fall n = 2, aber
,etwas® ldnger aufzuschreiben.

Beispiel 16.2:

Zuerst ein Beispiel:

Betrachte auf einem Schachbrett die Menge W = {w ; alle Wege eines
Springers, der kein Feld doppelt betreten darf,}

Offenbar gibt es ,nicht verlingerbare Wege* und ,, Wege grofiter Liange*.

Um zu entscheiden, ob ein Weg w die gréfite Lange hat, miissen wir w
mit allen Wegen vergleichen.

Schachbrett
Um zu entscheiden, ob ein Weg nicht verlingerbar ist, brauchen wir uns
nur w anzusehen.

Analog ist es bei 1. u. Vektoren.

Um dort zu entscheiden, ob eine Menge 1. u. Vektoren in einem VR eine maximale
Anzahl von Elementen enthélt, miissen wir mit allen Mengen 1. u. Vektoren in V
vergleichen.

Um zu entscheiden, ob man zu {v1,...,v,} keinen weiteren 1. u. Vektor finden kann,
miissen wir nur mit dieser einen Menge {v1,...,v,} arbeiten.

Behauptung 16.3. Es seien n l. u. Vektoren {vi,...,v,} im K-VR V.

Dann gibt es in U := spang{vi,...,vn} CV hdchstens n linear unabhingige Vektoren,
d. h. n+ 1 Vektoren wy, ..., wp4+1 € spank (vi,...,vy,) sind stets linear abhingig.

Diese Aussage ist die einfachste Aussage iiber den Austauschsatz von Steinitz.
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16. Austauschsatz

16.3. Austauschsatz von Steinitz
16.3.1. Aussage A

Vor.: vy, ..., v, seien linear unabhingig. U = spang (vi,...,vy,) sei der VR der Linear-
kombinationen von v1, ... ¥y,.

Behauptung 16.4. (n + 1) Vektoren wy,...,wyt1 € U sind immer linear abhdnig.

16.3.2. Aussage B

Vor.: wy,...,w, € U sein linear unabhéngig.

Behauptung 16.5. Dann sind vy, ...,v, Linearkombinationen von wi,...,wy. ,Um-
kehrung linear abhingiger Linearkombinationen®

Bem: Aus B folgt A
Vor.: vq,...,v, seien linear unabhéngig.

Dann folgt (Fallunterscheidung):

1. Entweder 3 unter wy,...,wy4+1 n linear unabhéngige Vektoren — durch Umbe-
nennen sind w1, ..., w, Lu.

2. oder nicht. In diesem Fall sind wy, ..., w41 erst recht l.a. (Aussage A)

Der erste Fall erfiillt die Voraussetzungen fiir B (w1, ..., w, € U l.u.). Dann sagt die Aus-
sage B: v1, ..., v, sind Linearkombination von wy, . .., wy. AlSo 3 wyp4+1 = @101, ..., @pUp,.

Nun ersetze v; als Linearkombination der w;. Damit ist w1 auch Linearkombination
von wi, ..., Wy, d.h. wy41 = cqwy + -+ - + cwy,. (Also Behauptung A)

Induktionsanfang n = 2
1
1. w1 = a1v1 + a0 = V1 = a(wl — CLQUQ)

2. w9 = byvy + byvg = 1 in 2 einsetzen = wy = %(wl — agvy) + bave
= crwy + cav2

Da wy,ws Lu. sind = ¢co #0 = vy = é(wg —cywy) Einsetzen in 1): v = dyw; + daws

Egal wie dy, do aussehen, ist die Hauptsache, dafl vy, v aus wi, ws berechenbar sind.

Induktionsvoraussetzung Fiir n < N — 1 ist der Satz bewiesen.
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16. Austauschsatz

Induktionsschritt Dann folgt die Behauptung fiir n = N

v, ..., U, sind Lu.
_ _ N
w1 = a11v1 + a12v2 + - - + GINUN =D p—1 01Kk
N
w2 = a21v1 + axv2 + - + a2NUN = 11 A2KVk
wj = ajv+apuy+ -+ AGNUN = Dl Gk
_ _ N
wN = aniv1 +an2v2 + -+ aNNUN = Zkzl ONEVE
Fallunterscheidung;:
Entweder sind wy,...,w, Linearkombinationen der (N — 1) Vektoren vy, ...,vy und
daher l.a, dann sind vq,...,vy auch linear abhéngig. Dieser Fall kommt nicht vor, da
{wy,...,wy} Lu. sind!

Oder mindestens einer der Koeffizienten aj; von vy # 0. Durch Umbenennen erreichen
wir, dafl a11 # 0 ist.

1 1
v = Fowi — g (ave + -+ aivun)
— Den Ausdruck in die iibrigen Gleichungen einsetzen.
w1 = wi

wg = byywy + bogva + ... ban + banvn

wy = byiwy +bya + -+ byNUN
Damit ist v; durch w; ausgetauscht.
Fallunterscheidung fiir die zweite Spalte:

Entweder ist einer der Koeffizienten bos, ..., bno # 0
oder keine: Das kommt nicht vor, denn n = N —1 ist nach der Induktionsvorraussetzung
schon erledigt (l.a.).

Angenommen, dafl wir auf diese Weise erreicht hétten, daf vq,...,vx_1 (nach méglicher
Umbenennung) durch wy,...,w,_1 ausgetauscht sind, dann mufl gezeigt werden, dafl
wir noch einen Schritt weiter kommen.

w = w
Wg—1 = Wk-1
W = CplWi1+ -+ Cpk—1Wg—1 + CkkVk + CKNUN
wy = CN1W1 F+CNoWw2 + -+ CNE—1Wk—1 + CNEVE + CNNUN
Jetzt sind w1, ..., wy als Linearkombination von wi, ..., wk_1, Vg, .. . , Uy geschrieben.
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16. Austauschsatz

k-te Spalte: Angenommen cg, = 0 = --- = ¢y = 0, dann wéren ws, ..., wy Linear-
kombination von N — 1 Vektoren wi, ..., Wk—1, V&, Vk+1, - - -, Un. Also wéren wy, ..., wy
l.a. Aber das kommt nach der Induktionsvoraussetzug fiir n = N — 1 nicht vor.

Also kann nach der Umbenennung cir # 0 angenommen werden und v ausgetauscht
werden durch
1

1
Up = 5 oWk — gp(chiwy + - F Cpp1We—1 + Ch vk + 140+ cenun)

Damit ist das néchste vi ausgetauscht.

Im letzten Schritt entsteht dann:
vy = djwy + dowg + - -+ + dywy (Das d ist ungleich dem, welches wir schon vorher
hatten.)

Also haben wir bewiesen:

Falls {vq,...,v,} Lu. sind und {ws, ..., wy,} einerseits Linearkombinationen der v; sind
und andererseits ebenfalls l.u, dann kénnen wir auch umgekehrt, jedes v; als Linearkom-
bination der wy, schreiben. O

Definition 16.6. Vektorrdume, in denen jeder Versuch mdglichst viele linear un-
abhdngige Vektoren auszuwdhlen, nach endlich vielen Schritten abbricht, heiffen endlich
dimensionale Vektorrdume.

Bem: {vy,...,v,} C V sei eine maximale Menge linear unabhéngiger Vektoren, d.h. fiir
jedes v € V ist {v1,...,v,,v} La,

d.h. Y70 ajv; + av = 0 mit nicht allen a; = 0.

Behauptung 16.7. a # 0, weil v1, ... v, Lu. vorausgesetzt. Also ist v = —% 22:1 a;vj,
d.h. jeder Vektor in V ist Linearkombination der Vektoren einer maximal linear un-
abhdngigen Menge.

Der Austauschsatz behauptet, dafl alle maximal linear unabhéngigen Mengen gleich viele
Vektoren enthalten.

16.3.3. Wie hilft der Austauschsatz
Aufgabe A Bestimme die Menge {v1,...,v,} L.u. Vektoren, die nicht vergréBert werden
konnen.

Aufgabe B Bestimme die Menge {v1,...,v,} L.u. Vektoren, fiir die Anzahl n maximal
ist.

Der Austauschsatz besagt, dafl A und B dieselbe Antwort haben.
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16. Austauschsatz

Bew: Aufgabe A sei gelost: {v1,...,v,} C V sei eine Menge l.u. Vektoren, die nicht
vergrofert werden kann, d.h. dafl jedes v € V' die Menge {v1,...,v,, v} La. ist.

Seien die Vektoren wi, ..., w,+1 Linearkombinationen von vy, ..., v,. Dann sind sie im-
mer la, d.h. wir kénnen auf keine Weise Mengen linear unabhéngiger Vektoren mit
mehr als n Elementen finden, somit ist auch B gelost.
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