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Teil 1V.

Differentiation

11. Differenzierbarkeit einer Funktion

Definition 11.1. Ein Funktion f : R — R heifit an der Stelle x = a differenzierbar
(kurz: diffbar) oder ableitbar mit der Ableitung (Steigung) f'(a) = m, falls gilt:

Es gibt ein Intervall um x = a : [a—r7, a+r| (fir irgendein r € R) und eine Konstante

K, so dafs:

rela—rat+r] = —K(x—a)® < flx)—(f(a)+ f(a)(z —a) < K(x—a)* (11.1)

Tangente quad. Fehle?"l

Aus der Definition tauchen folgende Fragen auf:
e Bestimmt diese Funktion die Steigung f’(a) eindeutig?
e Ist die Bezeichnung , Steigung* angemessen?

Diese Definition gilt nur fiir Funktionen, die von ihren Tangenten nicht stérker abwei-
chen als z — 22. Gibt es noch andere Funktionen die stirker von ihren Tangenten
abweichen?

12. Differentiationsregeln

12.1. Linearkombinationen

Behauptung 1. Seien f(x),g(z) an der Stelle x = a differenzierbar, dann sind die
Funktionen (k- f)(xz) (mit K € R) und (f + g)(x) auch differenzierbar an der Stelle

r =a.

Also: (k- f)(a) =k -
(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a)

ID.h. so gut wie ein Kreis differenzierbar
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12. Differentiationsregeln

In anderen Worten: Die an der Stelle x = a differenzierbaren Funktionen bilden einen
VR und die Ableitung ist eine lineare Abbildung.

Beweis: Voraussetzung: (11.1) ist fiir f erfiillt.
(k- f)(@) =k f(z)
Probiere in demselben Intervall z € [a — r,a + 7] wie fiir f:

|kf(z) = (kf(a) + kf'(a)(z —a))| < k|- K |z — al? oK
N——

geeignete Konstante

Die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen (11.1) sind fiir f und g erfiillt:
rela—rpatry = ’f(x) — (f(a) + f'(a)(z — a))‘ < Ky(z—a)?

r€la—rg,a+ry = ‘g(x)— (g(a)—l—g/(a)(a:—a))‘ < Kg(x—a)2
Welches Intervall soll man nun fiir f + g nehmen? Versuchen wir es mit:
TE(a—Tirg, a+ Ty mit Ty, =min(ry,ry)

Durch Anwendung der Dreiecksungleichung erhalten wir:
|(F +9)@) = (/+ 9)(@) = (/' + (@) - (= o)
(@)= f(@) = [a)- (@ = a)| + |g(@) ~ g(@) ~ ¢/ (@) - (z ~ 0)

<
~—~—
A—Ungleichung

\g/ Ki(z—a)?’ + Kf(z —a)® = (K + K,) (z—a)?,

Voraussetzung

wobei Ky 4 := Ky + K, die geeigente Konstante auf dem probierten Intervall ist.
Also ist die Ableitung an der Stelle x = a (f' + ¢')(a). O

12.1.1. Anwendungsbeispiel

Satz 12.1. Weil die Potenzfunktionen P(zx) = x* differenzierbar sind mit der Ableitung

n
P'(z) = k-xF1, sind die Polynome Q(z) := Zak aF =ap+arx + -+ apa”

k=0
differenzierbar mit der Ableitung

n

Q)= ap-k-2". (12.2)

k=1

Dabei kannn die Linge des Intervalles [a—r,a+7] unabhingig von P gewdhit werden; die
Konstante K wird aus den Koeffizienten und den Intervallgrenzen (r) explizit berechnet.
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12. Differentiationsregeln

Aufgabe: Beweise den Satz fiir Polynome dritten Grades Q = ag + a12 + asx? + aza?.

Was ist die geeignete Konstante K7
Wenn wir zeigen konnen, dafl gewisse Regeln aus der Definition folgen, brauchen wir
nichts anderes als diese Regeln.

1. Linearkombination von f,g: h = af + g
Regel: K =af' + 8¢

2. Produkt h = f - g ; fiir f, g diffbar, mit den Ableitungen f’,¢ .
Wie lautet die Regel fiir h'?

3. Komposition: h= fog, h =7

12.2. Produktregel

Wenn wir Differentiationsregeln haben, dann miissen diese auch fiir lineare Funktio-
nen gelten. Diese Uberlegung stellen wir an, um eine Idee fiir die allgemeine Form zu
bekommen.

f)y=y+mi(x—a) ; flla)=m
g(x) =y2 +ma(x —a) ; ¢'(a)=mo

(f - 9)(@) = y1y2 + (y1ma + yam ) (z — a) + mima(z — a)® (12.3)

lineare Funktion quad. Fehler

Anscheinend ist yymeo + yamq die Steigung von f - g an der Stelle x = a. Somit ist die
Ableitung fiir das Produkt linarer Funktionen f(a)g'(a) + g(a)f'(a).

Jetzt betrachten wir allgemeine Funktionen f, g.

Voraussetzung: (11.1) sei fiir f, g erfiillt.

Behauptung 2. Es gilt!

xr€la—rpg,a+rgl, rpg =min(ry,rg)

= [(f-9)@) = (f-9)@) = (f¢ +9/)(a) - (z —a)| < K(z —a)? .
Also gilt

#(x) + Abwy(x) , ly(z) == f(a) + f'(a) - (z — a)
g(z) = ly(z) + Abwy(z) , lg(x):=gla)+ 4 (a) - (x —a) .

-
—~
8
N~—
I

'Das Resultat fiir lineare Funktionen wurde als Idee genommen
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12. Differentiationsregeln

Abwy(z) < Kf]w—a\Q — (11.1)
Abwy(z) < Kylz—al®> [ — V7

f(@)-g(x) =1y (x) - ly(z) + 15 (x) - Abwy(2) +1g(x) - Abwy(z) + Abwy(x) - Abwg(x)
I II II1

Li=1y(2) - ly(x) = f(a) - gla) + (f(a)g'(a) + g(a) f'(a)) - (x — a) + f'(a)g'(a) -(z — a)?

~
erwartete Tangente [y =:K7

I = Abws(z)- Abwy(z) < KiKg(z —a)* < Ky K- rfcg(:c —a)?
reEja—rrg,a+1rr] = x—a<Ty

Auf dem Intervall x € [a — 74, a + 7¢4] gilt:

@) <1f (@) +1f'(a)lr = Sf
llg(@)| < lg(a)l +1g'(a)[-r =: S,

St, Sy sind die Schranken fiir die lineare Approximation von f und g. Daraus folgt:
L= [Ly(x) - Abwy ()| + [ly(x) - Abuy(2)| < (S, + 5,Ky) -(x — a)?
N————
=K1

Man kann also die drei Gleichungen zusammenfassen, mit K = Ky + K + Knr:

o e lamrpatrgl gt |(79)0)- ((fo)(@)+ (1o +or)(a): (o) < K-(a—ap

(12.4)
Der Unterschied zwischen dem Produkt f - ¢ und der erwarteten Tangente ist im selben
Sinne ein kleiner Fehler, wie er auch fiir f und g vorausgesetzt wurde.

Weil diese Ungleichung gilt, ist die erwartete Tangente tatséchlich die Tangente der
Produktfunktion mit der Ableitung von f - g an der Stelle x = a:

(f-9)'(a) = f(a)g'(a) + g(a)f'(a) (12.5)

12.3. Kettenregel

Seien F, f differenzierbar. Was ist dann die Ableitung der Verkniipfung der beiden Funk-
tionen (F o f)(z) := F(f(z))?

Probieren wir es wieder zuerst mit linearen Funktionen aus, denn, was allgemein gilt,
muf} auch fiir lineare Funktionen gelten.

fraxw— flz) = fla) + m(z—a), a,z € R und im Definitionsbereich von f
F:X—FX) = F(A)+ M(X —-A), A, X €Rund im Definitionsbereich von F
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12. Differentiationsregeln

Als Voraussetzung geben wir an, dafl der Wert der inneren Funktion an der Stelle a
gleich A sein soll: F(f(a)) = F(A). Dann gilt:

F(f@) = F(A)+M-(f(z) - A)
= F(A) + M- (fa] + m(z — )

F(A) + A{;@(m —a)
1

Unsere Regel, die wir fiir lineare Funktionen gefunden haben, mufl auch mit derjenigen
fiir Allgemeine iibereinstimmen.

Voraussetzung: F, f seien diffbar an der Stelle a; also es gilt (11.1) fiir f und F', d.h.
|z —a| <r = ‘f(x) — (f(a) + f'(a) - (z — a))‘ < k(x— a)2 (12.6)
X —A<R = |F(X)— (F(A+F'(4) (X-A)| <KX-A):?
Falls |f(z) — f(a)| < R ist?, dann folgt:
F(f(@) = F(f(@) = F'(f(@) - (f(@) - f(@)| < K-(f@2) = f@)*  (12.7)
Aus (12.6) folgt unter Anwendung der A-Ungleichung:
|z —al <r = [f(z) = fla)| < (If'(a)| + kr)|z — af (12.8)
|F'(f(a))]|x(12.6): |z —a|<r =

F'(F(@) - (f(@) = f(@) = F'(f(@) - ['(a) - ()
A-Ungleichung; ‘F’(f(a)) (f(x) —f(a))( < F'(f(a))-|f(a)- (x—a) +k(z—a)?| (12.9)
(12.8) und (12.9) in (12.7) einsetzen:
[F ()~ F (F(@) ~F' (@) -F'(a)(za)| < (K- (|7'(@)] +br)* + k- |F(5@)]) -(z—a)?

Kpoy

Fehlerkonstante fiir die Verkettung

< |F'(7(@)] - ko - af?

Jetzt haben wir alles als Funktionen des urspriinglichen Argumentes von x.

|F(f(2)) = F(f(@) = F'(f(a)) - f(a) (x —a)| < Kpos - (x — @)’
N———

(Fof)
ist das Produkt von
Steigungen, wie erwartet.

Somit lautet die Kettenregel:

(Fof) (@ =F(f(x) f(x) (12.10)
Innerhalb des Beweises mufl [f(z) — f(a)| < R garantiert werden, ansonsten kann die
Funktion F nicht auf die Argumente X = f(z) angewandt werden. Um das zu gewéhr-
leisten, muf} eventuell noch 7 verkleinert werden.

'Die Steigungen multiplizieren sich
2Differenzierbarkeitsvoraussetzung
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12. Differentiationsregeln

12.4. Wozu braucht man diese Regeln?

Diese Regeln werden benotigt, um komplizierte Funktionen F' zu differenzieren, die aus
einfachen differenzierbaren Bausteinen fi, ..., f, ,zusammengesetzt* sind (mit Linear-
kombinationen, Verkettungen, Produkten).

In diesen Fillen sagen uns die Regeln:

1. F ist differenzierbar.

2. daB wir F” aus den Ableitungen f],. .., f;, bestimmen koénnen (unter irgendwelchen
Voraussetzung).
Zusammenfassung:
a Linarkombinationen: h = af + B¢: h'(z) = af’

b Produkte: h=f-g: h(x)=f(z)d(x)+f
¢ Kompositionen: h=fog: N(x)=/f )

12.4.1. Anwendung

Beispiel 1.  Betrachten wir ein Polynom P(x). Wann hat P eine Nullstelle bei x = a?
Wir wissen schon: Wy (P) = P(a) =0 <= P=(x—a)Q.
Wann ist © = a eine zweifache (bzw. n-fache) Nullstelle von P?
P(a) = P'(a) =0 — (P=(z—a)Q1,Q1=(z—a)Q2)

P(a)=P'(a) = P"(a) = ---=P" D(a) =0
— (P = (LU - Q)Qly Q1 = (l‘ - G)QQ IR) Q(nfl) = (33 - a’)Qn)7

also wenn P eine Nullstelle und P’ eine (n—1)-fache Nullstelle bei x = a hat.

Beispiel 2. Seien f(x), F(x) differenzierbar mit den Ableitungen f'(x), F'(x).
gi=Fof , Fizr—2XImitz#0 . Alsosind F'(z)=-2% , gx)=+%.

x f@)
Wie ist die Ableitung von g(x)? Durch Anwendung der Kettenregel erhalten wir:
1 1\’ f!
/a:F, a . /a, = — Oder <>:_
g( ) (f( )) f( ) (f(a)2 f (f)2

Etwas allgemeinerer: Seien f,g differenzierbar und g > 0. Was ist dann die Ableitung
von h := 5?

!Der Wertebereich von g muB im Definitionsbereich von f liegen.
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12. Differentiationsregeln

/
Durch Anwendung der Produktregel auf h = f% , erhalten wir: h' = f- (l) + (l) .

g g
! I ! ! !
Quotientenregel: <f> = M = ! (f — g)
g g g\f g
. T A A
Fir h== st —="=—"—>=
g hf g

Bezeichnung: Fiir positive Funktionen f > 0 heif3t fTI deren Wachstumsrate (z. B. die
Geburtenrate).

In naturwissenschaftlichen Anwendungen sind die quadratischen Fehler oft vernachléssig-
bar klein. Dann gibt die Ableitung an, wie sich die Fehler der Argumente auf die
Fehler der Werte einer Funktion auswirken.

Absolute Fehler: Af = f(x)— fla) = f(a)(z—a)
: _ Af o f)—fl) fo
Relative Fehler: O ) 7 (a)(x —a)

Um vom Absoluten auf den relativen Fehler zu kommen, mufl man durch f(a) > 0
dividieren.

Jetzt haben wir geniigend Regeln, um eine Fiille von Funktionen zu differenzieren — und
zwar schnell (ohne die Differenzierbarkeitsdefinition benutzen zu mussen.
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