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Aufgabe 48.1 (Hermite-Funktion)

2 dTL 2
Seien H,, die Hermite-Polynome H, (z) = (—1)" €® e e " (s. Aufgabe 43.3). Zeige:
xn

a) hy(z):= e_zz/an(x) - (:17 _ i)n o212

b) Die Hermite-Funktionen {h,(z)}2, bilden eine orthogonale Basis fiir L*(R) (mit

der Gewichtsfunktion 1) und erfiillen die Rekursionsrelationen:

zhy(z) + h(z) = 2nh,_1(z) (1)
thal@) = Bo(2) = hua(2) o)

¢) Flhn(x)] =: hn(k) = V21 (—i)"hy (k)
[Tipp: Benutze die Induktion iiber n. Fiir hy ist das Ergebnis bekannt! Priife den

Induktionsschritt unter Anwendung der Fouriertransformation von Gl.(2) nach.]

Die h,, bilden eine orthogonale Basis der Eigenfunktionen der Fouriertransformation

F: L*(R) — L*(R), also sie diagonalisieren den Operator der Fouriertransformation.

(6 Punkte)

Aufgabe 48.2 (Wiarmeleitungsgleichung IIT)

Benutze die Fourier-Sinustransformation, um die Gleichung

Ou  Ou .
@ = E s fur =z > 0, t>0

unter folgenden Bedingungen:

w(0,t) =1firt >0, wu(z,0)=0firx>0 und wu—0alsz— oo

zu 10sen.

2 [ ink
Losung :  wu(x,t) = _/ (1- e_kzt)smk z
0

m
(4 Punkte)



Aufgabe 48.3 (Sinus- und Cosinustransformationen)

Definiere: F.[f](k) := /000 f(z)coskx dv und F[f](k) := /OOO f(z)sinkz dx .

a) Sei f,g € L'(0,00). Zeige, dass F,[f]- Felg] = Fs[h] und  F[f]-Fslg] = F.[H],
wobei die Faltungen gegeben sind durch:
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b) Vorausgesetzt, dass f stetig und stiickweise glatt ist und f, f' € L*(0, 00).
Zeige, dass: Fe[f'](k) = k F,[fI(k) — f(0),  F[f](k) = =k F[f](k).

(6 Punkte)

Aufgabe 48.4 (D’Alemberts Losung der eindimensionalen Wellengleichung IT)
Betrachte die Wellengleichung us; = c*u,, mit den Anfangsbedingungen u(z,0) = f(z)

und u(x,0) = g(z) .
a) Zeige, vorausgesetzt, dass die Fouriertransformierten existieren, dass:

a(k,t) = f(k) coscth + (k) S”;‘jk

b) Nun invertiere diese Fouriertransformierte, um d’Alemberts Losung aus Aufg. 44.2
zu erhalten. [Tipp: Fiir den ersten Term schreibe cos ctk = 1(¢™™* + ¢~**) und fiir

den zweiten benutze Aufgabe 38.1.]

(4 Punkte)



