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Aufgabe 47.1 (Fouriertransformation)

Zeige fiir die Fouriertransformierte F[f(x)] =: f(k) einer integrablen Funktion f(x), dass
a) Fflo—a)l =7 f(k) . Tl f@)] = Flk—a),
b) Falls § > 0 und f5(z) := 5 f(%) gilt:

Ffs(@)] = f(ok) . Ff(ox)] = (fs(k) ,

c) Falls f stetig und stiickweise glatt ist und f” bzw. xf auch integrabel sind, dann
gilt:

-~ ~

Ff (@] =ikf(k) . Flaf(@)]=i(f)(k),
d) Ist g(x) auch integrabel, gilt: f’@ =f3.

Nun finde durch Vergleich mit Aufgabe 38.1 die Fouriertransformierten von

% , xl <a
a)  fa(r) = {

0 , |z|>a

c)  g(z) = g(z) * fo(x), der Mittelung von g iiber dem Intervall [t —a, = + a.

Berechne g(x) * f,(x) und zeige durch Inversion, dass

*  sinzx
—— " _dr=mn(l—¢e1.
|ty amte ==

Was ist lin% F[fa(z)]? Vergleiche die Graphen von f,(x) fir a <1 und a > 1.

(10 Punkte)



Aufgabe 47.2 (Heisenbergsche Unschérferelation)

Sei f eine stetige und stiickweise glatte Funktion und f, z f, f' € L?. Betrachte die partielle
B

Integration von / xf(z)f'(x) dx und die Limes o — —00, 3 — oo, um zu zeigen, dass:
(0%

/|f(x)|2dx: —QRe/T(x) f'(z)dx.

Benutze die Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir ([ | f(z)|? dx)2 und den Satz von Plancherel

[1fP=%x] IFI2, um zu zeigen, dass:

([isra) ([i7wra) < o fersr ) ([riora) .

Definiere die Varianz von f um den Punkt z = a durch
JEERCIRE

NERE

Auf =

Sei F(z):=e " f(x+a) ; a,a€R.
Zeige mit Hilfe von 47.1, dass

a) Aaf = A()F
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b) F(k) = e*+®) F(k + o) und damit, dass  Anf = A F

c¢) (Heisenbergsche Ungleichung)

~ ~

(Aaf)(Aaf) = (A F)(AoF) =

IO,

Zeige, dass die Gleichheit (Aof)(Aof) = 1, gilt genau dann, wenn f'+caf =0, firc € R,

und damit, dass die Funktionen, die das Unsicherheitsprodukt (Agf)(Agf) minimieren,

genau die Funktionen der Gauf’schen Form f(x) = Ce /2 ¢ > 0 sind.

[Tipp: In der obigen Herleitung der Unschérferelation spielt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
eine wichtige Rolle. Wann gilt in dieser die Gleichheit?]

~

Was sind die minimierenden Funktionen fiir das Unsicherheitsprodukt (A, f)(A.f) fir
allgemeine a,a 7

(10 Punkte)



