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Aufgabe 46.1 (Eindimensionale Wellengleichung)

a) Eine Welle, die die Wellengleichung u; = c®ug, 16st, hat zu der Zeit t folgende
Gesamtenergie:
1 [e.e]
B(t) =+ / (e (0, 1)? + Pug(,1)?] dar.

[e.o]

dE
Zeige, dass E(t) eine Erhaltungsgrofie ist, also i 0.
b) Verwende diesen Energieerhaltungssatz um nachzuweisen, dass u = 0 die einzige
Losung ist, die die Anfangsbedingungen uy = 0, vy = 0 in Aufgabe 44.2 d) erfiillt.

c) Zeige, dass fiir die gedimpfte Welle, beschrieben durch uy = 2z, — auy , a>0,
die Energie abnimmt.

d) Die Energiedichte bzw. Impulsdichte sind gegeben durch e := $(u + *u2) bzw.
P = cuu, . Zeige, dass
Oe dp op Oe
— = — — = —
ot dx = Ot ox

und dass dadurch sowohl e(z,t) als auch p(z,t) die Wellengleichung erfiillen.

e) Zeige, dass die Wellengleichung folgende Invarianzen besitzt. Falls u(z,t) die Wel-
lengleichung erfiillt, so ist jede Translation u(x — a,t) mit festem a, jede Ableitung,
etwa u,, und jede Streckung u(bz, bt) auch Losung.

(5 Punkte)

Aufgabe 46.2 (Wiarmeleitungsgleichung I)

Eine metallische Kugel mit dem Radius p und einer einheitlich konstanten Temperatur
¥ = k(> 0) wird zu der Zeit t = 0 in eine Fliissigkeit mit der Temperatur 0 eingetaucht.

1 0
Lose die Wirmeleitungsgleichung V21 = — —¢ mit diesen Randbedingungen, um zu

a? Ot

zeigen, dass die Temperaturverteilung zu jeder nachfolgenden Zeit ¢ gegeben ist durch

Qkp > (—1)n+1 .onmr 2 2 24 /02
1) = nm?a’t/p )
W(r,t) o~ ; " sin p e

(5 Punkte)



Aufgabe 46.3 (Laplace-Gleichung)

Finde die endlichen Lésungen der dreidimensionalen Laplace-Gleichung V2 = 0

a) innerhalb der Sphére mit dem Radius r = 2, gegeben, dass auf der Sphére
1 = 5cos® 0 — cosf ist,

b) auBerhalb der Sphére mit dem Radius r = 2, gegeben, dass auf der Sphére
W = cos? 0 ist.

[Losungen: a) ¢ (r,6) = (r — %) cosf + % cos®0 b)) YP(r,0) = % + %(COSQ 0 — %)]

(5 Punkte)

Aufgabe 46.4 (Wiarmeleitungsgleichung IT) (korrigierte Fassung)

Betrachte einen unendlichen Kreiszylinder mit dem Radius » = 2. Die Oberfldche des
Zylinders wird stets auf Temperatur 0 gehalten. Zu der Zeit t = 0 ist die Temperaturver-
teilung gegeben durch: ¢ (r,0) = Jo(1,27)4+3 Jo(2,76 r) . Lose die Warmeleitungsgleichung

2, L O
vw_cﬂ ot ’

um zu zeigen, dass die Temperaturverteilung zu jeder Zeit ¢(> 0) annéhernd wie folgt
lautet: , ,
W(rt) = e~ lAda P To(1,27) + 3e~ 7620 " Jo(2,767) .

(5 Punkte)



