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Aufgabe 42.1 (Lineare Differentialgleichungen II)

Finde die allgemeine Losung des linearen Differentialgleichungssystems y/'(t) = A - y(t),
wobei y : R — R? | ¢t +— y(t) und

-3 -1 1
A=1-1 -3 1
-2 =20
(s. Anleitung zu Aufgabe 41.2). (5 Punkte)

Aufgabe 42.2 (Exponentialreihe)

) 0 —=b cosb —sinb 1 0
a) Sei B(b) := (b O) . R():= (sinb cosb) I (0 1) .

Zeige, dass aus B(b)? = —b*I, durch Einsetzen in die Exponentialreihe die Gleichung
exp B(b) = R(b) folgt.

b) Betrachte die reellen Matrizen

A= <i 8> und B = (_é _(1)> .
Berechne und vergleiche die Matrizen exp A-exp B und exp(A + B).
c) Seien A, B € Mat(n x n, K) mit AB = BA. Beweise:
exp(A+ B) =expA-expB .

(Vergleiche Aufgabe 21.5).

d) Sei A € Mat(n x n,C) eine schiefhermitesche Matrix AT = —A.
Zeige, dass exp A eine unitdre Matrix ist.

e) Berechne die Eigenwerte und normierten Eigenvektoren der hermiteschen Matrix

1 -3
A_(?)z' 1)'

Zeige, dass

(8 Punkte)



Aufgabe 42.3 (Exponentialfunktion einer Matrix)
Sei

a=b 0

€ Mat(2k x 2k, R) |
S
0 b o

wobei I, € Mat(2 x 2,R) die Einheitsmatrix ist.

Zeige, dass A in eine Summe von drei paarweise kommutierenden Matrizen zerlegbar ist.
Néamlich, A=a-Iy +b-H+ N mit

i 0 ... 0 00 L 0
0 0-1 . .
H = Lo , N =
0 I
0 0 9% 0 0 0
Nun benutze Aufgabe 42.2, um zu zeigen, dass
SR() SRO) SRO) o GE5R0)
SR(b) SR() i R (D)
exp(A) = :
“RY)  <RE)
0 ar B (0)

(7 Punkte)



