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Aufgabe 18.1 (Orthonormalisierung von Polynomfunktionen)

Sei V' der euklidische Vektorraum aller Polynomfunktionen f: (—1,1) — R vom Grade<3
1
mit dem Skalarprodukt (f, g) := / f(z)g(z)dx .
-1

a) Bestimme die Matrix des Skalarprodukts (Gram’sche Matrix) beziiglich der Basis
A={fo=1, fi=x, fo =2*, f3 =23} Zeige, dass diese Matrix symmetrisch ist.

b) Benutze das Orthonormalisierungsverfahren, um aus der Basis A eine orthonormale
Basis B := {wg, wy, wy, w3} zu bilden. Was ist die Gram’sche Matrix beziiglich der
Basis B? Entwickele die Polynomfunktion F(z) = 3z* — 2 nach der Basis B; also
bestimme die Koordinaten von F'(z) beziiglich der Basis B.

¢) Definiere den Abstand zwischen zwei Vektoren in V' durch d(f,g) = ||f — ¢l =
VIf=g.f—9) . Zeige:
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d) Normieren wir die Basisvektoren in B so um, dass die Bedingungen P, (1) = 1

erfiillt sind, erhalten wir die ersten vier Legendre-Polynome. Sie sind gegeben durch
die Formel von Rodrigues P, () = 5= -2~ (22 — 1), Priife nach, dass Py, Py, Py, Ps

2nnl dzm
die Legendre-Differentialgleichung erfiillen:

- {(1 - w%ﬁﬂ n(n+1)Pa(z) = 0.

(6 Punkte)

Aufgabe 18.2 (Vektoranalysis in R? )
Bezeichne das Skalarprodukt in R® durch u - v := (u, v) = Zéz-j u; v; und das Vek-
torprodukt durch u x v = Zeijk u;j vg. Zeige mit Hilfe von el]]k und ¢;;, dass fiir alle
u,v,w € R3 gilt: N

D) w, (wx o) = (v, (wxu)) = {u, 0 xw)

i) ux(vxw)=(u,wv— {u,viw

i) wux(vxw)+vx(wxu)+wx(uxv)=0 (Jacobi— Identitét).

(3 Punkte)



Aufgabe 18.3 (Adjungierte Matrix)
a) Sei B € Mat(n x n, C) selbstadjungiert und positiv definit, so dass B ein Skalarpro-
dukt g auf C™ definiert:
g:C"xC" —- C
(v,w) — gv,w):=v" -B-w.

Sei L € End(C") ein Endomorphismus und A € Mat(n x n,C) die dazugehorige
Matrix. Zeige, dass die Matrix des Adjungierten von L beziiglich g durch die Matrix
B~'ATB gegeben ist. (Hinweis: fir Bf = B gilt (B~ = B7!).
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b) Sei B =
) Sel (1—% 3

) . Zeige, dass B ein hermitesches Skalarprodukt g auf C?

1 2
definiert. Bestimme das Adjungierte beziiglich g von A = (3 4) .
(5 Punkte)

Aufgabe 18.4 (Unitidre Matrizen)

a) Zeige, dass die Matrix (Z Z) unitar ist, falls gilt:
,d=

—_d T _ —_ b a S
a=45,b=—-5,c=—-5% % » wobei D := ad — be.
b) Zeige, dass die Matrix
21+ 75 5
Fo— 1 1 4r3i
2 V3 2VI5

unitér ist und priife nach, dass die Spalten und Zeilen orthonormale Basen bilden.

c) Zeige, dass das Produkt zweier unitérer Matrizen A, B € Mat(n x n, C) wieder eine
unitdre Matrix ist.

(3 Punkte)
Aufgabe 18.5 (Matrizen)
aix -+ Qin
a) Eine Matrix | : : € Mat(n x n; K) wird obere Dreiecksmatriz genannt,
Qp1 - Qnpn

wenn fiir alle ¢, j mit ¢ > j gilt: a;; = 0. Zeige: Sind A, B € Mat(n x n; K) obere
Dreiecksmatrizen, so ist auch A - B eine obere Dreiecksmatrix.

b) Zeige, dass jede invertierbare obere Dreiecksmatrix durch elementare Zeilenumfor-
mungen in 1,, iiberfithrt werden kann.

c) Beweise, dass fiir alle X € Mat(n x m; K) und Y € Mat(m x [; K) gilt:
xX-V)Y'=y". x".
(3 Punkte)



