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Aufgabe 16.1 (Integration)
Zeige, dass

2
1
a) H = / "+ dr = Lln (z—1)*Va2+z+1) — \/igarctan 2%1 + const.

3 —1

(Partialbruchzerlegung und integration einer logarithmische Ableitung).

41'5 2 2 2
b) I = md:p = 2 —$2_1+4ln|x — 1] + const.

(Polynomdivision mit Rest und Partialbruchzerlegung).

) J = /e cos(ft) = 52 (accos(ft) + Bsin(Bt)) + const.,
a0, a,f R (zwelmal hintereinander partiell integriere).

Nun berechne einfacher: [ el dt und trenne Real- und Imaginrteile.

dt t
d) K = / = In tan (5 + z) + const. (Substitution: tan § := 7).

cost 4

(6 Punkte)

Aufgabe 16.2 (Gerade/Ungerade Funktionen)

Die Funktion f: [—a,a] — R heifit gerade, falls f(x) = f(—xz) fiir alle z € [—a,a] gilt,
und ungerade falls dagegen f(x) = —f(—x) fir alle z € [—a, a] ist, wie z.B. cosinus und
sinus.

a) Beweise: Ist f: R — R differenzierbar und gerade (bzw. ungerade), so ist f': R — R
ungerade (bzw. gerade).

b) Sei f: [—a,a] — R integrierbar. Zeige durch Substitution:
i) Ist f gerade, so ist [*, f(x) dv =2 [ f(x) dx.

i) Ist f ungerade, so ist [ f(z) dz = 0.
(3 Punkte)



Aufgabe 16.3 (Hyperbelfunktionen)

Die Funktionen sinus hyperbolicus, sinh: R — R, und cosinus hyperbolicus, cosh: R — R,
werden definiert durch

) et —e™”® et +e’ "
sinhz ;== —— | coshx i = ——
2 2

a) Skizziere die Graphen der beiden Funktionen.

b) Gib eine Potenzreihenentwicklung fiir eine der beiden Funktionen an.

¢) Zeige: cosh? z — sinh® z = 1 fiir alle z € R

d) Zeige, dass sowohl sinh als auch cosh der Differentialgleichung f” = f geniigt.

)
)
)
)

e) Begriinde, dass sinh streng monoton wachsend ist, und folgere daraus, dass eine
Umkehrfunktion arsinh: R — R zu sinh gibt.

f) Beweise: arsinh z = log(z + vz2 + 1).

Tip: Setze e® = sinhx + coshx in ¢) ein.

g) Berechne: fab dx. (Tip: Substituiere x durch sinht und benutze c¢) und f)).

(7 Punkte)
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Aufgabe 16.4 (Ein Taylorfeind)
Es sei f: R — R durch f(x) := exp(—1/2?) fiir x # 0 und f(0) := 0 gegeben.

a) Zeige mit Hilfe von (0 <z = (1 + £)" < e”) die Ungleichungen
0< flz) <n™a™ , |f'(2)] < 20" - |27
b) Berechne f" und f” fiir x = 0 (mit den Ungleichungen in a) fiir n = 1 bzw. n = 3
und der Differenzierbarkeitsdefinition).

c) Zeige, dass es fiir alle k € N eine rationale Funktion Ry (x) = Py(z)-2~3* mit Py(x) €
Q[z] gibt, fiir die f*)(x) = Ry(z) exp(—1/2?) fiir alle x # 0 gilt. (Induktionsbeweis)

d) Zeige, dass es fiir alle k € N Konstanten K}, gibt, so dass
v e [-1L,1\{0} : |fP(x)] < Ky -a?

also f+1)(0) = 0 nach der Differenzierbarkeitsdefinition. Wie sehen die Taylorpo-
lynome an der Stelle z=0 aus? Haben sie {iberhaupt etwas mit der Funktion f zu
tun?

(4 Punkte)



