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Aufgabe 15.1 (Nicht alle Funktionen sind differenzierbar)

a) Zeige, dass ϕ(x) = |x|3 in (−∞, 0)∪ (0,∞) beliebig oft differenzierbar ist (was sind

die Ableitungen?), aber an der Stelle x = 0 nur zweimal (nicht dreimal) differen-

zierbar ist.

b) Zeige, dass die Umkehrfunktion zu f(x) = x3,

ϕ(x) :=

{
3
√

x für x ≥ 0

− 3
√
−x für x < 0 ,

an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar ist.

(Betrachte die Ableitung als Grenzwert von ϕ(xn)−ϕ(0)
xn

für xn = ± 1
n
).

(3 Punkte)

Aufgabe 15.2 (Hauptsatz)

a) Sei f : [a, b] → R zweimal differenzierbar mit f(a) = 0 , f ′(a) = 0 und f ′′(x) > 0

für alle x ∈ [a, b]. Zeige, dass f streng monoton wächst. (Tip: Hauptsatz auf f ′

anwenden.)

b) Bestimme:

∫ 1

0

dx√
1− x2

. (Tip: Verwende das Resultat von Aufgabe 13.2 b).)

(3 Punkte)

Aufgabe 15.3 (Integrationsregeln)

Berechne gegebenfalls mit Hilfe der Substitutionsregel und partieller Integration:

I1 :=

∫ 2

0

x exp(x2) dx , I2 :=

∫ e2

e

1

x ln x
dx , I3 :=

∫ π

0

esin x cos x dx .

(3 Punkte)

Aufgabe 15.4 (Inverse Matrizen)

Berechne die Inverse A−1, B−1 und C−1 zu den 3× 3–Matrizen

A :=

3/5 −20/65 48/65

4/5 15/65 −36/65

0 12/13 5/13

 , B :=

3 3 2

3 2 1

2 1 1

 , C :=

0 1 i

1 i 1

2 3 4

 .

(3 Punkte)



Aufgabe 15.5 (N-te Wurzeln von Eins)

Betrachte die Polynome in CN [Z], PN(Z) := ZN − 1 , Z ∈ C , N ∈ N. Die Nullstellen in

C nennt man die N-ten Wurzeln von Eins. Benutze die Polardarstellung der komplexen Zah-

len, um diese zu bestimmen. Markiere auf einer Skizze der C-Ebene die 5. und 6. Wurzeln

von Eins. Zeige, dass diese geometrisch durch ein einbeschriebenes (bzw. umschriebenes)

reguläres Polygon in (bzw. um) den Einheitskreis gefunden werden können.

Argumentiere nun, dass es eine Intervallschachtelung gibt, um den Kreisumfang zu be-

stimmen. Im wesentlichen hat Archimedes auf dieser Weise eine Approximation von π

errechnet. (3 Punkte)

Aufgabe 15.6 (Basiswechsel)

Betrachte die folgenden Basen des Polynomvektorraums Q3[X]:

i) A :=
{
1, X, X2, X3

}
ii) B :=

{
1 , 1 + X , 1 + X +

1

2
X2 , 1 + X +

1

2
X2 +

1

6
X3

}
.

Drücke die Basiselemente vk = Xk−1 , k = 1, . . . , 4, von A als Linearkombinationen von

den Basiselementen wk =
∑k

n=1
1

(n−1)!
Xn−1 , k = 1, . . . , 4, von B aus, d.h. schreibe

vj =
4∑

i=1

wi tij , tij ∈ Q .

Die Matrix T = (tij) ∈ Mat(4 × 4, Q) ist die Transformationsmatrix des Basiswechsels

von A nach B. Umgekehrt liefert

wj =
4∑

i=1

vi uij , uij ∈ Q

die Transformationsmatrix U = (uij) ∈ Mat(4× 4, Q) des Basiswechsels von B nach A.

Finde die Matrizen T und U und zeige: U = T−1.

Betrachte die Matrixdarstellungen MA(L), MB(L) ∈ Mat(4 × 4, Q) der Abbildung L =

diff aus Aufgabe 11.4 bezüglich der Basen A bzw. B. Zeige:

MB(L) = TMA(L)T−1 ,

und somit, dass MA(L) und MB(L) ähnlich sind.

(Beachte: die Basen sollen so geordnet sein, dass beide T und U , genauso wie MA(L) und

MB(L), obere Dreiecksmatrizen sind).

(5 Punkte)


