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Aufgabe 13.1 (Kettenregel und Umkehrfunktionen)

a) Seien f,g: R — R | o — f(z) und y — ¢g(y) dreimal differenzierbar, und es gelte

gof=ide, fog=ide (also, g(f(x)) = x, f(g(y))=y). Gib (¢'(¥), 9" (), 9" (y)) in
Abhéngigkeit von (f'(x), f"(x), f"(z)) mit z = g(y) an.

b) Seien f(z) = z* und g(y) = V/y.
Berechne ¢', ¢” einerseits mit der Kettenregel, andererseits mit a).
(Die Ableitung der Wurzelfunktion ist bekannt(!) und es ist 37— = /\/"-)

¢) Sei f = cos und a € [55,1]. Gib das Taylorpolynom dritten Grades der Umkehr-
funktion an der Stelle A := cos(a) an.

(3 Punkte)

Aufgabe 13.2 (Umkehrfunktionen)

a) Bestimme jeweils den Wertebereich und die Umkehrfunktion von f : [0,1] — R
und g : (—1,1] — R definiert durch

@)=l +1) g<x>—($‘1)2.

r+1
b) Begriinde, dass die Funktion sin : [~7, 7] — [~1,1] eine Umkehrfunktion
(arcsin : [-1,1] — [=F, 7]) besitzt.

Finde die Ableitung: arcsin’(x) fiir x € (=1, 1).

¢) In der Vorlesung haben wir gesehen:
exp wichst schneller als jede Potenz:

exp(x
lim —Xp( ) =o0 firjedesn e N .
z—oo "

Nun beweise: die Logarithmusfunktion In wéchst schwécher als jede Potenz:

lim _ln(m)

r—o0 I

=0 fiir jedesa > 0.

(3 Punkte)



Aufgabe 13.3 (Folgen von Sehnensteigungen)

Sei {7y }nen eine Nullfolge mit 7, # 0 fiir alle n € N. Ferner sei f eine auf (o, w) differen-
zierbare Funktion und a € (a,w).

Zeige zunichst: Es gibt eine Zahl n, € N so dass fiir n > n, gilt a+r, € (o, w).

Zeige fiir diese n > n,, dass die Folge der Sehnensteigungen der Sehnen durch (a, f(a))
und (a + 7y, f(a + r,)) gegen die Ableitung f’(a) von f im Punkt a konvergiert, also

i Fat ) = (@)

n—00 Tn

= f'(a) .

(4 Punkte)

Aufgabe 13.4 (Rang von Matrizen)
Betrachte:
1 00 01 1
A=1110 , B=10 00
010 1 01
a) Bestimme jeweils den Rang der Matrizen A, B, AB und BA.

b) Was ist die Dimension der Losungsriume der folgenden Gleichungen (z € Q?3):
Ar=0 , Bx=0 , ABxr=0 , BAx=07?

(3 Punkte)

Aufgabe 13.5 (Gauf-Elimination)

a) Finde die allgemeine Losung des linearen Gleichungssystems mit Hilfe des Gauf-
Algorithmus:

3ZE1 + 4ZE2 + 51‘3
6I1 + 7.752 + 8]33 =9
621 + 629 4+ 63 =

b) Unter Benutzung des Gauf-Eliminationsverfahrens invertiere die Matrizen:

e ) e
A= , B:=121 2], C:= , D:=12 44a 10
300 0 21 Lol 5 6 17

1 110

Stelle dir das a aus D als Messfehler vor, und vermeide deshalb, durch « zu divi-
dieren. Fiir welche o versagt das Verfahren? Berechne den Rang von D fiir solche

a.
(4 Punkte)



Aufgabe 13.6 (Komplexe Zahlen IT)

In Aufgabe 11.6 wurde aus Q? ein Koérper gemacht. Wenn wir genau dasselbe mit R? ma-
chen, bekommen wir einen anderen Korper, namlich die Komplexen Zahlen, bezeichnet
mit C. Sei z = a+bi € C, dann definieren wir die zu z komplex konjugierte Zahl durch
Z := a — bi und die Norm von z durch |z| := v/Z2.

a) Zeige, dass die Abbildung C — C , z +— z R-linear ist.
b) Zeige, dass fiir alle z,w € C gilt: zw = zw. Folgere, dass |zw| = |z| |w].

c) Zeige, dass fiir alle z,w € C gilt: |z +w| < |z| + |w|
(Mache eine schone Zeichnung dazu; Dreiecksungleichung!).

d) Geometrische Reihe: Sei z € C, zeige
(1—2)- Yy 2F=1-2""",
k=0

dass also die gleiche Formel wie fiir reelle Zahlen gilt.

(3 Punkte)



