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Aufgabe 10.1 (Lineare Abbildungen und darstellende Matrizen)

a) Betrachte den Polynomvektorraum Qy[X]. Sei

L:=diff : Qx[X] — Q[X]
P(X) +— P(X)
die lineare Abbildung: “ableiten”. Was sind die Kerne und die Bilduntervektorraume
(einfacher: Bilder) von L, L*:=LoL, L* Lk1?
In der Vorlesung wurde gezeigt, dass sich lineare Abbildungen L : V — W fiir
beliebige (endlichdimensionale) Vektorrdume durch Matrizen beschreiben lassen.

Fir V =W = Q4[X] finde die darstellenden Matrizen der Differentiationsabbildung
L := diff beziiglich der Basen

o) {1, X, X2,...,X*} b {1,L+X,1+g¥+§xﬁ,“.,§f lxﬂ.

=0 it
b) Betrachte die Drehung um den Winkel o im mathematisch positiven Sinn (d.h.

gegen den Uhrzeigersinn):
D,: R> — R?
x cosa - —sina -y
— . .
Y sino - T+ cosa -y
Zeige, dass D,, eine lineare Abbildung ist. Was ist die darstellende Matrix von D,,

und von DgoD,,? Zeige unter Zuhilfenahme der trigonometrischen Additionstheore-
me, dass DgoD, = Dgy, gilt.

Damit haben wir eine geometrische Deutung der Additionstheoreme: Eine Drehung
um die Summe zweier Winkel ist dasselbe wie die Hintereinanderausfihrung zweier
einzelner Drehungen!

(5 Punkte)

Aufgabe 10.2 (Matrixmultiplikation)
Sei

M5(R) := Mat(2 x 2,R) :

{(ZZ)‘mhqdeR}



die Menge aller 2-mal-2 Matrizen mit Komponenten in R. Ferner sei Matrixmultiplikation
x definiert durch

1 My(R) x My(R) — Mo(R)

a b L (€ f\ _ [ae+bg af +bh
c d g h) — \cet+dg cf+dh)
a) Zeige, dass die Verkniipfung * assoziativ aber nicht kommutativ ist.

1
b) Zeige, dass die Matrix 1 = ( 0 (i) das neutrale Element beziiglich der Verkniipfung

* ist. Wir nennen eine Matrix B € M,(R) die inverse Matrix zu A, falls die Matrix-
Gleichungen AxB = BxA = 1 erfiillt sind. (Wir schreiben dann B = A™1).

Zeige, dass die Matrix 0 = (8 8) keine Inverse hat.

¢) Seinun A = (Z 2) € M>(R) gegeben, so dass ad —bc # 0. Finde B = (Z £>7 SO

dass die Matrix-Gleichung AxB = 1 erfiillt wird. Zeige, dass dann BxA = 1 auch
erfiillt ist. B = A~! ist also die inverse Matrix zu A. (Hinweis: Es sind 4 algebraische
Gleichungen fiir die 4 Unbekannten e, f, g, h zu losen.)

d) Definiere die Determinante einer Matrix A € My(R) durch

det(A) = det <CCL Z) = ad — bc .

Zeige, dass die Spaltenvektoren (oder Zeilenvektoren) von A linear abhéngig sind,
falls det(A) = 0. Zeige, dass fiir alle A, B € M,(R) gilt: det(AxB) = det(A)- det(B) .

(5 Punkte)
Aufgabe 10.3 (Konvergenz)
a) Welche der folgenden Folgen {a,}nen sind Nullfolgen?
a) an = 5 b) a, :=n?
) ap:=(-1)" d) a,:=+2
e) ap:=(-1)" f) a,:=P(:)—1 mit P(z):=1+ 2*+ 23
b) Benutze die Definition von Konvergenz einer Folge, um zu zeigen, dass
, 1 _ (Bn+1) 3 , 2
1 =0 b) lim — =— 1 =0
a) e 6nZ & 1 ) Jim omLt5 2 ¢) lm P

(5 Punkte)



Aufgabe 10.4 (Fibonacci Zahlen und Goldener Schnitt)
Fibonacci (1170-1250) hat die Zahlenfolge eingefiihrt, die rekursiv durch

ap=1, a1 =1, (= Ap_1 + Ap_o firn >1
definiert ist, und zwar um das Wachstum einer Kaninchenbevolkerung zu beschreiben.

a) Zeige induktiv, dass die Ungleichungen a, < a,4+1 < 2a,, gelten.

11
b) Mit der Matrix A := (1 O> betrachte die Folge {B,} := {A"}. Es bezeichne
(By)i; das ij-te Matrixelement von B,,. Zeige durch Induktion: Fiir alle n € N gilt:
an = (Bp)11 -

c) Betrachte die Folge {c¢,} der Quotienten aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen
(Cn := Gpi1/an). Ubersetze die Rekursionsgleichung der a,, in eine Rekursionsglei-
chung fiir die ¢,. Nehme zunéchst an, dass die Folge {¢,} konvergiert.

Benutze nun die erhaltene Rekursionsformel, um zu zeigen, dass deren Grenzwert
o = (/5 + 1)/2 ist. Die Zahl a heiit der Goldene Schnitt und erscheint auch in
zahlreichen anderen Zusammenhéngen.

d) Nun zeige, dass die Folge {¢,} konvergiert.
Hinweis: Zeige dazu erst mit der in ¢) erhaltenen Rekursionsformel und der Glei-

chung (v/5 —1)/2 =2/(v/5 + 1), dass
V5+1

Cn+1 — 2

IR

1 2 <2
= |c
3

(5 Punkte)



