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Aufgabe 8.1 (Spann und linear unabhingige Vektoren)

Es seien vy, ..., v, linear unabhéngige Vektoren in einem K-Vektorraum V und die Vek-
toren w; = Y ,_, a;xvx € span(vy,...,v,) (ajx € K; j = 1,...,n) seien ebenfalls linear
unabhéngig.

a) Sei u € V \ span(vy, ..., vx). Zeige, dass vy, ..., vg, u auch linear unabhéngig sind.

b) Zeige, dass es ein i gibt mit a;; # 0. Nach Umbenennung darf a;; # 0 angenommen
werden. Berechne vy in Abhéngigkeit von wy, vs, ..., v,.

c) Zeige, dass die Vektoren ajjws — agiwy, ajjws — azjwi, . ..,a11W, — Gyywy linear
unabhéngig sind.

(4 Punkte)

Aufgabe 8.2 (Vektoren austauschen)

a) Betrachte die Vektoren v; € R3 | i =1,2, 3, 4,

1 3

U1 = 3 = 161 -+ 362 -+ 563 s Vg = 5 = 361 + 562 + 763
5 7
3 3

vy = 1 | =3e1+1les—1les , wvyg=|4] =3e +4es + des ,
-1 5

wobei {ey, €2, e3} die Standardbasis von R? ist.
Warum sind die Vektoren {vq, vy, v3,v4} linear abhéngig? (Ohne Rechnng!)
Tausche auf der rechten Seite sukzessiv e; gegen v; aus, um die linear Abhéngigkeiten

der Vektoren {vy, vy, v3,v4} zu bestimmen.

b) Betrachte die beiden Untervektorriume E1, E, von R?, die definiert sind als

1 3 3 3 0 2 8
b := spang 31,15, 11,14 , Ly :=spang 21,141,116
5 7 —1 5 4 6 4
Gib Basen fiir F; und E, an und bestimme dimg (£} ) und dimg(Es).
Zeige: E1 = Es.
(8 Punkte)



Aufgabe 8.3 (Koeffizienten an der Entwicklungsstelle)

Beweise mittels Induktion fiir alle a € QQ die binomische Formel,

(a+ X)" = i (Z)a”"“X’“ .

k=0

Wende diese Formel auf X = a + (X — a) an, um auf eine andere Weise als in Aufgabe
7.2 zu zeigen, dass es Zahlen b, € Q gibt mit

P(X) = Pla) = 3 b(X — o)

Wir sagen dazu auch, dass wir das Polynom P(X) an der Stelle X=a entwickeln. Wie
héingen die Werte P*)(a), der k-ten Ableitung von P an der Stelle @ mit den Entwick-
lungskoeffizienten b, zusammen?

(4 Punkte)

Aufgabe 8.4 (Rationale Kreispunkte)

Gegeben sei der Einheitskreis 224y? = 1 und eine Gerade, die den Punkt (0, 1) des Kreises
mit dem rationalen Punkt (z/n,0) der x-Achse verbindet (z € Z, n € N). Berechne den
zweiten Schnittpunkt der Gerade mit dem Kreis und zeige, dass seine beiden Koordinaten
rational sind.

NI

(Wie liefert jeder rationale Punkt auf dem Finheitskreis (vgl. obige Berechnung) ein py-
thagordisches Tripel a,b,c € N, a*> + b* = ¢* ?)
(4 Punkte)



