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Aufgabe 17.1 (Orthogonale Matrizen)

1/3 2/3 2/3
a) Zeige, dass die Matrix C' := | 2/3 1/3 —2/3| orthogonal ist. Beniitze diese
—-2/3 2/3 —-1/3
Eigenschaft, um folgendes Gleichungssystem zu losen:
r+2y+2z2=3 , 20+y—22=6 , —20x4+2y—z=-3.
5 —14 2
b) Zeige, dass die Matrix F := % —10 =5 —10 | orthogonal ist, und priife nach,
10 2 —11

dass die Spalten und Zeilen orthonormale Basen bilden.

c) Zeige, dass eine Spiegelung der kartesischen Koordinaten (z,y, 2) € R3 an der (z, y)-

Ebene eine orthogonale Transformation ist, mit Determinante —1.
(5 Punkte)

Aufgabe 17.2 (Unitire Matrizen)

a) Zeige, dass die Matrix (a

b) unitér ist, falls gilt:
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wobel D := ad — be.

b) Zeige, dass die Matrix
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unitér ist, und priife nach, dass die Spalten und Zeilen orthonormale Basen bilden.

c) Zeige, dass das Produkt zweier unitérer Matrizen A, B € Mat(n x n, C) wieder eine

unitare Matrix ist.
(4 Punkte)



Aufgabe 17.3 (Algebraische Eigenwertprobleme)

Finde die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrizen

1 0 -3 2 3 -1 3 1+ 4
F=11 -1 6], G:=10 —4 2 , H=11—¢ 1 0
-1 2 5 0 =5 3 —1 0 1
Priife nach, dass H hermitesch ist, und dass die Eigenvektoren von H orthogonal sind.
(6 Punkte)

Aufgabe 17.4 (Eigenwerte)

Betrachte die geradlinige Bewegung von zwei gleichen Massen, die untereinander und
mit einer starren Wand durch Federn verbunden sind und sich ohne Einwirkung anderer
Kréfte horizontal reibungslos bewegen konnen.

— N0/ Q0

Die Massen seien beide gleich 1, die Federkonstanten seien 3 und 2. Ferner seien u; und
uy die horizontalen Abweichungen der beiden Massen von der Ruhelage. Die Regeln der

Mechanik ergeben, dass die Bewegungen des Systems durch die Losungen des folgenden
Systems von zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung beschrieben werden:

u) = —5uy + 2us
ué’ = 2u; — 2uy
i) Zeige: Der Losungsansatz
UL = T1Coswt , Uy = Tg COSWL

fiihrt auf ein homogenes System von 2 linearen Gleichungen fiir die zwei Unbekannten
x1, To, welches als Parameter die noch zu bestimmende Eigenfrequenz w enthélt.

ii) Bestimme die w, fiir die dieses System eine nichttriviale Losung hat.

iii) Bestimme die Losungen fiir u; und us.

iv) Fiihre die analogen Uberlegungen durch fiir u; = z; sinwt .

v) Beweise, dass alle Linearkombinationen der so erhaltenen Losungen des Differential-
gleichungssystems wieder Losungen sind. (Bemerkung: man kann zeigen, dass man
damit alle Losungen erhélt. Das Beispiel zeigt, wie Schwingungsprobleme auf das Eigen-

wertproblem fiihren: die w? sind Eigenwerte).
(5 Punkte)



