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Aufgabe 16.1 (Gleichungssysteme und inverse Matrix)
Betrachte die 3 x 3—Matrizen

3/5 —20/65 48/65 33 2
A:=14/5 15/65 —36/65| , B:=[3 2 1
0 12/13  5/13 2 11

a) Zeige, dass die Spalten von A eine orthonormale Basis bilden (die Zeilen auch?).

b) e1, ez, e3 € R3 sei die Standardbasis des R3. Bestimme vy, vo, v3 € R und wy, wy, w3 €
R3, die die Gleichungssysteme Av; = e; und Bw; = ¢; (i = 1,2, 3) 1dsen.

c¢) Berechne A~! und B~

(4 Punkte)
Aufgabe 16.2 (Orthogonale Abbildungen)

a) Sei (, ) das Standardskalarprodukt auf R?*. Welche Matrizen A € Mat(2 x 2,R)
erfiillen (Az, Ay) = (x,y) fiir alle z,y € R??
(Bedingungen (a;1)?+ (as1)* = ... usw. angeben fiir die Komponenten (A);; = a;;.)

b) Sei ¢ € [0,27). Bestimme eine Matrix D, , € Mat(3 x 3,R), die beziiglich der
Standard-Orthonormalbasis in R3 eine Drehung vom Winkel ¢ um die z-Achse im
R3 beschreibt.

c¢) Sei ¥ € [0, 7). Suche jetzt D,y € Mat(3 x 3,R), die beziiglich der Standardbasis in
R3 eine Drehung vom Winkel 9 um die y-Achse im R? beschreibt.

0

d) Wende D, D, auf den Spaltenvektor | 0| € R* an, um die Punkte der Ein-
1

heitssphiire S?, beschrieben in geographischen Koordinaten (Greenwich: ¢ = 0) zu

erhalten.

(4 Punkte)



Aufgabe 16.3 (Inverse Matrizen)

Invertiere folgende Matrizen durch Berechnung der Determinante und Adjunkte:
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Aufgabe 16.4 (Beriihrung in zwei Punkten)

Zeige, dass es zu gegebenen Zahlen ay,as#ai, ., 3,7, € Q ein eindeutiges Polynom
P(z) € Q3[X] gibt, fiir das gilt:

Pl<a1):&7 P(al):ﬁ7 Pl(a2)277 P(Gz):5
Anleitung:

(1) Betrachte die lineare Abbildung
L:Q3[X] —Q*, L(P):=(P'(a1), P(a1), P'(as), Play)) .
Die Vektorriume Q3[X] und Q* haben dieselbe Dimension. Benutze den Dimensi-
onssatz, um zu zeigen, dass L injektiv ist.

(2) Seien nun ey, ey, €3, ¢4 die Standard-Basisvektoren von Q*. Die Abbildung L ist si-
cher dann surjektiv, wenn ey, eg,e3,e4 € Im L. Also finde vier spezielle Polynome
P; (i = 1,2,3,4), die unter der Abbildung L die Standard-Basisvektoren von Q?
liefern: L(P;) = e;. Finde zundchst P;. (Hinweis: beachte die Nullstellen: wieviele
und wo?) Dann betrachte Q(X) := (X —as)?, und merke, dass L(Q) sich als Linear-
kombination von e; = L(P;) und e; = L(P,) darstellen 148t. So ist P, zu bestimmen.
Genauso sind P, P, zu finden. Die Aufgabe ist nun leicht 16sbar.

(4 Punkte)

Aufgabe 16.5 (N-te Wurzeln von Eins)

Betrachte die Polynome in Cy[Z], Py(Z) := ZN¥ — 1, Z € C, N € N. Die Nullstellen
in C nennt man die N-ten Wurzeln von Eins. Benutze die Polardarstellung der komplexen
Zahlen, um diese zu bestimmen. Markiere auf einer Skizze der C-Ebene die 5. und 6.
Wurzeln von Eins.

Zeige, dass diese geometrisch durch ein einbeschriebenes (bzw. umschriebenes) reguldres
Polygon in (bzw. um) den Einheitskreis gefunden werden koénnen.

(4 Punkte)



