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Aufgabe 10.1 (Lineare Unabhingigkeit und Dimensionsformel)

Sei V' ein K-Vektorraum und u,v € V. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.
a) dim(span({u,v}) =2

b) Es gibt eine lineare Abbildung ¢ : span({u,v}) — K? mit ¢(u) = (1,0) und
p(v) = (0,1)

c) Die Vektoren u, v sind linear unabhéngig .

(Hinweis: Zeige a) = ¢) = b) = a), so entfillt die Notwendigkeit z.B. ¢) = a) zu beweisen).
(5 Punkte)

Aufgabe 10.2 (Polynome in der Basis {1,(X —a),..., (X —a)"})
Es sei a € Q fest gewihlt.

a) Zeige mittels linearer Abbildungen (Differenzieren und Auswerten an der Stelle
X=a), dass {1, (X —a), ..., (X —a)"} eine Basis von Q,[X] ist, und sich somit
jedes Polynom P(X) € Q,[X] als Linearkombination dieser Basisvektoren schreiben
1aBt. Das heifit, es gibt Zahlen by, b, ..., b, € Q mit

n

P(X) =) aX*= Z bi(X —a) .

k=0

b) Gib einen expliziten Algorithmus fiir die Berechnung der Koordinaten b; beziiglich
der Basis {(X —a)? ,j = 0,...,n} aus dem Koordinaten a; beziiglich der Basis
{X* k=0,...,n} an.
(Hinweis: Benutze die Binomische Formel fiir (X — a) + a)*).
(4 Punkte)
Aufgabe 10.3 (Lineare Abbildungen und darstellende Matrizen)
Betrachte den Polynomvektorraum Qy[X]. Sei

L:=diff : Qi[X] — Q[X]
P(X) — P'(X)

die lineare Abbildung: “ableiten”.



a) Was sind die Kerne und die Bilduntervektorrdume (einfacher: Bilder) von
L, L2:=LoL, L*, [k17?

b) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass sich lineare Abbildungen L : V. — W fur
beliebige (endlichdimensionale) Vektorrdume durch Matrizen beschreiben lassen.

Fir V =W = Qi[X] finde die darstellenden Matrizen der Differentiationsabbildung
L := diff beziiglich der Basen

k
1 1.
i) {1, X, X?,..., X"} i) {1,1+X,1+X+§X2,...,§ 5XZ}.
i=0

(6 Punkte)

Aufgabe 10.4 (Lineare Abbildungen und darstellende Matrizen)

Betrachte die Drehung um den Winkel o im mathematisch positiven Sinn (d.h. gegen den

Uhrzeigersinn):
D,: R — R?
(m) i (cosoz-x—sinoz-y) '
Y sina - x4+ cosa -y

Zeige, dass D, eine lineare Abbildung ist. Was ist die darstellende Matrix von D, und
von DgoD,? Zeige unter Zuhilfenahme der trigonometrischen Additionstheoreme, dass
DgoD, = Dg, gilt.

Damit haben wir eine geometrische Deutung der Additionstheoreme: Eine Drehung um
die Summe zweier Winkel ist dasselbe wie die Hintereinanderausfihrung zweier einzelner

Drehungen!
(5 Punkte)

Freiwillige Weihnachtsaufgaben (20 Bonuspunkte)

Aufgabe 10.5 (Matrixmultiplikation)
Sei

M5(R) := Mat(2 x 2,R) := {(Z 2) | a,b,c,d € R}

die Menge aller 2-mal-2 Matrizen mit Koeffizienten (Komponenten) in R. Ferner sei Ma-
trixmultiplikation * definiert durch

x: My(R) x My(R) —  My(R)

(a b)*(e f) B (ae+bg af+bh)
c d g h) — \cet+dg cf+dh)

a) Zeige, dass die Verkniipfung * assoziativ aber nicht kommutativ ist.



1
b) Zeige, dass die Matrix Id = (O ?) das neutrale Element beziiglich der Verkniipfung

% ist. Wir nennen eine Matrix B € M,(R) die inverse Matrix zu A, falls die Matrix-
Gleichungen AxB = BxA = Id erfiillt sind. (Wir schreiben dann B = A™1).

Zeige, dass die Matrix 0 = (8 8) keine Inverse hat.

b
c) Seinun A = (a d) € Ms(R) gegeben, so dass ad —bc # 0. Finde B = (6 f), SO
c g
dass die Matrix-Gleichung AxB = Id erfiillt wird. Zeige, dass dann BxA = Id auch
erfiillt ist. B = A~! ist also die inverse Matrix zu A.
Hinweis: Es sind 4 algebraische Gleichungen fir die 4 Unbekannten e, f,g,h zu
losen.

d) Definiere die Determinante einer Matrix A € My(R) durch

a

b
A) = = ad — be .
det(A) = det (c d) ad — bc

Zeige, dass die Spaltenvektoren (oder Zeilenvektoren) von A linear abhéngig sind,
falls det(A) = 0. Zeige, dass fiir alle A, B € My(R) gilt:  det(A*B) = det(A) det(B) .
(7 Punkte)

Aufgabe 10.6 (Multiplikation nicht immer assoziativ)

Zeige, dass die Menge Q := {£1, ey, ey, £e3} mit Multiplikation *: Q x Q — Q definiert
durch

1«1 =1, (-)x(-1) =1 , 1x(-1)=(-1)%x1 = (-1)
eixe, = —1 | lxe = ex1 = ¢ , —e = (—1)*xe; = e;x(—1) |, i=1,2,3

€1 %€y — —€Eg*k€; — €3 , €y €3 = —€3 €y = €1 , €3 k€1 = —€1 k€3 = €9

eine Gruppe bildet, unter der Annahme, dass Multiplikation mit +1 assoziativ ist. (Hin-
weis: die Multiplikationsregeln sind symmetrisch unter zyklischen Permutationen der In-
dizes 1,2,3; es gilt ndmlich e; x e = —ey*xe; = e3 und alle zyklische Permutationen
von (1,2,3). So mufl die Assoziativitdt von nur wenigen Tripeln (e;, e}, e;) nachgepriift
werden). Bemerkung: die Elemente +e; , i = 1,2, 3, sind Quadratwurzeln von —1 und die
Gruppe 9Q heifit Quaternionengruppe.

Nun zeige, dass die erweiterte Menge O := {1, +ey, +es, te3, tey, +es, +eg, ter}
mit folgender Multiplikationstabelle keine Gruppe bildet:



-1 el € €3 €4 es €6 er

1 -1 €1 €9 €3 €4 €5 €g €7
1] -1 1 —ey —ey —e3 —e4 —€5 —eg —e€r
e1 | eg —e —1 e3 —ey e —eq4 —e7  eg
€9 €9 —€9g —€3 —1 €1 —€g —€7 €4 €5
€3 €3 —€3 €9 —e€1 -1 —er (& —E€s5 €4
€4 €4 —€4 —€p € (&4 -1 €1 —€y —€3
es | es —es ey e —eg —ep —1 es  —eo
eg | e —eg er —e4 ej es —e3 —1 —e
€7 €7 —€y —€g —€5 —€4 —€3 €9 €1 —1

Die Elemente e; , 1 =1, ..

., 7 (£e; sind Quadratwurzeln von —1) erfiillen fiir alle geord-

neten Tripeln
(1,7,k) € {(1,2,3), (1,4,5), (1,7,6), (2,6,4), (2,7,5), (3,5,6), (3,7,4)} die Relationen

e; ¥ e; = —ej xe; = e und alle zyklische Permutationen von (7,7, k) .
Nehme wieder an, dass Multiplikation mit +1 assoziativ ist.
Fiir das Versagen der Assoziativitét reicht es zu zeigen, dass es ein Tripel gibt, fiir welches
eix (ej*ex) # (e; % e;) x ey .
(7 Punkte)

Aufgabe 10.7 (Taylorpolynome)

a) Es sei a € Q fest vorgegeben. Ferner seien cq, ¢y, ..., ¢, € Q.
Zeige, dass es genau ein Polynom Q(X) € Q,,[X] gibt mit

Qa)=co , Q@) =cr ,or Q(a)=cn.

b) Zeige, dass die Tangente T'(X) an der Stelle a zu einem Polynom P(X), gegeben
duch
T(X) = P(a) = (X —a)P(a)

das einzige Polynom vom Grad < 1 ist mit 7'(a) = P(a), T'(a) = P(a).

c) Folgere aus a), dass fiir jedes Polynom P(X) € Q,[X] und jedes a € Q ein eindeu-
tiges Polynom 7, ,(X) € Q,[X] gibt mit
Tha(a) = P(a) , Té,a(a) =P(a) ..., Tgfl)(a) = P(")(a) )

Das Polynom T, ,(X) heifit Taylorpolynom vom Grad n bei x=a zu P.
Speziell ist die Tangente das Taylorpolynom ¢; ,(X) vom Grad 1.

d) Zeige, dass die beiden Polynome T;, ,(X) und P(X) (vgl. Aufgabe 10.2) beziiglich
der Basis {(X —a)? ,j =0,...,n} die gleichen Koeffizienten haben.

(6 Punkte)



