Monotoniesatz und Transzendenz von e

Von H. KARCHER in Bonn

In diesem Artikel demonstriere ich an zwei beriihmten Bei-
spielen, der Transzendenz von e und der Irrationalitét

von n, die Leistungsfdhigkeit des Monotoniesatzes.
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1. Ubersicht und Absicht

Der Monotoniesatz wird auf der Schule in verhdltnismidBig
unauffilliger Weise bei Kurvendiskussionen benutzt, am
raffiniertesten noch bei mmb hinreichenden Extremwertbe- .
dingungen. Ich will die Anwendungen zur Fehlerabschdtzung
in den Vordergrund stellen. In vielen F&dllen unterscheiden
sich diese von den gut bekannten Anwendungen nur dadurch,
daB der Monotoniesatz auf geeignete Differenzen angewandt
wird. Da dabei aber weniger gel&ufige vﬁmmmmms entstehen,
habe ich dem (exemplarischen) mwswﬂﬁmww dieser Arbeit den
AﬂWWOHmemQSmsv Abschnitt liber Variationen des Monotonie-
satzes vorangestellt. ,

Die vom Mittelstufenunterricht bekannten Irrationalité&ts-
beweise filir Quadratwurzeln geben keine Hinweise darauf,
wie Fehlerabsch&itzungen der Analysis zusammen mit den Ei-
genschaften der ganzen Zahlen zu Irrationalitdtsaussagen
fihren kdnnen. Ein besonders einfaches Beispiel hierfiir
ist die Irrationalit&t von e, die am Ende von Abschnitt 6
unabhdngig von der Ubrigen Arbeit bewiesen wird. Die Be-
welsstrategien flir die Irrationalitdt von' m und die Trans-
zendenz von e sind zu Beginn der Abschnitte 5 und 8 aufge-
schrieben. Dort ist ausgefihrt, daB die Beweise auf Poly-
nomapproximationen von sin und exp beruhen, die wesent-
lich besser als die Taylorpolynome sind. Hat man diese
guten wwvﬂoxHSWHMOSmn erst einmal, so sind die dann noch
benstigten Beweisargumente - hoffentlich auch nach Ansicht
des Lesers = nicht mehr schwieriger als andere auf der
Schule vorkommende. v

Der grdBte Teil dieser Arbeit besteht darin, Plausibili-
nmwmwﬂwcSmswm zZu geben, die zu guten Approximationen fih-
ren kénnten. Diese Plausibilitdtsargumente haben sich in
der numerischen Mathematik seit langem bewdhrt; daB sie
zum 2Ziel fihren, wird mit dem Monotoniesatz bewiesen -
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selten komplizierter als mit den Argumenten aus Abschnitt 2.
Hauptsdchlich handelt es sich dabei um folgende Grundidee.

Falls eine Funktion f und ein Polynom oder eine rationale
Funktion P an mehreren Stellen nicht nur dieselben Werte,
sondern auch noch einige gleiche Ableitungen haben, so
kann man erwarten (und mit dem Monotoniesatz zeigen), da8
f von P besonders gqgut approximiert wird.

Als erstes Beispiel hierfir bespreche ich in Abschnitt 3
quadratische und biquadratische Approximationen des Krei-
ses. Auch die weiteren Abschnitte sind nach folgendem
Muster angelegt:

Plausibler Ansatz - Beweis mit dem Monotoniesatz. Am
SchluB begreift man die Irrationalitdt von mn. Ich hoffe,
daB dem Monotoniesatz angesichts dieser Leistungsfihig-
keit eine angemessenere Rolle im Unterricht eingestanden
wird, als das zur Zeit geschieht.

2. Variationen zum Monotoniesatz

Wendet man den Monotoniesatz auf Linearkombinationen
(meist Differenzen) an, so findet man Aussagen, die oft
bequemer zu benutzen sind, aber doch als inhaltsgleich
durchschaut werden sollten, also nicht als "verschiedene
Sitze":

1) Monotoniesatz

[V impliziert: f ist nicht fallend.

2) Monotoniesatz (bequemere -Fassung)
f' s g' impliziert: g-f ist nicht fallend, oder:

- Flir Xg § x gilt  f(x)-f(xy) < g(x)-gfx4).

3) mnwﬂﬂﬁwmsmwdu (Spezialfall der vorigen Fassung)
msgf'sM
Fir x, s x

impliziert:

0 gilt m Ax|xov S maxv|mAxov < zhxuxov.
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- Bemerkungen.

(i) Ein Beweis findet sich im Anhang.

(ii) Da man nit dem Schrankensatz bequem argumentieren’
kann, méchte ich zur Benutzung im vorbereitenden
Unterricht darauf hinweisen, daB der Schrankensatz

fiir manche Funktionen trivial ist:

-1 .n-2 n-1
Wegen x::xw = Axuxov.axs +X .wo+...+xo }
gilt fir Xg < Xyt
- n n-1
:.xw A.Axanxov g anxo $n X, .Axgnxov.

Der in der Hochschullehre statt des Monotoniesatzes fast

ausschlieBlich benutzte Mittelwertsatz besitzt demgegen-

tiber nur die quadratische Parabel als exemplarischen Spe-
zialfall, der keinen Beweis ben&tigt.

Eine gute bekannte Anwendung des Monotoniesatzes ist
diese:

Sei £" > 0 in (a,b), dann ist jedenfalls f' monoton wach-

send. Sei zus#tzlich fiir ein x_ € (a,b) noch m.Axav =0,

m
dann folgt aus der Monotonie

f' « 0 in Am~xav~ £f' >0 in Ax5~dv.

Noch einmal mit dem Monotoniesatz ergibt sich schlieB8lich:
f ist fallend in _m~xsg. und f ist wachsend in ﬁxa~vu.
also hat f bei X sein Minimum (fiir x € [a,bl).

Diese wiederholte Anwendung des Monotoniesatzes ist sehr
leistungsfihig und nicht auf Extremwertdiskussionen be-
schrinkt. Wir wollen sehen, was Linearkombinationen da-

raus machen kénnen:

Sei £" > 0 in (a,b), dann gilt fir jedes x € (a,b): Der

Graph von f liegt oberkald der Tangente in X

Beweis. Die Differenz zwischen f und Tangente in S also

die Hilfsfunktion h(x) = mngnmAxsvum.Axav.Axuxav hat
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immer noch h" > 0, aber zusidtzlich :_ﬁxau = 0 und daher
bei X das Minimum wﬂxau = 0.

Dieselbe Idee wird noch einmal benutzt; ich gebe eine
physikalische Formulierung:

Kennt man Schranken fiir die Beschleunigung f", etwa

2b < f" < 2B in (a,c), so kann man angeben, wie weit f
von den tangentialen gleichmdBig geradlinigen Bewegungen
abweicht:

be (x-x,) 2 8 £ (x) = (£ (k) +£* (%) » (x=x)) S Be (x=x,) 2.

(Geometrische Interpretation: der Graph von f liegt zwi-

schen zwei Parabeln mit derselben Tangente bei xa.u

Beweis. Wie schon mehrfach beweisen wir statt B 2 A lie-
ber B-A 2 0. In der Tat, die Hilfsfunktionen

h(x) = £(x) = be(x-x )2 , H(x) = B (x-x)? - £(x)

erfiillen h" > 0 bzw., H" > 0, liegen also oberhalb ihrer

| N, e -
Tangenten bei Xy 2. B. H(x) 2 mnxay £ Hxau (x xa_.
Das ist schon die Behauptung.

Dieser Einsatz von Linearkombinationen ist meiner Meinung
nach niitzlich und lehrreich. Ich filhre als weiteres Be-
weismittel eine einfache Fallunterscheidung ein und komme
zu einer Aussage, deren Beweis man beim Lesen kaum anmerkt,
daB man selber Mithe hitte, ihn zu finden. Dies als Bei-
spiel dafiir, wie harmlose Variationen das zuerst zitierte
"Extremwert-Argument" schon zu einem raffinierten Hilfs-
mittel machen k&nnen.

Wieder sei 2b < f" < 2B auf (a,c) (Beschleunigungsschran-
ken). Betrachte die beiden Parabeln mit denselben Rand-
werten f(a), f(c) wie f und den Beschleunigungen +2b, +2B.
(Ist es schwer oder leicht, diese Parabeln anzugeben?)
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A}

Parabel P(r)=s(x)-B-(c-x)-(x-a)

Parabel p(x)=s(x)-b-(c-x)-(x-a)
Sehne s(x)

——Graph f falls 2b<f" <28

f(a) f(c)

Figur 1

pix) == lmm.ﬁmﬁw-.hnux_+m-nv.ﬁxnmv“ - b+ (c-x)* (x-a),

a

P(x) := AMWMﬁ.nmﬁmu.nnlxg+manv.ﬁxlwuu - B* (c-x)* (x-a).

Behauptung: f liegt zwischen diesen Parabeln, also

P(x) s £(x) s p(x).

Wollen Sie vor dem Weiterlesen einen Beweisversuch machen?
Ich fand es unerwartet schwierig, die nachtrdglich harm-
lose, {iber den vorhergehenden Beweis hinausgehende Zusatz-
idee (eine Fallunterscheidung) zu finden.

Beweis. Wegen guter Erfahrungen betrachten wir sofort die

Differenzfunktionen

h(x) := £(x) - p(x) H(x) := P(x) - £(x)

h" > 0, h(a) = h(c) = 0, H" > 0, H(a) H(c) = 0.

Die Behauptung ist #quivalent zu h s 0 und H £ 0 (gleiche
Beweise). Zundchst ist h' wachsend. Fiir jedes x € (a,c)
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ist entweder h'(x) < 0 oder h'(x) > 0. Im ersten Fall ist
h' < 0 auf (a,x), im zweiten ist h' > 0 auf (x,c). Dies
einfache Monotonieargument wird wiederholt:

Im ersten Fall ist h fallend auf [a,x], also
h(x) < h(a) = 0, im zweiten Fall ist h wachsend auf [x,c],
also h(x) < h(c) = 0. ,

Zwel weitere Beispiele.

(i) Die wiederholte Anwendung des Monotoniesatzes fiihrt
zu den emeOHmwvHoxHBmﬁHonmb von sin, cos, exp [St]
(vgl. Abschnitte 4 und §6).

(i1) Die Keplersche FaBregel integriert bekanntlich kubi-
sche Polynome exakt; fir die Fehlerabschédtzung unter
der Voraussetzung _mApv_ < B denken wir uns von f

das kubische Polynom P abgezogen, daB8 bei a,b, W {a+b)
dieselben Werte wie f hat, und bei W (a+b) auch noch

mummmpdm Tangente.

Dann beweisen wir: Aus 0 s :Abv~ h(a) = SAWAm+UVV =
und h'(J(a+b)) = 0 folgt h 5 0 in [a,b], also

|£-P| S 57+ B ¢ (x-a) + (x~ § (a+b))? + (b=x) (vgl. Ab-
schnitt 3).

h(b) =

Die Einzelheiten sind mir nicht so wichtig wie die Beob-
achtung, da8 das Monotonieargument iterierbar ist und daB
damit niitzliche Aussagen bewiesen werden kdnnen.

Ein anderes wohlvertrautes Hilfsmittel ist die Quotienten-
'

' '
regel va = m.AMI - (z. B.). Sie liefert direkt eine
multiplikative Version des Schrankensatzes zu Vorausset-
L
zungen {lber die Wachstumsraten Mls Mh.

Multiplikativer Schrankensatz

Flir positive Funktionen f, g gelte in [0,al: MN s mv .

Dann ist § nicht fallend, d. h. m&mw < m&mw )

0
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Bemerkung. AuBerhalb des Mathematikunterrichts scheinen.
)

mir Wachstumsraten MI eine grbBere Rolle als Steigungen

f' zu spielen. Warum? Kann man diese Kombination von zwei

Standardargumenten schwierig nennen?

Ich gebe zwei Anwendungen auf Folgen. Ich nehme an, die

meisten Leser haben kompliziertere Beweise dieser Aussagen
gesehen.
hin.)

(Auf Linearkombinationen weise ich nicht explizit

1) Bernoullische Ungleichung: Die Funktion f(x) =
= (1+x)® =1 -n + x (n > 1) hat auf [-1,») bei 0 das

Minimum 0. Beweis mit dem (linearen) Monotoniesatz:

1

£'(x) = ne (1+x)® '-n, £' < 0 auf [~1,0), £' > 0 auf
(0,°), also £(x) 2z £(0) = 0. ;
‘Nv Definiere fir x 2 0 die Funktionen mbeV e=. (1 + mvn.

Behauptung: m:Axv s m5+4Axv (s e* falls man e* kennt).
Beweis mit dem multiplikativen Schrankensatz:

3y %=1 . 2n+1 x -1

Mﬂ (x) = (1 + mv s A, x) = (1 + MHAv s 1.
Entsprechend folgt fiir b (x) := (1 - mvln in o $x<n
Amxm:u:i (x) § b (x).

Bedeutung fiir die Integralrechnung

(i) Die bekannte Tatsache, daB sich zwei Stammfunktionen
von f£f auf einem Intervall nur um eine Konstante unter
scheiden, besitzt folgende niitzliche qualitative Va-

riante, die auch nur eine Version des Monotoniesatzes
ist:
Falls F' = £ S G' und a s

b sind, so gilt

"F(b) - F(a) S G(b) - G(a).
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Beispiel: Fiir x 2 1 ist

1
- {1 + =)
x - n

"

»®

A

x
Bl=

, und daher

n{1=-x

7N

1
) < 1nx's n(x® - 1).

Man sollte einen groBen Unterschied machen zwischen
Funktionen £, fiir die man Stammfunktionen raten
kann, und solchen, fiir die das nicht der Fall ist.
Fir erstere wird das Problem des Flicheninhalts un-

. ter dem Graphen von f nd@mlich durch den Monotonie-

satz erledigt und nicht erst durch den Fundamental-
satz der Differential- und Integralrechnung. Die De-
finiticn des Inhalts krummlinig begrenzter Figuren
hat im Laufe der Geschichte groBe Mithe gemacht. Ich
finde, man verdunkelt an einer bedeutenden Stelle die

Leistungsfdhigkeit der Analysis, wenn man Stammfunk-

tionen mit Hilfe von Flicheninhalten definiert. Die
mowwmnmms Argumente zeigen u. a., warum man z. B.
den Fldcheninhalt unter den Potenzfunktionen

f(x) = x"(n+ -1) sehr viel leichter <meﬁmsms kann
als die Kreisfliche.

Wenn man iber den Flidcheninhalt unter dem Graphen

einer Funktion sprechen will, setzt man den Inhalt

endlicher Vereinigungen achsenparalleler Rechtecke

als bekannt voraus. Man ist bereit, als Inhalt der

Fliche unter dem Graphen einer positiven Funktion f

Uber’ dem Intervall [a,b] eine solche Zahl A zu be-

zeichnen, die folgende Eigenschaften hat:

(*) A ist kleiner als die Fliche aller Obertreppen

zu f und gréBer als die Fliéche aller Untertrep-
pen zu f.

(**) Es gibt keine andere 2ahl X mit Eigenschaft (¥).
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Satz. Falls F eine Stammfunktion z2u £ ist, so hat
A = F(b)-F(a) die Eigenschaften (¥}, (¥**),

Beweis. Zu einer Ober- (bzw. Unter-)treppe gehdrt eine
Einteilung a = ag < md...Amb = b und Zahlen zw (bzw. Ew-
so daB gilt

fix) s z» (bzw. m; s f(x)) fir x € Hmw|A~mHu .

Aus dem Schrankensatz fiir F folgt

mAmHvumAmwnév s M c(ag-a;_4) bzw.

m(a;-a;_4) S Flay)-Fla;_4) .

Diese Ungleichungen werden iiber die Teilintervalle sum-
miert und wegen MMAmAmHvlmAmwung = F(b)-F(a) folgt:
F(b)-F(a) liegt tats&dchlich zwischen den Inhalten aller
Untertreppen und aller Obertreppen.

Um auch (**) zu beweisen, mache ich die fir die augenblick-

liche -Diskussion nicht sehr schwerwiegende Zusatzvoraus-

setzung

|£'] s L in [a,b].
Nun wird zundchst eine Einteilung gewdhlt, deren maximale

Breite d: = Bmxﬁmwumwngv wir uns "klein" vorstellen (s.u.).
i
Wegen [£'| § L und dem Schrankensatz fiir f kdnnen wir

jetzt Unter- und Obertreppen wihlen durch

m,
1

My

fla;_4) - Lela;-ay )
).

i

flag_q) *+ Lrlay-a;

Als Differenz der Flichen dieser Treppen finden wir

IM e (ag=a; _4) = Imyc(ag-a;_4) =

2

n

= L2L-(a;-a; ) 2L+ (b-a) °d .
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Diese Differenz k&nnen wir also durch Wahl von d so klein
machen, wie wir wollen; damit ist es unm&glich, daB zwei
verschiedene Zahlen zwischen den Inhalten aller Untertrep-
pen einerseits und aller Obertreppen andererseits liegen.
Da dem Leser die einzelnen Schritte sicher mehr oder weni-
ger bekannt sind, wiederhole ich: Wichtig ist, daB der
Flédcheninhalt krumm begrenzter Figuren nicht als selbst-
verstédndlich vorausgesetzt wird, sondern mit Hilfe der
Analysis erkldrt werden kann.

3. Parabeln und Kreise

Tangenten der Parabel und Fldcheninhalte unter der Parabel
sind zugdnglicher als die Kreisfliche. Sie sind explizit
angebbar und nicht nur zu approximieren. Ich werde darum
versuchen, den Kreis durch quadratische und biquadratische
Funktionen zu approximieren. Die Glite dieser Approximatio-
nen soll anschlieBend durch Vergleiche von Flicheninhalten
getestet werden.

Approximiert wird der verschobene Einheitskreis

xm+n%uduu = 1 oder xN = m%l%n -

(i) Der Parabelbogen, der im tiefsten Punkt berihrt und

durch (a,b) mit ww B NUIUN geht, ist
2 tanD
p(x) = b -« mu x umm , =~af&xSa.
a
4
Wegen xm+avhxwrdum|4 = Mwm xn+ Imlld s
(2-b)
“.Un|uhm+m.mvnw =0
“=2 (2-b) 2

liegt der Parabelbogen innerhalb des Kreises.
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Kreis oder Parabel

Figur 2

Der Inhalt der schraffierten Fliche ist

w
bnm.aélvu+mmvnawaxwaxum+mmu.
P L=< 3

Dies ist eine untere Schranke fiir die Flidche des
Kreissektors (und zwar der Wert, den die Keplersche
FaBregel fiir den Kreissektor liefert).

(ii) Der Parabelbogen, der den Kreis in (:a,b) beriihrt,
ist

2 2
o X =a
Mﬁxwlw..v.lg__

Wegen x~+ﬁwﬁxur4-u 2 1 liegt dieser Parabelbogen
auBerhalb des Kreises. Der wie eben berechnete Inhalt
des Parabelsektors ist

~a S X 5 a.

1 1+b
Ap =as.yab g
und dies ist eine obere Schranke fiir die Fliche des
Kreissektors.

(iii) Als Fehlerschranke fiir die Fliche des Kreissektors
erhalten wir

2 2 5
b~ = a
i o A

(1-b) (2-b) 2

>
.UI
o
L]
w8

Zum Beispiel fiir den 60°-Sektor, also a = W ’

b=1- w VI, ergibt sich: (Ap=A,) (60°) ~ qmu )
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AuBerdem beobachten wir folgendes: Halbiert man den
Sektorwinkel, so wird mw ungefdhr um den Faktor MW

kleiner. Das heift: berechnet man die Fliche des

60°-Sektors mit Hilfe von 2wei 30°-Sektoren, so ist

1 1 A
der Fehler nur wﬁsw,gm 745 ¢ usw. Bei jedem Hal-

bierungsschritt wird der Fehler etwa um den Faktor

Aw kleiner. Die Halbierungsiteration geht schon auf
Archimedes zurlick, sie lautet in trigonometrischen

Bezeichnungen

cos & = + cos a
2 2 !

Flir weitere Einzelheiten vgl. [F].

2 sin W =

[Ni3e] [o]

Da die eigentliche Halbierungsiteration unabhingig
von der Approximation der Kreissektoren ist, kann
man durch bessere Kreisapproximationen die Genauig-
keit sehr vergr&Bern, ohne den Rechenaufwand nennens-
wert zu erhdhen. Wir wdhlen jetzt die folgenden bi-
quadratischen Approximationen

2
N...Q.oU'

-

X X

wQAxv = (1-a)°*b -

o)

a

U]

Diese bertihren offenbar alle den Kreis im tiefsten
Punkt und gehen durch (ta,b), Linearkombinationen !
Nach Einsetzen in die Kreisgleichung findet man

oy = W~ ay = Mwm so, daB fir ag < a <oy die Graphen
von mn den Kreis noch je einmal zwischen 0 und :a
schneiden. Paq beriihrt den Kreis dreimal, n&mlich
bei 0 und bei *a und verliuft sonst auBerhalb. Pag
bertihrt den Kreis bei 0 mit Ubereinstimmung auch der
zweiten und dritten Ableitung und verliuft bis *a
innen. (Die Nachpriifung ist eine kleine tlbung im Um-
gang mit Kreisen und Polynomen.)

. bar eine N&herung fiir y = n-x_. Kennt man eine noch besse-
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Die Flédche des den Kreis approximierenden Sektors

wird wie vorher berechnet mit dem Ergebnis:

A_ = at+ta*b - H P_(x) dx = a + 1 arbra - 4 a*b
a 3 @ 3 5 :

Die Fehlerschranke betrdgt diesmal:

b3 2 al

=2 4. = -2 .2
Bag ~Bag =752 " 255 T 75 T S F

1
APQd - wpovamoov S T7700 -

Die Genauigkeit steigt jetzt bei jedem Halbierungs-
schritt etwa um den Faktor Nw . Das bessere Beriihren
der biquadratischen Polynome steigert also die Genau-'

igkeit erheblich.

4. Die erste Nullstelle von sin

Nach dieser guten Erfahrung mit der biquadratischen Kreis-
approximation gewinnen wir als ndchstes die Einsicht, da8
man 1 noch viel rascher aus der ersten Nullstelle von sin
berechnen kann. Diese Methode bestimmt n so gut, daB man
eine Chance erhdlt, die Irrationalit&t zu beweisen. Die
Idee ist zweiteilig.

Erstens. Weil sin bei n keine gewthnliche Tangente hat,
sondern eine Wendetangente der Steigung -1, ist das Newton-
verfahren in der Form

sin X,
s = el = x + si
x X sin'n n nx,

rascher konvergent, als ein Newtonverfahren allgemein ver-

spricht., Dabei ist die Korrektur sin X, = sin Anlxuv offen- |

n
re, so kann man die Konvergenz weiter beschleunigen. Zum

Beispiel folgt aus siny s y - W %w (s. u.) zundchst

Yy~ siny + 1 mHSww und damit die hervorragende Iteration
YT
+ W mwwaz. Sie ist so gut, daB bei

X = X_+ sin x
n+1 n n
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Xq. = 3 schon _:uxm_ $1072° wird, was Taschenrechner weit
dberfordert. Ich will hier jedoch auf die Fehlerabschitzung

verzichten.

Zweitens. Damit der erste Schritt iiberzeugend ist, miissen
wir sin X,
die gute Approximation durch die Taylorpolynome eine schon
oft beschriebene einfache Anwendung des Monotoniesatzes

[Sst]:

ohne groBe Mihe berechnen k&nnen. Zunichst ist

1) Aus-sin' = cos, cos' = -sin, sin(0) = 0, cos(0) = 1
folgt’
Amwnw X + QOmN x)' =0, mwbm + OOmN = mwsm 0 + 00mN 0 =1

Weiter folgt flir 0 S x jeder Schritt direkt aus dem Monoto-

niesatz (zweite Fassung f' S g' = £(x)-£(0) s g(x) - g(0)):
2) Wegen cos x £ 1 ist sin x < x,

3) wegen -x s mme x ist 1 - wm mwOOmvx~

4) wegen 1 - ml < oom X wmﬂ X - ml < sin x‘w .

5) wegen -sin x $ -x + MI ist cos x £ 1 - WU + m% usw.
Trotz der sehr guten Konvergenz dieser alternierenden (ein-
fache Fehlerdiskussion!) Polynome ist die Berechnung von
sin in-der N&he von n damit mithsam. Die Physiker, die sin
und cos zur Beschreibung von Drehbewegungen und periodi-
schen Vorgédngen benutzen wollen, bestehen noch darauf, die
Additionstheoreme zu lehren. Wir wollen sie benutzen.

Beweis éines Additionstheorems mit dem Schrankensatz und Linearkombi-
nationen: £(x) = sin(a+x) erfiillt £"+f = 0, £(0) = sin a, £'(0) = cos a.
g(x) = sin a * cos X + cos a * sin x erfiillt natfirlich auch g" + g = 0,
und die Linearkombination von sin und cos wurde so gewihlt, daB8

£(0) = g(0), £'(0) = g'(0). SchlieBlich folgt flir h(x) = f(x) - g{x):

h" +h =0, h(0) =0, B'(0) = 0, also
(240 = 2nt (e = 0, 2 +h2 ) = h'2(0)+h2(0) = O.

Es folgt £ = g, also das Additionstheorem.
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Wir benutzen speziell sin 3x = sin x-+(3-4 mwdm

x). Mit
Hilfe des Polynoms mwawv = %.Aunbwwv haben wir insbeson-
dere

sin x = mwAme Wv~ sin x = muﬁmwAwwu wvv.

Die Ableitung von mw ist nicht besonders gro8: mwva =
2

=3 - 12y°, z.B. y2 s W - _mw_ $ 3. Daher ist die Fehler-
vergr&ferung bei zweimaliger Anwendung von mu ein Faktor
¢ 9, die Fehlerverkleinerung aber, wenn man W statt x

3 5
mﬁsmwsmmmmﬁ:mnmem<HOHv0H<soa emaxv ux| MI + %Md

einsetzt, ist - wegen |sin x:emkxv_ s Wﬂ_x_q - ein Faktor

9 ‘! Daher kommt z. B. die Approximation

X .

mwAmuAem 3))) ~ sin x
erstens im Intervall (- m> w_ an die Grenzen des Taschen-
rechners und zweitens benttigt sie offenbar nicht beson-

ders viele Rechenoperationen.

Bemerkung. Wenn man mit einem Verfahren aus Abschnitt 3

n -100

3 sehr genau (z. B. 210 ) bestimmen will, indem man

aus

a = sin 30° = W~ 1-b = cos 30° = W\M~

150 n)\ 1+cos 30°
AIUJ = COS 3

: -]
de = 2 gin 15° = wwmlwmq ausrechnet, usw.

a
|J\ 1 N n .
A|US+A = 1 3 Un, Nm:+A b , So muB man leider von

n+1
Anfang an mit der endgliltig beabsichtigten Genauigkeit

rechnen.

Bei dem zuletzt beschriebenen Newtonverfahren kann man
die ersten Schritte dagegen groBziigiger, mit geringerer
Genauigkeit rechnen, so daB der Rechenaufwand im wesent-
lichen bei der Berechnung des letzten sin-Wertes vor Ab-
bruch des Verfahrens entsteht.
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5. Die Irrationalitidt von m

Nach den beiden vorhergehenden Abschnitten liegt folgender
Ausgangspunkt nahe: n wird als erste Nullstelle von sin
definiert, und sin soll durch Polynome approximiert wer-
den, die den Graphen .bei 0 und bei n mdglichst gut beriih-
ren. Die ersten Beispiele findet man leicht:

Folx) = x-(1 = 3), FI(0) = = Fi(n) = 1

Fy(x) = F,(x) + 2 F,(x)2, F3(0) = Fy(m) = 0,

T
WNAM_ ~ 0,982,
Hierdurch ermutigt macht man den Ansatz

: xw d

w:nx_ n m ww.hxﬁau mv_ ra; =1, a, = o
k=1

und versucht, die a, nacheinander so zu bestimmen, daB

méglichst viele Ableitungen von m: bei 0 und n dieselben

sind wie bei sin. Dies liefert tatsichlich eine Rekursions-

formel fiir die ay -

Bewelisstrategie

Zundchst sieht man sicher nicht, was die ms mit der Irra-
tionalitdt von m zu tun haben. Man kann aber hoffen, daB
die m: deutlich besser als die Taylorpolynome approximie-

ren. Das bedeutete dann, daB die ap deutlich rascher als

mﬂ wpmw= werden miiften. Tats&dchlich k&nnen wir mit dem

Monotoniesatz beweisen, daB
0 < a T, [— ist
k S KI(k=-1)1! ‘

Andererseits folgt aus der Annahme n = P, daB die Start-

..O.._.
werte und die Koeffizienten der erwdhnten Rekursionsformel
rational sind. Es ist nun leicht zu sehen - bei nur gerin-
gen Erfahrungen mit Rekursionsformeln sogar als bekannt

Z
anzusehen -, daB die Nenner der a = mm nicht zu rasch
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k-
wachsen, hier zw < k!+P 1
= < a,, im Widerspruch zu ay s

Ny

.omwmﬂmowaﬁmcmon mwmoamﬂ
1 :

Die Rekursionsformel

kK oooo_xkit o k=1 x k-1 ., _ 2x
(x (1 - mu ) = kex (1 - m_ i i = )

k XKy o k. (k=1) -xK"2. - Xyk-2
- el V- I ke (k=1) *x (1 =

2 k-1 _ X, k-1
= ke (2k=1) *x « (1 = "
id k X,k .
Setzen wir m:sAxv + msﬁx_ = I uw.x (1 - =" 80 finden

k=0
” L]
wir vw wiag = maw+d_ﬁnx+ﬂvmx+4 + (k+2) -+ (k+1) ay,o° Wir

n-1 X,n-1
(1 =c2)

kénnen also Fj(x) + F (x) = b _,x +

+ mb.xs_“ = mus erreichen durch die Rekursionsdefinition:

1 o R 3 i 1 .
a;=1, ay= 7 a0 = 1(2- Z5lay k+1)(k+2) = %k °

Dabei ergibt sich noch b _, = =(n+1)*n-a_ ..

Bemerkung. Wihlt man z. B. Anfangswerte mg = 0, mm = 9,

so findet man leicht, daB die Mw ungefdhr wie eine geome-
trische Reihe mit dem Faktor m wacheen. Aus zwei L&sungen
der Rekursionsformel gewinnt man durch Linearkombination
alle Ldsungen, so daB es h8chstens eine beschrinkte LOsung
geben kann. Man wird also nicht erwarten, daB sich die an-
gekiindigte Abschdtzung 0 < a s M44Wn4ﬁﬂ aus der Rekursions-
formel allein beweisen l#Bt. Dazu benutzen wir den Monoto-
niesatz. Das Resultat zeigt dann, daB (fur alle k) a, .
durch die Rekursionsformel als Differenz fast gleich grofer
Zahlen bestimmt ist! n inszeniert also eine so perfekte
Rundungsfehlerkatastrophe, daB man nur wenige a, aus der

Rekursionsformel berechnen kann.

7.B. wird bei n = 3,141592653589793 schon ag < 0.
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Die Abschdtzung der a,

Bei dem iiblichen Ausbildungshintergrund ist es jetzt

meHmwnwﬁHMosmH~ den Schrankensatz in der Form
n T
fsg=)f 2 [ g zu benutzen. Wegen
o} o .
oD, _ Xx\n_ . L -1 _ xyn-1
a *x (1 T n{n+1) a X (1 3

P (%) +F, (x)

und Amm.mwb - wu.QOmv_ = Amm + wbv.mwb folgt (erste Schran-
WmSmmﬁum:Sm:mcso~ leider nicht motivierbarer Trick):

n
%;Amm + F ) (x) » sin x dx = 0 oder

n
. n,, _ xXyn _, -
a, % x (1 =) sin x dx =

sin x dx.

n n-1
=n-(n+tl)a_ .% x -2

Alle Integrale sind >0, daher folgt zundchst 0 < a, -
schon dies kann ich nicht aus der Rekursionsformel fol-
gern. Als zweite Schrankensatzanwendung vergr8B8ern wir
das linke Integral durch VergréBern des Integranden via
xe (1= mv < m , ein Standardtrick. Die Integrale sind nun

gleich, wir kiirzen, ohne sie auszurechnen und erhalten

s ,
> = . .
a,zo=n (n+1) aner -
Mit dexr Abkiirzung A = a ni-(n-1)1t, A, = 1 impliziert
diese Ungleichung A 2 A also offenbar 1 2

a, und da-
her die Behauptung:

Ich mdchte noch einmal sagen, daB ich keine Mdglichkeit

sehe, dies aus der Rekursionsformel allein zu folgern.
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Angenommen, T _wédre rational, W =

Ol

Nach Wegmultiplizieren der Nenner lautet die Rekursions-

formel

Pe(k+2)* (k+1) a5 = 2Q* (2k+1) * (k+1)+a, 4 = Pray .
Dies vereinfacht sich durch mHm Definition
B, := ww|4.w_.mw zu

By, = 200 (2k+1) By, - P2*B,, By = 1, By = 20 .

Nun haben wir eine Rekursion mit ganzzahligen Koeffizienten
und ganzzahligen Startwerten, also sind alle ww ganz. Wegen
B

k :
0 < a = —F— 1ist sogar B, € N.
k w_ww 1 k
Damit sind die ay rationale Zahlen 2 IIHﬂHA . Diese Folge-
k!p
rung kann wegen a, < wlg + nur richtig sein, solange
2

(k-1)1 s P71 ist, was z. B. flir k-1 2 2P° sicher nicht

mehr der wmww ist.

Ummswmmﬂpmmﬂmwmwusmwam:u 2 .

Q

Sicherlich kommen sogar in mancher Klassenarbeit kompli-
ziertere Rechnungen als die dieses Beweises vor. Ich denke,
man kann auch keinen Einzelschritt besonders schwierig nen-
nen. Ich glaube ferner, daB der Leser die Argumente mit der
Rekursionsformel durchaus selbst finden k&nnte. Als raffi-
nierter Trick erscheint nur die erste Schrankensatzanwen-
dung und der Approximationsansatz.

6. zmQSWﬁcawnwwm:~ Wachstumsfunktionen

Das Ende dieses Artikels wird der Beweis der Transzendenz
von e sein. Offenbar miissen wir dazu die Exponentialfunktion
ein wenig studieren. Wie im Irrationalit#tsbeweis fiir n
fliilhren gute numerische Verfahren bei der Approximation der
Exponentialfunktion auf einen fiir den Transzendenzbeweis
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geeigneten Ansatz. Dabeil spielt die Differentialgleichung

f' = f eine besondere Rolle. Leider sind seit Jahrzehnten

Grundkenntnisse iiber einfachste Differentialgleichungen in
systematische Vorlesungen fiir hthere Semester ausgelagert

worden, so daB nicht jedem geldufig ist, wie mit einfachen
Mitteln f£' = f behandelt werden kann.

Ich habe schon gesagt, daB Wachstumsraten Awhv~ Geburten-
raten, Zinsraten, Zerfallsraten auBerhalb des Mathematik-
unterrichts eine groBe Rolle spielen. Wenn man Ableitungen
schon kennt, ist der Begriff der Wachstumsrate MN nicht
weit. Hat man den multiplikativen Schrankensatz, so kann
man ebensoleicht mit Wachstumsraten wie mit Steigungen um-
gehen. Wir betrachten deshalb die Exponentialfunktion als
Funktion mit Wachstumsrate mh = 1. In der weiteren Diskus-
sion werden Mathematiker durch das hier noch ungeldste
Existenzproblem irritiert. Ich schlage daher vor, zundchst
die einfachere und praktisch ebenso swawwmmw Frage nach

L}
Funktionen mit Wachstumsrate ml $1 bzw. Ml 21 zu stellen.

Hierzu koénnen milhelos Beispiele angegeben werden! Wir ken-
nen bereits:

a' .

= X0 oy 2 = 1 <
mDAxV = (1 + av mit Wachstumsrate 3 (x) Tex/n S 1,
: b ]
= IMIHH i lh LT — >
b (x) (1 - )~ mit Wachstumsrate B, (x) T=x/n 21.
Wegen der Bernoullischen Ungleichung gilt auBer der in Ab-
. . . < <
schnitt 2 gezeigten Monotonie a, < 41 S va+d S GB mcov
noch .
= xn o1 _
o,mvssz -a x) = (1 + o A . AV
:lllw:v
n
X,n 1 xw
s (1 + mv .AIIIIIM - Av = mbﬁxv s
- X n-x
n
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Wegen des multiplikativen Schrankensatzes wissen wir auch

1
schon msAxv < UBAxV < T-x' S°© daB fir

N ,
0 £ x < 1 *HmdAxv~ UsAxvuw sogar als Intervallschachte-

)
lung erkannt ist. Und: Jede Funktion f mit i 1, £(0) =1

£
erfiillt mbev g £(x) < Ubﬁxv in 0 £ x<n.

Andererseits konvergieren die Folgen mshxv\ vsAxv schlecht.
Man kann den Schrankensatz auch so einsetzen [St]:

1 s f=f! = (1+x) s £(x) , (0 s x)
. % N
1+ xS £(x) = £'(x) =» 1 + x + 5= s £(x).
Vermutung: xw 0
= —_— = <
avaxv T+ X+ 53 +...4 05 8 f(x).
In der Tat:
n
! 1 x
= (x) =1 - — s 1.
Hv :« Hu~xm
a' T!
n n .
Wegen MM (x) £ mm (x) £ 1 folgt msAxv pS e:Axv s Uaﬁxv. Die

Folge ﬁesﬁxvv hat alsc denselben Grenzwert wie die Inter-

vallschachtelung und konvergiert bedeutend besser.

Bemerkung. In der neueren didaktischen Diskussion hat sich
endlich die Erkenntnis durchgesetzt, daB es besser ist,
Analysis an mnsxﬁwo:mn zu lehren statt an Folgen. Hier tre-
ten Folgen auf, aber diese Folgen sind nicht als willkiirli-
che Ubungsbeispiele hingeschrieben, sondern mHm Folge des
Versuchs, ein zundchst umgangssprachlich beschriebenes Pro-
blem ("Wachstumsfunktionen", was ist das?) zu l&sen. DaB
wir so rasch zu Intervallschachtelungen gekommen sind, kann
uns nur recht mmw=~ wenn wir von der Vollstdndigkeit der
reellen Zahlen profitieren wollen.

Nun sollen dieselben Ideen, die sich bei der Behandlung von

sin bewdhrt haben, ausprobiert werden. Wie die Funktional-
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gleichung aus der Differentialgleichung f' = £ folgt, ist
s . _ f(x)-f(a) . -
wohl bekannt: Die Funktion h(x) = ATV erfillt h(0) = 1
und (wegen der Quotientenregel) h' = 0,
f(x+a) = £(x)+£f(a).
(1 Xyn erinnert und versuchen, diese Idee auf hShere Tay-

+ =
Xx\n X n
(<), HwAmv oo o

also h(x) = 1 oder

Insbesondere f(x) = mAmvs. Wir werden an

n

lorpolynome auszudehnen: am n Da numerische
Beispiele die sehr gute Konvergenz zeigen, untersuchen wir
die Idee noch genauer:

L)
Es sei'F > 0 und WI <

1. Definiere m_ncc = Sl.m::., Dann

gilt entsprechend unseren Erwartungen

mm F' x .
aﬂaxv = W.llAmv < 1.
N.M .
'
Sogar mehr: Falls die Wachstumsrate WI monoton f4l1llt (x 2z 0},
was bei allen bisherigen Approximationen der Fall war, so
gilt
F! P! 1
n n+ ;
=(x) s (x), d. h. {F_(x)}__ ist eine
wn. wd+4 n n=t,... .

wachesende Folge.

Ich breche hier ab und hoffe, der Leser ist {iberzeugt, da8

< 1 oder z 1 oder sehr nahe an 1 ist.

n xw
I T .
=0 k!

X .
e’ = lim

n+e k

Definition.

Satz. Diese Definition ist so gut, daB die Irrationalitdt
von e folgt.
1

Die Reihe fir : ist alternierend,

Beweis. also

2n-1 k
;ent

1 n
k=0 k! e

n )k
< z IMJlIIn .
k=0 )
1

. Dann k&nnen s und die Approximation

Zin

Angenommen W

-1k

iy auf den Hauptnenner N! gebracht werden:
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1 N (-1)% _ canze zanl 9 Nooopk
s " L ] = N1 . Wegen 0 # e L i ist
k=0 : ° k=0 )
1.1 Y o=k
die ganze Zahl # 0, also &= £ (= = I —J7—| .
N! e k=0 K!

Andererseits folgt aus der alternierenden Reihe

N
- I
- k=0

¥ . 1

k! S w7 SN

1
e

Der Widerspruch widerlegt die Annahme W = m

7. Strategien zur numerischen L&sung von f' = f

Die im vorherigen Abschnitt erhaltenen Approximationen der
Exponentialfunktion sind leider noch nicht gut genug, um

die Transzendenz von e zu beweisen. Wir schlagen hier (in
der numerischen Analysis bewdhrte) Plausibilit&tsargumente
zum Gewinnen von N&herungslsungen der Differentialgleichung
vor und testen das Resultat durch Berechnen der Wachstums-
rate. Praktisch iben wir dabei den Umgang mit Polynomen.

Ich hoffe, daB auch dies die verbleibende Zuriickhaltung
gegeniiber £' = f abbauen hilft.

Die dlteste bekannte Ndherungsmethode ist wohl Eulers Poly-
gonzugverfahren:

Das Intervall [0,x] wird in n gleiche Teile unterteilt. In
jedem dieser Teilintervalle sucht man l<neare Funktionen,
die wenigstens am linken Intervallende die Eigenschaft

7' = 1 haben. Dann setzt man diese Stlicke richtig aneinan-
der, also:

L(s) = 14s £iir 0 s s s 5, 2(s) = (1 + X)«(1+(s - X))
in W £ s < mm
1(s) = (1 + WVN.AA+Am - mmvv in mm $ s s mm , usw.
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Offenbar produzieren wir die uns schon bekannte Niherung

(1 + % gir die Lésung zu £' = £, £(0) = 1.

n
Die Beschreibung des Verfahrens wird durch die vielen Teil-

intervalle sehr schwerfdllig. Zum Schlu8 haben wir nur er- r

WVS|HHHOW (Abschnitt 6) aus der 1li-

nearen Approximation 1+x gemacht h&tte. Ich verzichte daher

reicht, was schon der F(

im folgenden auf die Erwdhnung von Teilintervallen und kon-

struiere Nidherungsldsungen auf einem festen Intervall. Man
X,\n
)

soll dabei in Erinnerung behalten, daB der mﬂm -Trick ge-

stattet, diese N&herungen jederzeit auf Teilintervalle cBNc-m

rechnen und zusammenzusetzen. Es.werden nur N&herungen ent-

stehen, deren Wachstumsraten 21 und wachsend oder £1 und
X,\n
)

fallend sind, was Jja nach Abschnitt 6 filir den wAm -Trick

der glinstigste Fall ist. Als heuristische Idee zur Konstruk-

tion der Niherungen greife ich die Approximation mit mehre-
ren Tangenten, so gut es geht, wieder auf: Man kennt zwar
die Werte an Stellen x > 0 nicht, aber man kann von den N&-

herungen die Ableitungsbedingung m_Axwv = mﬂxwv an mdglichst§

vielen Stellen X verlangen.

Erste Verbesserung von Eulers Verfahren: Wir suchen ein qua
2

dratisches Polynom mwﬁmv = 1+a-s+bg”, das an beiden Inter-
vallenden,; also bei s = 0 und bei s = x die Eigenschaft

Mwaov = WMAOV~ P! (x) hat. Wir finden a = 1 und

2
Py(x) = 1 + 2bx = Py(x) = 1 +x + wa, also
mu
be(2-x) =1, wmAmv =1 +8 + 575 .
Wir berechnen mm bei s = x und finden
2 1+ % £
- x“ _ T2 20y 2 1
£a(x) =1 + x + 570 = x Mt g x) = ——r 2z 1.
1 -3 2 1 -5
2 4

mN ist also eine Oberfunktion, deren Wachstumsrate fir x

nahe 0 deutlich ndher an 1 liegt als die der ersten Ndhe-

rung 1+x.
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Flir die Fortsetzung des Verfahrens bieten sich nun sehr
viele Mfglichkeiten an. Zundchst: Wir kdnnen fir den qua- -
dratischen Ansatz die Ableitungsbedingung wmﬁy.xv = wmAy.Wv
MMﬁﬁdnyv.xv = wwﬁAduyv.xv nicht an den Intervallenden (A=0)
fordern, sondern zu festem A die Koeffizienten a,b bestim-
men und dann A so wdhlen, daB die Wachstumsrate m&glichst
nahe an 1 ist. Das funktioniert zwar gut, fithrt aber nicht
zu dem Transzendenzbeweis hin. (Ganz zwangsliufig dringt
sich auch dieser Beweis nicht auf.) Eine andere Idee ist,
ein Polynom vierten Grades zu wihlen und die Koeffizienten
so zu bestimmen, da8 P"(0) = P'(0) = P(0) und P"(x) = P'(x)
= P(x) ist. Das funktioniert gut und ist fiir spiter brauch-
bar, aber es fiihrt auf dieselbe Niherung, die wir mH:mmnrmH
aus einer dritten Idee bekommen:

2 3 2
P(s) = 1 +.5 a3~ +be3—, PJ(s) = 1 +aws + b3 ;

bestimme a und b so, daB M.va wawv~ P'(x) = P(x) ist

(P'(0) = P(0) ist im Ansatz beriicksichtigt). Wir finden die
linearen (!) Gleichungen fiir a, b:
2 3 2
X 3
5 +a: m! +b WM = a * W + b - WI oder
L2
= * lm QM'UWI
t=a-00-3)+b- G-39 .
2 3 2
X
X+a'* 3 +Db- ml =a*x+b- WI oder
2
= . - X o XX
1 a (1 Nv +b Aw 3 |

Durch Subtrahieren und anschlieBendes Einsetzen also
schlieBlich

. MWV

2 127 "

Mit diesen Werten fiir a, b berechnen wir P bei s = x und

finden:

muc.:-wv, 1 =Db + (1
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£i0x) = 1+ X 5 v
1 -3 4%
2 12
m_ A .— .
3 X <
— Aunq = 1 - .I.HN M I‘dl'ﬁ s 1.
mw 1 i X X
1 - 5= +
12 144
£ ist also wieder Unterfunktion, deren Wachstumsrate fiir

3

das vierte Taylorpolynom wird lUbertroffen:

HN xp 1
—_— = - — . 3 An
ahﬁxv 1 28 T, (%) Entsprechend is
muAAv = 2 w ~ 2.714 trotz kleinerem Nenner genauer al
17
H»Adv = 2 T 2.708.

Ieh fasse zusammen: Die von der Kreis- und sin-Approximation
ibernommene Idee der Approximation durch Berithrung an mehre
ren Stellen erweist sich als gute Strategie zum Auffinden
ausgezeichneter Niherungsl&sungen der Differentialgleichung
f' = f, Natilirlich ist ein gutes Plausibilitdtsargument kein
Beweis, aber der multiplikative Schrankensatz bestdtigt mithey
los, was wir mit dem Ansatz erhofften. Ich glaube, es ist
{iberfliissig, einen weiteren Beispielschritt vorzufiihren.
Statt dessen will ich nur noch erwdhnen, daB die erhaltenen
Niherungen die ersten Schritte der Kettenbruchentwicklung

der Exponentialfunktion sind

mwvnﬂ.d.f.mlwm 2

1-x o+ x”

w
+
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Endliche Kettenbriiche kann man auf dem Taschenrechner mit
der Divisionstaste so schnell auswerten wie Polynome nach
dem Hornerschema mit der Multiplikationstaste. Kettenbriiche
werden in der Zahlentheorie zur Gewinnung optimaler Approxi-
rationen durch rationale Zahlen benutzt. Bricht man den Ket-
tenbruch ab und bringt alles auf einen Hauptnenner, so erhilf
man optimale rationale Approximationen aus der numerischen
Mathematik. Die Ansédtze waren also wirklich gut. Ausdividie-
ren der Potenzreihen mx\max liefert den Kettenbruch.

8. Transzendenz von e

Definition. Eine Zahl z # 0 heiBt algebraisch, falls es
ganze Zahlen 0 #* 8 s8qre.. 8y gibt, so daB gilt

m
I a, z =0.
k=0 k .

Alle librigen reellen Zahlen + 0 heiBilen transzendent.
. m
Beweisstrategie. Setzt man I a, ° e = 0, ay € Z voraus,
k=0 .
# 0 einen Widerspruch folgern. Dies ge-
M

schieht, indem man Approximationen _k fir mw

Mo

so muf man aus ag

:n = ._‘...\Bv

sucht mit der Eigenschaft:

T m 1 .
e = —3— und I _mw . mw_ S 5 . Bewelsmittel ist hier
o] k=1 m m
der Monotoniesatz. In der Gleichheit I mwzx = - I ay ey
k=0 k=1

steht dann links eine ganze Zahl rechts eine Zahl vom Betrag
g W. Falls ag # 0 ist, kann man mit Hilfe der Eindeutigkeit

der Primzahlzerlegung ein p finden, das die ganze Zahl
m

b apM nicht teilt, so daB diese ganze Zahl # 0 sein muB
k=0

- der gesuchte Widerspruch.

Die aufgezdhlten Beweisschritte werden sich als einfach er-
weisen. Kernstilick ist, eine geeignete Approximation fiir e*
zu "raten". Ich hoffe nun, daB der Ratevorgang durch den
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.Abschnitt iber numerische L8sung von f' = f plausibel ge-
macht wird.

Hat man irgendein Polynom f vom Grad N und bildet damit -
motiviert durch die Differentialgleichung -

N -
Flx) := & £33 ¢,
j=o |
so folgt F'(x) = F(x) - £(x). Immer dann, wenn f(x) sehr
viel kleiner als F(x) ist, wird man erwarten, da8 WMNW eine

X

gute Approximation von e” ist. Die eigentliche Abschétzung

folgt unmittelbar aus dem Schrankensatz:

F (x) \! ~-f (x)
—_— =1 = ———— , also
Amﬁov.mx / F(0)+e®
max | £1 % max | £
_mﬁxv L 1l < x€[0,m] w e tat < x€[0,m])
FO) x| ¢ TRl S S TFIT

Nach diesem formalen Ansatz bleibt immer noch das Problem,
f geeignet zu raten, wobei sich F als Polynom mit ganzen
Koeffizienten ergeben soll, damit man spiter Nenner durch
F(0) kontrollieren kann.

Man beachte nun, da8 F die Differentialgleichung der -Expo-
nentialfunktion an all den Stellen x erfiillt, an denen

f(x) = 0 ist! Die Erfolge des numerischen Abschnitts lassen
daher

£(x) = x+(x-1) « (x-2) «...s (x-m)

als aussichtsreich erscheinen. Das Polynom F hat dann den
Grad {m+1), so daB seine Koeffizienten durch den Wert F(0)
und die (m+1) linearen Gleichungen F'(0) = F(0), F'(1) =

= F(1),...,F'{m) = F(m) als bestimmt anzusehen sind. (Ich
brauche nicht zu priifen, ob das Gleichungssystem wirklich

eindeutiqg 1¥sbar ist, da ich ja nur den >Jmmﬁn als aussichtsd

reich hinstellen will,)
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Im numerischen Abschnitt konnte die Approximation mit Hilfe
weiterer Zwischenstellen verbessert werden, falls das ndtig
war. Die Kontrolle der Polynomkoeffizienten hat sich als
bersichtlicher erwiesen, wenn man nicht Polynome f mit
welteren Nullstellen benutzt, sondern an den ganzen Stellen
0,1,...,m Nullstellen hoherer Ordnung, was wir. ja auch
schon kennen. Das fiihrt zu dem Ansatz

£(x) = ¥ « (x-1D)P « x-2)P <. .. (x-m)P , p grofB .

Nun gilt an den ganzen Stellen x = 0, = 1,..., = m und fir

3 < p:

£03) k) = 0, also

F3 %) =Fk), k=0,1,...,m und 3 = 1,2,...,p.

Man kann also erwarten, daB groBe p zu besseren Approxima-
tionen fihren. Hierauf beruht die Kontrolle iiber die Nenner
der Approximation: In der Summe (in dexr die mAuv nach der
Produktregel differenziert zu denken sind)

N .
r £3) k)
j=o

(k = 0,1,...,m)

sind nur solche Summanden von ZGHH verschieden, in denen
der Faktor (x-k)P von f genau p-mal differenziert wurde!
Daraus folgt

p! ist Teiler von F(k), k = 0,1,...,m .

Setze vorldufig zw : o
unsere Schrankensatzabschédtzung:

mw - K| ¢ max |f] - mw
M M, p!
m!P.eM

p!
chen dadurch, daB p geniligend groB8 gewdhlt wird.

(k = 0,1,...,m), dann ergibt

und max [f| £ (m)P .

Damit ist mxﬁvv < in der Tat beliebig klein zu ma-
(Zur Erin-

nerung: m ist eine feste 2ahl, die von der Annahme
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m

z mwmw = 0 herkommt, p kann in der Definition von f frei
k=0 .
gewdhlt werden.) Jetzt sind alle in der Beweisstrategie auf-

Anhang: Beweis des Monotoniesatzes

In der Hochschulliteratur dominiert, wie schon gesagt, der
gezihlten Punkte erfiillt bis auf einen: Wir ké&nnen nicht
m
zeigen, daB die ganze Zahl X wwzx ungleich Null ist!
: k=0

Mittelwertsatz. Aus ihm folgt natiirlich der Monotoniesatz.
Der Mittelwertsatz wird auf den Maximumsatz fiir stetige

Funktionen zuriickgefithrt; dieser beruht wesentlich auf der
Dazu bedarf es nur noch einer kleinen Modifikation. Es sei Vollstdndigkeit von IR und wird doppelt indirekt bewiesen.

von jetzt an p immer eine Primzahl > a wir setzen endgiiltigf An einer kiirzeren Argumentationskette besteht daher Inter-

o’
esse. Ich habe in [K] einen direkten Beweis des Schranken-
satzes gegeben, der die Vollstdndigkeit nicht benutzt, aber

eine zusitzliche Voraussetzung macht: Im interessierenden

fix) = xP7V - (x-1P ... (x-m)P .

Dann gilt wie eben: p! ist Teiler von F(k), k = 1,...m, aber

nur: (p-1)! ist Teiler von F(0) und p ist nicht Teiler von Intervall soll die Differenz zwischen f und seinen Tangenten

unabhingig von den Tangenten abgesch&tzt werden konnen.
(Damit wird stillschweigend eine beschrénkte zweite Ablei-

F(0), da F(0) genau einen Summanden enthdlt, der nicht durch

p teilbar ist. Wir setzen nun endgiiltig:

. tung vorausgesetzt.)
M = ELK) kK = 0 .
x = -1 ¢ KT Oeeeem

dann sind die zw ganz und p / zo‘ p / zx (k =1,...,m). In-

Den folgenden kurzen Beweis des Monotoniesatzes verdanke ich
Manfred Toussaint (vgl. [B-H]). Er ist interessant, weil zu-

nichst in einem direkten Beweis, der die Vollst&ndigkeit von

folgedessen gilt jetzt wegen 0 # a_ < p und der Eindeutig-

(o] . ; . :
keit der Primzahlzerlegung (!): p [ a M, p / a, + M, R benutzt, eine Aussage bewiesen wird, die aus Voraussetzun
m m gen iiber £ auf Eigenschaften von f' schlieBt. Danach muB
. "
also p | Wmo mwzw und daher wmo mxzw * 01 Die wdmnrmﬁncbo nicht mehr indirekt "argumentiert" werden, der Monotonie-
bleibt fast dieselbe: satz ergibt sich unmittelbar durch Kontraposition.
Mk mtP . &M . mPee™ Behauptung. Aus 0 £ f(b)-f(a) folgt:
“mm e s " @I._V T ! also mu_n = IAWII‘_vl_ .

Es gibt ein & €{a,b] mit 0 s £'(£).
Damit gilt lim € © 0, und p kann so gewdhlt werden, daB

p* Kontraposition. Fiir kein £ €[a,b] gelte 0 5 f'(£); dann ist

Zla Damit ist der Beweis beendet. 0 £ £(b)~-f(a) unmglich. Mit anderen Worten: Aus £' < 0

folgt f£(b)-f(a) < 0.

4
k! $3 -

Ich hoffe, Leser, die bis hierher gekommen sind, davon {iber

zeugt zu haben, daB der Schrankensatz vielseitig, schlag- Beweis. Wegen 0 < (f(b) - mamwwvv + AmAmww - f(a)) ist die
kriftig, ersatzlos, also wichtig ist. erste oder die zweite Differenz 2 0. Im ersten Fall setze
a+b a+b

ud = b, a,; = 3., im zweiten Fall setze a,; = a, vA = =
Dieser SchluB wird iteriert. So gewinnt man eine Intervall-
schachtelung HmH~vHH mit 0 £ mavwvlmkwwv und dem Grenzwert

£ €la,b].
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fib;)-f(a;)

b.-a,
A 71

Charakterisierung algebraischer Eigenschaften von

Dann ist £7(£) = lim Normen durch geometrische Eigenschaften

2 0.
Dieser Beweis 1i8t sich nicht zu einem Beweis des Mittel-

wertsatzes modifizieren. Von KARLHEINZ SPALLEK in Bochum
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In einem weiteren Schritt filhrt unsere intuitive Abstands~-
vorstellung (Symmetrie, Translationsinvarianz, Streckungs-
Eingegangen: 26.06.1984 treue (Strahlensatz), Dreiecksungleichung) direkt auf Normen,

und zunidchst nicht weiter.

Der Schritt schlieBlich zu den euklidischen Normen ist geo-
metrisch weniger direkt oder intuitiv klar vorgegeben und
kann etwa in verschiedensten Annahmen (: iiber gewisse Abbil-
dungen, ilber eine Winkelmessung oder eine Fldcheninhaltsmes-
sung u.a.m.) versteckt sein. Algebraisch dagegen lassen sich
zusdtzliche Eigenschaften von Normen (Abschnitt 1) relativ
einfach und direkt charakterisieren (z. B. "euklidisch"
durch die "Parallelogrammregel"). Das ist gel&ufig.

Im folgenden sollen einige Kennzeichnungen herausgearbeitet

werden, die solchen Eigenschaften typisch auf der geometri-




