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Aufgabe 8.1 (Das Cantorsche Diskontinuum)

Wir konstruieren eine Menge C wie folgt: Wir nehmen aus dem Einheitsintervall das
offene Intervall (1

3
, 2

3
) heraus. Es entsteht die Menge

C1 := [0, 1
3
] ∪ [2

3
, 1].

Jetzt nehmen wir wieder aus jedem Teilintervall das mittlere offene Drittel heraus; es
entsteht

C2 := [0, 1
9
] ∪ [2

9
, 1

3
] ∪ [2

3
, 7

9
] ∪ [8

9
, 1].

Wir wiederholen diesen Prozess ad infinitum und setzen induktiv

Cm := 1
3
Cm−1 ∪ {2

3
+ 1

3
Cm−1}.

Jetzt definieren wir das Cantorsche Diskontinuum C :=
⋂

m∈N Cm. Zeige:

a) C 6= ∅ (abzählbar viele Punkte in C sind leicht anzugeben).

b) C ist abgeschlossen in [0, 1], also ist kompakt.

c) C ist nirgends dicht in [0, 1], d.h. C enthält keine in [0, 1] offene Menge.

d) C ist überabzählbar. Sei dazu X die Menge aller Folgen {ak}k∈N mit ak = 0 oder
ak = 2. Definiere eine bijektive Abbildung X → C.

(Tipp zum Majorisieren:
∑∞

k=1
2
3k = 1) (10 Punkte)

Aufgabe 8.2 (σ-Algebren)

a) Zeige: Ist {Ai} ein beliebiges System von σ-Algebren auf X, so ist auch A =
⋂

i Ai

eine σ-Algebra auf X .

b) Sei E ⊂ P(X) ein beliebiges, nichtleeres Mengensystem. Zeige, dass:

Aσ(E) :=
⋂

E ⊂ A

A σ−Algebra

A

die kleinste σ-Algebra auf X ist, die E enthält. Sie heißt, die von E erzeugte
σ-Algebra.

c) Es seien:
E0 Menge aller offenen Quader in Rn ,
E1 Menge aller offenen Kugeln in Rn ,
E2 Menge aller offenen Teilmengen in Rn .

Zeige: Aσ(E0) = Aσ(E1) = Aσ(E2) =: B(Rn) , die Borelsche σ-Algebra auf Rn .

(10 Punkte)


