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Aufgabe 5.1 (Analytische Funktionen)

a) Finde die Terme der Ordnung ≤ 3 der Potenzreihenentwicklung der Funktion
f(z) = z2/(z − 2) um z = 1 .

b) Finde die Terme der Ordnung ≤ 3 der Potenzreihenentwicklung der Funktion
f(z) = (z − 2)/(z + 3)(z + 2) um z = 1 .

(4 Punkte)

Aufgabe 5.2 (Obere Halbebene)

Betrachte GL+
2 (R) :=

{
M =

(
a b
c d

)
; a, b, c, d ∈ R , ad− bc > 0

}
.

Warum ist GL+
2 (R) eine Gruppe?

Für z ∈ H := {z ∈ C| Im z > 0}, die obere Halbebene, definiere fM(z) :=
az + b

cz + d
.

Zeige, dass

a) Im fM(z) =
(ad− bc)y

|cz + d|2
.

b) fM bildet H in H ab.

c) Für M, M ′ ∈ GL+
2 (R) gilt: fMM ′ = fM ◦ fM ′ .

Prüfe nach, dass fI = id und fM−1 = (fM)−1 , wobei I die Identitätsmatrix ist.

Damit ist fM ein Automorphismus von H.

d) Für c ∈ R gilt: fcM = fM .

So läßt sich für jede M ∈ GL+
2 (R) ein c > 0 finden, damit cM ∈ SL2(R) ⊂ GL+

2 (R).
Somit reicht für die Untersuchung analytischer Automorphismen von H die Betrach-
tung von nur SL2(R).

e) Falls fM = fM ′ für M, M ′ ∈ SL2(R), dann gilt: M ′ = ±M .

f) Für jede z = x + iy ∈ H gibt es ein M ∈ SL2(R), so dass fM(i) = z.

g) Für beliebige z1, z2 ∈ H gibt es ein M ∈ SL2(R), so dass fM(z1) = z2 .
Wir sagen, dass SL2(R) transitiv wirkt.

f) Falls M ∈ K := {M ∈ SL2(R)|fM(i) = i}, dann gibt es ein θ ∈ R, so dass:

M =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

(16 Punkte)


