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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Aufgrund der rasanten Entwicklung der Finanzmärkte in den letzten Jahrzehn-

ten ist die adäquate Modellierung von Abhängigkeiten ein zentraler Aspekt der

modernen multivariaten Statistik geworden. Insbesondere im Bereich der versiche-

rungstechnischen und finanzmathematischen Risiken besteht die Notwendigkeit,

die Zusammenhänge angemessen zu modellieren, um mögliche fatale Folgen zu

vermeiden. So sind beispielsweise die Ausfallwahrscheinlichkeiten von Krediten

und damit verbundene Ausfallabhängigkeiten im Risikomanagementbereich vom

besonderen Interesse.

In der Vergangenheit wurde oft die multivariate Normalverteilung zur Modellierung

der Abhängigkeiten angewandt. Die Erfahrung zeigt jedoch, dass diese Verteilung

in der Praxis einige Defizite aufweist und zur approximativen Modellierung von

komplexen Abhängigkeitsstrukturen wenig geeignet ist. Zum Einen wird von

der Normalverteilung das Auftreten von gemeinsamen Extremereignissen nicht

ausreichend gewichtet. Studien im finanzmathematischen Bereich belegen, dass

die für den Finanzmarkt relevanten empirischen Verteilungen mehr Wahrschein-

lichkeitsmasse an den Rändern konzentrieren als es bei Normalverteilung der Fall

ist. Zum Anderen ist die Abhängigkeitsstruktur innerhalb eines multivariat normal-

verteilten Vektors linearer Natur und kann mittels des Korrelationskoeffizienten

nach Pearson gut gemessen werden. Jedoch sind die Abhängigkeitsstrukturen im
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Kapitel 1 Einleitung und Motivation

Risikomanagementbereich viel komplexer und benötigen häufig andere Beschrei-

bungsinstrumente als die lineare Korrelation.

Seit den 90er Jahren werden zur Modellierung von Abhängigkeitsstrukturen Co-

pulafunktionen eingesetzt. Die Grundlagen für dieses Konzept wurden bereits in

den 40er und 50er Jahren von Hoeffding, Fréchet und Sklar erarbeitet. Von funda-

mentaler Bedeutung ist die Aussage des Satzes von Sklar, dass jede multivariate

Verteilungsfunktion in eine Copulafunktion, welche die Abhängigkeitsstruktur be-

schreibt, und die univariaten Randverteilungen separiert werden kann. Mit diesem

Ansatz kann die Konstruktion von multivariaten Verteilungen flexibel gestaltet

werden. Die Modellierung der Abhängigkeitstrukturen kann damit unabhängig von

den Randverteilungen realisiert werden.

Die meisten wahrscheinlichkeitstheoretischen und mathematischen Grundlagen

der Copula-Theorie sind seit den 40er Jahren gut analysiert worden und werden

in wenigen Standardwerken wie beispielsweise Nelsen (2006) ausführlich be-

schrieben. Dennoch ist die Forschung zum Thema Copula insbesondere in den

Anwendungsbereichen noch lange nicht am Ende. Die stetig wachsende Anzahl

der Veröffentlichungen in diesem Bereich zeigt, dass das Interesse an Copulas nach

wie vor sehr groß ist.

Es gibt eine große Anzahl an Copulafunktionen, von denen jede eine andere Ab-

hängigkeitsstruktur darstellt. Copulafunktionen, die ähnliche Abhängigkeitsstruk-

turen beschreiben, können zu Copulaklassen zusammengefasst werden, wie z.B.

die archimedischen oder die elliptischen Copulas. Das Hauptaugenmerk dieser Ar-

beit liegt auf der elliptischen Copulaklasse. Zur Zielsetzung gehört es, einige Eigen-

schaften dieser Klasse, die für die Konstruktion der Copulafunktionen entscheidend

sind, zu erarbeiten. Die Umsetzung wird am Beispiel von zwei bekanntesten Vertre-

tern, der Normal- und der t-Copula, aufgezeigt. Außerdem werden für die Parame-

ter dieser Copulafunktionen geeignete Schätzverfahren angegeben. Für die biva-

riate t-Copula werden die hergeleiteten Verfahren anhand einer Simulationsstudie

verglichen.
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Im Folgenden wird der Aufbau dieser Arbeit dargelegt.

Im zweiten Kapitel werden die Grundlagen der Copula-Theorie vorgestellt. Dazu

werden die Definition der Copula sowie ihre Bedeutung erarbeitet. Mithilfe des

Satzes von Sklar können die Fragen der Existenz und Eindeutigkeit von Copulas

geklärt sowie eine Methode zur Konstruktion von Copulas angegeben werden. Die

hergeleitete Copuladichte spielt bei der Entwicklung von Schätzverfahren für die

Copulaparameter eine wichtige Rolle. Es werden außerdem einige Eigenschaften

von Copulas, unter anderem die Fréchet-Hoeffding-Schranken und die Invarianz

unter den streng monoton wachsenden Transformationen, betrachtet.

Im dritten Kapitel werden verschiedene Abhängigkeitskonzepte genauer un-

tersucht. Zunächst wird die lineare Korrelation nach Pearson vorgestellt und

insbesondere ihre Nachteile ausführlich diskutiert. Anschließend wird ein alterna-

tives Konzept der Konkordanzmaße eingeführt, welche die monotone Abhängigkeit

von Zufallsvariablen messen und gegenüber der linearen Korrelation wesentliche

Vorteile aufweisen. Das Hauptinteresse gilt dabei den Rangkorrelationsmaßen

Kendall’s τ und Spearman’s ρ. Diese lassen sich als Funktionale der Copula dar-

stellen und werden aus diesem Grund oft als copulabasierte Abhängigkeitsmaße

bezeichnet. Zum Ende des Kapitels wird die asymptotische Randabhängigkeit von

Zufallsvariablen eingeführt und auf ihre Eigenschaften untersucht.

Im vierten Kapitel wird die elliptische Copulaklasse vorgestellt. Dazu werden erst

die sphärischen und die elliptischen Verteilungen eingeführt sowie ihre wesent-

lichen Eigenschaften erläutert. Es werden zwei wichtige Vertreter der elliptischen

Copulaklasse, die Normal- und die t-Copula - mit Hilfe des Satzes von Sklar herge-

leitet. Für diese Copulafunktionen werden die Abhängigkeitsmaße, die im vorigen

Kapitel angegeben wurden, berechnet.

Im fünften Kapitel werden einige klassische parametrische Schätzverfahren wie die

Maximum-Likelihood- und die Momentenmethode dargestellt. Hier geht es in ers-
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Kapitel 1 Einleitung und Motivation

ter Linie um eine allgemeine Herausarbeitung der Verfahren für den multivariaten

Fall sowie die Analyse ihrer statistischen Eigenschaften.

Im sechsten Kapitel geht es um die Umsetzung der im vorigen Kapitel beschriebe-

nen Verfahren für den Fall der elliptischen Copulafunktionen. Für die Parameter

der Normal-Copula können die Schätzer nach den klassischen Verfahren exakt

angegeben werden. Das ist für die Parameter der t-Copula nicht möglich. Hier

müssen statistische Verfahren in Kombination mit numerischer Optimierung

angewandt werden. Aus diesem Grund wurden zum Schätzen der Parameter einer

t-Copula neue Verfahren entwickelt, die in diesem Kapitel ausführlich diskutiert

werden.

Im siebten Kapitel werden die Ergebnisse einer Simulationsstudie, die die Zielset-

zung verfolgt, mögliche Unterschiede in der Arbeitsweise der Verfahren herauszu-

finden, präsentiert. Hierzu wird ausschließlich die Anwendung für die t-Copula

diskutiert. Da die Parameterschätzer in diesem Fall keine explizite Darstellung

besitzen, ist nur ein Vergleich der Verfahren über die Simulation möglich. Die

wichtigsten Aussagen und Ergebnisse der Simulation werden zusammengefasst.

Zusätzlich soll hier ein Ausblick sowie Vorschläge geboten werden, an welchen

Punkten eine Weiterentwicklung bzw. Verbesserung der Simulation als sinnvoll

erscheint.
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Kapitel 2

Multivariate Copulafunktionen

Zu verstehen, was Copulas sind und welche Bedeutung sie in der stochastischen

Theorie tragen, ist das Hauptziel dieses Kapitels. In den drei Abschnitten sollen die

Grundlagen der Copulatheorie dargestellt werden, die gleichzeitig die Grundlage

für diese Arbeit bilden. Als erstes wird die Copula auf funktionelle und analytische

Weisen definiert und im zweiten Abschnitt wird der Satz von Sklar sowie seine Be-

deutung für die Copulatheorie diskutiert. Es wird außerdem eine Methode zur Kon-

struktion von Copulafunktionen aus einer multivariaten Verteilungsfunktion und

ihren Randverteilungen vorgestellt. Im letzten Teil des Kapitels werden einige we-

sentliche Eigenschaften von Copulafunktionen analysiert.

2.1 Einleitung

Am kürzesten lässt sich wohl die Copula als (multivariate) Verteilungsfunktion auf

dem Einheitsquader [0, 1]n mit gleichverteilten univariaten Randverteilungen be-

schreiben. Diese Charakterisierung sowie die Bezeichnung gehen auf die Arbeit von

Abe Sklar, die er 1959 veröffentlichte, zurück. Doch viele grundlegende Ideen und

Ergebnisse der Copulatheorie wurden bereits von Wassily Hoeffding in seinen Pu-

blikationen von 1940 bis 1942 erarbeitet. Auch der Mathematiker Maurice Fréchet

kam 1951, ohne die Arbeiten von Hoeffding zu kennen, zu einer Vielzahl gleicher

Erkenntnisse. Nach 1959 entdeckten verschiedene Autoren das Konzept der Copula

5



Kapitel 2 Multivariate Copulafunktionen

neu und so findet man sie teilweise unter den Bezeichnungen wie "uniform repre-

sentations" oder "dependence functions" wieder. Eine Zeit lang sind Copulas dann

in Vergessenheit geraten, bis die Theorie in den 80er Jahren neuen Aufschwung be-

kam. So wurden Copulas für die Untersuchung der Abhängigkeit zwischen Zufalls-

variablen von Schweizer und Wolff im Jahre 1981 zum ersten Mal explizit benutzt,

siehe Schweizer and Wolff (1981). Seit den 90er Jahren verläuft die Entwicklung der

theoretischen sowie praktischen Copulakonzepte rasant, was in erster Linie dem

großen Interesse von Finanz- und Versicherungsbranchen zuzuschreiben ist.

Es wird gezeigt, dass die oben angegebene Definition der Copula, ihren funktio-

nellen Kern in präziser Weise trifft. Denn die Grundidee der Copulatheorie ist, die

Information über die Abhängigkeitsstruktur zwischen den einzelnen Komponenten

eines Zufallsvektors, welche implizit in der gemeinsamen Verteilungsfunktion ent-

halten ist, zu isolieren. Jedoch ist diese Darstellung in Bezug auf ihren praktischen

Nutzen nicht unproblematisch. Aus diesem Grund soll auch die allgemeine (analy-

tische) Definition der Copula vorgestellt werden.

Im Folgenden soll domH den Definitions- und ranH den Wertebereich einer Funkti-

onH bezeichnen. Ausserdem stellt IR := IR∪{−∞,+∞} = [−∞,+∞] die Abschlie-

ßung der reellen Achse dar.

Definition 2.1.1

Eine reellwertige Funktion C : [0, 1]n −→ [0, 1] heißt multivariate Copulafunktion

oder kurz n - Copula, falls sie für alle u,v ∈ [0, 1]n und u ≤ v (uk ≤ vk für alle k )

folgende Eigenschaften erfüllt:

1. C(u) = 0, falls mindestens ein Element von u gleich 0 ist,

2. C(u) = uk, falls bis auf uk alle Elemente von u gleich 1 sind,

3.
∑2

i1=1 · · ·
∑2

in=1(−1)i1+···+inC(x1i1 , . . . , xnin) ≥ 0,

wobei xj1 = uj und xj2 = vj für alle j ∈ 1, . . . , n.

�

Diese Definition findet man bei (Embrechts et al., 1999, S. 4).
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2.2 Satz von Sklar

Die Randbedingungen und die Positivitätseigenschaft aus der Definition 2.1.1 las-

sen bereits den Schluss zu, dass es sich bei der Copula um eine multivariate Vertei-

lungsfunktion handelt. Dieser Zusammenhang wird in dem Satz von Sklar, der im

nächsten Abschnitt eingeführt wird, verdeutlicht.

2.2 Satz von Sklar

Es wird nun der von Sklar 1959 veröffentlichte Satz präsentiert, der auf Grund seiner

Bedeutung wohl als Fundamentalsatz der Copulatheorie bezeichnet werden kann.

Dieses Resultat spielt eine ganz zentrale Rolle, da er die Grundlage für die meisten

copulabasierten Konzepte und Anwendungen in der mathematischen Statistik bil-

det.

Satz 2.2.1 (Satz von Sklar)

Sei X = (X1, . . . , Xn)T ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit der multivariaten Ver-

teilungsfunktion F und den Randverteilungen F1, . . . , Fn. Dann existiert eine Copu-

lafunktion C, so dass für alle x ∈ IR
n

F (x1, . . . , xn) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn)) (2.1)

gilt.

Wenn alle F1, . . . , Fn stetig sind, so ist die Copula C eindeutig. Anderenfalls wird die

Copula C auf ranF1 × · · · × ranFn eindeutig bestimmt.

Es gilt auch die Umkehrung des Satzes.

Satz 2.2.2

Sind F1, . . . , Fn beliebige univariate Verteilungsfunktionen und C eine beliebige n-

Copula. Dann ist die Funktion F , die gemäß der Gleichung (2.1) definiert ist, eine

n-dimensionale Verteilungsfunktion mit den Randverteilungen F1, . . . , Fn.

Über den Satz (2.2.1) wird die Bedeutung einer Copulafunktion vermittelt. Wie der

Begriff "Copula"(lat.: "Band", "Verbindung", siehe Pertsch and Lange-Kowal (1999))
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Kapitel 2 Multivariate Copulafunktionen

schon vermuten lässt, verknüpft sie eindimensionale Verteilungsfunktionen zu ei-

ner gemeinsamen multivariaten Verteilung. Dabei trägt sie die ganze Information

über die Abhängigkeitsstruktur innerhalb eines Zufallsvektors und ihre Variablen

können als Platzhalter für beliebige eindimensionale Verteilungen gesehen werden.

Auf diese Weise bietet der Copulaansatz ganz neue Möglichkeiten zur Modellierung

von Verteilungen und Abhängigkeiten in der multivariaten Statistik. Damit ist es

möglich, die Abhängigkeitsstruktur eines Zufallsvektors hervorzuheben und diese

unabhängig von den einzelnen Randverteilungen zu definieren und zu analysie-

ren.

Als eine weitere Konsequenz des Satzes von Sklar erhält man eine Methode zur Kon-

struktion von Copulas ausgehend von einer multivariaten Verteilungsfunktion. Die

Gleichung (2.1) wird zu einem Term über die gemeinsame Verteilungsfunktion und

die Inversen der Randverteilungen umgeformt und liefert auf diese Weise einen

neuen Ausdruck für die Copula . Dies ist insbesondere für den nichtparametrischen

Ansatz zum Schätzen von Copulafunktionen vom großen Nutzen. In diesem Zu-

sammenhang tritt das Problem auf, dass die Umkehrfunktion im streng mathema-

tischen Sinne nur für streng monoton wachsende Verteilungsfunktionen existiert.

Sie wird in diesem Fall mit F−1 für eine Verteilungsfunktion F bezeichnet und er-

füllt die Bedingungen:

F (F−1(u)) = u und F−1(F (x)) = x.

Die übliche Verallgemeinerung ist durch die Quasi-Inverse gegeben, siehe die nach-

folgende Definition.

Definition 2.2.1

Sei F eine rechtsstetige Verteilungsfunktion. Eine Funktion F− mit dem Definiti-

onsbereich [0, 1] ist die Quasi-Inverse von F , wenn gilt:

F−(u) = inf{x | F (x) ≥ u}. (2.2)

�

Dann erfüllt F− die Bedingungen:

F (F−(u)) ≥ u und F−(F (x)) ≤ x.
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2.2 Satz von Sklar

Für streng monoton wachsende Verteilungsfunktionen stimmt das Quasi-Inverse

mit der Umkehrfunktion überein. Durch (2.2) ist die Quasi-Inverse eindeutig be-

stimmt und liefert das nötige Instrument, um eine Methode zur Konstruktion der

Copula anzugeben.

Korollar 2.2.1

Sei F eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F1, . . . , Fn und

ihren Quasi-Inversen F−1 , . . . , F
−
n . C sei eine Copulafunktion, die der Gleichung (2.1)

genügt. Dann gilt für alle u ∈ [0, 1]n

C(u1, . . . , un) = F (F−1 (u1), . . . , F−n (un)).

Nicht selten wird in der Statistik mit der Dichtefunktion einer Verteilung gearbei-

tet, zum Beispiel in der Schätztheorie und der Maximum-Likelihood-Methode. Da

Copula einer multivariaten Verteilungsfunktion entspricht und viele Verfahren auf

sie übertragbar sind, liegt es nahe, eine Copuladichte zu definieren, vergleiche (Em-

brechts et al., 2001, S. 8).

Definition 2.2.2

Die Copuladichte einer absolutstetigen n-dimensionalen Copulafunktion C ist fast

überall auf [0, 1]n definiert und gegeben durch

c(u1, . . . , un) =
∂nC(u1, . . . , un)

∂u1 · · · ∂un
.

�

In einem Teil der Statistik, der Zuverlässigkeitsanalyse, interessiert man sich für die

Lebensdauer eines Systems oder einer Population. Man bestimmt die Wahrschein-

lichkeit, mit der ein Individuum oder ein Teil des Systems ein gewisses Zeitintervall

überlebt, die sogenannte Überlebensfunktion F (x) = IP(X > x) = 1− F (x), wobei

F die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X ist. Die Überlebensfunktion lässt

sich auch durch eine Copula darstellen, die im Folgenden mit Überlebenscopula be-

zeichnet werden soll.

Definition 2.2.3

Seien U1, . . . , Un auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen, so ist ihre gemeinsame

Überlebensfunktion oder die Überlebenscopula C gegeben durch

C(u1, . . . , un) := IP(U1 > u1, . . . , Un > un).

9



Kapitel 2 Multivariate Copulafunktionen

�

Wegen

IP(U1 > u1, U2 > u2) = 1− [IP(U1 ≤ u1) + IP(U2 ≤ u2)− IP(U1 ≤ u1, U2 ≤ u2)]

erhält man im bivariaten Fall

C(u1, u2) = 1− u1 − u2 + C(u1, u2),

wobei die Copula C die gemeinsame Verteilungsfunktion von U1 und U2 ist.

Im folgenden Beispiel soll eine der wichtigsten Copulas, die Produkt- oder Unab-

hängigkeitscopula, eingeführt werden.

Beispiel 2.2.1 (Produktcopula)

Seien X1, . . . , Xn unabhängige Zufallsvariablen mit den Verteilungsfunktionen

F1, . . . , Fn. Dann ist bekannt, dass die gemeinsame Verteilungsfunktion F als Pro-

dukt der einzelnen Verteilungsfunktionen berechnet werden kann. Bezeichnen au-

ßerdem U1 = F1(X1), . . . , Un = Fn(Xn) auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen, so

lässt sich die Abhängigkeitsstruktur folgendermaßen in eine zugehörige Copula P n

übertragen:

F (x1, . . . , xn) = IP(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn)

= IP(X1 ≤ x1) · · · IP(Xn ≤ xn)

= F1(x1) · · ·Fn(xn)

= u1 · · ·un
= P n(u1, . . . , un), für alle u1, . . . , un ∈ [0, 1].

�

2.3 Eigenschaften von Copulafunktionen

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Eigenschaften der Copulafunktionen

betrachtet werden. Folgender Satz, den man bei (Nelsen, 2006, S. 46) oder (Em-

brechts et al., 2001, S. 4) findet, liefert eine Aussage zur Stetigkeit von Copulas.
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2.3 Eigenschaften von Copulafunktionen

Satz 2.3.1

Sei C eine n-Copula, dann gilt für alle u,v ∈ [0, 1]n∣∣∣C(v)− C(u)
∣∣∣ ≤ n∑

k=1

|vk − uk|.

Damit ist C gleichmäßig stetig auf [0, 1]n.

Ein weiterer Satz, siehe (Nelsen, 2006, S. 47) oder (Embrechts et al., 2001, S. 5), der

auf Fréchet und Hoeffding zurück geht, stellt eine Ungleichung, die jede Copula-

funktion erfüllt, dar.

Satz 2.3.2 (Fréchet-Hoeffding-Ungleichung)

Sei C eine n-dimensionale Copulafunktion, dann gilt für alle u ∈ [0, 1]n

max(u1 + · · ·+ un − n+ 1, 0) ≤ C(u) ≤ min(u1, . . . , un). (2.3)

Die beiden Schranken aus (2.3) werden nach ihren Entdeckern als Fréchet-

Hoeffding-Schranken bezeichnet. Die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke notiert

man oft mit W n(u1, . . . , un) := max(u1 + · · · + un − n + 1, 0) und die obere

Fréchet-Hoeffding-Schranke mit Mn(u1, . . . , un) := min(u1, . . . , un).

Für den bivariaten Fall sollen die beiden Schranken W := W 2, M := M2 sowie

Produktcopula P := P 2 aus dem Beispiel 2.2.1 veranschaulicht werden. Die Abbil-

dung 2.1 zeigt auf der linken Seite die Graphen der Copulae und auf der rechten

Seite die entsprechenden Konturdiagramme, die den Verlauf der Graphen verdeut-

lichen sollen. Es ist in der Darstellung gut erkennbar, dass alle drei Funktionen die

Randbedingungen aus der Definition 2.1.1 erfüllen. Ausserdem liegt der Graph der

Produktcopula P augenscheinlich zwischen den Graphen von W und M , so wie es

für jede bivariate Copula nach der Ungleichung (2.3) zutreffen muss.

Die Funktion Mn ist für alle n ≥ 2 eine n-Copula. Die untere Schranke W n dagegen

erfüllt die Bedingungen aus der Definition (2.1.1) ab n > 2 nicht und ist somit nur

im Fall n = 2 eine Copula, siehe (Nelsen, 2006, S. 47-48) oder (Embrechts et al., 2001,

S. 5). Sie ist also die bestmögliche untere Schranke in dem Sinne, dass sich für einen

festen Wert u ∈ [0, 1]n mit n ≥ 3 eine n-Copula C finden lässt, die den gleichen

Funktionswert C(u) wie die Funktion W n aufweist. In der Regel wird es jedoch für

jeden Wert u ∈ [0, 1]n eine andere Copula sein.

11



Kapitel 2 Multivariate Copulafunktionen

u

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0v

0.0

0.2

0.4

0.6
0.8

1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

W(u,v) W(u,v)

u
v

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

u

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0v

0.0

0.2

0.4

0.6
0.8

1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

M(u,v) M(u,v)

u

v

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

u

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0v

0.0

0.2

0.4

0.6
0.8

1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P(u,v) P(u,v)

u

v

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

 Abbildung 2.1: Graphen und Konturdiagrame der bivariaten Copulae W , M und P .
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2.3 Eigenschaften von Copulafunktionen

Satz 2.3.3

Für alle n ≥ 3 und alle u ∈ [0, 1]n existiert eine n-Copula Cu, abhängig von u, so dass

Cu = W n(u)

gilt.

Beweis.

Siehe (Nelsen, 2006, S. 48).

Satz 2.3.4

Für n ≥ 2 seien X1, . . . , Xn stetige Zufallsvariablen. Dann gilt:

1. X1, . . . , Xn sind genau dann stochastisch unabhängig, wenn die n-Copula von

X1, . . . , Xn gleich der Produktcopula P n ist.

2. Jede der Zufallsvariablen X1, . . . , Xn ist genau dann eine fast sicher streng mo-

noton wachsende Funktion von allen anderen Xi, wenn die n-Copula von

X1, . . . , Xn gleich der oberen Fréchet-Hoeffding-Schranke Mn ist.

Dieser Satz, siehe (Nelsen, 2006, S. 48), liefert neben der allgemeinen Definition

der stochastischen Unabhängigkeit, noch die Aussage, dass auch die Funktion P n

für alle n ≥ 2 eine n-Copula ist. Ausserdem sei angemerkt, dass zumindest im

Fall n = 2 zwei Zufallsvariablen X und Y als perfekt negativ abhängig bezeich-

net werden, wenn die zugehörige Copula gleich der unteren Fréchet-Hoeffding-

Schranke W ist. Anderenfalls als perfekt positiv abhängig, wenn die Copula gleich

der oberen Fréchet-Hoeffding-Schranke M ist. Die Funktion M ist dabei gerade

die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (U,U) mit U gleichverteilt auf [0, 1]

(kurz: U ∼ U [0, 1]). Sie wird in diesem Zusammenhang auch als komonotone Co-

pula bezeichnet. Entsprechend ist W die Verteilungsfunktion von X = (U, 1 − U)

mit U ∼ U [0, 1], und wird kontramonotone Copula genannt, vergleiche (Embrechts

et al., 2001, S. 11).

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Copulas ist ihre Invarianz unter streng mo-

noton wachsenden Transformationen.
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Kapitel 2 Multivariate Copulafunktionen

Satz 2.3.5

Sei X = (X1, . . . , Xn)T ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und

Copula C, weiter seien T1, . . . , Tn streng monoton wachsende Funktionen auf

ranX1, . . . , ranXn. Dann besitzt der Zufallsvektor (T1(X1), . . . , Tn(Xn)) ebenfalls die

Copula C.

Beweis.

Siehe (Embrechts et al., 2001, S. 6).

Im Folgenden soll eine Ordnung auf der Menge der Copulas eingeführt werden.

Definition 2.3.1

Seien C1 und C2 zwei Copulas, dann heißt C1 kleiner als C2 oder kurz C1 ≺ C2, wenn

C1(u) ≤ C2(u) für alle u ∈ [0, 1]n (2.4)

gilt. Analog sagt man,C1 ist größer als C2 oder kurzC1 � C2, wennC1(u, v) ≥ C2(u, v)

für alle u, v ∈ [0, 1] ist.

�

Nicht jedes Paar von Copulafunktionen ist in dieser Ordnung vergleichbar, sie ist so-

mit unvollständig auf der Menge von Copulafunktionen. Es gibt jedoch viele wich-

tige parametrische Familien, die im Sinne von (2.4) vollständig geordnet sind. So sei

C := {Cθ ϑ ∈ Θ} eine einparametrische Copulafamilie. Man bezeichnet C als positiv

geordnet, wenn Cθ1 ≺ Cθ2 ist, wenn θ1 ≤ θ2, siehe (Embrechts et al., 2001, S. 5).
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Kapitel 3

Abhängigkeitskonzepte

Im ersten Teil des 3. Kapitels sollen der lineare Korrelationskoeffizient und seine

Eigenschaften beleuchtet werden. Auch wenn dieses Maß sehr beliebt ist und häu-

fig als Standardmittel zur Abhängigkeitsmodellierung in der multivariaten Statistik

eingesetzt wird, verfügt nicht jede Verteilung über eine lineare Abhängigkeitsstruk-

tur. Die Anwendung des linearen Korrelationskoeffizentes ist daher nicht unproble-

matisch und kann sogar irreführend sein. Es sollen aus diesem Grund alternative

Abhängigkeitsmaße vorgestellt werden, die über den Begriff der Konkordanz defi-

niert werden. Ziel ist es jedoch zu zeigen, dass diese Maße als Funktionale der Co-

pulafunktionen dargestellt werden können, und damit die Zusammenhangsstruk-

turen unabhängig von den jeweiligen Randverteilungen beschreiben.

3.1 Lineare Korrelation

Definition 3.1.1

Sei (X, Y )T ein bivariater Zufallsvektor mit 0 < Var(X),Var(Y ) < ∞ , dann ist der

lineare Korrelationskoeffizient oder der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient ge-

geben durch

Corr(X, Y ) =
Cov(X, Y )√

Var(X)
√

Var(Y )
. (3.1)
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Kapitel 3 Abhängigkeitskonzepte

�

Es wird im Folgenden häufig nur von linearer Korrelation oder Korrelation gespro-

chen.

Der Ausdruck in (3.1) beschreibt ein Maß für lineare Abhängigkeit. Demnach sind

zwei Zufallsvariablen X und Y perfekt linear abhängig, wenn sich die eine fast si-

cher als lineare Abbildung der anderen darstellen lässt, Y f.s.
= aX + b für a ∈ IR\{0}

und b ∈ IR. Der Korrelationskoeffizient nimmt dabei die Werte 1 und−1, d.h.

| Corr(X, Y ) |= 1. In sonstigen Fällen (der nichtperfekten Abhängigkeit) ist

| Corr(X, Y ) |< 1, vergleiche (Embrechts et al., 1999, S. 6).

Es soll nun der bivariate Fall genutzt werden, um eine allgemeine Definition für die

Korrelation zwischen zwei multivariat verteilten Zufallsvariablen anzugeben. Man

konstruiert dazu für X = (X1, . . . , Xn)T und Y = (Y1, . . . , Ym)T aus jeweils paarwei-

se ermittelten Kovarianzen und Korrelationskoeffizientenn×m-Matrizen Cov(X,Y)

und Corr(X,Y):

Cov(X,Y)ij := Cov(Xi, Yj),

Corr(X,Y)ij := Corr(Xi, Yj), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

Nicht selten braucht man die Kovarianz oder die Korrelation innerhalb eines Vek-

torsX. In diesem Fall setzt man Var(X) := Cov(X,X). Aus der multivariaten Statis-

tik ist bekannt, dass diese Matrizen symmetrisch und positiv semi-definit sind.

Sei (X, Y )T ein bivariater Zufallsvektor, α, γ ∈ IR\{0} und β, δ ∈ IR. Die folgende

Eigenschaft zeigt, dass der lineare Korrelationskoeffizient invariant unter den streng

monoton wachsenden linearen Transformationen ist

Corr(αX + β, γY + δ) = sgn(αγ) Corr(X, Y ).

Auch im allgemeinen Fall lassen sich die Kovarianz und die Korrelation unter der

Anwendung von linearen Operationen leicht berechnen. Seien x −→ Ax + a und

y −→ By + b lineare Transformationen mit A ∈ IRk×n, B ∈ IRl×m, a ∈ IRk, b ∈ IRl, X

n-dimensionale und Y m-dimensionale Zufallsvariablen, dann ist

Cov(AX + a,BY + b) := ACov(X, Y )BT .
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3.1 Lineare Korrelation

Speziell für jede lineare Kombination αTX mit α ∈ IRn erhält man

Var(αTX) = αT Cov(X)α,

siehe (Embrechts et al., 1999, S. 7).

Die leichte Handhabung und die einfache Manipulation unter den linearen Trans-

formationen sind die bedeutendsten Gründe für die große Popularität und weite

Verbreitung der Kovarianz und Korrelation. Insbesondere in der praxisnahen Lite-

ratur findet diese Methode zur Abhängigkeitsbestimmung großen Anklang. In der

Tat ist für viele bivariate Verteilungen die Berechnung der zweiten Momente sogar

simpler als die des Erwartungswertes. Und auf der Grundlage einer Stichprobe las-

sen sich mit geringem Rechenaufwand gute Näherungen für die Kovarianz und Kor-

relation herleiten. Trotz dieser Vorteile sollte die Korrelation nicht uneingeschränkt

verwendet werden, denn nichtlineare Zusammenhänge, auch wenn sie sehr stark

sind, werden im Allgemeinen von ihr nicht erfasst und können in der Anwendung

zu falschen oder verzerrten Auswertungen führen. Aus diesem Grund soll im Fol-

genden auf die Nachteile und mögliche Fehlschlüsse bezüglich der linearen Korre-

lation genauer angegangen werden.

• Ein Defizit der linearen Korrelation ist, dass sie für Verteilungen mit unend-

licher Varianz (engl. havy-tailed distributions) nicht definiert ist. Das betrifft

eine Vielzahl von Verteilungen und ist somit für ein Abhängigkeitsmaß nicht

ideal. Beispielsweise, sind die Kovarianz und Korrelation einer bivariaten t-

Verteilung mit ν Freiheitsgraden für ν ≤ 2 nicht definiert, siehe (Embrechts

et al., 1999, S. 7-8).

• Ein möglicher Fehlschluss tritt in Bezug auf die folgende Aussage auf. Zwei Zu-

fallsvariablen sind dann unkorreliert, wenn sie unabhängig sind. Diese Aussa-

ge ist uneingeschränkt richtig, doch die Umkehrung, auch wenn es fälschli-

cherweise oft angenommen wird, ist im allgemeinen Fall falsch. Nimmt man

beispielsweise X ∼ N(0, 1) und Y = X2, so ist klar, dass die beiden Zufallsgrö-

ßen nicht unabhängig sind. Jedoch sind sie wegen Cov(X,X2) = IE(X3) und

IE(X3) = 0 unkorreliert, vergleiche (Embrechts et al., 1999, S. 8). Die einzige

Ausnahme sind die Komponenten eines multivariat normalverteilten Zufalls-

vektors. Diese sind genau dann unabhängig, wenn sie unkorreliert sind. Dabei
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ist die Bedingung, dass die gemeinsame Verteilung des Vektors normal ist, ent-

scheidend. Es soll im nächsten Punkt genauer darauf eingegangen werden.

• Ein weiterer möglicher Fehlschluss ist die Behauptung, die Randverteilungen

und Korrelation bestimmen die gemeinsame Verteilung eines Zufallsvektors

eindeutig. Im Allgemeinen können jedoch zu den vorgegebenen Randvertei-

lungen und der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors unendlich viele gemein-

same Verteilungen existieren. Eine Ausnahme bildet die Klasse der elliptischen

Verteilungen. Diese Klasse zeichnet die Eigenschaft aus, dass die gemeinsame

elliptische Verteilung über die elliptische Randverteilungen gleichen Typs ver-

fügt. Umgekehrt bestimmen die elliptischen Randverteilungen gleichen Typs

und gegebene Kovarianzmatrix ihre gemeinsame Verteilung, falls bekannt ist,

dass diese elliptisch ist, eindeutig. Aus diesem Grund kann Korrelation in

der elliptischen Verteilungsklasse als natürliches Abhängigkeitsmaß angese-

hen werden. Lässt man jedoch die Bedingung, dass die gemeinsame Vertei-

lung elliptisch sein muss, fallen, so gibt es auch für elliptische Randverteilun-

gen gleiche Typs und vorgegebene Korrelation unendlich viele Möglichkeiten

für die gemeinsame Verteilung. Dieser Sachverhalt soll anhand eines Beispiels

demonstriert werden.

Es sollen dazu zwei Zufallsvariablen X und Y betrachtet werden, die jeweils

standardnormalverteilt und unkorreliert sind. Unter der Annahme, dass die

gemeinsame Verteilung elliptisch sein soll, ist der Vektor (X, Y )T bivariat stan-

dardnormalverteilt mit der Dichtefunktion

f(x, y) =
1

2π
e−

1
2

(x2+y2).

Die Iso-Kurven von f(x, y) sind in der linken Graphik der Abbildung 3.1 darge-

stellt. Die rechte Graphik zeigt Iso-Kurven der Dichtefunktion

g(x, y) =
1

2π

[(√
2 e−

x2

2 − e−x
2)

e−y
2

+
(√

2 e−
y2

2 − e−y
2)

e−x
2
]
.
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Abbildung 3.1: Iso-Kurven von zwei bivariaten Dichtefunktionen mit jeweils identischen

und standardnormalverteilten Randverteilungen, jedoch unterschiedli-

cher Abhängigkeitsstruktur.

Anhand dieser Darstellung ist gut erkennbar, dass die Iso-Kurven keine ellip-

tische Form haben und die Dichtefunktion g(x, y) somit nicht zu der ellipti-

schen Verteilungsklasse gehört. Trotzdem erfüllt sie wegen

gX(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

[(√
2 e−

x2

2 − e−x
2)

e−y
2

+
(√

2 e−
y2

2 − e−y
2)

e−x
2
]

dy

=
1√
2π

e−
x2

2

= gY (x)
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und

Corr(X, Y ) = IE(XY )

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xy g(x, y) dx dy

= 0

die oben genannten Bedingungen.

• Ein weiterer Nachteil der linearen Korrelation ist, dass sie nur unter linearen

streng monoton wachsenden Transformationen invariant ist. Im Allgemeinen

gilt also für T : IR → IR nichtlinear streng monoton wachsend und zwei Zu-

fallsvariablen X und Y :

Corr(T (X), T (Y )) 6= Corr(X, Y ).

Betrachtet man zum Beispiel einen bivariaten standardnormalverteilten Zu-

fallsvektor (X, Y )T mit der Korrelation Corr(X, Y ) und wendet darauf als

Transformation die Standardnormalverteilung Φ, so erhält man

Corr(T (X), T (Y )) =
6

π
arcsin

(
Corr(X, Y )

2

)
,

vergleiche (Embrechts et al., 1999, S. 8) oder (Schweizer, 1991, S. 31).

3.2 Copulabasierte Abhängigkeitsmaße

Im Abschnitt 3.2 soll der Abhängigkeitskonzept der Konkordanz angeschaut wer-

den. Dazu werden die Rangkorrelationskoeffizienten von Kendall und Spearman

vorgestellt, die einige im Abschnitt 3.1 erläuterte Schwächen der Korrelation über-

winden. Entscheidend für die weitere Betrachtung ist außerdem, dass die Konkor-

danzmaße als Funktionale der Copulafunktionen dargestellt werden können, wes-

halb sie hier auch als copulabasierte Abhängigkeitsmaße bezeichnet werden.
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3.2 Copulabasierte Abhängigkeitsmaße

3.2.1 Konkordanz

Es soll nun der Begriff der Konkordanz eingeführt werden, der vom Lataini-

schen "concordare" abgeleitet wird und "übereinstimmen"(Pertsch and Lange-

Kowal (1999)) bedeutet. Anschaulich lässt sich die Konkordanz so beschreiben: zwei

Zufallsvariablen X und Y sind konkordant, wenn die großen Beobachtungswerte

vonX mit den großen Beobachtungswerten von Y und entsprechend auch die klei-

nen Werte von X mit den kleinen Werten von Y zusammenhängen, siehe (Nelsen,

2006, S. 157-158)

Definition 3.2.1

Zwei Beobachtungen (x1, y2)T und (x2, y2)T eines stetigen Zufallsvektors (X, Y )T hei-

ßen

• konkordant, wenn

(x1 − x2)(y1 − y2) > 0,

• diskordant, wenn

(x1 − x2)(y1 − y2) < 0.

�

Basierend auf der Konkordanz definiert man ein Maß zur Abhängigkeitsbestim-

mung, der in seinen Eigenschaften viele Defizite der Korrelation aufhebt, siehe (Nel-

sen, 2006, S. 168-169).

Definition 3.2.2

Ein reellwertiges Zusammenhangsmaß κC zwischen zwei stetig verteilten Zufalls-

variablen X und Y , deren Copula C ist, wird Konkordanzmaß genannt, wenn es

folgende Bedingungen erfüllt:

1. κC existiert für jedes Paar von stetig verteilten Zufallsvariablen X und Y ;

2. −1 ≤ κC(X, Y ) ≤ 1,κC(X,X) = 1 und κC(X,−X) = −1;

3. κC(X, Y ) = κC(Y,X);

4. wenn X und Y unabhängig, so ist κC(X, Y ) = κP = 0;
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5. κC(−X, Y ) = κC(X,−Y ) = −κC(X, Y );

6. wenn C1 und C2 Copulas mit C1 ≺ C2 sind, so ist κC1 ≤ κC2 ;

7. ist (Xn, Yn) eine Folge von stetig verteilten Zufallsvariablen mit den CopulasCn
und konvergiert die Folge Cn punktweise gegen C, so gilt: limn→∞ κCn = κC .

�

Als Auswirkung der Definition 3.2.2 erhält man den folgenden Satz, siehe (Nelsen,

2006, s. 169).

Satz 3.2.1

Sei κC ein Konkordanzmaß für zwei stetig verteilte Zufallsvariablen X und Y , deren

Copula C ist, dann gelten:

1. wenn Y = T (X) f.s. und T streng monoton wachsend, dann ist

κC(X, Y ) = κM = 1;

2. wenn Y = T (X) f.s. und T streng monoton fallend, dann ist

κC(X, Y ) = κW = −1;

3. sind α und β streng monotone Funktionen auf ranX und ranY , so ist

κC(α(X), β(Y )) = κC(X, Y ).

3.2.2 Kendall’s τ und Spearman’s ρ

Definition 3.2.3

Seien (X1, Y1)T und (X2, Y2)T zwei unabhängige Kopien eines Zufallsvektors (X, Y )T .

Dann wird durch

τ(X, Y ) = IP
(

(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0
)
− IP

(
(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0

)
(3.2)

der Rangkorrelationskoeffizient von Kendall oder Kendall’s τ definiert, vergleiche

(Nelsen, 2006, S. 158).

22



3.2 Copulabasierte Abhängigkeitsmaße

�

Kendall’s τ ist also die Differenz der Wahrscheinlichkeiten für Konkordanz und Dis-

kordanz. Der folgende Satz gibt die bereits erwähnte Darstellung des Kendall’s τ als

Funktional der Copula an, siehe (Nelsen, 2006, S. 161).

Satz 3.2.2

Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen, deren zugehörige Copula C ist. Dann

lässt sich Kendall’s τ für (X, Y )T schreiben als

τ(X, Y ) = 4

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v) dC(u, v) − 1. (3.3)

Man bemerke, dass das Integral in (3.3) sich auch als Erwartungswert einer Funkti-

on C(U, V ) interpretieren lässt, also

τ(X, Y ) = 4IE(C(U, V ))− 1.

Dabei sind U und V auf [0, 1] gleichverteilt und haben die gemeinsame Verteilungs-

funktion C.

Ähnlich Kendall’s τ wird Spearman’s ρ basierend auf den Wahrscheinlichkeiten für

Konkordanz und Diskordanz eingeführt.

Definition 3.2.4

Seien (X1, Y1)T , (X2, Y2)T und (X2, Y2)T drei unabhängige Kopien eines Zufallsvek-

tors (X, Y )T . Dann definiert

ρ(X, Y ) = 3
[

IP
(

(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0
)
− IP

(
(X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0

)]
(3.4)

den Rangkorrelationskoeffizienten von Spearman oder Spearman’s ρ, vergleiche

(Nelsen, 2006, S. 167).

�

Der folgende Satz soll zeigen, dass auch Spearman’s ρ als Funktional der Copula

geschrieben werden kann, vergleiche (Nelsen, 2006, S. 167).
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Satz 3.2.3

Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen, deren zugehörige Copula C ist. Dann

lässt sich Spearman’s ρ für (X, Y )T schreiben als

ρ(X, Y ) = 12

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v) du dv − 3 = 12

∫ ∫
[0,1]2

uv dC(u, v) − 3. (3.5)

Man beachte, dass der Ausdruck in (3.5) als Erwartungswert einer bivariaten Funk-

tion UV mit auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen U und V und der gemein-

samen Verteilungsfunktion C gedeutet werden kann. Benutzt man weiter, dass auf

[0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen den Erwartungswert 1
2

und die Varianz 1
12

ha-

ben, so lässt sich das Integral umformen in

ρ(X, Y ) = 12

∫ ∫
[0,1]2

uv dC(u, v) − 3 = 12IE(UV )− 3

=
IE(UV )− 1

4
1
12

=
IE(UV )− IE(U)IE(V )√

Var(U)
√

Var(V )

= Corr(U, V ).

Damit ist Spearman’s ρ für X und Y gleich der Bravais-Pearson-Korrelation für U

und V . Setzt man außerdem U = F1(X) und V = F2(Y ) mit stetigen Verteilungs-

funktionen G und H an, so erhält man:

ρ(X, Y ) = Corr(F1(X), F2(Y )),

vergleiche (Nelsen, 2006, S. 169-170).

Im Abschnitt 3.2.1 wurden die Eigenschaften eines Konkordanzmaßes beschrieben.

Der nachfolgende Satz zeigt, dass Kendall’s τ und Spearman’s ρ diese Eigenschaften

erfüllen und somit selbst Konkordanzmaße sind.

Satz 3.2.4

SindX und Y zwei stetige Zufallsvariablen, deren zugehörige CopulaC ist, so erfüllen

Kendall’s τ (3.2) und Spearman’s ρ (3.4) alle Eigenschaften aus der Definition 3.2.2

und dem Satz 3.2.1 für die Konkordanzmaße.

Beweis.

Siehe (Nelsen, 2006, S. 169).
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Mit dem Konkordanzmaß wurde ein Maß für die Abhängigkeit definiert, das viele

wünschenswerte Eigenschaften erfüllt. Jedoch hat die Definition 3.2.2 in der 4. Ei-

genschaft eine Schwäche, denn zwei Zufallsvariablen können trotz κC = 0 abhängig

sein. Dies sollte bei einem Abhängigkeitsmaß idealerweise nicht der Fall sein. Aus

diesem Grund soll im Folgenden ein Maß für die Abhängigkeit angeben werden,der

diese Schwäche überwindet und den Wert 0 genau dann annimmt, wenn die Zu-

fallsvariablen unabhängig sind, siehe (Nelsen, 2006, S. 208) oder (Schweizer, 1991,

S. 30-31).

Definition 3.2.5

Ein reellwertiges Zusammenhangsmaß δC zwischen zwei stetig verteilten Zufalls-

variablen X und Y , deren Copula C ist, wird Abhängigkeitsmaß genannt, wenn es

folgende Bedingungen erfüllt:

1. δC existiert für jedes Paar von stetig verteilten Zufallsvariablen X und Y ;

2. 0 ≤ δC(X, Y ) ≤ 1;

3. δC(X, Y ) = δC(Y,X);

4. δC(X, Y ) = 0 genau dann, wenn X und Y unabhängig sind;

5. δC(X, Y ) = 1 genau dann, wenn jede der Zufallsvariablen X und Y f.s. eine

streng monotone Funktion der anderen ist;

6. sind α und β streng monotone Funktionen auf ranX und ranY , so ist

δC(α(X), β(Y )) = δC(X, Y );

7. ist (Xn, Yn) eine Folge von stetig verteilten Zufallsvariablen mit den Copulas

Cn und konvergiert die FolgeCn punktweise gegenC, so gilt: limn→∞ δCn = δC .

�
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Um ein Beispiel für ein solches Abhängigkeitsmaß anzugeben, wird Spearman’s ρ

betrachtet und die bereits bekannte Gleichung (3.5) umgeschrieben

ρ(X, Y ) = 12

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v) du dv − 3

= 12

∫ ∫
[0,1]2

[C(u, v)− uv] du dv

= 12

∫ ∫
[0,1]2

[C(u, v)− P (u, v)] dP (u, v).

Damit ist Spearman’s ρ bis auf Vorzeichen proportional zu dem Volumen zwischen

den Graphen der Copula C und der Produktcopula P . Ersetzt man die Differenz

[C(u, v)−P (u, v)] durch die absolute Differenz | C(u, v)−P (u, v) |, so erhält man ein

Maß, das auf dem L1-Abstand zwischen den Graphen von C und P basiert. Dieses

Maß, das nach seinen Entdeckern Schweizer und Wolff benannt wurde, erfüllt alle

gewünschten Eigenschaften und ist somit gemäß der Definition 3.2.5 ein Abhängig-

keitsmaß, siehe (Nelsen, 2006, S. 209) oder (Schweizer, 1991, S. 30).

Definition 3.2.6

Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen, deren zugehörige Copula C ist. Dann

ist das Maß von Schweizer und Wolff oder Schweizer und Wolff ’s σ gegeben durch

σ = 12

∫ ∫
[0,1]2
| C(u, v)− uv | du dv. (3.6)

�

Satz 3.2.5

Seien X und Y stetig verteilte Zufallsvariablen, deren zugehörige Copula C ist. Dann

ist das in (3.6) definierte Maß σ ein Abhängigkeitsmaß und erfüllt alle in der Defini-

tion 3.2.5 aufgeführten Eigenschaften.

Beweis.

Siehe Schweizer and Wolff (1981) oder (Nelsen, 2006, S. 209).

3.2.3 Asymptotische Randabhängigkeit

Es wurden bereits Abhängigkeitskonzepte vorgestellt, die auf der Beschreibung, wie

die großen (oder kleinen) Werte einer Zufallsvariablen mit den großen (oder klei-
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nen) Werten der anderen Zufallsvariablen zusammenhängen, basieren. In praxis-

orientierten Anwendungen ist oft interessant, wie sich solche Zusammenhänge in

Extremsituationen entwickeln. Aus diesem Grund soll in diesem Abschnitt ein Kon-

zept angeschaut werden, der die Abhängigkeiten zwischen Extremwerten zweier

Zufallsvariablen untersucht.

Definition 3.2.7

Seien X und Y zwei stetig verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F1

und F2. Dann bezeichnet

λO = lim
α→1−

IP(Y > F−2 (α) | X > F−1 (α)) (3.7)

den Koeffizienten für die obere asymptotische Randabhängigkeit von X und Y , falls

der linksseitiger Grenzwert λO ∈ [0, 1] existiert. Infolgedessen heißen X und Y

• asymptotisch abhängig im oberen Rand, wenn λO ∈ (0, 1],

• asymptotisch unabhängig im oberen Rand, wenn λO = 0.

�

Demnach sindX und Y asymptotisch abhängig im oberen Rand, wenn eine positive

Wahrscheinlichkeit für das tendenziell gleichzeitige Auftreten der großen Realisie-

rungen von X und Y besteht. Die Abbildung 3.2 zeigt die Darstellung von 10.000

simulierten Datenpaaren zweier bivariaten Verteilungen mit jeweils standardnor-

malverteilten Randverteilungen und Korrelation von 0, 9. Auch wenn man über Si-

mulation keine eindeutige Aussage über die asymptotische Randabhängigkeit ma-

chen kann, so lässt sich anhand der Bilder eine Vermutung anstellen. Das linke Dia-

gramm zeigt eine kompakte Streuung in Form einer Ellipse und lässt sowohl oben

als auch unten keine oder sehr geringe asymptotische Randabhängigkeit erkennen.

Tatsächlich wird man im Kapitel 4 sehen, dass die der Simulation zugrunde liegende

Normal-Copula mit dem Korrelationskoeffizienten Corr = 0, 9 keine asymptotische

Randabhängigkeit im oberen und unteren Rand besitzt. Die Punktewolke im rech-

ten Diagramm ist auf der Grundlage einer t-Copula mit ν = 2 Freiheitsgraden simu-

liert und zeigt erkennbare Ausschweifungen im oberen und unteren Bereich, was
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Abbildung 3.2: 10.000 simulierte Datenpaare der Normal-Copula auf der linken Seite und

t-Copula mit ν = 2 Freiheitsgraden auf der rechten Seite. Die Randvertei-

lungen sind jeweils identisch und standardnormalverteilt mit Korrelation

von 0, 9.

auf entsprechende asymptotische Randabhängigkeiten hindeutet. Bei der ausführ-

lichen Betrachtung der t-Copula im Kapitel 4 wird sich zeigen, dass im vorliegenden

Fall λO = λU = 0, 72 ist.

Das Konzept der unteren asymptotischen Randabhängigkeit lässt sich nun in ana-

loger Weise einführen.

Definition 3.2.8

Seien X und Y zwei stetig verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F1

und F2. Dann bezeichnet

λU = lim
α→0+

IP(Y ≤ F−2 (α) | X ≤ F−1 (α)) (3.8)
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den Koeffizienten für die untere asymptotische Randabhängigkeit vonX und Y , falls

der Grenzwert λO ∈ [0, 1] existiert. Infolgedessen heißen X und Y

• asymptotisch abhängig im unteren Rand, wenn λU ∈ (0, 1],

• asymptotisch unabhängig im unteren Rand, wenn λU = 0.

�

Gemäß der Definition für bedingte Wahrscheinlichkeit kann man den Ausdruck

IP(Y > F−2 (u) | X > F−1 (u)) umformen in

IP(Y > F−2 (u) | X > F−1 (u))

=
IP(F1(X) > u, F2(Y ) > u)

IP(F1(X) > u)

=
1− IP(F1(X) > u ∨ F2(Y ) > u)

1− IP(F1(X) ≤ u)

=
1− IP(F1(X) ≤ u)− IP(F2(Y ) ≤ u)− IP(F1(X) ≤ u, F2(Y ) ≤ u)

1− IP(F1(X) ≤ u)
.

Der Wahrscheinlichkeitsausdruck in (3.8) lässt sich auf gleiche Weise umschreiben

in

IP(Y ≤ F−2 (u) | X ≤ F−1 (u)) =
IP(F1(X) ≤ u, F2(Y ) ≤ u)

IP(F1(X) ≤ u)
.

Daraus wird der nachfolgende Satz abgeleitet, der die asymptotische Randabhän-

gigkeit als eine Eigenschaft der Copula interpretieren lässt.

Satz 3.2.6

Seien X und Y zwei stetig verteilte Zufallsvariablen mit den zugehörigen Copula C

und der Überlebenscopula C. Wenn die in (3.7) und (3.8) definierte Grenzwerte exis-

tieren, so gilt:

λO = lim
u→1−

C(u, u)

1− u
= lim

u→1−

1− 2u+ C(u, u)

1− u
= 2− lim

u→1−

1− C(u, u)

1− u

und

λU = lim
u→0+

C(u, u)

u
.
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Bei λO ∈ (0, 1] (λU ∈ (0, 1]) spricht man davon, dass die Copula C die obere (untere)

asymptotische Randabhängigkeit besitzt. Wenn λO = 0 (λU = 0) ist, so hat C keine

obere (untere) asymptotische Randabhängigkeit, siehe (Nelsen, 2006, S. 215).

Für Copulas mit komplexer Struktur, wie beispielsweise die Normal- oder die t-

Copula, eignet sich eine andere Formel für die asymptotische Randabhängigkeit

besser, vergleiche (Embrechts et al., 1999, S. 18). Seien U1 und U2 auf [0, 1] gleich-

verteilte Zufallsvariablen mit der gemeinsamen VerteilungsfunktionC(u1, u2), die in

beiden Variablen u1 und u2 differenzierbar ist. Wendet man die Regel von l’Hospital

an, so lässt sich der Grenzwert λO umformen in

λO = − lim
u→1−

dC(u, u)

du
= lim

u→1−
IP(U2 > u | U1 = u) + lim

u→1−
IP(U1 > u | U2 = u).

Lassen sich die Variablen der Copula C vertauschen in dem Sinne, dass (U1, U2)T
d
=

(U2, U1)T , dann folgt

λO = 2 lim
u→1−

IP(U2 > u | U1 = u).

Sind außerdem U1 und U2 identisch verteilt, dann erhält man oft unter der An-

wendung der Quantil-TransformationF−1
1 auf beide Randverteilungen eine bivaria-

te Verteilung mit bekannten bedingten Randverteilungen, die die Berechnung des

Grenzwertes möglich macht. Setzt man also voraus, dass F1 eine stetige und streng

monotone Verteilungsfunktion mit infinitem rechtem Endpunkt ist, dann ist

λO = 2 lim
u→1−

IP(U2 > u | U1 = u)

= 2 lim
x→∞

IP(F−1
1 (U2) > x | F−1

1 (U1) = x)

= 2 lim
x→∞

IP(X2 > x | X1 = x)

für (X1, X2)T ∼ C(F1(x1), F2(x2)).
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Unter allen getroffenen Voraussetzungen und mit gleichen Überlegungen kann für

die untere asymptotische Randabhängigkeit λU folgende Formel hergeleitet wer-

den:

λU = lim
u→1−

IP(U2 ≤ u | U1 = u) + lim
u→1−

IP(U1 ≤ u | U2 = u)

= 2 lim
u→1−

IP(U2 ≤ u | U1 = u)

= 2 lim
x→∞

IP(F−1
1 (U2) ≤ x | F−1

1 (U1) = x)

= 2 lim
x→∞

IP(X2 ≤ x | X1 = x),

siehe (Glauser, 2003, S. 85-86).
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Kapitel 4

Elliptische Copulaklasse

In den vorherigen Kapiteln wurden die allgemeine Copulatheorie, das Konzept der

Abhängigkeit und einige copulabasierte Abhängigkeitsmaße betrachtet. In diesem

Kapitel wird eine parametrische Copulafamilie, die elliptischen Copulafunktionen,

untersucht. Parametrisch heißt eine Copulafunktion, wenn sie durch einen endlich-

dimensionalen Parameter beschrieben wird.

Auf dem Weg zu den elliptischen Copulafunktionen soll die Klasse der sphärischen

und elliptischen Verteilungen analysiert werden. Eine Zusammenfassung wichtiger

und interessanter Eigenschaften soll ein besseres Verständnis über diese Art der Ver-

teilungen schaffen.

Anschließend wird die elliptische Copulafamilie anhand von zwei wichtigen Vertre-

tern, der multivariaten Normal-Copula und der multivariaten t-Copula, vorgestellt.

Für jede Copulafunktion wird die funktionale Form und die Darstellung von eini-

gen copulabasierten Abhängigkeitsmaßen hergeleitet. Es wird außerdem gezeigt,

dass der Rangkorrelationskoeffizient von Kendall in direkter Beziehung zum Para-

meter der elliptischen Copulafunktionen steht und in diesem Zusammenhang für

die Schätzung des Parameters eingesetzt werden kann. Zur Generierung der gemäß

der jeweiligen Copula verteilten Realisierungen werden geeignete Algorithmen an-

geführt.
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4.1 Sphärische und elliptische Verteilungen

Es gibt einige Ansätze, die sphärischen und elliptischen Verteilungen zu definieren.

So stellt die sphärische Verteilung die Erweiterung der Standardnormalverteilung

Nn(0, In) dar und die elliptische Verteilung ist die Erweiterung der multivariaten

Normalverteilung Nn(µ,Σ). Bekannterweise kann die Normalverteilung Nn(µ,Σ)

über die Standardnormalverteilung Nn(0, In) definiert werden. Sei X ∼ Nn(µ,Σ),

dann gilt:

X
d
= µ+ ATY,

wobei Y ∼ Nn(0, In) und Σ = ATA. Aus dieser Darstellung heraus lassen sich viele

Eigenschaften von Nn(0, In) auf Nn(µ,Σ) übertragen, siehe (Fang et al., 1989, S. 27).

Es kann gezeigt werden, dass einige interessante Eigenschaften und Ergebnisse, die

uns von der Klasse der Normalverteilungen bekannt sind, in gleicher Weise für die

sphärischen und elliptischen Verteilungsklassen gelten.

Als erstes sollen die Definition und Eigenschaften der sphärischen Verteilung be-

trachtet werden, um anschließend die elliptische Verteilungsklasse zu analysie-

ren.

Definition 4.1.1

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor X ist sphärisch verteilt, wenn für jedes Γ ∈ O(n)

ΓX
d
= X,

gilt. Dabei bezeichnet O(n) die Menge der orthogonalen n × n-Matrizen und das

Symbol d
= steht für die Verteilungsgleichheit von zwei Zufallsvariablen.

�

Also heißt X sphärisch verteilt, wenn die Verteilung von X invariant gegenüber

orthogonalen Transformationen ist. Anschaulich bedeutet das, dass bei einer

bivariaten sphärischen Verteilung die Konturlinien der Dichtefunktion Kreise sind.

Eine äquivalente Art, sphärische Verteilungen zu definieren, zeigt der folgende Satz.
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Satz 4.1.1

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor X ist genau dann sphärisch verteilt, wenn seine

charakteristische Funktion ψ(tb) eine der folgenden äquivalenten Eigenschaften er-

füllt:

1. ψ(ΓT t) = ψ(t) für ein Γ ∈ O(n);

2. Es existiert eine Funktion φ(·) von der Skalarvariablen tT t, so dass

ψ(t) = φ(tT t) = φ(‖t‖2). (4.1)

Beweis.

Siehe (Fang et al., 1989, S. 28).

Wenn die charakteristische Funktion von X die Form wie in (4.1) besitzt, so wird

die Funktion φ(·) charakteristische Generatorfunktion genannt und die sphärische

Verteilung von X kurz mit Sn(φ) notiert.

Beispiel 4.1.1

Ein n-dimensionaler, auf der Einheitssphäre Sn := {u ∈ IRn | ‖u‖2 = 1} gleichver-

teilter Zufallsvektor U ist gemäß der Definition 4.1.1 sphärisch verteilt, siehe (Fang

et al., 1989, S. 28).

�

Zukünftig soll ein n-dimensionaler Zufallsvektor, der auf der Einheitssphäre Sn

gleichverteilt ist, mit U(n) bezeichnet werden.

Beispiel 4.1.2 (Multivariate Standardnormalverteilung)

Sei X ∼ Nn(0, In), dann weiß man, dass die KomponentenXi ∼ N(0, 1), i = 0, . . . , n,

unabhängig sind und die charakteristische Funktion ψi(ti) = exp(−t2i /2) besitzen.

Die charakteristische Funktion von X ist

ψ(t) = exp
(
− 1

2
(t21 + · · ·+ t2n)

)
= exp

(
− 1

2
‖t‖2

)
.

Demnach weist ψ die Form wie in (4.1) mit der charakteristischen Generatorfunk-

tion φ(u) = exp(−u/2) auf. Die standardnormalverteilte Zufallsvariable X ist also

sphärisch verteilt, siehe (Fang et al., 1989, S. 28).
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�

Es wurde gezeigt, dass die charakteristische Funktion einer sphärisch verteilten Zu-

fallsgröße sich über eine gewisse Skalarfunktion generieren lässt. Interessant ist die

Frage, wie man solche Generatorfunktionen darstellen kann. Um die Frage zu be-

antworten, soll ein neuer Begriff eingeführt werden.

Sei Φn die Familie aller möglichen charakteristischen Generatorfunktionen für

einen n-dimensionalen Zufallsvektor und definiert über

Φn = {φ(·) | φ(t21 + · · ·+ t2n) ist eine n-dimensionale charakteristische Funktion}.

Es ist leicht zu sehen, dass Φ1 ⊃ Φ2 ⊃ Φ3 . . . gilt, siehe (Fang et al., 1989, S. 29).

Satz 4.1.2

Eine Funktion φ gehört genau dann zu Φn, wenn

φ(x) =

∫ ∞
0

ψn(xr2) dF (r), (4.2)

wobei F (·) eine Verteilungsfunktion auf [0,∞) und

ψn(yTy) =

∫
Sn

e iyTx dx

S

mit S dem Volumeninhalt von der Einheitssphäre Sn. Demnach ist ψn(yTy) die cha-

rakteristische Funktion der Zufallsvariablen U(n).

Beweis.

Siehe (Fang et al., 1989, S. 29-30).

In direkter Konsequenz aus dem Satz 4.1.2 lässt sich folgende Darstellung einer

sphärisch verteilten Zufallsvariablen herleiten, vergleiche (Fang et al., 1989, S. 30-

31).

Korollar 4.1.1

Sei X ein n-dimensionaler sphärisch verteilter Zufallsvektor mit der charakteristi-

schen Generatorfunktion φ(tT t) und φ ∈ Φn. Dann besitzt X die Darstellung

X
d
= RnU

(n),

wobei Rn ∼ F (x) und unabhängig von U(n) ist, und F (x) in der Beziehung (4.2) zu φ

steht.
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4.1 Sphärische und elliptische Verteilungen

Wenn immer im Folgenden die Zerlegung X
d
= RnU

(n) benutzt wird, so ist diese

im Sinne des Korollars 4.1.1 zu verstehen. Der Satz 4.1.3 gibt die Darstellung der

Variablen Rn und U(n) für den Spezialfall, dass X
d
= RnU

(n) und IP(X = 0) = 0,

an.

Satz 4.1.3

Angenommen X
d
= RnU

(n) und IP(X = 0) = 0, so gilt:

‖X‖ d
= Rn,

X

‖X‖
d
= U(n). (4.3)

Außerdem sind ‖X‖ und X/‖X‖ unabhängig.

Beweis.

Siehe (Fang et al., 1989, S. 31).

Es wurde gezeigt, dass die sphärische Verteilung auf verschiedene Arten hergeleitet

werden kann. Im Folgenden soll die Klasse der elliptischen Verteilungen betrach-

tet werden, die als Erweiterung der sphärischen Verteilungsklasse gesehen werden

kann, siehe (Fang et al., 1989, S. 31).

Definition 4.1.2

Seien X ein n-dimensionaler Zufallsvektor, µ ∈ IRn und Σ ∈ IRn×n eine nichtnegativ

definite Matrix. Dann sagt man, X ist elliptisch verteilt mit den Parametern µ und

Σ oder kurz X ∼ En(µ,Σ, φ), wenn

X
d
= µ+ ATY,

wobei Y ∼ Sk(φ), A ∈ IRk×n mit ATA = Σ und Rang(Σ) = k sind.

�

Mit Hilfe der Definition 4.1.2 und des Korollars 4.1.1 lässt sich eine weitere stochas-

tische Repräsentation von einer elliptisch verteilten Zufallsgröße herleiten.

Satz 4.1.4

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor X ∼ En(µ,Σ, φ) mit Rang(Σ) = k besitzt die Dar-

stellung

X
d
= µ+RkA

TU(k)

für ein Rk ≥ 0 unabhängig von U(k) und A ∈ IRk×n mit ATA = Σ.
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Kapitel 4 Elliptische Copulaklasse

Beispiel 4.1.3 (Multivariate Normalverteilung)

Besitzt ein n-dimensionaler Zufallsvektor X die Darstellung

X
d
= µ+ ATY,

wobei µ ∈ IRn, A ∈ IRm×n und Y ∼ Nm(0, Im), dann ist bekannt, dass X multivariat

normalverteilt ist, X ∼ Nn(µ,Σ) mit Σ = ATA. Aus dem Beispiel 4.1.2 weiß man,

dass Y ∼ Sm(φ) mit φ(u) = exp(−u/2). Und damit folgt nach der Definition 4.1.2,

dass X ∼ En(µ,Σ, φ). Aufgrund des Korollars 4.1.1 und des Satzes 4.1.3 lässt sich X

äquivalent darstellen als

X
d
= µ+ ‖Y‖ATU(m),

wobei ‖Y‖ und U(m) unabhängig sind.

�

Beispiel 4.1.4 (Multivariate t-Verteilung)

Seien Z ∼ Nn(0, In) und S ∼ χ2
ν unabhängige Zufallsvariablen. Dann ist

Y =
Z√
S
ν

multivariat t-verteilt mit ν Freiheitsgraden, kurz: Y ∼ tnν (0, In). Nutzt man die Dar-

stellung aus dem Satz 4.1.3, so erhält man

Y
d
=
‖Z‖U(n)√

S
ν

= RnU
(n),

wobei Rn und U(n) unabhängig sind und Rn =
√
ν‖Z‖√
S

mit ‖Z‖2 ∼ χ2
n. Wegen des

Korollars 4.1.1 ist Y sphärisch verteilt. Sei nun

X
d
= µ+ ATY

mit µ ∈ IRn und A ∈ IRm×n, dann sagt man, X ist multivariat t-verteilt zu den Pa-

rametern µ, Σ = ATA und ν Freiheitsgraden. Man schreibt kurz X ∼ tnν (µ,Σ).

Gemäß der Definition 4.1.2 ist X elliptisch verteilt und es gilt tnν (µ,Σ) = En(µ,Σ, φ)

für eine spezielle Generatorfunktion φ. Mehr Details zur t-Verteilung und φ findet

man bei Fang et al. (1989).
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�

Mit den Beispielen 4.1.3 und 4.1.4 wurden zwei wichtige Vertreter der multivariaten

elliptischen Verteilungsklasse präsentiert, die multivariate Normalverteilung und

die multivariate t-Verteilung. Um noch mehr über die Verteilungen dieser Klasse

zu erfahren, werden in den nächsten Sätzen einige interessante Ergebnisse darge-

stellt.

Satz 4.1.5

Sei X ∼ En(µ,Σ, φ) mit Σ ∈ IRn×n vom Rang(Σ) = k , dann besitzt die charakteristi-

sche Funktion von X die Form

ψX(t) = e itTµφ(tTΣt).

Beweis.

Laut Definition 4.1.2, existiert ein Zufallsvektor Y ∼ Sk(φ), so dass X
d
= µ + ATY

mit ATA = Σ und A ∈ IRk×n. Wegen des Eindeutigkeitssatzes für charakteristische

Funktionen gilt:

ψX(t) = IE
(

e itTX
)

= IE
(

e itT (µ+ATY)
)

= e itTµIE
(

e i(At)TY
)

= e itTµφ((At)TAt)

= e itTµφ(tTΣt).

�

Die Zufallsvariable X muss nicht notwendigerweise eine Dichte besitzen. Falls je-

doch die Dichtefunktion existiert, so muss sie die Form wie im Satz 4.1.6 haben.

Satz 4.1.6

Sei X ∼ En(µ,Σ, φ), wobei µ ∈ IRn und Σ ∈ IRn×n positiv definit mit Rang(Σ) = n

sind. X besitze die stochastische Zerlegung X
d
= µ + RnA

TU(n) mit nichtsigulärer

Matrix A und ATA = Σ. Außerdem sei Rn absolut stetig verteilt mit der Dichte fRn .

Dann besitzt die Dichtefunktion von X folgende Form:

fX(x) = |Σ|−1/2g
(

(x− µ)TΣ−1(x− µ)
)
, x 6= µ,

wobei

gX(t) :=
Γ
(
n
2

)
2πn/2

√
t −(n−1) · fRn(

√
t), t > 0.
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Beweis.

Den vollständigen Beweis findet man bei (Frahm, 2004, S. 8-9) (oder in einer

anderen Form bei Fang et al. (1989)). Hier wird eine Beweisskizze angeführt.

Zunächst wird die Dichte einer sphärisch verteilten Zufallsvariable Y
d
= RnU

(n)

hergeleitet. Da Rn und U(n) stochastisch unabhängig sind und U(n) auf der

Einheitssphäre Sn gleichverteilt ist, lässt sich die gemeinsame Dichte f(Rn,U(n))

bestimmen als

f(Rn,U(n))(r,u) =
Γ
(
n
2

)
2πn/2

fRn(r).

Mit Hilfe einer geeigneten Variablentransformation kann folgende Darstellung der

Dichte von Y erreicht werden:

fY(y) =
Γ
(
n
2

)
2πn/2

‖y‖−(n−1)fRn(‖y‖), y 6= 0.

Anschließend wird die Transformation y 7→ µ+ ATy =: x benutzt, um die Dichte-

funktion für X herzuleiten:

fX(x) =
Γ
(
n
2

)
2πn/2

|Σ|−1/2‖(AT )−1(x− µ)‖−(n−1)fRn(‖(AT )−1(x− µ)‖).

�

Die Funktion gX wird oft als Dichtegenerator von X oder von der Verteilung von X

bezeichnet, siehe (Fang et al., 1989, S. 35). In der graphischen Darstellung sind die

Konturlinien der Dichtefunktion fX Ellipsoide.

Beispiel 4.1.5 (Dichtegenerator der multivariaten Normalverteilung)

Sei X ∼ Nn(0, In). Aus dem Beispiel 4.1.3 ist bekannt, dass X
d
= RnU

(n), wobei

Rn =
√
Z und Z ∼ χ2

n. Die Dichte von Z ist

fZ(z) =
z
n
2
−1 · e−

z
2

2n/2Γ
(
n
2

) · 1z > 0.

Nach der Variablentransformation z 7→
√
z =: r, erhält man die Dichte von Rn

fRn(r) = 2rfZ(r2).
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4.1 Sphärische und elliptische Verteilungen

Dann ist der Dichtegenerator von X

gX(t) =
Γ
(
n
2

)
2πn/2

√
t −(n−1) · 2

√
t · t

n
2
−1 · e−

t
2

2n/2Γ
(
n
2

) · 1t> 0

=
1

(2π)n/2
· e−

t
2 · 1t> 0.

�

Beispiel 4.1.6 (Dichtegenerator der multivariaten t-Verteilung)

Sei X ∼ tnν (0, In). Aus dem Beispiel 4.1.4 ist bekannt, dass X
d
= RnU

(n), wobei Rn =
√
ν
√
Z√
S

mit unabhängigen Zufallsvariablen Z ∼ χ2
n und S ∼ χ2

ν . Für die gemeinsame

Dichte von Z und S gilt:

f(Z,S)(z, s) =
z
n
2
−1 · e−

z
2

2n/2Γ
(
n
2

) · 1z > 0 ·
s
ν
2
−1 · e−

s
2

2ν/2Γ
(
ν
2

) · 1s> 0.

Durch die Variablentransformation (z, s) 7→ (
√
ν
√
z√
s
, s) =: (x, y) kann die Dichte von

Rn ermittelt werden:

fRn(x) =

∫ ∞
0

1

2n/2Γ
(
n
2

)(x2y

ν

)n
2
−1

e−
x2y
2ν · 1

2ν/2Γ
(
ν
2

)y ν2−1 e−
y
2 · 2

ν
xy dy

=
2 · Γ

(
n+ν

2

)
Γ
(
n
2

)
Γ
(
ν
2

) · xn−1

νn/2
·
(

1 +
x2

ν

)−n+ν
2

.

Damit ergibt sich der Dichtegenerator von X:

gX(t) =
Γ
(
n+ν

2

)
Γ
(
ν
2

) · 1

(νπ)n/2
·
(

1 +
t

ν

)−n+ν
2

· 1t> 0.

�

Eine wichtige Eigenschaft der elliptischen Verteilungen ist, dass diese unter der li-

nearen Transformation elliptisch und vom selben Verteilungstyp bleiben.

Satz 4.1.7

Sei X ∼ En(µ,Σ, φ), B eine q × n-Matrix und b ∈ IRq. Dann gilt:

BX + b ∼ Eq(Bµ+ b,BΣBT , φ).
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Beweis.

Für den Beweis nutzt man die stochastische Zerlegung von X aus dem Satz 4.1.4,

siehe (Fang et al., 1989, S. 43).

Eine direkte Folgerung aus dem Satz 4.1.7 ist das nachfolgende Korollar. Es zeigt,

dass die Randverteilungen einer multivariaten elliptischen Verteilung selbst ellip-

tisch sind und die gleiche charakteristische Generatorfunktion wie die gemeinsame

Verteilung besitzen. Das bedeutet beispielsweise, dass die multivariate Standard-

normalverteilung über standardnormalverteilte Randverteilungen verfügt.

Korollar 4.1.2

Sei X = (X1,X2)T ∼ En(µ,Σ, φ) mit X1 ∈ IRp und X2 ∈ IRn−p. Es bezeichnen weiter

IE(X) = µ =

(
µ1

µ2

)
und Var(X) = Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
den Erwartungsvektor und die Varianzmatrix von X mit µ1 ∈ IRp und Σ11 ∈ IRp×p.

Dann gilt:

X1 ∼ Ep(µ1,Σ11, φ) und X2 ∼ En−p(µ2,Σ22, φ).

Beweis.

Für den Beweis wähle man B = (Ip 0p×(n−p)) bzw. B = (0(n−p)×p I(n−p)), dann folgt

die Behauptung aus dem Satz 4.1.7.

Sei X = (X1, . . . , Xn)T . Haben alle Xi endliche Varianzen und ist Σ eine Dia-

gonalmatrix, so weiß man, dass die Komponenten von X unkorreliert sind. Der

nachfolgende Satz, siehe (Muirhead, 1982, S. 35), zeigt, dass die unkorrelierten Zu-

fallsvariablenX1, . . . , Xn nur dann (paarweise) stochastisch unabhängig sind, wenn

die gemeinsame Verteilung Normalverteilung ist. Das bedeutet, wenn der Vektor

X nicht multivariat normalverteilt ist, sind die Komponenten X1, . . . , Xn zwangs-

läufig abhängig, auch wenn sie selbst normalverteilt sind. Aus diesem Grund kann

die gemeinsame Verteilung von paarweise unabhängigen, aber nicht normalverteil-

ten Zufallsvariablen nicht elliptisch sein, vergleiche (Kaiser, 2009, S. 17). Demnach

ist die multivariate Normalverteilung (nicht nur unter den elliptischen Verteilun-

gen) die einzige, bei der aus Unkorreliertheit der Komponenten ihre Unabhängig-

keit folgt.
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4.1 Sphärische und elliptische Verteilungen

Satz 4.1.8

Sei X = (X1, . . . , Xn)T ∼ En(µ,Σ, φ), wobei Σ eine Diagonalmatrix ist. Falls

X1, . . . , Xn paarweise unabhängig sind, ist der Zufallsvektor X normalverteilt,

X ∼ Nn(µ,Σ).

Beweis.

O.B.d.A. sei µ = 0 gewählt. Da Σ Diagonalmatrix ist, besitzt sie die Form

Σ =


Σ11 0 · · · 0

0 Σ22 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Σnn

 .

Für die charakteristische Funktion von X gilt:

ψX(t) = φ(tTΣt) = φ(
n∑
i=1

t2iΣii). (4.4)

Andererseits gilt wegen des Korollars 4.1.2 und der paarweisen Unabhängigkeit der

Komponenten:

φ(tTΣt) =
n∏
i=1

φ(t2iΣii). (4.5)

Sei ui := ti
√

Σii, dann folgt aus dem Gleichsetzen von (4.4) und (4.5)

φ(
n∑
i=1

u2
i ) =

n∏
i=1

φ(u2
i ).

Diese unter der Bezeichnung Hamel Gleichung bekannte Gleichung liefert als ein-

zige stetige Lösung

φ(z) = ekz

mit einer gewissen Konstante k, siehe (Feller, 1968, S. 459). Damit besitzt die cha-

rakteristische Funktion von X die Form:

ψX(t) = ekt
TΣt.

Sei fX die Dichtefunktion von X. Gemäß den Voraussetzungen

fX(x) =
1

(2π)n

∫
IRn

e− itTxψX(t) dt und
∫

IRn
fX(x) = 1,

lässt sich k = −1
2

ermitteln. Das impliziert aber, dass X normalverteilt ist.
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�

Sei X wie in Korollar 4.1.2, dann stellt das nachfolgende Ergebnis fest, dass die be-

dingte Verteilung von X1 für einen festen Wert von X2 auch elliptisch ist, in der Regel

aber nicht die gleiche charakteristische Generatorfunktion wie X1 besitzt.

Satz 4.1.9

Sei X
d
= µ+RnA

TU(n) ∼ En(µ,Σ, φ) mit Σ positiv definit. Darüber hinaus seien X,

µ und Σ wie im Korollar 4.1.2. Dann ist

(X1 | X2 = x0)
d
= µ̃+Rq(x0)Ã

TU(p) ∼ Ep(µ̃, Σ̃, φ̃),

wobei

µ̃ = µ1 + Σ12Σ
−1
22 (x0 − µ2),

Σ̃ = Σ11 −Σ12Σ
−1
22 Σ21 = ÃT Ã,

q(x0) = (x0 − µ2)TΣ−1
22 (x0 − µ2)

Rq(x0)
d
=

((
R2
n − q(x0)

)1/2 | X2 = x0

)
und Rq(x0) unabhängig von U(p) ist.

Beweis.

Siehe (Fang et al., 1989, S. 45).

Das Lemma 4.1.1 zeigt, dass die lineare Kombination von unabhängigen elliptisch

verteilten Zufallsvariablen mit der gleichen (bis auf eine positive Konstante c) Vari-

anzmatrix Σ wieder elliptisch verteilt ist.

Lemma 4.1.1

Seien X ∼ En(µ,Σ, φ) und X̃ ∼ En(µ̃, cΣ, φ̃) mit c > 0 unabhängige Zufallsvaria-

blen. Für a, b ∈ IR gilt

aX + bX̃ ∼ En(aµ+ bµ̃,Σ, φ∗)

mit φ∗(u) = φ(a2u)φ̃(b2cu).
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4.1 Sphärische und elliptische Verteilungen

Beweis.

Wegen der Unabhängigkeit von X und X̃ gilt:

ψaX+bX̃−aµ−bµ̃(t) = ψa(X−µ)(t)ψb(X̃−µ̃)(t)

= φ((at)TΣ(at))φ̃((bt)T cΣ(bt))

= φ(a2tTΣt)φ̃(b2ctTΣt).

Dann folgt die Behauptung aus dem Satz 4.1.1.

�

Wird die Verteilung von X durch En(µ,Σ, φ) beschrieben, so ist diese Form der Prä-

sentation nicht eindeutig. Der Parameter µ ist immer eindeutig festgelegt, die Vari-

anzmatrix Σ und die Generatorfunktion φ dagegen sind bis auf eine positive Kon-

stante eindeutig.

Satz 4.1.10

Sei X ∼ En(µ,Σ, φ) und X ∼ En(µ∗,Σ∗, φ∗). Dann gilt:

µ∗ = µ, Σ∗ = cΣ und φ∗(·) = φ(·/c)

für eine Konstante c > 0.

Beweis.

O.B.d.A. sei der Rang(Σ) = n. In der Regel bezeichnet man mit Σ die Varianzmatrix

von X, Var(X) = Σ = ATA. Mit der Darstellung aus dem Satz 4.1.1 erhält man:

Var(X) = Var(µ+RnA
TU(n)) = AT IE(R2

n) Var(U(n))A,

vorausgesetzt IE(R2
n) <∞.

Laut dem Satz 4.1.3 ist U(n) d
= Y/‖Y‖ mit Y ∼ Nn(0, In) und ‖Y‖ ist unabhän-

gig von U(n). Die Verteilung von ‖Y‖2, ‖Y‖2 ∼ χ2
n (Chi-Quadrat-Verteilung mit n

Freiheitsgraden) ist bekannt, und somit auch die Varianz von ‖Y‖, Var(‖Y‖) =

IE(‖Y‖2) = n. Damit kann die Varianz von U(n)

Var(U(n)) = Var(Y)/Var(‖Y‖) = In/n
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bestimmt werden und liefert für die Varianz von X

Var(X) = ATAIE(R2
n)/n.

Setzt man also die charakteristische Generatorfunktion φ∗(s) = φ(s/c) mit c =

IE(R2
n)/n, so bekommt man Var(X) = Σ.

�

Die elliptische Verteilung wird demnach über ihre Parameter µ, Σ und die Genera-

torfunktion φ vollständig beschrieben wird, wobei φ so ausgetauscht werden kann,

dass Var(X) = Σ, falls Var(X) definiert ist. Sofern Var(Xi) < ∞ für alle 1 ≤ i ≤ n

und die gemeinsame Verteilung nichtdegeneriert (Σii > 0 für alle i) ist, kann die

Korrelationsmatrix R mit

Rij = Corr(Xi, Yj) =
Cov(Xi, Xj)√

Var(Xi) Var(Xj)
=

Σij√
ΣiiΣjj

,

anstelle von Σ als Beschreibungsparameter genommen werden. Da die elliptische

Verteilung über µ, Σ und φ eindeutig bestimmt ist, ist die Copulafunktion einer

nichtdegenerierten elliptischen Verteilung über die Parameter R und φ eindeutig

bestimmt.

Ein Problem in Bezug auf die elliptischen Verteilungen ist die Eigenschaft, dass alle

Randverteilungen vom selben Typ sind. Um jedoch realistische Risikoverteilungen

modellieren zu können, muss es möglich sein, elliptische Copulafunktionen mit an-

ders verteilten Randverteilungen zu konstruieren. Ein solches Modell scheint dann

aber den großen Nachteil zu haben, dass der Copulaparameter R nicht mehr direkt

über die Daten geschätzt werden kann. Nur im Falle der nichtentarteten elliptischen

Verteilung mit endlichen Varianzen ist R die übliche Korrelationsmatrix und kann

mittels eines linearen Korrelationsschätzers approximiert werden. Die Grundlage

für eine alternative Schätzmethode, die auf Kendall’s τ basiert, gibt der nachfolgen-

de Satz an.
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4.2 Normal-Copula

Satz 4.1.11

Sei X ∼ En(µ,Σ, φ) mit IP(Xi = µi) < 1 und IP(Xj = µj) < 1. Außerdem sei R die

lineare Korrelationsmatrix von X. Dann gilt

τ(Xi, Xj) =
(

1−
∑
x∈IR

(
IP(Xi = x)

)2
) 2

π
arcsinRij, (4.6)

wobei die Summe fast überall auf dem Definitionsbereich der Verteilung von Xi exis-

tiert. Wenn Rang(Σ) ≥ 2, dann vereinfacht sich (4.6) zu

τ(Xi, Xj) =
(
1−

(
IP(Xi = µi)

)2) 2

π
arcsinRij

Beweis.

Siehe (Lindskog et al., 2001, S. 3-6).

Im Falle von stetigen elliptischen Verteilungen, gilt also

τ(Xi, Xj) =
2

π
arcsinRij, i, j = 1, . . . , n. (4.7)

Wichtig bei diesem Ergebnis ist, dass Kendall’s τ bei den elliptischen Verteilungen

in keiner Weise von der Form der Verteilung abhängt, sondern einzig und allein von

der Korrelation. Aufgrund der Beziehung (4.7), kann für jede stetige bivariate Rand-

verteilung eine Korrelationsschätzung,

R̂ij = sin(πτ̂(xi, xj)/2), i, j = 1, . . . , n,

hergeleitet werden. Die entsprechende Schätzmethode und ihre Eigenschaften wer-

den im Kapitel 5 und 6 näher erläutert.

4.2 Normal-Copula

Sei X ein n-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor, X ∼ Nn(µ,Σ) und Σ po-

sitiv definit (d.h. insbesondere |Σ| > 0). In diesem Abschnitt soll die zu X gehörige

Copulafunktion dargestellt werden. Nach dem Satz 4.1.6 und Beispiel 4.1.5 besitzt

die Dichtefunktion einer multivariat normalverteilten Zufallsgröße die Form

fN(x) =
1

(2π)n/2 | Σ |1/2
exp

(
− 1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
.
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Sei R die Korrelationsmatrix von X,

R =


1 R12 · · · R1n

R21 1 · · · R2n

...
...

. . .
...

Rn1 Rn2 · · · 1

 ,

wobei Rij die lineare Korrelation zwischen den Komponenten Xi und Xj , i, j =

1 . . . n, ist. Falls alle Komponenten von X standardnormalverteilt sind, d.h.

IE(Xi) = 0 und Var(Xi) = 1 für alle i, ist Σ = R. In diesem Fall soll die Dichtefunk-

tion mit fR bezeichnet werden und es gilt:

fR =
1

(2π)n/2|R|1/2
exp

(
− 1

2
xTR−1x

)
.

Da die Abhängigkeitsstruktur in einem normalverteilten Vektor gerade über die Kor-

relationsmatrix beschrieben wird, ist die Copulafuktion von Nn(µ,Σ) mit der Copu-

la von Nn(0,R) identisch. Aus diesem Grund soll nachfolgend zur Vereinfachung

mit der Verteilung Nn(0,R) gearbeitet werden. Seien ΦR die Verteilungsfunktion

von Nn(0,R) und Φ die Verteilungsfunktion einer univariaten Standardnormalver-

teilung, dann lässt sich die Normal-Copula nach dem Korollar 2.2.1 wie folgt be-

stimmen:

CN
R(u) = ΦR(Φ−1(u1), . . . ,Φ−1(un))

=
1

(2π)n/2|R|1/2

∫ Φ−1(u1)

−∞
· · ·
∫ Φ−1(un)

−∞
exp

(
− 1

2
xTR−1x

)
dx.

Die Bezeichnung CN
R verdeutlicht, dass die Korrelationsmatrix R gerade die Para-

metermatrix einer Normal-Copula ist. In der Folge sollen einige Eigenschaften der

Normal-Copula untersucht werden. Nach dem Satz 4.1.11 erschließt sich folgende

Beziehung zwischen den Elementen der Rangkorrelationsmatrix von Kendall und

den Elementen von R

τij = τ(Xi, Xj) =
2

π
arcsin(Rij), i = 1 . . . n, j = 1 . . . n.

(Man beachte, dass bei der multivariaten Normalverteilung IP(Xi = µi) = 0 für alle

i gilt.)
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Zwischen den Elementen der Rangkorrelationsmatrix von Spearman und den Ele-

menten von R gilt die Beziehung

ρij = ρ(Xi, Xj) =
6

π
arcsin(Rij), i = 1 . . . n, j = 1 . . . n,

siehe (Lindskog, 2000, S. 47).

Sei (X1, X2)T ein bivariat normalverteilter Vektor mit(
X1

X2

)
∼ N2

((
0

0

)
,

(
1 R12

R12 1

))
,

wobei R12 die lineare Korrelation zwischen X1 und X2 ist. Gemäß der Grundvorle-

sung der mathematischen Statistik ist bekannt, dass (X2 | X1 = x) ebenfalls nor-

malverteilt ist. Nach dem Satz 4.1.9 sind

IE(X2 | X1 = x) = R12x und Var(X2 | X1 = x) = 1−R2
12.

Die Copulafunktion von (X1, X2)T ist die Normal-Copula mit dem Parameter R12.

Es soll die asymptotische Randabhängigkeit von X1 und X2 untersucht werden. Da

die Bedingung C(u1, u2) = C(u2, u1) in diesem Fall erfüllt ist, kann die Formel

λO = 2 lim
x→∞

IP(X2 > x | X1 = x)

zur Herleitung genutzt werden und liefert

λO = 2 lim
x→∞

(
1− Φ

( x−R12x√
1−R2

12

))
= 2 lim

x→∞

(
1− Φ

(x√1−R12√
1 +R12

))
.

Demnach ist

λO =


0 : −1 < R12 < 1

1 : R12 = 1

undefiniert : R12 = −1

Man kann also sagen, dass zwei Zufallsvariablen X1 und X2 mit zugehöriger

Normal-Copula asymptotisch unabhängig im oberen Rand für −1 < R12 < 1 und

asymptotisch abhängig im oberen Rand für R12 = 1 sind.
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Analog lässt sich die Formel für die asymptotische untere Randabhängigkeit herlei-

ten

λU = 2 lim
x→∞

Φ
(x√1−R12√

1 +R12

)
.

Folglich sind zwei Zufallsvariablen X1 und X2 mit zugehöriger Normal-Copula

asymptotisch unabhängig im unteren Rand für −1 < R12 < 1 und asymptotisch

abhängig im unteren Rand für R12 = 1. Offensichtlich gilt: λO = λU . Das bedeutet,

dass Normal-Copulas stets gleiche asymptotische obere und asymptotische untere

Randabhängigkeiten nach sich ziehen, siehe (Glauser, 2003, S. 105).

Um Beobachtungen einer Normal-Copula mit dem Parameter R zu generieren, be-

dient man sich einer einfachen Transformationsmethode. Dazu benötigt man einen

multivariat normalverteilten Vektor mit der Korrelationsmatrix R. Zunächst muss

eine n × n-Matrix A so bestimmt werden, dass R = ATA gilt. Seien Z1, . . . , Zn ∼
N(0, 1) unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen, dann liefert

µ+ AZ ∼ Nn(µ,R)

den gewünschten Vektor. Eine häufig verwendete Wahl für A ist die Cholesky-

Zerlegung von R. Diese Methode liefert eine eindeutige untere Dreiecksmatrix L,

so dass LTL = R gilt, siehe Schwarz (1997). Die Cholesky-Zerlegung gehört in fast

jeder mathematischen Software zu den standardmäßig implementierten Verfahren.

Der Algorithmus zur Erzeugung von Zufallsrealisierungen, die gemäß der Normal-

Copula mit dem Parameter R verteilt sind, kann wie folgt angegeben werden, ver-

gleiche (Embrechts et al., 2001, S. 26):

Algorithmus 4.2.1

• Bilde die Cholesky-Zerlegung A von R.

• Erzeuge n unabhängige Realisierungen zi ∼ N(0, 1), i = 1, . . . n.

• Setze x = Az.

• Berechne ui = Φ(xi), i = 1, . . . n.

• (u1, . . . , un)T ∼ CN
R.
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4.3 t-Copula

Sei X ein n-dimensionaler t-verteilter Zufallsvektor mit ν Freiheitsgraden, X ∼
tnν (µ,Σ) und Σ positiv definit. Nach dem Satz 4.1.6 und Beispiel 4.1.6 besitzt die

Dichtefunktion einer multivariat t-verteilten Zufallsgröße die Form

ft(x) =
Γ(ν+n

2
)

(πν)n/2Γ(ν
2
) | Σ |1/2

(
1 +

1

ν
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)− ν+n
2
.

Sei R die Korrelationsmatrix von X. Mit der gleichen Überlegung wie bei der

Normal-Copula kann aufgrund der einfacheren Handhabung die Verteilung tnν (0,R)

zur Herleitung der t-Copula verwendet werden. Sei tν die Verteilungsfunktion der

univariaten t-Verteilung, dann ist

Ct
R,ν(u) =

Γ(ν+n
2

)

(πν)n/2Γ(ν
2
) | Σ |1/2

∫ t−1
ν (u1)

−∞
· · ·
∫ t−1

ν (un)

−∞

(
1 +

1

ν
xTR−1x

)− ν+n
2

dx

die gesuchte t-Copula.

Für die Elemente der Parametermatrix R und die Elemente der Rangkorrelations-

matrix von Kendall gilt ebenfalls die Beziehung, die sich aus dem Satz 4.1.11 herlei-

ten lässt,

τij =
2

π
arcsin(Rij), i = 1 . . . n, j = 1 . . . n.

Um ein besseres Verständnis für die t-Copula zu gewinnen, soll auch hier die

asymptotische Randabhängigkeit betrachtet werden. Sei (X1, X2)T ein bivariat t-

verteilter Verktor, so dass(
X1

X2

)
∼ t2ν

((
0

0

)
,

(
1 R12

R12 1

))
,

wobeiR12 die lineare Korrelation zwischenX1 undX2 und ν Anzahl der Freiheitsgra-

de sind. Gemäß der Grundvorlesung in der mathematischen Statistik ist bekannt,

dass (X2 | X1 = x) t2ν+1-verteilt ist. Nach dem Satz 4.1.9 sind

IE(X2 | X1 = x) = R12x und Var(X2 | X1 = x) =
(ν + x2

ν + 1

)
(1−R2

12).

51



Kapitel 4 Elliptische Copulaklasse

Das ist hilfreich, um die asymptotische Randabhängigkeit zu berechnen:

λO = 2 lim
x→∞

IP(X2 > x | X1 = x)

= 2 lim
x→∞

[
1− tν+1

((
ν + 1

ν + x2

)1/2(
x−R12x√

1−R2
12

))]

= 2 lim
x→∞

[
1− tν+1

((
ν + 1
ν
x2 + 1

)1/2(√
1−R12√
1 +R12

))]

= 2

[
1− tν+1

(√
ν + 1

√
1−R12√

1 +R12

)]
.

Für R12 = −1 ist also λO nicht definiert, für R12 > −1 sind zwei Zufallsvariablen

X1 und X2 mit der zugehörigen t-Copula asymptotisch abhängig im oberen Rand.

Man kann außerdem erkennen, dass λO bei zunehmendem R12 steigt und bei

zunehmendem ν fällt.

ν\R12 -0.5 0.0 0.5 0.9 1.0

2 0.06 0.18 0.39 0.72 1.00

4 0.01 0.08 0.25 0.63 1.00

10 0.00 0.01 0.08 0.46 1.00

∞ 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00

Tabelle 4.1: Werte von λO für verschiedene Werte von ν und R12.

Die Tabelle 4.1 zeigt die Werte von λO für verschiedene Werte von ν und R12, ver-

gleiche (Demarta and McNeil, 2004, S. 5). Wenn die Anzahl der Freiheitsgrade zu∞
tendiert, konvergiert der Wert von λO gegen 0 für ein −1 < R12 < 1. Das entspricht

der letzten Zeile in der Tabelle, die gleichzeitig die Werte des Koeffizienten für die

obere asymptotische Randabhängigkeit der Normal-Copula darstellt. Mit anderen

Worten, für ein −1 < R12 < 1 und ν → ∞ konvergiert der Wert von λO für die t-

Copula gegen den Wert von λO für die Normal-Copula.

Wie bereits bei den Normal-Copulafunktionen gesehen, lässt sich ebenfalls für die

t-Copulafunktionen nachweisen, dass λO = λU gilt. Folglich sind zwei Zufallsva-
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riablen mit der zugehörigen t-Copula und dem linearen Korrelationskoeffizienten

R12 > −1 auch asymptotisch abhängig im unteren Rand.

Um Beobachtungen einer t-Copula mit den Parametern ν und R zu generieren,

kommt ähnlich wie bei der Normal-Copula eine Transformationsmethode zum Ein-

satz. Die Algorithmen sind fast identisch, nur wird anstelle eines multivariat nor-

malverteilten Zufallsverktors ein t-verteilter Zufallsvektor mit ν Freiheitsgraden und

der Korrelationsmatrix R erzeugt.

Der Algorithmus zur Simulation von Zufallsrealisierungen, die gemäß der t-Copula

mit den Parametern ν und R verteilt sind, kann wie folgt angegeben werden, ver-

gleiche (Embrechts et al., 2001, S. 27):

Algorithmus 4.3.1

• Bilde die Cholesky-Zerlegung A von R.

• Erzeuge n unabhängige Realisierungen zi ∼ N(0, 1), i = 1, . . . n.

• Setze y = Az.

• Erzeuge eine von z1, . . . , zn unabhängige Realisierung s ∼ χ2
ν .

• Setze x =
√
ν√
s
y.

• Berechne ui = tν(xi), i = 1, . . . n.

• (u1, . . . , un)T ∼ Ct
R,ν .
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Kapitel 5

Parametrische Schätzverfahren

Die elliptische Copulaklasse, welche im Kapitel 4 betrachtet wurde, ist parametri-

scher Natur. Da die Parameter einer Copulafunktion in den meisten praktischen

Anwendungen unbekannt sind, besteht das Ziel diese mittels statistischer Verfah-

ren zu schätzen. Über die möglichen Schätzmethoden soll in diesem Kapitel ein

Überblick gegeben werden. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf Punkteschätzern,

d.h. auf Verfahren, bei denen der gesuchte Parameter anhand eines beobachteten

Datensatzes geschätzt wird. Es werden dabei sowohl parametrische, wie die exak-

te und sequentielle Maximum-Likelihood-Methode oder die Momentenmethode,

als auch semiparametrische Verfahren wie die kanonische Maximum-Likelihood-

Methode vorgestellt. Die Kendall’s τ-Momentenmethode wird insbesondere bei der

parametrischen Schätzung der t-Copula angewandt.

5.1 Maximum-Likelihood-Methode

Unter den Methoden zur Konstruktion von Punktschätzern ist die Maximum-

Likelihood-Methode (ML-Methode) das am meisten verwendete Verfahren. Das

liegt mitunter daran, dass die ML-Schätzer unter bestimmten Regularitätsbedin-

gungen einige wünschenswerte asymptotische Eigenschaften vorweisen. Zunächst

wird die allgemein übliche Vorgehensweise des Maximum-Likelihood-Prinzips, das

auf R.A. Fisher zurück geht, vorgestellt. Dieses soll dann in den Teilabschnitten
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5.1.1-5.1.3 zur Konstruktion der ML-Schätzer für die Copulaparameter genutzt wer-

den. Auch Fragen der Existenz und Eindeutigkeit sowie asymptotische Eigenschaf-

ten einer ML-Schätzung sollen in diesem Abschnitt kurz diskutiert werden.

Sei (X,B, IPϑ | ϑ ∈ Θ) ein statistischer Raum mit der Ergebnismenge X, der auf X

induzierten Borel-σ-Algebra B und den Wahrscheinlichkeitsmaßen IPϑ auf (X,B).

X beschreibe eine Zufallsvariable auf (X,B, IPϑ | ϑ ∈ Θ). Es wird vorausgesetzt, dass

ein σ-endliches Maß µ auf B existiert, so dass für alle ϑ ∈ Θ das Maß IPϑ absolut

stetig bezüglich µ ist, d.h. es gelte:

µ(B) = 0 ⇒ IPϑ(B) = 0 ∀B ∈ B, ∀ϑ ∈ Θ.

Man sagt auch, die Verteilungsklasse {IPϑ | ϑ ∈ Θ} ist bezüglich des Maßes µ domi-

niert. Nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert eine µ-Dichte p(x;ϑ), so dass

IPϑ(B) =

∫
B

p(x;ϑ)µ( dx), ∀B ∈ B,

gilt, d.h. p(x;ϑ) =
(

dIPϑ/ dµ
)

(x). Meistens ist µ ein Lebesgue-Maß oder ein Ab-

zählmaß und p(x;ϑ) eine stetige oder diskrete Wahrscheinlichkeitsdichte. Sei x eine

Realisierung von X, x wird beobachtet. Man möchte anhand dieser Beobachtung

den unbekannten Parameter ϑ schätzen.

Definition 5.1.1

Eine Funktion L : Θ→ IR heißt Likelihoodfunktion, falls

L(ϑ;x) = p(x;ϑ).

�

Die Likelihoodfunktion ist zwar in ihrer funktionellen Form mit der Dichtefunktion

der Realisierung identisch, wird jedoch als eine Funktion in ϑ zu einem festen Wert

x betrachtet. Das Maximum-Likelihood-Prinzip besteht nun darin, als Schätzung

für den Parameter ϑ einen Wert zu nehmen, der unter der gegebenen Realisierung

am plausibelsten ist, d.h. der die Likelihoodfunktion maximiert.

Definition 5.1.2

Jeder Wert ϑ̂ ∈ Θ, für den

ϑ̂ = arg max
ϑ∈Θ

L(ϑ;x)
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gilt, wird als Maximum-Likelihood-Schätzung (ML-Schätzung) für den Parameter

ϑ ∈ Θ bezeichnet.

�

Im Allgemeinen existiert eine Lösung nur dann, wenn der Parameterraum Θ abge-

schlossenen ist. Das kann nicht in jeder Anwendung erreicht werden. Häufig lässt

sich jedoch die Abbildung ϑ 7−→ p(x;ϑ) stetig auf die abgeschlossenen Hülle Θ̄ von

Θ fortsetzten. In solchen Fällen wird man auch eine Lösung ϑ̂ ∈ Θ̄\Θ als Schätzung

akzeptieren, siehe (Witting, 1985, S. 31). In vielen wichtigen Beispielen ist festzu-

stellen, dass die Lösungen durch messbare Funktionen beschrieben werden. In so

einem Fall kann man von einer Schätzfunktion oder einem Schätzer sprechen.

Definition 5.1.3

Ist die Abbildung ϑ̂ : X→ Θ̄, die jedem x ∈ X eine Maximum-Likelihood-Schätzung

ϑ̂(x) zuordnet, messbar, so wird sie als Maximum-Likelihood-Schätzfunktion (ML-

Schätzfunktion) oder Maximum-Likelihood-Schätzer (ML-Schätzer) bezeichnet.

�

Unter welchen Bedingungen eine existierende Lösung messbare Abbildung ist, gibt

das folgende Lemma an.

Korollar 5.1.1

Seien Θ ⊆ IRk und g : X × Θ → (IRl,Bl) eine Abbildung, die für jedes ϑ ∈ Θ messbar

und für jedes x ∈ X stetig auf Θ ist. Falls Θ eine σ-kompakte Teilmenge ist und eine

Abbildung θ : X → Θ derart existiert, dass h(x) := g(x, ϑ(x)) messbar ist, so existiert

eine messbare Abbildung ϑ̃ : (X,B)→ (Θ,Θ ∩Bk) mit g(x, ϑ̃(x)) = h(x).

Beweis.

Siehe (Witting and Müller-Funk, 1995, S. 173-174).

Über allgemeinere Regularitätsbedingungen für die Existenz einer ML-

Schätzfunktion kann man zum Beispiel bei Pfanzagl (1969) nachlesen. Es sei

noch angemerkt, dass die ML-Schätzung unabhängig von der speziellen Wahl des

dominierenden Maßes ist. Jedoch kann die Festlegung einer Radon-Nikodym Dich-

te p(x;ϑ) sich entscheidend auf die die Existenz einer ML-Schätzung auswirken,
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vergleiche Pfanzagl (1969).

Es wird jetzt der folgende Fall betrachtet: X sei eine stetig verteilte Zufallsvariable

mit der Dichte f(x;ϑ) und x = (x1, . . . , xn) sei eine Stichprobe mit unabhängigen

Beobachtungen xi, i = 1, . . . , n, von X . Dann weiß man, dass aufgrund der Unab-

hängigkeit die gemeinsame Dichte ein Produkt der Dichten der einzelnen Beobach-

tungen ist. Somit ergibt sich die Likelihoodfunktion

L(ϑ;x1, . . . , xn) = pn(x;ϑ) =
n∏
i=1

f(xi;ϑ).

Wegen der Produkte kann die Likelihoodfunktion dabei eine komplizierte Gestalt

annehmen, was das Maximieren erheblich erschweren kann. In solchen Fällen geht

man zu der logarithmierten Likelihoodfunktion, der sogenannten Log-Likelihood-

funktion, über.

l(ϑ;x1, . . . , xn) = lnL(ϑ;x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

ln f(xi;ϑ).

Da bei einer Maximierung monotone Transformationen erlaubt sind und der natür-

liche Logarithmus eine streng monoton wachsende Transformation ist, gilt:

ϑ̂n = arg max
ϑ∈Θ

L(ϑ;x1, . . . , xn) = arg max
ϑ∈Θ

l(ϑ;x1, . . . , xn).

Sei Θ ⊆ IRk und l(ϑ; ·) partiell nach ϑ1, . . . , ϑk differenzierbar. In der Regel

wird das lokale Maximum der Log-Likelihoodfunktion als Lösung der Likelihood-

Gleichungen
∂l(ϑ;x1, . . . , xn)

∂ϑi
= 0, i = 1, . . . , k, (5.1)

ermittelt. Ob eine Lösung tatsächlich zu einem Maximum führt, muss anhand der

zweiten partiellen Ableitungen (falls diese existieren) überprüft werden. Es können

auch mehrere Lösungen existieren, die alle zu einem lokalen Maximum führen.

Andererseits können Lösungen auf dem Rand von Θ liegen, diese brauchen über

(5.1) nicht erfasst zu werden, siehe (Witting and Müller-Funk, 1995, S. 169). Falls

ein analytisches Auflösen der Gleichungen nicht möglich ist, muss ein numerisches
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(z.B. Newton-) Verfahren herangezogen werden. Jedoch sind in vielen Fällen die

Lösungen des nichtlinearen Gleichungssystem (5.1) auch numerisch nur schwer zu

errechnen.

Über die Eindeutigkeit einer Lösung kann man keine allgemeine Aussagen treffen.

Es lassen sich jedoch, wie oben bereits erwähnt, unter bestimmten Regularitätsbe-

dingungen einige asymptotische Eigenschaften, wie die Konsistenz und die asym-

ptotische Normalität, nachweisen.

Satz 5.1.1 (Konsistenz)

Sei (X,B, IPϑ | ϑ ∈ Θ) ein µ-dominierter statistischer Raum mit Θ ⊂ IRk abgeschlos-

sen und IPϑ 6= IPϑ′ für ϑ 6= ϑ′. SeienXi, i ∈ IN, unabhängige identisch verteilte Zufalls-

variablen mitXi ∼ IPϑ. Für jedes ϑ ∈ Θ sei IPϑ über die µ-Dichten f(·;ϑ) repräsentiert,

die folgende Eigenschaften erfüllen:

1. f(x; ·) ist für µ-fast alle x stetig;

2. Ist Θ beschränkt, so gelte mit w(x, ϑ, ε) := sup{f(x;ϑ′) | |ϑ − ϑ′| < ε}, dass für

alle ϑ ∈ Θ und ϑ 6= ϑ′ ein ε > 0 existiert mit

IEϑ ln

[
w(X1, ϑ, ε)

f(X1;ϑ)

]
< ∞;

3. Ist Θ unbeschränkt, so sei zusätzlich f(x;ϑ) → 0 für |ϑ| → ∞ außerhalb einer

Nullmenge. Außerdem gelte mit w(x,∞,M) := sup{f(x;ϑ′) | ϑ′ ∈ Θ, |ϑ′| >
M}, dass für alle ϑ ∈ Θ ein M > 0 existiert mit

IEϑ ln

[
w(X1,∞,M)

f(X1;ϑ)

]
< ∞.

Dann gilt für jeden Maximum-Likelihood-Schätzer ϑ̂n und jedes ϑ ∈ Θ:

ϑ̂n
IPϑ−→ ϑ,

d.h. ϑ̂n ist ein (schwach) konsistenter Schätzer.

Beweis.

Siehe (Witting and Müller-Funk, 1995, S. 201-202).
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Um zu zeigen, dass ϑ̂n asymptotisch normalverteilt ist, siehe (Satz 5.1.2), müs-

sen neben der Konsistenz noch weitere Regularitätsvoraussetzungen an das vorlie-

gende Modell gestellt werden, insbesondere die Existenz und Integrierbarkeit der

Fisher-Information (siehe Definition 5.1.4). Gleichzeitig geht aus dem Satz 5.1.2 her-

vor, dass ϑ̂n die für asymptotische Effizienz gültigen Bedingungen erfüllt.

Definition 5.1.4 (Fisher-Information)

Sei (X,B, IPϑ | ϑ ∈ Θ) ein statistischer Raum und {IPϑ | ϑ ∈ Θ} eine k-parametrige

µ-dominierte Verteilungsklasse. Die µ-Dichten f(x;ϑ) seien positiv und für jedes

x ∈ X als Funktion von ϑ zweimal stetig differenzierbar. Weiter seien die Vertausch-

barkeitsbedingungen

IEϑ
1

f(·;ϑ)
∇f(·;ϑ) = 0, IEϑ

1

f(·;ϑ)
∇∇tf(·;ϑ) = 0

für jedes ϑ ∈
◦
Θ erfüllt. Dann ist

I(ϑ) = −IEϑ∇∇t ln f(·;ϑ) ∀ϑ ∈
◦
Θ .

die Fisher-Information von {IPϑ | ϑ ∈ Θ} bezüglich ϑ, vergleiche (Witting, 1985, S.

155).

�

Satz 5.1.2 (Asymptotische Normalität)

Sei (X,B, IPϑ | ϑ ∈ Θ) ein statistischer Raum und {IPϑ | ϑ ∈ Θ} eine µ-dominierte

Verteilungsklasse mit Θ ⊂ IRk. Xi, i = 1, . . . , n, seien unabhängige identisch verteilte

Zufallsvariablen mitXi ∼ f(x;ϑ), wobei f(x;ϑ) eine µ-Dichte von IPϑ ist, die folgende

Voraussetzungen erfülle:

1. ∀x ∈ X ∀i, j = 1, . . . , k existiert∇i∇jf(x;ϑ) und ist stetig auf
◦
Θ;

2. ∀ϑ ∈
◦
Θ gilt: IEϑ 1

f(X1;ϑ)
∇if(X1;ϑ) = 0 und IEϑ 1

f(X1;ϑ)
∇i∇jf(X1;ϑ) = 0 für i, j =

1, . . . , k;

3. Für jedes i, j = 1, . . . , k gibt es ein δϑ > 0 mit einer Umgebung U(ϑ, δϑ) ⊂
◦
Θ und

eine messbare Funktion M(·, ϑ) auf X mit IEϑM(X1, ϑ) < ∞ derart, dass gilt:

|∇i∇j ln f(·, ϑ′)| ≤M(·, ϑ) ∀ϑ′ ∈ U(ϑ, δϑ), i, j = 1, . . . , k;
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5.1 Maximum-Likelihood-Methode

4. ∀ϑ ∈
◦
Θ ist |I(ϑ)| 6= 0.

Dann ist jeder konsistente ML-Schätzer ϑ̂n asymptotisch normal und asymptotisch

effizient:
√
n(ϑ̂n(X)− ϑ)

D−→ N(0, I(ϑ)−1) ∀ϑ ∈
◦
Θ .

Beweis.

Siehe (Witting and Müller-Funk, 1995, S. 202-205).

5.1.1 Exakte Maximum-Likelihood-Methode

Das Maximum-Likelihood-Prinzip soll nun zur Schätzung der Copulaparameter

verwendet werden. Wie bereits gesehen, lässt sich die Verteilungsfunktion eines d-

dimensionalen Zufallsvektors X nach dem Satz von Sklar als

F (x;α1, . . . ,αd,R) = C(F1(x1;α1), . . . , Fd(xd;αd); R) (5.2)

darstellen, wobei C die zugehörige Copulafunktion mit dem Parametervektor R

und F1, . . . , Fd univariate Randverteilungen mit den jeweiligen Parametervektoren

α1, . . . ,αd bezeichnen. Der unbekannte Parameter ϑ = (α1, . . . ,αd,R) ∈ Θ soll ge-

schätzt werden. Sei angenommen, dass die CopulaC über die Dichtefunktion c und

die RandverteilungenF1, . . . , Fd über die Randdichten f1, . . . , fd verfügen. Durch Ab-

leiten von (5.2) erhält man folgende Darstellung der Dichtefunktion f von X:

f(x;ϑ) =
∂d

∂x1 · · · ∂xd
F (x1, . . . , xd;α1, . . . ,αd,R)

=
∂d

∂x1 · · · ∂xd
C(F1(x1;α1), . . . , Fd(xd;αd); R)

= c(F1(x1;α1), . . . , Fd(xd;αd;R)
d∏
i=1

fi(xi;αi). (5.3)

Basierend auf n unabhängigen Beobachtungen x1, . . . ,xn von X lautet die Like-

lihoodfunktion für ϑ:

L(ϑ; x1, . . . ,xn) =
n∏
i=1

f(xi;ϑ).
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Entsprechend kann die Log-Likelihoodfunktion geschrieben werden als

l(ϑ; x1, . . . ,xn) =
n∑
i=1

ln f(xi;ϑ)

=
n∑
i=1

ln c(F1(xi1;α1), . . . , Fd(xid;αd); R) +
n∑
i=1

d∑
j=1

ln fj(xij;αj).

Damit ist der ML-Schätzer für ϑ

ϑ̂n = arg max
ϑ∈Θ

l(ϑ; x1, . . . ,xn).

Da bei dieser Methode in einem Schritt die Parameter der Copula und der Randver-

teilungen geschätzt werden, wird sie als exakte Maximum-Likelihood-Methode be-

zeichnet. Sind die Randverteilungen vollständig bekannt und ist man bestrebt den

Copulaparameter R zu schätzen, so wird nur die Summe

n∑
i=1

ln c(F1(xi1;α1), . . . , Fd(xid;αd); R)

nach R maximiert, da der Copulaparameter in den einzelnen Randverteilungen

nicht vorkommt.

5.1.2 2-stufige parametrische Maximum-Likelihood-Methode

Ist bei einem Einschrittverfahren wie der exakten ML-Methode eine analytische

Herleitung der Lösung nicht möglich, muss auf ein numerisches Verfahren zur

Lösung des Gleichungssystems (5.1) ausgewichen werden. Dies kann aber im

Allgemeinen zwei Schwierigkeiten beinhalten. Zum Einen kann es vorkommen,

dass das numerische Verfahren nicht konvergiert, zum Anderen kann eine hohe

Dimension d des angenommenen Modells die Berechnung sehr aufwändig und

zeitintensiv werden lassen.

Eine Möglichkeit, die numerische Anwendung zu umgehen oder ihre Komplexität

zu verringern, wird bei Joe and Xu (1996) als "Method of Inference Functions for
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5.1 Maximum-Likelihood-Methode

Margins" vorgestellt. Die Schätzidee basiert darauf, dass der gemeinsame Para-

meter ϑ aus den Parametern, die eindeutig den Randverteilungsdichten f1, . . . , fd

zugeordnet sind,α1, . . . ,αd, und dem Parameter, der eindeutig der Copulafunktion

C zugeordnet ist, R, besteht. Aufgrund dieser Tatsache lässt sich das Schätzproblem

in zwei getrennten, weniger aufwändigen Stufen durchführen.

Im ersten Schritt werden für die Parameter α1, . . . ,αd d separate univariate Log-

Likelihoodfunktionen

li(αi;x1i, . . . , xni) =
n∑
j=1

ln fj(xji;αi), i = 1, . . . , d,

aufgestellt. Das Maximieren liefert dann die Schätzwerte α̃1, . . . , α̃d.

Anschließend werden diese Schätzwerte in die multivariate Log-Likelihoodfunktion

eingesetzt:

l(R; x1, . . . ,xn, α̃1, . . . , α̃d) =
n∑
i=1

ln c(F1(xi1, α̃1), . . . , Fd(xid, α̃d); R)+
n∑
i=1

d∑
j=1

ln fj(xij, α̃j).

Auf diese Weise erhält man eine Funktion, die nur noch den Copulaparameter

als Unbekannte enthält. Da der Parameter R in den Randverteilungsdichten nicht

vorkommt, ist das Maximieren von l(R; x1, . . . ,xn, α̃1, . . . , α̃d) gleichbedeutend mit

dem Maximieren von

n∑
i=1

ln c(F1(xi1, α̃1), . . . , Fd(xid, α̃d); R).

Damit ist die Schätzung für den Parameter R

R̃ = arg max
R

n∑
i=1

ln c(F1(xi1, α̃1), . . . , Fd(xid, α̃d); R).

Offensichtlich werden bei diesem Verfahren die ursprünglich beobachteten Da-

ten mit Hilfe der parametrisch geschätzten Randverteilungen transformiert und
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die transformierten Daten genutzt, um in der Folge eine Schätzung für den Co-

pulaparameter zu gewinnen. Da das Verfahren in beiden Schritten auf parametri-

schen Schätzungen aufgebaut ist, soll es hier als 2-stufige parametrische Maximum-

Likelihood-Methode (PML-Methode) bezeichnet werden. Entsprechend wird die

Schätzung des Parameters ϑ nach der PML-Methode mit

ϑ̂
PML

= (α̃1, . . . , α̃d, R̃)

gekennzeichnet.

Wie oben bereits erwähnt, kommt die PML-Methode insbesondere dann zum

Einsatz, wenn eine analytische Herleitung der exakten Lösungen nicht möglich ist.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass eine Optimierung mit Hilfe der 2-stufigen

parametrischen ML-Methode im Vergleich zu der exakten Methode einige Vorteile

aufweist. So ist es nicht notwendig eine numerische Optimierung zur Schätzung

der Parameter heranzuziehen, wenn die Schätzungen in den einzelnen Stufen

auf analytischem Wege erreichbar sind. Es wurde auch bereits erwähnt, dass ein

numerisches Verfahren nicht zwangsweise konvergieren muss und so nicht immer

zu einer Lösung führt. Lässt sich eine numerische Optimierung nicht umgehen, so

wirkt sich das Zwei-Schritt-Verfahren komplexitätsreduzierend aus. In bestimmten

Fällen kann sogar erst durch Aufteilen der Parameterschätzungen die Konvergenz

der eingesetzten numerischen Verfahren und damit verbundene Lösung eines

Schätzproblems erreicht werden, siehe (Glauser, 2003, S. 92). Letztendlich stellen

Joe and Xu (1996) in ihren Studien fest, dass das gleichzeitige Optimieren aller

Modellparameter zusammen zeitaufwändiger ist als die Gesamtheit mehrerer

Optimierungen von jeweils wenigen Parametern. Zusammengefasst kann die

PML-Methode im Vergleich zu der EML-Methode im Allgemeinen als komplexi-

tätsreduziernd und rechentechnisch weniger aufwändig angesehen werden.

Es ist jedoch damit zu rechnen, dass die Ergebnisse der PML-Methode weniger ge-

nau als die Ergebnisse der EML-Methode sind. Die Ursache dafür ist, dass ein Zwei-

schrittverfahren ein höheres Fehlerrisiko als ein Einschrittverfahren mit sich bringt,

da man im zweiten Schritt auf möglicherweise fehlerbehafteten Schätzungen des
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ersten Schrittes aufbaut. Mehrere empirische Studien (siehe z.B. Bouyé et al. (2000)

oder Durrleman et al. (2000)) zeigen, dass insbesondere für große Anzahl der Beob-

achtungen die Abweichungen in den Ergebnissen der PML- und der EML-Methode

sehr gering ausfallen.

5.1.3 2-stufige semiparametrische
Maximum-Likelihood-Methode

In den Abschnitten 5.1.1 und 5.1.2 wurde von einem Modell ausgegangen, in dem

sowohl die Copula als auch die Randverteilungen bis auf die Parameter als bekannt

vorausgesetzt waren. In diesem Abschnitt soll ein Modell betrachtet werden, bei

dem die Randverteilungen gänzlich unbekannt sind und man sich anhand der be-

obachteten Daten nur für den Copulaparameter interessiert. In diesem Fall ist also

der zu schätzende Parameter ϑ = R. Ähnlich wie bei der PML-Methode wendet

man ein Zweischrittverfahren an.

Zunächst werden die Randverteilungen F1, . . . , Fd empirisch geschätzt:

F̂i(x) =
1

n

n∑
j=1

1(xji≤x), i = 1, . . . , d.

Im nächsten Schritt werden die Beobachtungsdaten anhand der empiri-

schen Randverteilungen F̂1, . . . , F̂n transformiert und in die multivariate Log-

Likelihoodfunktion eingesetzt. In Anlehnung an die Ausführungen im Abschnitt

5.1.2 kann die Schätzung für den Parameter ϑ durch das Maximieren von

n∑
j=1

ln c(F̂1(xj1), . . . , F̂d(xjd);ϑ)

erreicht werden. Da das Verfahren zum Teil auf nichtparametrischen Schätzungen

der Randverteilungsfunktionen basiert, wird in diesem Fall von einem semipara-

metrischen Verfahren gesprochen. Aus diesem Grund soll dieses Verfahren hier

als 2-stufige semiparametrische Maximum-Likelihood-Methode (SML-Methode)

bezeichnet werden, sowie der entsprechende Parameterschätzer mit ϑSML. Bei

Bouyé et al. (2000) wird dieses Verfahren unter der Bezeichnung "Canonical Maxi-

mum Likelihood Method"eingeführt. Es mag unter den gegebenen Umständen als
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natürlich erscheinen, den Copulaparameter R auf diese Weise zu schätzen.

Von den drei vorgestellten Anwendungen der Maximum-Likelihood-Methode wer-

den allein bei der SML-Methode keinerlei Annahmen über Randverteilungen ge-

troffen. Damit scheint sie für Probleme, die zum Ziel haben, allein die Abhängig-

keitsstruktur der Komponenten zu untersuchen, besonders gut geeignet zu sein.

Außerdem kann ein Vergleich zwischen den Ergebnissen der SML-Methode und der

EML- bzw. der PML-Methode Hinweise auf die Richtigkeit der bereits getroffenen

Annahmen über die Randverteilungen geben, siehe (Glauser, 2003, S. 96).

5.2 Momentenmethode

Als eine Alternative zur Maximum-Likelihood-Methode kann die Momenten-

methode betrachtet werden. Diese wurde von Karl Pearson bereits gegen Ende

des 19. Jahrhunderts eingeführt und ist somit eines der ältesten Verfahren zur

Gewinnung von Parameterschätzern. Die Grundidee der Methode ist, die Momente

als invertierbare Funktionen des unbekannten Parameters darzustellen. Auf dieser

Basis kann ein Gleichungssystem aufgestellt werden, dessen Lösung zur Schätzung

des Parameters führt.

Sei X eine eindimensionale Zufallsvariable mit dem statistischen Raum

(X,B, IPϑ | ϑ ∈ Θ) und sei ϑ der zu schätzende Parameter. Die Momentenbedin-

gungen wird folgendermaßen definiert

IE(g(X;ϑ)) = 0,

wobei die Vektorfunktion g den funktionellen Zusammenhang zwischen den Mo-

mentenfunktionen und dem Parameter ϑ beschreibt und somit mindestens die Di-

mension vonϑ haben muss. Sei x = (x1, . . . , xn) eine Stichprobe mit unabhängigen
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Realisierungen xj , j = 1, . . . , n, von X. Für die Schätzung geht man zu den empiri-

schen Momentenbedingungen über

1

n

n∑
i=1

g(xi;ϑ) = 0.

Entspricht die Dimension von g der Dimension von ϑ, so kann nach ϑ aufgelöst

werden und liefert die Schätzung

ϑ̂ = argϑ∈Θ

[
1

n

n∑
i=1

g(xi;ϑ) = 0

]
.

Ist die Dimension von g größer als die Dimension von ϑ, wird ϑ̂ so gewählt, dass

eine (ggf. gewichtete) quadratische Distanz zwischen 1
n

∑n
i=1 g(xi;ϑ) und Nullvektor

minimiert wird:

ϑ̂ = arg min
ϑ∈Θ

[
1

n

n∑
i=1

g(xi;ϑ)

]t
W

[
1

n

n∑
i=1

g(xi;ϑ)

]
,

wobei W eine positiv definite und symmetrische Gewichtematrix ist. Auf diese

Weise wird garantiert, dass ϑ̂ die empirischen Momentenbedingungen möglichst

gut erfüllt.

Üblicherweise werden als Momentenfunktionen die ersten theoretischen Momente

der Zufallsvariable gewählt. Die Momentenbedingung hat dann die Form

IE(g(X;ϑ)) =


IE(X)− ϕ1(ϑ)

IE(X2)− ϕ2(ϑ)
...

IE(Xr)− ϕr(ϑ)

 = 0.

Folgende Modellannahmen müssen getroffen werden:

• Für r ∈ IN und für jedes ϑ ∈ Θ gelte: IEϑ(|X|r) <∞.

• Die Momente mi = IEϑ(X i) von X seien für jedes i = 1, . . . , r über bekann-

te Funktionen des Parameters ϑ darstellbar, d.h. es gebe eine Borel-messbare

Funktion ϕ : Θ→ IRr, so dass

(m1, . . . ,mr)
t = ϕ(ϑ) = (ϕ1(ϑ), . . . , ϕr(ϑ))t.
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Der Parameter ϑ kann also als eine Funktion der Momente ϑ = ϕ−1(m1, . . . ,mr)

dargestellt werden. Für die empirische Momentenbedingungen werden die

theoretischen Momente durch die empirischen Momente m̂i = 1
n

∑n
j=1 x

i
j ,

1 ≤ i ≤ r, substituiert. Die Schätzung ϑ̂ = ϕ−1(m̂1, . . . , m̂r) heißt dann die

Momentenschätzug für ϑ. Falls ϕ−1 eine messbare Funktion ist, kann man von

einer Momentenschätzfunktion (M-Schätzfunktion) bzw. einem Momentenschätzer

(M-Schätzer) ϑ̂ = ϑ̂(x) für den Parameter ϑ sprechen.

Es ist bekannt, dass die empirischen Momente (stark konsistente) Schätzer sind.

Ist außerdem ϕ−1 stetig, so lässt sich nachweisen, dass der Momentenschätzer ϑ̂

konsistent ist.

Satz 5.2.1 (Konsistenz)

Es sei der statistische Raum wie oben beschrieben gegeben. ϑ̂ = ϕ−1(m̂1, . . . , m̂r)

sei der M-Schätzer für ϑ, so dass ϕ−1(m1, . . . ,mr) für alle (m1, . . . ,mr) ∈ Γ =

{(m1, . . . ,mr) | mi = ϕi(θ); i = 1, . . . , r;ϑ ∈ Θ} stetig ist. Dann gilt:

lim
n→∞

IP(|ϑ̂− ϑ| > ε) = 0 oder ϑ̂
IP−→ ϑ.

Beweis.

Siehe (Mittelhammer, 1996, S. 493).

Dem nachfolgenden Satz kann man entnehmen, dass die Momentenschätzer unter

geeigneten Regularitätsbedingungen asymptotisch normalverteilt sind.

Satz 5.2.2 (Asymptotische Normalität)

Es sei der statistische Raum wie oben beschrieben gegeben. ϑ̂ = ϕ−1(m̂1, . . . , m̂r) sei

der M-Schätzer fürϑ, so dassϕ−1(m1, . . . ,mr) für alle (m1, . . . ,mr) ∈ Γ differenzierbar

ist und alle Elemente der Jacobi-Matrix

J =


∂ϕ−1

1 (m1,...,mr)

∂m1
· · · ∂ϕ−1

1 (m1,...,mr)

∂mr
...

. . .
...

∂ϕ−1
r (m1,...,mr)

∂m1
· · · ∂ϕ−1

r (m1,...,mr)
∂mr


stetig sind. Außerdem habe J für alle (m1, . . . ,mr) ∈ Γ einen vollen Rang. Dann gilt:

√
n(ϑ̂− ϑ)

D−→ Nr(0,JΣJT ),
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wobei Σ = Cov(m1, . . . ,mr) die Kovarianzmatrix der Momente ist.

Beweis.

Siehe (Mittelhammer, 1996, S. 494).

Im Allgemeinen kann die Einschränkung auf Unabhängigkeit der Realisierungen

und Eindimensionalität von X fallen gelassen werden, man spricht dann von der

verallgemeinerten Momentenmethode ("Generalized Method of Moments"), siehe

z.B. Mittelhammer (1996) oder Lee (1996). Außerdem können anstelle der theore-

tischen Momente mi andere Funktionen eingesetzt werden. Wichtig ist, dass die

gewählten Momentenfunktionen sich in Abhängigkeit von dem Parameter ϑ dar-

stellen lassen. Dieser Punkt soll im nächsten Abschnitt aufgegriffen werden, in-

dem man die theoretischen Momente durch copulabasierte Abhängigkeitsmaße er-

setzt. Ein positiver Aspekt der Momentenmethode ist, dass sie fast ohne Einschrän-

kung für beliebige Zufallsvariablen einsetzbar ist. Jedoch ist ihre Berechnung, ins-

besondere bei Funktionen mit mehreren Variablen wie Copulas, auch mit rechen-

technischen Unterstützung oft nicht trivial. Dieses Problem kann unter anderem

durch Austauschen der Momentenfunktionen gelöst werden, siehe (Glauser, 2003,

S. 94).

5.3 Kendall’s τ -Momentenmethode

Im Abschnitt 5.2 wurde die allgemeine Funktionsweise der Momentenmethode

erläutert und bereits darauf hingewiesen, dass es je nach Modell sinnvoll sein kann,

andere Funktionen als theoretische Momente zum Schätzen des Parameters einzu-

setzen. Im Kapitel 3 wurden Abhängigkeitsmaße betrachtet, die als Funktionale der

Copulafunktionen dargestellt werden können. Daher liegt es nahe, zur Schätzung

der Copulaparameter die Momentenmethode mit den copulabasierten Abhän-

gigkeitsmaßen entsprechend zu modifizieren. Insbesondere beim Schätzen der

t-Copula wird die Momentenmethode basierend auf Kendall’s τ angewandt. Damit

wird die Korrelationsmatrix, die die t-Copula teilweise parametrisiert, geschätzt.

Die genaue Vorgehensweise wird im Kapitel 6 erläutert.
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Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor zum statistischen Raum (X,B, IPϑ | ϑ ∈ Θ),

wobei ϑ eine Parametermatrix ist. Für jede bivariate Randverteilung wird Kendall’s

τ als eine (Borel-messbare) Funktion des Parameters ϕij : Θ → IR dargestellt, so

dass

τij := τ(Xi, Xj) = ϕij(ϑ) 1 ≤ i < j ≤ d,

gilt. Sei τ eine Matrix, die aus den Koeffizienten τij besteht,

τ =


τ11 τ12 · · · τ1d

τ21 τ22 · · · τ2d

...
...

. . .
...

τd1 τdd · · · τdd

 .

Berücksichtigt man, dass τii = 1 und τij = τji für alle 1 ≤ i < j ≤ d gilt, so kann

die Momentenbedingung folgendermaßen definiert werden:

IE(g(X;ϑ)) =


1− ϕ11(ϑ) τ12 − ϕ12(ϑ) · · · τ1d − ϕ1d(ϑ)

τ12 − ϕ12(ϑ) 1− ϕ11(ϑ) · · · τ2d − ϕ2d(ϑ)
...

...
. . .

...

τ1d − ϕ1d(ϑ) τ2d − ϕ2d(ϑ) · · · 1− ϕdd(ϑ)

 = [τ − ϕ(ϑ)] = 0.

Die Werte τij ∈ [−1, 1], 1 ≤ i < j ≤ d, können dann über das empirische Kendall’s τ

geschätzt werden.

Definition 5.3.1

Sei (Y1, Y2) ein bivariater Zufallsvektor und (y11, y12), . . . , (yn1, yn2) unabhängige Rea-

lisierungen von (Y1, Y2). Dann definiert ein nichtparametrischer Schätzer

τ̂n : IR2n → [−1, 1] für τ(Y1, Y2), gegeben durch

τ̂n :=
2

n(n− 1)

∑
1≤i<j≤n

sgn((yi1 − yj1)(yi2 − yj2)),

den empirischen Kendall’s τ .

�

Folgende Eigenschaften können für das empirische Kendall’s τ nachgewiesen wer-

den.
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5.3 Kendall’s τ-Momentenmethode

Bemerkung 1

Der Schätzer τ̂n ist marginal-verteilungsfrei. Das bedeutet, wenn F und G Vertei-

lungsfunktionen mit U1 := F (Y1) und U2 := G(Y2) sind, so gilt mit Wahrscheinlich-

keit gleich 1 die Beziehung:

τ̂n =
2

n(n− 1)

∑
1≤i<j≤n

sgn((yi1 − yj1)(yi2 − yj2))

=
2

n(n− 1)

∑
1≤i<j≤n

sgn((F (yi1)− F (yj1))(G(yi2)−G(yj2)))

=
2

n(n− 1)

∑
1≤i<j≤n

sgn((ui1 − uj1)(ui2 − uj2)).

Anderes formuliert, heißt es, dass der Schätzer τ̂n von den Randverteilungen des

Zufallsvektors unabhängig definiert ist, siehe (Ender, 2005, S. 16).

Bemerkung 2

Seien die Voraussetzungen aus der Definition 5.3.1 erfüllt. Dann ist τ̂n ein erwar-

tungstreuer und konsistenter Schätzer für τ , siehe Gibbons (2003).

Satz 5.3.1

Seien die Voraussetzungen aus der Definition 5.3.1 erfüllt und außerdem sei σ2 :=

Var(τ(Y1, Y2)) > 0. Dann ist τ̂n ein asymptotisch normalverteilter Schätzer für τ mit

τ̂n ∼ N
(

0,
4

nσ2

)
.

Beweis.

Siehe Lee (1990).

Sei x = (x1, . . . ,xn) eine Stichprobe mit unabhängigen Realisierungen von X und

bezeichne

τ̂ij(x) =
2

n(n− 1)

∑
1≤k<l≤n

sgn[(xki − xli)(xkj − xlj)] (5.4)

den empirischen Kendall’s τ für τ(Xi, Xj), 1 ≤ i < j ≤ d. Die Elemente der Parame-

termatrix lassen sich durch die Vorschrift

ϑ̂ij = ϕ−1
ij (τ̂ij)
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Kapitel 5 Parametrische Schätzverfahren

schätzen. Alle auf bivariaten Randverteilungen basierte Schätzungen zusammenge-

fasst, kann ein Schätzer für ϑ konstruiert werden, der kurz mit

ϑ̂ = ϕ−1(τ̂ )

bezeichnet wird. Diese Schätzmethode wird im Folgenden mit Kendall’s τ-Momen-

tenmethode, (KM-Methode), bezeichnet. Die KM-Methode kann auf ähnliche

Weise für Spearman’s ρ oder andere copulabasierte Abhängigkeitsmaße angepasst

werden. Im diesem Fall kann allgemein von der Methode der copulabasierten

Abhängigkeitsmaße gesprochen werden.

Es kann nicht garantiert werden, dass die konstruierte Schätzmatirx nach der

Transformation durch ϕ−1 den Anforderungen der Parametermatrix entspricht.

Beispielsweise kann im Falle der Korrelationsmatrix passieren, dass die Schätzme-

thode eine singuläre Matrix ergibt. In solcher Situation muss die Schätzung zum

Beispiel mit Hilfe der Eigenwertmethode von Rousseeuw and Molenberghs (1993)

in eine positiv definite Matrix umgewandelt werden, siehe (Demarta and McNeil,

2004, S. 9). Dieses Verfahren wird im Kapitel 6 näher erläutert.

Da der Schätzer ϑ̂ über die Funktion ϕ−1 nur von τ̂ abhängt, ist er ebenfalls

marginal-verteilungsfrei. Das ist insbesondere beim Schätzen der Copulaparame-

ter ein wesentlicher Vorteil, denn die Daten müssen nicht wie beispielsweise bei der

Maximum-Likelihood-Methoden vortransformiert werden. So wird das Fehlerrisiko

der Schätzung nicht zusätzlich erhöht.
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Kapitel 6

Parameterschätzungen für Normal-
und t-Copula

Die klassischen Schätzmethoden, die im Kapitel 5 angeführt wurden, sind im Allge-

meinen gut analysiert und weisen wünschenswerte statistische Eigenschaften auf.

Bei einer Umsetzung im konkreten Fall treten die Probleme häufig dann auf, wenn

die Berechnung der exakten Schätzungen zu großen Zeit- und Rechenaufwand ein-

fordert oder erst gar nicht möglich ist. In solchen Fällen muss nach alternativen

Lösungswegen gesucht werden. Diese werden meist stark an die Ausgangsproblem-

stellung angepasst. So ist beispielsweise im Falle der Normal-Copula stets eine gu-

te Herleitung der klassischen Schätzer möglich. Dagegen müssen für die t-Copula

neue Verfahren entwickelt werden, da eine exakte Darstellung der ML-Schätzer

nicht möglich ist. Um trotzdem ein gutes Approximationsergebnis zu erzielen, wer-

den verschiedene Kombinationen aus einem oder mehr klassischen Verfahren und

numerischer Optimierung angewandt.

73



Kapitel 6 Parameterschätzungen für Normal- und t-Copula

6.1 Normal-Copula

6.1.1 Maximum-Likelihood-Methode

Sei X ein d-dimensionaler gemäß Nd(0,R) verteilter Zufallsvektor, wobei R die

Korrelationsmatrix ist. CN
R bezeichne die zugehörige Copulafunktion mit der Pa-

rametermatrix R. Um R mittels der ML-Methode zu schätzen wird die Log-

Likelihoodfunktion benötigt, die auf der Dichtefunktion von CN
R basiert. Die Copu-

ladichte wird durch das Umstellen der Gleichung (5.3) nach cNR ermittelt:

cNR(Φ(x1), . . . ,Φ(xd); R) =

1
(2π)d/2|R|1/2 exp

(
− 1

2
xTR−1x

)
∏d

i=1
1

(2π)1/2
exp

(
− 1

2
x2
i

)
=

1

|R|1/2
exp

(
− 1

2
xTR−1x

)
exp

(1

2
xTx

)
=

1

|R|1/2
exp

(
− 1

2
xT (R−1 − Id)x

)
,

wobei Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Setzt man

außerdem

Φ(x) = (Φ(x1), . . . ,Φ(xd))
T = (u1, . . . , ud)

T = u,

so erhält man die übliche Form der Dichtefunktion

cNR(u; R) =
1

|R|1/2
exp

(
− 1

2
Φ−1(u)

T
(R−1 − Id)Φ

−1(u)
)
.

Seien u1, . . . ,un unabhängige Realisierungen der auf [0, 1]d gleichverteilten Zufalls-

variablen U. Dann lässt sich anhand dieser Beobachtungen folgende Darstellung

der Log-Likelihoodfunktion für R herleiten:

l(R; u1, . . . ,un) = −n
2

ln |R| − 1

2

n∑
i=1

Φ−1(ui)
T
R−1Φ−1(ui) +

1

2

n∑
i=1

Φ−1(ui)
T
Φ−1(ui).

(6.1)

Man berechne die erste Ableitung von l(R; u1, . . . ,un)

∂l(R; u1, . . . ,un)

∂R−1
=

n

2
R − 1

2

n∑
i=1

Φ−1(ui)Φ
−1(ui)

T
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6.1 Normal-Copula

und setzte diese gleich 0. Dann ist

R̂ML =
1

n

n∑
i=1

Φ−1(ui)Φ
−1(ui)

T
. (6.2)

die gesuchte Maximum-Likelihood-Schätzung für den Copulaparameter R.

Es wurde am Anfang angenommen, dass alle Komponenten des Vektors X stan-

dardnormalverteilt sind. In diesem Fall vereinfacht sich die Formel (6.2) zu

R̂ML =
n∑
i=1

xix
T
i ,

wobei x1, . . . ,xn die beobachteten Daten sind.

Sei nun im Allgemeinen die Verteilung von X über die Normal-Copula CN
R und

die Randverteilungen F1, . . . , Fd beschrieben. In diesem Fall müssen die ursprüng-

lichen Daten vor der Anwendung der ML-Methode entsprechend der angenomme-

nen oder geschätzten Randverteilungen F1, . . . , Fd in

ui = (F1(xi1), . . . , Fd(xid))
T , i = 1, . . . , n,

umgewandelt werden. Danach kann R̂ML nach der Formel (6.2) berechnet wer-

den.

6.1.2 Momentenmethode

SeiX ein d-dimensionaler Vektor und die Verteilung vonX über die Normal-Copula

CN
R und die Randverteilungen F1, . . . , Fd beschrieben.

Die Elemente der Korrelationsmatrix R können in folgender Weise über die theore-

tischen Momentenfunktionen dargestellt werden:

Rij =
IE(XiXj)− IE(Xi)IE(Xj)√(

IE(X2
i )− IE(Xi)2

)(
IE(X2

j )− IE(Xj)2
)

=
m2(Xi, Xj)−m1(Xi)m1(Xj)√

m2(Xi, Xi)−m1(Xi)2
√
m2(Xj, Xj)−m1(Xj)2

, i, j = 1, . . . , d,
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Kapitel 6 Parameterschätzungen für Normal- und t-Copula

wobei m1 und m2 die ersten beiden multivariaten Momente sind. Dabei muss be-

achtet werden, dass der Copulaparameter R nur im Falle von nichtentarteten mul-

tivariaten elliptischen Verteilungen die Korrelationmatrix im üblichen Sinne ist. Da-

her kann die M-Schätzung fürR nicht in jedem Fall direkt über die Daten, wie in der

Darstellung oben angeführt, bestimmt werden. Andererseits können die ursprüng-

lichen Daten so transformiert werden, dass sie für die Anwendung der Momenten-

methode geeignet sind:

Φ−1(ui) =
(
Φ−1

(
F1(xi1)

)
, . . . ,Φ−1

(
Fd(xid)

))T
, i = 1, . . . , n,

wobei x1, . . . ,xn die Beobachtungen von X sind. Entscheidend dabei ist, dass für

die Konstruktion der Normal-Copula die Randverteilungen standardnormalverteilt

vorausgesetzt werden. Die Momentenschätzung, die man dann erhält, stimmt mit

der ML-Schätzung, siehe (6.2), überein. Somit liefert die klassische Momentenme-

thode für die Normal-Copula keine zusätzliche Schätzung für den Parameter R.

Eine bessere Alternative ist, den bestehenden direkten Zusammenhang zwischen

der Parametermatrix R und der Rangkorrelationsmatrix von Kendall

τij = τ(Xi, Xj) =
2

π
arcsin(Rij), i = 1 . . . n, j = 1 . . . d, (6.3)

für die Schätzung zu nutzen. Diese Beziehung ist von den Randverteilungen unab-

hängig und kann somit zur Approximation des Parameters direkt über die beobach-

teten Daten verwendet werden. Ähnliches gilt für die Rangkorrelationsmatrix von

Spearman

ρij = ρ(Xi, Xj) =
6

π
arcsin(Rij), i = 1 . . . n, j = 1 . . . d. (6.4)

6.1.3 Kendall’s τ -Momentenmethode

Seien x1, . . . ,xn die Beobachtungen von X. Gemäß (6.3) können die Elemente von

R durch

R̂ij = sin
(π

2
τ̂ij

)
, i, j = 1, . . . , d,
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6.1 Normal-Copula

geschätzt werden, wobei τ̂ij wie in (5.4) definiert ist. Sei τ̂ die Kendall’s τ-

Schätzmatrix, die aus den Elementen τ̂ij besteht. Dann kann die Schätzung für R

nach der Kendall’s τ-Momentenmethode allgemein geschrieben werden als

R̂KM = sin
(π

2
τ̂
)
.

6.1.4 Spearman’s ρ-Momentenmethode

Seien x1, . . . ,xn die Beobachtungen von X. Um mit Hilfe von (6.4) eine Schätzung

für R zu konstruieren, muss man sich erinnern, dass

ρij = ρ(Xi, Xj) = Corr(Fi(Xi), Fj(Xj))

gilt. Ähnlich der ML-Methode müssen die beobachteten Daten im ersten Schritt an-

hand der angenommenen oder geschätzten Randverteilungen transformiert wer-

den:

ui = (F1(xi1), . . . , Fd(xid))
T , i = 1, . . . , n.

Anschließend kann Spearman’s ρ mittels der Momentenmethode durch

ρ̂ij =
m̂2ij − m̂1im̂1j√

m̂2ii − m̂2
1i

√
m̂2jj − m̂2

1j

, i, j = 1, . . . , d,

geschätzt werden. Dabei sind

m̂1i =
1

n

n∑
k=1

uki, i = 1, . . . , d,

und

m̂2ij =
1

n

n∑
k=1

ukiukj, i, j = 1, . . . , d.

Ein alternativer Schätzer für Spearman’s ρ, der direkt aus den Ausgangsdaten be-

rechnet wird, wird in der nachfolgenden Definition vorgestellt, siehe (Niehof, 2009,

S. 44).

77



Kapitel 6 Parameterschätzungen für Normal- und t-Copula

Definition 6.1.1

Sei (Y1, Y2) ein bivariater Zufallsvektor und (y11, y12), . . . , (yn1, yn2) unabhängige Rea-

lisierungen von (Y1, Y2). Sei rg(yi1) der Rang der Beobachtung yi1 in der aufsteigend

geordneten Folge y11, . . . , yn1. Weiterhin seien rg1 = 1
n

∑n
i=1 rg(yi1) bzw.

rg2 = 1
n

∑n
i=1 rg(yi2) die arithmetischen Mittel der Ränge von Y1 bzw. Y2. Es gilt

rg1 = rg2 = n+1
2

. Dann definiert ein nichtparametrischer Schätzer ρ̂ : IR2n → [−1, 1]

für ρ(Y1, Y2), gegeben durch

ρ̂ =

∑n
i=1(rg(yi1)− rg1)(rg(yi2)− rg2)√∑n

i=1(rg(yi1)− rg1)2
∑n

i=1(rg(yi2)− rg2)2

=
12

n(n2 − 1)

n∑
i=1

(
rg(yi1)− n+ 1

2

)(
rg(yi2)− n+ 1

2

)
=

12

n(n2 − 1)

n∑
i=1

rg(yi1)rg(yi2)− 3
n+ 1

n− 1
,

den empirischen Spearman’s ρ.

�

Bemerkung 3

Der empirische Spearman’s ρ ist ein erwartungstreuer und schwach konsistenter

Schätzer. Der Beweis ist bei Gibbons (1993) zu finden.

Sei ρ̂ die Schätzmatrix für Spearman’s ρ, die aus den Elementen ρ̂ij besteht.

Dann kann die Schätzung für R nach der Spearman’s ρ-Momentenmethode (SM-

Methode) folgendermaßen geschrieben werden

R̂SM = 2 sin
(π

6
ρ̂
)
.

6.2 t-Copula

6.2.1 Verfahren 1 (exakte ML-Methode)

Sei X ein d-dimensionaler gemäß tdν(0,R) verteilter Zufallsvektor, wobei R die Kor-

relationsmatrix und ν die Anzahl der Freiheitsgrade sind. Ct
R,ν bezeichne die zuge-

hörige Copulafunktion mit den Parametern R und ν.
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6.2 t-Copula

Um die Log-Likelihoodfunktion für die t-Copula aufzustellen, wird wiederum die

Dichtefunktion benötigt. Diese kann wie bereits gesehen durch das Umstellen der

Gleichung (5.3) nach ctR,ν ermittelt werden:

ctR,ν(tν(x1), . . . , tν(xd); R, ν) =

Γ( ν+d
2

)

(πν)d/2Γ( ν
2

)|R|1/2

(
1 + 1

ν
xTR−1x

)− ν+d
2[

Γ( ν+1
2

)
]d

(πν)d/2
[

Γ( ν
2

)
]d ∏d

i=1

(
1 +

x2
i

ν

)− ν+1
2

=
Γ(ν+d

2
)

Γ(ν
2
)

[
Γ(ν

2
)

Γ(ν+1
2

)

]d (
1 + 1

ν
xTR−1x

)− ν+d
2

| R |1/2
∏d

i=1

(
1 +

x2
i

ν

)− ν+1
2

,

wobei tν die Verteilungsfunktion der univariaten t-Verteilung ist. Setzt man außer-

dem

tν(x) = (tν(x1), . . . , tν(xd))
T = (u1, . . . , ud)

T = u,

so erhält man die übliche Form der Dichtefunktion

ctR,ν(u1, . . . , ud; R, ν) =
Γ(ν+d

2
)

Γ(ν
2
)

[
Γ(ν

2
)

Γ(ν+1
2

)

]d(1 + 1
ν
(t−1
ν (u))TR−1(t−1

ν (u))
)− ν+d

2

|R|1/2
∏d

i=1

(
1 + (t−1

ν (ui))2

ν

)− ν+1
2

.

Seien u1, . . . ,un unabhängige Realisierungen der auf [0, 1]d gleichverteilten Zufalls-

variablen U. Auf der Grundlage dieser Beobachtungen lässt sich folgende Darstel-

lung der Log-Likelihoodfunktion für R herleiten:

l(R, ν; u1, . . . ,un) = n ln

[
Γ(ν+d

2
)

Γ(ν
2
)

]
− dn ln

[
Γ(ν+1

2
)

Γ(ν
2
)

]
− n

2
ln |R|

− ν + d

2

n∑
i=1

ln

(
1 +

1

ν
(t−1
ν (ui))

TR−1(t−1
ν (ui))

)

+
ν + 1

2

d∑
j=1

n∑
i=1

ln

(
1 +

(t−1
ν (uij))

2

ν

)
. (6.5)

Leider ist es nicht möglich, für die t-Copula eine explizite Darstellung der ML-

Parameterschätzer anzugeben. Eine numerische Approximation, wie beispielswei-

se durch das Newton-Verfahren, ist in jedem Falle erforderlich. Jedoch können die
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Berechnungen schon bei kleinen Dimensionen wegen der großen Anzahl von Ope-

rationschritten zu umständlich und zu zeitintensiv sein. In solchem Fall empfiehlt

es sich, eine Kombination von verschiedenen Schätzmethoden anzuwenden. Dazu

werden in den nächsten Teilabschnitten drei gängige Verfahren vorgestellt, verglei-

che Fantazzini et al. (2006). Bei jedem der drei Verfahren wird vorausgesetzt, dass

die ursprünglich beobachteten Daten x1, . . . ,xn zu den auf [0, 1]d gleichverteilten

Stichproben u1, . . . ,un transformiert werden. Wie die Transformation zu erfolgen

hat, hängt davon ab, wie viel über die Randverteilungen der Copula bekannt ist. Ge-

gebenfalls müssen dazu parametrische oder nichtparametrische Schätzungen der

Randverteilungsfunktionen eingesetzt werden.

6.2.2 Verfahren 2 (2-stufige rekursive ML-Methode)

Dieses Verfahren basiert auf einer rekursiven Berechnung der Korrelationsmatrix R

und besteht aus zwei Stufen.

1. Stufe (rekursive Berechnung der Korrelationsmatrix R):

Die d(d − 1)/2 unbekannten Elemente der Korrelationsmatrix R werden ein-

zeln geschätzt, indem für jedes Variablenpaar (Xi, Xj), i, j = 1, . . . , d, die Log-

Likelihoodfunktion nach (6.5) aufgestellt wird. Diese Vorgehensweise ist be-

rechtigt, da die Korrelation zweier Zufallsvariablen von den weiteren Variablen

des Zufallsvektors unabhängig ist. Eine Schätzung für das Element Rij wird

mittels einer Rekursion ermittelt, für deren Umsetzung die Anzahl der Frei-

heitsgrade ν aus dem Bereich der natürlichen Zahlen angenommen wird. Es

sei bemerkt, dass diese Voraussetzung im allgemeinen nicht zwingend ist. Au-

ßerdem muss berücksichtigt werden, dass ν > 2 für die Existenz der Varianz

vorausgesetzt werden muss. Aufgrund dieser Ausführungen wird ν zunächst

gleich 3 gesetzt und für diesen fixierten Wert mittels numerischer Optimie-

rung eine ML-Schätzung für Rij berechnet:

R̂ij,ν = arg max
Rij

[
− ν + 2

2

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

ν
ξTkR−1

ij ξk

)
− n

2
ln |Rij|

]
,
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wobei

Rij =

(
1 Rij

Rij 1

)
und

ξTk =
(
t−1
ν (uki), t

−1
ν (ukj)

)
, k = 1, . . . , n,

sind. Anschließend wird der Wert von ν um 1 erhöht und R̂ij,ν erneut berech-

net. Der Vorgang wird so lange wiederholt, bis das Maximum der bivariaten

Log-Likelihoodfunktion gegenüber dem vorherigen Schritt zum ersten Mal

abfällt. Als Schätzung für Rij wird dann der Wert aus dem vorletzten Schritt

der Schleife herangezogen, d.h. das Maximum aller ermittelten Maxima der

Log-Likelihoodfunktion:

R̂ij = R̂ij,ν̃ mit ν̃ = arg max
ν≥3

(l(R̂ij,ν , ν; u1, . . . ,un)).

2. Stufe (Berechnung der Freiheitsgrade):

Im idealen Fall sollten alle d(d − 1)/2 Elementenschätzungen für R bei glei-

chem Wert von ν erzeugt worden sein. Das ist aber in der Praxis kaum der Fall.

Aus diesem Grund wird ν unter Einsatz von R̂ = (R̂ij)1≤i,j≤d nach der ML-

Methode geschätzt:

ν̂ = arg max
ν>2

(l(R̂, ν; u1, . . . ,un)).

Aufgrund der vielen Schritte, die für die Berechnung der Parameter notwendig sind,

kann bereits vermutet werden, dass auch dieses Verfahren zeit- und rechenintensiv

ist.

6.2.3 Verfahren 3 (2-stufige KM-ML-Methode)

Das zweite Verfahren stellt eine Kombination aus der Kendall’s τ- und der

Maximum-Likelihood-Methoden dar.
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1. Stufe (KM-Methode für R):

Analog zu der Normal-Copula kann die Korrelationsmatrix im ersten Schritt

mittels der KM-Methode geschätzt werden. Dieses Vorgehen ist legitim, da die

Relation zwischen der Korrelationsmatrix und der Kendall’s τ-Matrix von der

Anzahl der Freiheitsgrade unabhängig ist.

R̂ = R̂KM = sin
(π

2
τ̂
)
, (6.6)

wobei τ̂ die, anhand von transformierten oder untransformierten Beob-

achtungsdaten, geschätzte Kendall’s τ-Matrix ist. Andererseits gibt es keine

Garantie, dass die in (6.6) erzeugte Matrix tatsächlich positiv definit ist. Ge-

gebenenfalls muss R̂KM in eine positiv definite Matrix umgewandelt werden,

siehe (Demarta and McNeil, 2004, S. 9). Dazu wird häufig die Eigenwertme-

thode von Rousseeuw and Molenberghs (1993) verwendet. Diese Methode

besteht aus folgenden Schritten:

• Eine positiv semi-definite Korrelationsmatrix R ∈ IRd×d kann zerlegt wer-

den in

R = ADAT . (6.7)

D ist eine Diagonalmatrix, deren Elemente die nichtnegativen Eigenwer-

te von R sind. A ist eine Orthogonalmatrix (d.h. AAT = ATA = Id), deren

Spalten die zugehörigen Eigenvektoren beinhalten. Falls R positiv defi-

nit ist, sind alle ihre Eigenwerte positiv. Wenn R symmetrisch, aber nicht

positiv semi-definit ist, gilt (6.7) weiterhin, jedoch sind dann einige Ei-

genwerte negativ. In der Regel haben aber die negativen Eigenwerte nur

kleine Absolutbeträge.

• Wenn die Ergebnismatrix positiv semi-definit sein soll, müssen alle ne-

gativen Eigenwerte durch 0 ersetzt werden. Soll die Ergebnismatrix sogar

positiv definit sein, müssen die negativen Eigenwerte durch kleine posi-

tive Zahlen ersetzt werden. In jedem Fall bezeichnet D′ die neue Diago-

nalmatrix, dann kann R′ = AD′AT berechnet werden.

• Durch die Umformung ist es möglich, dass die Diagonalelemente von R′

nicht mehr 1 sind. Dieses Problem wir durch eine Transformation gelöst.
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Dabei wird R′ in R′′ = D′′R′D′′T umgewandelt. D′′ ist eine Diagonalma-

trix, deren Elemente 1/
√
R′ii, i = 1, . . . , d, sind, siehe (Rousseeuw and Mo-

lenberghs, 1993, S. 971-972). Damit erfüllt R′′ die notwendigen Kriterien

und ist die gesuchte Approximation für R.

2. Stufe (ML-Methode für ν):

Der plausibelste Ansatz, den noch verbleibenden Parameter ν zu schätzen, ist

das Maximieren der Log-Likelihoodfunktion in (6.5) nach ν, wobei R durch R̂

ersetzt wird:

ν̂ = arg max
ν≥2

(l(R̂, ν; u1, . . . ,un)).

Bei diesem Verfahren liegt die Vermutung nahe, dass es im Schnitt weniger Opera-

tionsschritte als das zuvor beschriebene benötigt. Einer der Gründe dafür ist, dass

für die Berechnung von R keine numerische Optimierung gebraucht wird.

6.2.4 Verfahren 4 (3-stufige M-ML-Methode)

Dieses Verfahren basiert auf der Momenten- und der Maximum-Likelihood-

Methode.

1. Stufe (erste M-Methode für R):

Die Korrelationsmatrix R wird das erste Mal unter der Annahme, dass die Da-

ten gemäß einer Normal-Copula verteilt sind, geschätzt. Dazu wird die in (6.2)

bereits hergeleitete ML-Schätzung (die der Momentenschätzung entspricht)

verwendet:

R̃ =
1

n

n∑
i=1

Φ−1(ui)Φ
−1(ui)

T
. (6.8)

2. Stufe (ML-Methode für ν):

Durch Einsetzen der vorläufigen Korrelationsschätzung in (6.5) wird die ML-

Schätzung für ν ermittelt:

ν̂ = arg max
ν≥2

(l(R̃, ν; u1, . . . ,un)).
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3. Stufe (zweite M-Methode für R):

Im letzten Schritt wird R wiederholt mittels der Momenten-Methode und un-

ter der Annahme, dass die Daten tν̂-verteilt sind, geschätzt:

R̂ =

( ∑n
k=1 t

−1
ν̂ (uki)t

−1
ν̂ (ukj)√∑n

k=1(t−1
ν̂ (uki))2

∑n
k=1(t−1

ν̂ (ukj))2

)
i,j= 1,...,d

.

Diese Methode ist in ähnlicher Weise bei Fantazzini et al. (2006) zu finden.

Alternativ kann R in der letzten Etappe nach einem von Bouyé et al. (2000) vorge-

schlagenem Verfahren geschätzt werden:

• Alternative zur 3. Stufe:

Die erste partielle Ableitung von (6.5) nach R−1 ergibt:

∂l(R, ν; u1, . . . ,un)

∂R−1
=

n

2
R − ν + d

2

n∑
i=1

1
ν
t−1
ν (ui)(t

−1
ν (ui))

T

1 + 1
ν
(t−1
ν (ui))TR−1(t−1

ν (ui))
.

Durch das Setzen gleich 0, erhält man folgenden Ausdruck für R:

R∗ =
1

n

ν + d

ν

n∑
i=1

t−1
ν (ui)(t

−1
ν (ui))

T

1 + 1
ν
(t−1
ν (ui))T (R∗)−1(t−1

ν (ui))
.

Das liefert die Grundlage für eine rekursive Berechnung. Sei R̂0 = R̃ wie in

(6.8) der Startwert. Dann kann eine Schätzung für R durch folgende Formel

ermittelt werden:

R̂i+1 =
1

n

ν + d

ν

n∑
i=1

t−1
ν (ui)(t

−1
ν (ui))

T

1 + 1
ν
(t−1
ν (ui))T R̂−1

i (t−1
ν (ui))

, i = 0, 1, 2, . . . .

Sobald R̂i+1 = R̂i( =: R̂∞) eintritt, kann die Rekursion abgebrochen wer-

den. Problematisch bei diesem Verfahren ist, dass keine Garantie gibt, ob die

Rekursionen tatsächlich konvergieren. Das kann im Allgemeinen auch stark

von dem Startwert abhängen, der über die Daten berechnet wird und somit

nicht frei wählbar ist. Außerdem kann die Berechnung für große Dimensionen

aufwändig werden und bei der Bestimmung des Matrizeninversen sogar zur

numerischen Instabilität führen, siehe Fantazzini et al. (2006).
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Kapitel 7

Simulationen

In diesem Kapitel wird die Arbeitsweise der im Kapitel 6 entwickelten Verfahren

untersucht. Dazu wurden auf Basis der R Statistik-Software Simulationen durchge-

führt. Eine Anleitung zur Installation und Anwendung von R ist unter http://www.r-

project.org/ zu finden. Ein Ausschnitt des erstellten Simulationsprogramms ist im

Anhang A aufgeführt.

Die Umsetzung der Methoden in R ist für den Fall der Normal-Copula bei Yan (2006)

ausreichend dokumentiert und muss hier nicht erneut erläutert werden. Es wird nur

der Fall der bivariaten t-Copula mit t-verteilten Randverteilungen betrachtet. Mit

dem Paket copula können verschiedene Copulafunktionen erstellt werden. Ausser-

dem beinhaltet es Prozeduren, die sowohl das Erzeugen von Realisierungen einer

vordefinierten Copula als auch das Schätzen ihrer Parameter ermöglichen. Für die-

se Simulationsstudie wurde das Paket copula zur Definition der t-Copulas und zum

Erzeugen von Stichproben herangezogen, bei der Implementierung der Schätzver-

fahren wurde darauf verzichtet, siehe Anhang A.

Folgende Verfahren kommen bei der Simulation zum Einsatz: Exakte Maximum-

Likelihood-Methode (EMLM), rekursive Maximum-Likelihood-Methode

(RMLM), Kendall’s τ-Momenten-Maximum-Likelihood-Methode (KM-MLM)

und Momenten-Maximum-Likelihood-Methode (M-MLM). Um die Übersicht

beim Methodenvergleich anschaulicher zu gestalten, wurde die Methode nach

Bouyé et al. (2000) bei dieser Simulation nicht umgesetzt.
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7.1 Grundlagen

Einer der Schwerpunkte, welche hier untersucht werden, betrifft den Einfluss

einer möglichen Störung, die in Form eines Nichtzentralitätsparameters der

Randverteilungen ausgedruckt wird, auf das Schätzen der Copulaparameter. Bei

(Witting, 1985, S. 221) wird die nichtzentrale t-Verteilung wie folgt definiert.

Definition 7.1.1

Y0, Y1, . . . , Yν seien unabhängige Zufallsvariablen mit Y0 ∼ N(δ, 1) und Yi ∼ N(0, 1)

für i = 1, . . . , ν. Dann heißt die Verteilung von

Z :=
Y0√

1
ν

∑ν
i=1 Y

2
i

eine nichtzentrale tν-Verteilung mit dem Nichtzentralitätsparameter δ; kurz: tν(δ).

�

Für die Simulation wurde eine t-Copula mit 7 Freiheitsgraden angenommen, abge-

kürzt Ct
R;ν , wobei R die Korrelation zwischen den beiden Randverteilungen und ν

die Anzahl der Freiheitsgrade beschreiben. Für R = 0, 2; 0, 5; 0, 7; 0, 8 wurden je-

weils 40 Stichproben der Copula erzeugt und anschließend anhand von t-verteilten

Randverteilungen mit verschiedenen Parametern transformiert. Auf diese Weise soll

erreicht werden, dass die gleichen Daten mit unterschiedlichen Störungseinflüssen

simuliert werden. Dabei wird nur der Nichtzentralitätsparameter der Randvertei-

lungen verändert, die Anzahl der Freiheitsgrade beträgt immer 10. So transformierte

Daten bilden die Grundlage für die Schätzungen. Die Anzahl der Stichproben wur-

de bewusst moderat gewählt, um die Simulation nah an den Realbedingungen zu

gestalten.

7.2 Parametrischer Fall

Im ersten Fall werden die Ausgangsdaten anhand von parametrisch geschätzten

Randverteilungen umgewandelt, bevor sie bei den Schätzmethoden zum Einsatz
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kommen. Die Ergebnisse von 30 Wiederholungen werden in Form von Streudia-

grammen in den Abbildungen 7.1 bis 7.4 grafisch dargestellt. Zwischen den ein-

zelnen Bildern in den Abbildungen sind keine großen Unterschiede zu erkennen.

Diese Tatsache spricht dafür, dass mögliche (geringe) Fehler, die beim Schätzen der

Randverteilungsparameter entstehen, keinen großen Einfluss auf die Schätzung der

Copulaparameter haben. Das kann wiederum als Bestätigung für die Trennung von

Copulafunktion und den Randverteilungen aufgefasst werden.

Deutlich erkennbar ist, dass bei der Schätzung der Korrelation alle angewandten

Verfahren ungefähr gleich stark um den wahren Parameterwert streuen. Für die

Anzahl der Freiheitsgrade liefert das Einschrittverfahren, die exakte Maximum-

Likelihood-Methode, deutlich bessere Schätzergebnisse als die Mehrschrittverfah-

ren. Diese Aussage wird durch die in den Tabellen 7.1 bis 7.4 angegebenen Durch-

schnittswerte der Parameterschätzungen bestätigt. Hierfür wurden exemplarisch

die auf t10(0)-verteilten Randverteilungen basierte Schätzdaten genommen.

Außerdem ist gut zu erkennen, dass alle Methoden den Korrelationsparameter

umso besser approximieren, je näher sein Wert an der 1 liegt. Bei der exakten MLM

verbessert sich sogar bei einer starken Korrelation die Schätzung für die Anzahl der

Freiheitsgrade. Bei den Mehrschrittverfahren ist dies nicht zu beobachten. Generell

wird bei den Mehrschrittverfahren die Anzahl der Freiheitsgrade für die gewählte

Anzahl von Stichproben im Schnitt etwas zu hoch geschätzt.

Wie sich eine höhere Anzahl von Stichproben auf das Schätzergebnis auswirkt, zeigt

die Abbildung 7.5. Hierfür wurden die Schätzungen bei 12 Wiederholungen für je-

weils 100 Stichproben berechnet. Für den Korrelationsparameter erreichen alle Me-

thoden sehr gute Werte, die im Durchschnitt sehr nah an dem exakten Parameter-

wert liegen. Auch die Anzahl der Freiheitsgrade wird von allen Methoden gut ap-

proximiert. Jedoch ist auch hier zu beobachten, dass die Streuung der Schätzung

um den wahren Wert bei dem Einschrittverfahren wesentlich geringer als bei den

Mehrschrittverfahren ist.
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Abbildung 7.1: Parameterschätzungen für Ct
0,2;7 bei 40 Stichproben und 30 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade

Mittelwert Standardabweichung Mittelwert Standardabweichung

EMLM 0.1687 0.1820 7.020 1.583

RMLM 0.1757 0.1781 8.568 4.326

KMMLM 0.1831 0.1708 8.308 4.474

MMLM 0.1646 0.1911 8.559 4.451

Tabelle 7.1: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschätzungen fürCt
0,2;7 bei 40 Stich-

proben und 30 Wiederholungen, parametrischer Fall.
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Abbildung 7.2: Parameterschätzungen für Ct
0,5;7 bei 40 Stichproben und 30 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade

Mittelwert Standardabweichung Mittelwert Standardabweichung

EMLM 0.489 0.1395 7.205 0.8568

RMLM 0.4908 0.1411 8.669 4.1266

KMMLM 0.4765 0.1446 8.138 4.5550

MMLM 0.4704 0.1487 8.312 4.4284

Tabelle 7.2: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschätzungen fürCt
0,5;7 bei 40 Stich-

proben und 30 Wiederholungen, parametrischer Fall.
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Abbildung 7.3: Parameterschätzungen für Ct
0,7;7 bei 40 Stichproben und 30 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade

Mittelwert Standardabweichung Mittelwert Standardabweichung

EMLM 0.6919 0.09213 6.999 0.9122

RMLM 0.6953 0.09312 8.862 4.0036

KMMLM 0.6833 0.10511 7.947 4.7126

MMLM 0.6791 0.10272 8.280 4.4763

Tabelle 7.3: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschätzungen fürCt
0,7;7 bei 40 Stich-

proben und 30 Wiederholungen, parametrischer Fall.
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Abbildung 7.4: Parameterschätzungen für Ct
0,8;7 bei 40 Stichproben und 30 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade

Mittelwert Standardabweichung Mittelwert Standardabweichung

EMLM 0.7956 0.06243 6.969 0.3948

RMLM 0.7984 0.06304 8.895 4.0057

KMMLM 0.7897 0.07641 7.896 4.7759

MMLM 0.7854 0.07315 8.200 4.5468

Tabelle 7.4: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschätzungen fürCt
0,8;7 bei 40 Stich-

proben und 30 Wiederholungen, parametrischer Fall.
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Abbildung 7.5: Parameterschätzungen für Ct
0,7;7 bei 100 Stichproben und 12 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade

Mittelwert Standardabweichung Mittelwert Standardabweichung

EMLM 0.6951 0.05250 6.920 0.3303

RMLM 0.6981 0.05213 7.398 4.0652

KMMLM 0.6807 0.06910 6.917 4.0930

MMLM 0.6887 0.07908 7.019 4.0924

Tabelle 7.5: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschätzungen für Ct
0,7;7 bei 100

Stichproben und 12 Wiederholungen, parametrischer Fall.
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7.3 Nichtparametrischer Fall

Im zweiten Fall werden die Ausgangsdaten erst anhand von nichtparametrisch

geschätzten Randverteilungen umgewandelt und dann bei den Schätzmethoden

eingesetzt. Die Schätzergebnisse sind in den Abbildungen 7.6 und 7.7 zusam-

men mit dem parametrischen Fall für t10(0)-verteilte Randverteilungen grafisch

dargestellt. Die Durchschnittswerte der Copulaparameterschätzungen werden in

den Tabellen 7.6 bis 7.9 präsentiert. Außer der Kendall’s τ-Momenten-Maximum-

Likelihood-Methode, bei der die Schätzwerte für die Korrelation im parametrischen

und nichtparametrischen Fall identisch sind, liefern die anderen Verfahren bei

der Schätzung der Korrelation im parametrischen Fall im Durchschnitt mini-

mal bessere Ergebnisse. Auf der anderen Seite ist zu beobachten, dass bei der

Schätzung der Anzahl der Freiheitsgrade insbesondere die Mehrschrittverfah-

ren im nichtparametrischen Fall im Durschnitt minimal besser abschneiden.

Auch bei der für die Verfahren berechneten Standardabweichung ist bei keinem der

Verfahren und in keinem der beiden Fälle eine deutliche Verbesserung zu erkennen.

In der Abbildung 7.8 und in der Tabelle 7.10 sind die entsprechenden Schätzergeb-

nisse für eine höhere Anzahl von Stichproben dargestellt. Bei den approximativen

Werten für die Korrelation wurden zwischen dem parametrischen und nichparame-

trischen Fall sowohl in den Durchschnittswerten als auch in den Streuungswerten

keine großen Unterschiede feststellt. Die Schätzungen für die Anzahl der Freiheits-

grade sind im Durchschnitt bei dem parametrischen Fall besser, auch die Streu-

ungswerte fallen insbesondere bei den Mehrschrittverfahren minimal besser aus.
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Abbildung 7.6: Parameterschätzungen für Ct
0,2;7 und Ct

0,5;7 bei 40 Stichproben und 30

Wiederholungen.
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Abbildung 7.7: Parameterschätzungen für Ct
0,7;7 und Ct

0,8;7 bei 40 Stichproben und 30

Wiederholungen.
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Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade

Mittelwert Standardabweichung Mittelwert Standardabweichung

EMLM 0.1718 0.1770 6.896 1.657

RMLM 0.1705 0.1778 8.268 4.340

KMMLM 0.1831 0.1708 8.215 4.396

MMLM 0.1649 0.2032 8.408 4.368

Tabelle 7.6: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschätzungen für Ct
0,2;7.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade

Mittelwert Standardabweichung Mittelwert Standardabweichung

EMLM 0.4635 0.1380 7.091 1.395

RMLM 0.4658 0.1403 8.120 4.269

KMMLM 0.4765 0.1446 8.020 4.473

MMLM 0.4571 0.1531 8.207 4.353

Tabelle 7.7: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschätzungen für Ct
0,5;7.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade

Mittelwert Standardabweichung Mittelwert Standardabweichung

EMLM 0.6697 0.09853 7.191 0.9655

RMLM 0.6718 0.09813 8.136 4.3769

KMMLM 0.6833 0.10511 8.151 4.6018

MMLM 0.6667 0.11510 8.154 4.5325

Tabelle 7.8: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschätzungen für Ct
0,7;7.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade

Mittelwert Standardabweichung Mittelwert Standardabweichung

EMLM 0.7719 0.07400 7.045 0.2047

RMLM 0.7743 0.07345 8.066 4.3864

KMMLM 0.7897 0.07641 8.046 4.6642

MMLM 0.7693 0.08812 8.054 4.5888

Tabelle 7.9: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschätzungen für Ct
0,8;7.
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7.3 Nichtparametrischer Fall
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Abbildung 7.8: Parameterschätzungen für Ct
0,7;7 bei 100 Stichproben und 12 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade

Mittelwert Standardabweichung Mittelwert Standardabweichung

EMLM 0.6797 0.05946 7.061 0.2497

RMLM 0.6826 0.05994 8.811 4.5763

KMMLM 0.6807 0.06910 8.772 4.7663

MMLM 0.6914 0.05530 8.810 4.7456

Tabelle 7.10: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschätzungen für Ct
0,7;7 bei 100

Stichproben und 12 Wiederholungen, nichtparametrischer Fall.
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7.4 Fazit

Für den untersuchten Fall lässt sich zusammenfassend sagen, dass, sofern keine

entscheidenden Kriterien dagegen sprechen, das Einschrittverfahren den Mehr-

schrittverfahren vorzuziehen ist. Insbesondere beim Schätzen der Anzahl der

Freiheitsgrade gehen offensichtlich durch das Einsetzen von approximativen

Werten in die Maximum-Likelihood-Funktion die Informationen verloren, was

mitunter zu sehr unbefriedigenden Ergebnissen führen kann. Von den Mehr-

schrittverfahren kann man anhand dieser Simulationstudie keines favorisieren.

Alle drei untersuchten Verfahren haben im Schnitt nur geringfügig voneinander

abweichende Schätzergebnisse geliefert.

Es scheint auch keine große Rolle zu spielen, ob die Randverteilungen teilweise

bekannt oder vollständig unbekannt sind, denn die Unterschiede im parame-

trischen und nichtparemetrischen Fall waren bei dieser Studie nicht besonders

groß. Auch kleine Abweichungen von exakten Werten bei den geschätzten Rand-

verteilungsparametern wirkten sich nicht bedeutend stark auf die Schätzungen

der Copulaparameter aus. Hierzu wäre es interessant, die Studie auf eine höhere

Dimension auszuweiten, sowie mit anderen als t-verteilten Randverteilungen

durchzuführen.

In fast allen Fällen führte die erhöhte Stichprobenzahl im Durchschnitt zu besseren

Schätzergebnissen. Jedoch veränderten sich die Streuungswerte nur unbedeutend,

so dass man insgesamt bei dieser Erhöhung der Stichprobenzahl von keiner deutli-

chen Verbesserung sprechen kann. Auch hierzu wäre eine Studie mit mehr als zwei

Randverteilungen interessant.

Aus Zeitgründen wurde in dieser Simulationsstudie der Einfluss der Startwerte bei

der programmtechnischen Umsetzung nicht untersucht. Dieser Aspekt sollte bei

einer möglichen Weiterentwicklung bzw. Verbesserung des Simulationsprogramms

mit berücksichtigt werden.
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Anhang A

Programmausschnitt

library(copula)

library(stats)

library(graphics)

# Definition der Schätzmethoden

# Log-Likelihood-Funktion

ll < −function(rho, nu, dat, n){
l < −c(1 : n)

for(i in 1 : n){
l[i] < −dmvt(qt(dat[i, ], nu), sigma = matrix(c(1, rho, rho, 1), 2), df = nu, log = TRUE) −
log(dt(qt(dat[i, 1], nu), nu) ∗ dt(qt(dat[i, 2], nu), nu))}
return(−sum(l))}

# Exakte Maximum-Likelihood-Methode

emlm < −function(param.start, dat, n){
ll_theta < −function(theta, dat, n){
rho < −theta[1]

nu < −theta[2]

ll(rho, nu, dat, n)}
return(optim(param.start, ll_theta, dat = dat, n = n,method = ”CG”)$par)}
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# Rekursive Maximum-Likelihood-Methode

rmlm < −function(param.start, dat, n){
nu < −3

rho.hat < −optim(param.start[1], ll, nu = nu, dat = dat, n = n,method = ”BFGS”)$par

repeat{
nu < −nu+ 1

rho < −optim(param.start[1], ll, nu = nu, dat = dat, n = n,method = ”BFGS”)$par

if(round(ll(rho, nu, dat, n), 3) < round(ll(rho.hat, nu, dat, n), 3))

(rho.hat < −rho) else break}
nu.hat < −optim(param.start[2], ll, rho = rho.hat, dat = dat, n = n,method = ”CG”)$par

return(cbind(rho.hat, nu.hat))}

# Kendall’s-tau-Momenten-Maximum-Likelihood-Methode

kmmlm < −function(param.start, dat, n){
rho.hat < −sin(cor(dat[, 1], dat[, 2],method = ”kendall”) ∗ pi/2)

nu.hat < −optim(param.start[2], ll, rho = rho.hat, dat = dat, n = n,method = ”CG”)$par

return(cbind(rho.hat, nu.hat))}

# Momenten-Maximum-Likelihood-Methode

mmlm < −function(param.start, dat, n){
rho.hat.0 < −cor(qnorm(dat[, 1],mean = 0, sd = 1),

qnorm(dat[, 2],mean = 0, sd = 1),method = ”pearson”)

nu.hat < −optim(param.start[2], ll, rho = rho.hat.0, dat = dat, n = n,method = ”CG”)$par

rho.hat < −cor(qt(dat[, 1], df = nu.hat), qt(dat[, 2], df = nu.hat),method = ”pearson”)

return(cbind(rho.hat, nu.hat))}

# Prozedur zum Schätzen der Parameter der Randverteilungen

marg.hat < −function(param.start, dat){
l < −function(param, dat)sum(−dt(dat, df = param[1], ncp = param[2], log = TRUE))

param.hat < −optim(param.start, l, dat = dat,method = ”CG”)$par

return(param.hat)}

# Prozedur zum Schätzen der Copulaparameter

do_est < −function(myTcopula, p.cop, p.marg, n, wdh, trans,method){
erg < −matrix(nrow = wdh, ncol = 2)

for(k in 1 : wdh){
set.seed(10081977 + k)
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.Random.seed

u < −rcopula(myTcopula, n)

x < −matrix(nrow = n, ncol = 2)

for(i in 1 : n){
for(j in 1 : 2){
x[i, j] < −qt(u[i, j], df = p.marg[1, j], ncp = p.marg[2, j])}}
start.p.cop < −p.cop
start.p.marg < −p.marg
if(trans == ”p”){
p.marg.hat < −matrix(c(marg.hat(start.p.marg[, 1], x[, 1]),marg.hat(start.p.marg[, 2], x[, 2])), 2)

p.u < −matrix(nrow = n, ncol = 2)

for(i in 1 : n){
for(j in 1 : 2){
p.u[i, j] < −pt(x[i, j], df = p.marg.hat[1, j], ncp = p.marg.hat[2, j])}}
if(method == ” emlm”){erg[k, ] < −emlm(start.p.cop, p.u, n)}
else if(method == ”rmlm”){erg[k, ] < −rmlm(start.p.cop, p.u, n)}
else if(method == ”kmmlm”){erg[k, ] < −kmmlm(start.p.cop, p.u, n)}
else if(method == ”mmlm”){erg[k, ] < −mmlm(start.p.cop, p.u, n)}
}else if(trans == ”np”){
np.u < −cbind((rank(x[, 1])− 0.5)/n, (rank(x[, 2])− 0.5)/n)

if(method == ” emlm”){erg[k, ] < −emlm(start.p.cop, np.u, n)}
else if(method == ”rmlm”){erg[k, ] < −rmlm(start.p.cop, np.u, n)}
else if(method == ”kmmlm”){erg[k, ] < −kmmlm(start.p.cop, np.u, n)}
else if(method == ”mmlm”){erg[k, ] < −mmlm(start.p.cop, np.u, n)}
}}
return(erg)}

...
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