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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Aufgrund der rasanten Entwicklung der Finanzmairkte in den letzten Jahrzehn-
ten ist die addquate Modellierung von Abhéngigkeiten ein zentraler Aspekt der
modernen multivariaten Statistik geworden. Insbesondere im Bereich der versiche-
rungstechnischen und finanzmathematischen Risiken besteht die Notwendigkeit,
die Zusammenhidnge angemessen zu modellieren, um maogliche fatale Folgen zu
vermeiden. So sind beispielsweise die Ausfallwahrscheinlichkeiten von Krediten
und damit verbundene Ausfallabhédngigkeiten im Risikomanagementbereich vom
besonderen Interesse.

In der Vergangenheit wurde oft die multivariate Normalverteilung zur Modellierung
der Abhédngigkeiten angewandt. Die Erfahrung zeigt jedoch, dass diese Verteilung
in der Praxis einige Defizite aufweist und zur approximativen Modellierung von
komplexen Abhédngigkeitsstrukturen wenig geeignet ist. Zum Einen wird von
der Normalverteilung das Auftreten von gemeinsamen Extremereignissen nicht
ausreichend gewichtet. Studien im finanzmathematischen Bereich belegen, dass
die fiir den Finanzmarkt relevanten empirischen Verteilungen mehr Wahrschein-
lichkeitsmasse an den Rdndern konzentrieren als es bei Normalverteilung der Fall
ist. Zum Anderen ist die Abhédngigkeitsstruktur innerhalb eines multivariat normal-
verteilten Vektors linearer Natur und kann mittels des Korrelationskoeffizienten
nach Pearson gut gemessen werden. Jedoch sind die Abhéngigkeitsstrukturen im
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Risikomanagementbereich viel komplexer und bendétigen hdufig andere Beschrei-
bungsinstrumente als die lineare Korrelation.

Seit den 90er Jahren werden zur Modellierung von Abhédngigkeitsstrukturen Co-
pulafunktionen eingesetzt. Die Grundlagen fiir dieses Konzept wurden bereits in
den 40er und 50er Jahren von Hoeffding, Fréchet und Sklar erarbeitet. Von funda-
mentaler Bedeutung ist die Aussage des Satzes von Sklar, dass jede multivariate
Verteilungsfunktion in eine Copulafunktion, welche die Abhdngigkeitsstruktur be-
schreibt, und die univariaten Randverteilungen separiert werden kann. Mit diesem
Ansatz kann die Konstruktion von multivariaten Verteilungen flexibel gestaltet
werden. Die Modellierung der Abhédngigkeitstrukturen kann damit unabhédngig von
den Randverteilungen realisiert werden.

Die meisten wahrscheinlichkeitstheoretischen und mathematischen Grundlagen
der Copula-Theorie sind seit den 40er Jahren gut analysiert worden und werden
in wenigen Standardwerken wie beispielsweise Nelsen (2006) ausfiihrlich be-
schrieben. Dennoch ist die Forschung zum Thema Copula insbesondere in den
Anwendungsbereichen noch lange nicht am Ende. Die stetig wachsende Anzahl
der Veroffentlichungen in diesem Bereich zeigt, dass das Interesse an Copulas nach
wie vor sehr grof ist.

Es gibt eine grofle Anzahl an Copulafunktionen, von denen jede eine andere Ab-
héangigkeitsstruktur darstellt. Copulafunktionen, die dhnliche Abhédngigkeitsstruk-
turen beschreiben, konnen zu Copulaklassen zusammengefasst werden, wie z.B.
die archimedischen oder die elliptischen Copulas. Das Hauptaugenmerk dieser Ar-
beit liegt auf der elliptischen Copulaklasse. Zur Zielsetzung gehort es, einige Eigen-
schaften dieser Klasse, die fiir die Konstruktion der Copulafunktionen entscheidend
sind, zu erarbeiten. Die Umsetzung wird am Beispiel von zwei bekanntesten Vertre-
tern, der Normal- und der ¢-Copula, aufgezeigt. Aullerdem werden fiir die Parame-
ter dieser Copulafunktionen geeignete Schétzverfahren angegeben. Fiir die biva-
riate t-Copula werden die hergeleiteten Verfahren anhand einer Simulationsstudie
verglichen.



Im Folgenden wird der Aufbau dieser Arbeit dargelegt.

Im zweiten Kapitel werden die Grundlagen der Copula-Theorie vorgestellt. Dazu
werden die Definition der Copula sowie ihre Bedeutung erarbeitet. Mithilfe des
Satzes von Sklar konnen die Fragen der Existenz und Eindeutigkeit von Copulas
geklart sowie eine Methode zur Konstruktion von Copulas angegeben werden. Die
hergeleitete Copuladichte spielt bei der Entwicklung von Schétzverfahren fiir die
Copulaparameter eine wichtige Rolle. Es werden aullerdem einige Eigenschaften
von Copulas, unter anderem die Fréchet-Hoeffding-Schranken und die Invarianz
unter den streng monoton wachsenden Transformationen, betrachtet.

Im dritten Kapitel werden verschiedene Abhingigkeitskonzepte genauer un-
tersucht. Zundchst wird die lineare Korrelation nach Pearson vorgestellt und
insbesondere ihre Nachteile ausfiihrlich diskutiert. Anschliefend wird ein alterna-
tives Konzept der Konkordanzmalle eingefiihrt, welche die monotone Abhédngigkeit
von Zufallsvariablen messen und gegentiber der linearen Korrelation wesentliche
Vorteile aufweisen. Das Hauptinteresse gilt dabei den Rangkorrelationsmallen
Kendall’s 7 und Spearman’s p. Diese lassen sich als Funktionale der Copula dar-
stellen und werden aus diesem Grund oft als copulabasierte Abhdngigkeitsmalle
bezeichnet. Zum Ende des Kapitels wird die asymptotische Randabhéngigkeit von
Zufallsvariablen eingefiihrt und auf ihre Eigenschaften untersucht.

Im vierten Kapitel wird die elliptische Copulaklasse vorgestellt. Dazu werden erst
die sphérischen und die elliptischen Verteilungen eingefiihrt sowie ihre wesent-
lichen Eigenschaften erldutert. Es werden zwei wichtige Vertreter der elliptischen
Copulaklasse, die Normal- und die ¢-Copula - mit Hilfe des Satzes von Sklar herge-
leitet. Fiir diese Copulafunktionen werden die Abhédngigkeitsmalle, die im vorigen
Kapitel angegeben wurden, berechnet.

Im fiinften Kapitel werden einige klassische parametrische Schétzverfahren wie die
Maximum-Likelihood- und die Momentenmethode dargestellt. Hier geht es in ers-
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ter Linie um eine allgemeine Herausarbeitung der Verfahren fiir den multivariaten
Fall sowie die Analyse ihrer statistischen Eigenschaften.

Im sechsten Kapitel geht es um die Umsetzung der im vorigen Kapitel beschriebe-
nen Verfahren fiir den Fall der elliptischen Copulafunktionen. Fiir die Parameter
der Normal-Copula kénnen die Schétzer nach den klassischen Verfahren exakt
angegeben werden. Das ist fiir die Parameter der ¢-Copula nicht moéglich. Hier
miissen statistische Verfahren in Kombination mit numerischer Optimierung
angewandt werden. Aus diesem Grund wurden zum Schitzen der Parameter einer
t-Copula neue Verfahren entwickelt, die in diesem Kapitel ausfiihrlich diskutiert
werden.

Im siebten Kapitel werden die Ergebnisse einer Simulationsstudie, die die Zielset-
zung verfolgt, mogliche Unterschiede in der Arbeitsweise der Verfahren herauszu-
finden, prisentiert. Hierzu wird ausschlielllich die Anwendung fiir die ¢-Copula
diskutiert. Da die Parameterschitzer in diesem Fall keine explizite Darstellung
besitzen, ist nur ein Vergleich der Verfahren iiber die Simulation moglich. Die
wichtigsten Aussagen und Ergebnisse der Simulation werden zusammengefasst.
Zusétzlich soll hier ein Ausblick sowie Vorschldge geboten werden, an welchen
Punkten eine Weiterentwicklung bzw. Verbesserung der Simulation als sinnvoll
erscheint.



Kapitel 2

Multivariate Copulafunktionen

Zu verstehen, was Copulas sind und welche Bedeutung sie in der stochastischen
Theorie tragen, ist das Hauptziel dieses Kapitels. In den drei Abschnitten sollen die
Grundlagen der Copulatheorie dargestellt werden, die gleichzeitig die Grundlage
fiir diese Arbeit bilden. Als erstes wird die Copula auf funktionelle und analytische
Weisen definiert und im zweiten Abschnitt wird der Satz von Sklar sowie seine Be-
deutung fiir die Copulatheorie diskutiert. Es wird auerdem eine Methode zur Kon-
struktion von Copulafunktionen aus einer multivariaten Verteilungsfunktion und
ihren Randverteilungen vorgestellt. Im letzten Teil des Kapitels werden einige we-
sentliche Eigenschaften von Copulafunktionen analysiert.

2.1 Einleitung

Am kiirzesten ldsst sich wohl die Copula als (multivariate) Verteilungsfunktion auf
dem Einheitsquader [0, 1]” mit gleichverteilten univariaten Randverteilungen be-
schreiben. Diese Charakterisierung sowie die Bezeichnung gehen auf die Arbeit von
Abe Sklar, die er 1959 veréffentlichte, zuriick. Doch viele grundlegende Ideen und
Ergebnisse der Copulatheorie wurden bereits von Wassily Hoeffding in seinen Pu-
blikationen von 1940 bis 1942 erarbeitet. Auch der Mathematiker Maurice Fréchet
kam 1951, ohne die Arbeiten von Hoeffding zu kennen, zu einer Vielzahl gleicher
Erkenntnisse. Nach 1959 entdeckten verschiedene Autoren das Konzept der Copula
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neu und so findet man sie teilweise unter den Bezeichnungen wie "uniform repre-
sentations" oder "dependence functions" wieder. Eine Zeit lang sind Copulas dann
in Vergessenheit geraten, bis die Theorie in den 80er Jahren neuen Aufschwung be-
kam. So wurden Copulas fiir die Untersuchung der Abhédngigkeit zwischen Zufalls-
variablen von Schweizer und Wolff im Jahre 1981 zum ersten Mal explizit benutzt,
siehe Schweizer and Wolff (1981). Seit den 90er Jahren verlduft die Entwicklung der
theoretischen sowie praktischen Copulakonzepte rasant, was in erster Linie dem
groen Interesse von Finanz- und Versicherungsbranchen zuzuschreiben ist.

Es wird gezeigt, dass die oben angegebene Definition der Copula, ihren funktio-
nellen Kern in praziser Weise trifft. Denn die Grundidee der Copulatheorie ist, die
Information tiber die Abhédngigkeitsstruktur zwischen den einzelnen Komponenten
eines Zufallsvektors, welche implizit in der gemeinsamen Verteilungsfunktion ent-
halten ist, zu isolieren. Jedoch ist diese Darstellung in Bezug auf ihren praktischen
Nutzen nicht unproblematisch. Aus diesem Grund soll auch die allgemeine (analy-
tische) Definition der Copula vorgestellt werden.

Im Folgenden soll domH den Definitions- und ranH den Wertebereich einer Funkti-
on H bezeichnen. Ausserdem stellt R := RU{—o00, +00} = [—00, +o0] die Abschlie-
Bung der reellen Achse dar.

Definition 2.1.1

Eine reellwertige Funktion C': [0, 1]" — [0, 1] heil3t multivariate Copulafunktion
oder kurz n - Copula, falls sie fiir alle u,v € [0,1]" und u < v (u, < v fiir alle k)
folgende Eigenschaften erfiillt:

1. C(u) = 0, falls mindestens ein Element von « gleich 0 ist,
2. C(u) = uy, fallsbis auf u; alle Elemente von u gleich 1 sind,
3. Zi:l T Z?nzl(_l)i1+...+inc(zli17 SR 7$nin) >0,

wobeizj; =u;undzj, = v; flirallej € 1,... n.

Diese Definition findet man bei (Embrechts et al., 1999, S. 4).
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Die Randbedingungen und die Positivitdtseigenschaft aus der Definition 2.1.1 las-
sen bereits den Schluss zu, dass es sich bei der Copula um eine multivariate Vertei-
lungsfunktion handelt. Dieser Zusammenhang wird in dem Satz von Sklar, der im
nichsten Abschnitt eingefiihrt wird, verdeutlicht.

2.2 Satz von Sklar

Es wird nun der von Sklar 1959 vertffentlichte Satz prasentiert, der auf Grund seiner
Bedeutung wohl als Fundamentalsatz der Copulatheorie bezeichnet werden kann.
Dieses Resultat spielt eine ganz zentrale Rolle, da er die Grundlage fiir die meisten
copulabasierten Konzepte und Anwendungen in der mathematischen Statistik bil-
det.

Satz2.2.1 (Satz von Sklar)

Sei X = (Xy,...,X,)T ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit der multivariaten Ver-
teilungsfunktion F' und den Randverteilungen F, ..., F,. Dann existiert eine Copu-
lafunktion C, so dass fiir alle x € R"

F(xy,...,x,) = C(Fi(x1), ..., F.(z,)) (2.1)

gilt.
Wenn alle Fy, ..., F, stetigsind, so ist die Copula C eindeutig. Anderenfalls wird die
Copula C auf ranF; x --- x ranF,, eindeutig bestimmt.

Es gilt auch die Umkehrung des Satzes.

Satz 2.2.2

Sind Fy, ..., F, beliebige univariate Verteilungsfunktionen und C eine beliebige n-
Copula. Dann ist die Funktion F, die gemdfs der Gleichung (2.1) definiert ist, eine
n-dimensionale Verteilungsfunktion mit den Randverteilungen Fy, ..., F,.

Uber den Satz (2.2.1) wird die Bedeutung einer Copulafunktion vermittelt. Wie der
Begriff "Copula"(lat.: "Band", "Verbindung", siehe Pertsch and Lange-Kowal (1999))
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schon vermuten ldsst, verkniipft sie eindimensionale Verteilungsfunktionen zu ei-
ner gemeinsamen multivariaten Verteilung. Dabei trigt sie die ganze Information
tiber die Abhédngigkeitsstruktur innerhalb eines Zufallsvektors und ihre Variablen
konnen als Platzhalter fiir beliebige eindimensionale Verteilungen gesehen werden.
Auf diese Weise bietet der Copulaansatz ganz neue Moglichkeiten zur Modellierung
von Verteilungen und Abhéngigkeiten in der multivariaten Statistik. Damit ist es
moglich, die Abhédngigkeitsstruktur eines Zufallsvektors hervorzuheben und diese
unabhingig von den einzelnen Randverteilungen zu definieren und zu analysie-
ren.

Als eine weitere Konsequenz des Satzes von Sklar erhdlt man eine Methode zur Kon-
struktion von Copulas ausgehend von einer multivariaten Verteilungsfunktion. Die
Gleichung (2.1) wird zu einem Term iiber die gemeinsame Verteilungsfunktion und
die Inversen der Randverteilungen umgeformt und liefert auf diese Weise einen
neuen Ausdruck fiir die Copula . Dies ist insbesondere fiir den nichtparametrischen
Ansatz zum Schitzen von Copulafunktionen vom groflen Nutzen. In diesem Zu-
sammenhang tritt das Problem auf, dass die Umkehrfunktion im streng mathema-
tischen Sinne nur fiir streng monoton wachsende Verteilungsfunktionen existiert.
Sie wird in diesem Fall mit /'~ fiir eine Verteilungsfunktion F bezeichnet und er-
fillt die Bedingungen:

Die iibliche Verallgemeinerung ist durch die Quasi-Inverse gegeben, siehe die nach-
folgende Definition.

Definition 2.2.1
Sei I eine rechtsstetige Verteilungsfunktion. Eine Funktion F~ mit dem Definiti-
onsbereich [0, 1] ist die Quasi-Inverse von F, wenn gilt:

F~(u) = inf{z | F(z) > u}. (2.2)
0
Dann erfiillt 7~ die Bedingungen:

F(F (u))>uw und F (F(z)) <.



2.2 Satz von Sklar

Fiir streng monoton wachsende Verteilungsfunktionen stimmt das Quasi-Inverse
mit der Umkehrfunktion iiberein. Durch (2.2) ist die Quasi-Inverse eindeutig be-
stimmt und liefert das nétige Instrument, um eine Methode zur Konstruktion der
Copula anzugeben.

Korollar 2.2.1
Sei F' eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F\, ..., F, und
ihren Quasi-Inversen F , ..., F, . C sei eine Copulafunktion, die der Gleichung (2.1)

geniigt. Dann gilt fiir alleu € [0, 1]"
Clugy ... uy) = F(F (uy), ..., F, (un)).

n

Nicht selten wird in der Statistik mit der Dichtefunktion einer Verteilung gearbei-
tet, zum Beispiel in der Schitztheorie und der Maximum-Likelihood-Methode. Da
Copula einer multivariaten Verteilungsfunktion entspricht und viele Verfahren auf
sie libertragbar sind, liegt es nahe, eine Copuladichte zu definieren, vergleiche (Em-
brechts et al., 2001, S. 8).

Definition 2.2.2
Die Copuladichte einer absolutstetigen n-dimensionalen Copulafunktion C' ist fast
tiberall auf [0, 1]" definiert und gegeben durch
O"C'(ug, ... uy)
- ouy ---0u,

c(ug, ..., uy)

O

In einem Teil der Statistik, der Zuverldssigkeitsanalyse, interessiert man sich fiir die
Lebensdauer eines Systems oder einer Population. Man bestimmt die Wahrschein-
lichkeit, mit der ein Individuum oder ein Teil des Systems ein gewisses Zeitintervall
iiberlebt, die sogenannte Uberlebensfunktion F(z) = P(X > z) = 1 — F(z), wobei
F die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X ist. Die Uberlebensfunktion l4sst
sich auch durch eine Copula darstellen, die im Folgenden mit Uberlebenscopula be-
zeichnet werden soll.

Definition 2.2.3
Seien Uy, ...,U, auf|0,1] gleichverteilte Zufallsvariablen, so ist ihre gemeinsame
Uberlebensfunktion oder die Uberlebenscopula C gegeben durch

C(ul,...,un) = ]P(Ul >uq,. .., Uy > Un).
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Wegen
IP(Ul > Uy, Us > Ug) =1- DP(U1 < Ul) + ]P(U2 < Ug) — IP(Ul < ul,Ug < UQ)]

erhilt man im bivariaten Fall

C('Ll,l, UQ> =1- Uy — Ug + C’(ul, 'LLQ),
wobei die Copula C' die gemeinsame Verteilungsfunktion von U; und U, ist.

Im folgenden Beispiel soll eine der wichtigsten Copulas, die Produkt- oder Unab-
héingigkeitscopula, eingefiihrt werden.

Beispiel 2.2.1 (Produktcopula)

Seien X1, ..., X,, unabhingige Zufallsvariablen mit den Verteilungsfunktionen
Fi,..., F,. Dann ist bekannt, dass die gemeinsame Verteilungsfunktion F' als Pro-
dukt der einzelnen Verteilungsfunktionen berechnet werden kann. Bezeichnen au-
Berdem U, = Fy(Xy),...,U, = F,(X,) auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen, so
lasst sich die Abhédngigkeitsstruktur folgendermalen in eine zugehorige Copula P
tibertragen:

F(zy,...,z,) = PXj<uz,...,X, <z,
= P(X;<x) - PX, <x,)
= uy -,

= P"(uy,...,u,), furallew,,..., u, €]0,1].

2.3 Eigenschaften von Copulafunktionen

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Eigenschaften der Copulafunktionen
betrachtet werden. Folgender Satz, den man bei (Nelsen, 2006, S. 46) oder (Em-
brechts et al., 2001, S. 4) findet, liefert eine Aussage zur Stetigkeit von Copulas.
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2.3 Eigenschaften von Copulafunktionen

Satz 2.3.1
Sei C einen-Copula, dann gilt fiir alleu, v € [0, 1]"

Cv) - C(u)) <3 ok - uil.
k=1
Damit ist C gleichmdifsig stetig auf’|0, 1]"™.

Ein weiterer Satz, siehe (Nelsen, 2006, S. 47) oder (Embrechts et al., 2001, S. 5), der
auf Fréchet und Hoeffding zuriick geht, stellt eine Ungleichung, die jede Copula-
funktion erfiillt, dar.

Satz 2.3.2 (Fréchet-Hoeffding-Ungleichung)
Sei C' eine n-dimensionale Copulafunktion, dann gilt fiir alleu € [0, 1]"

max(u; + -+ u, —n+1,0) < C(u) < min(uy, ..., uy,). (2.3)

Die beiden Schranken aus (2.3) werden nach ihren Entdeckern als Fréchet-
Hoeffding-Schranken bezeichnet. Die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke notiert
man oft mit W"(uy,...,u,) = max(u; + --- + u, — n + 1,0) und die obere
Fréchet-Hoeffding-Schranke mit M™(uy, ..., u,) := min(uq,. .., uy,).

Fiir den bivariaten Fall sollen die beiden Schranken W := W? M := M? sowie
Produktcopula P := P? aus dem Beispiel 2.2.1 veranschaulicht werden. Die Abbil-
dung 2.1 zeigt auf der linken Seite die Graphen der Copulae und auf der rechten
Seite die entsprechenden Konturdiagramme, die den Verlauf der Graphen verdeut-
lichen sollen. Es ist in der Darstellung gut erkennbar, dass alle drei Funktionen die
Randbedingungen aus der Definition 2.1.1 erfiillen. Ausserdem liegt der Graph der
Produktcopula P augenscheinlich zwischen den Graphen von W und M, so wie es
fiir jede bivariate Copula nach der Ungleichung (2.3) zutreffen muss.

Die Funktion A" ist fiir alle n > 2 eine n-Copula. Die untere Schranke 1W" dagegen
erfiillt die Bedingungen aus der Definition (2.1.1) abn > 2 nicht und ist somit nur
im Fall n = 2 eine Copula, siehe (Nelsen, 2006, S. 47-48) oder (Embrechts et al., 2001,
S.5). Sie ist also die bestmogliche untere Schranke in dem Sinne, dass sich fiir einen
festen Wert u € [0,1]" mit n > 3 eine n-Copula C finden lasst, die den gleichen
Funktionswert C'(u) wie die Funktion W" aufweist. In der Regel wird es jedoch fiir
jeden Wert u € [0, 1)” eine andere Copula sein.
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Wu,v) WUY)
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Abbildung 2.1: Graphen und Konturdiagrame der bivariaten Copulae W, M und P.
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2.3 Eigenschaften von Copulafunktionen

Satz 2.3.3
Fiir allen > 3 und alleu € [0, 1]" existiert eine n-Copula C,, abhdngig von u, so dass

Cy = W"(u)
gilt.

Beweis.
Siehe (Nelsen, 2006, S. 48).

Satz 2.3.4
Fiirn > 2 seien X1, ..., X, stetige Zufallsvariablen. Dann gilt:

1. Xy,...,X, sind genau dann stochastisch unabhdngig, wenn die n-Copula von
Xi,..., X, gleich der Produktcopula P" ist.

2. Jede der Zufallsvariablen X, ..., X, ist genau dann eine fast sicher streng mo-
noton wachsende Funktion von allen anderen X;, wenn die n-Copula von
Xy, ..., X, gleich der oberen Fréchet-Hoeffding-Schranke M" ist.

Dieser Satz, siehe (Nelsen, 2006, S. 48), liefert neben der allgemeinen Definition
der stochastischen Unabhédngigkeit, noch die Aussage, dass auch die Funktion P™
fir alle n > 2 eine n-Copula ist. Ausserdem sei angemerkt, dass zumindest im
Fall n = 2 zwei Zufallsvariablen X und Y als perfekt negativ abhdingig bezeich-
net werden, wenn die zugehorige Copula gleich der unteren Fréchet-Hoeffding-
Schranke W ist. Anderenfalls als perfekt positiv abhdiingig, wenn die Copula gleich
der oberen Fréchet-Hoeffding-Schranke )M ist. Die Funktion M ist dabei gerade
die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (U, U) mit U gleichverteilt auf [0, 1]
(kurz: U ~ U]0,1]). Sie wird in diesem Zusammenhang auch als komonotone Co-
pula bezeichnet. Entsprechend ist W die Verteilungsfunktion von X = (U, 1 — U)
mit U ~ U[0, 1], und wird kontramonotone Copula genannt, vergleiche (Embrechts
etal., 2001, S. 11).

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Copulas ist ihre Invarianz unter streng mo-
noton wachsenden Transformationen.
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Kapitel 2 Multivariate Copulafunktionen

Satz 2.3.5
Sei X = (Xi,...,X,)T ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und
Copula C, weiter seien Ti,...,T, streng monoton wachsende Funktionen auf

ranXy,...,ranX,. Dann besitzt der Zufallsvektor (T1(X,),...,T,(X,)) ebenfalls die
Copula C.

Beweis.
Siehe (Embrechts et al., 2001, S. 6).

Im Folgenden soll eine Ordnung auf der Menge der Copulas eingefiihrt werden.

Definition 2.3.1
Seien C und C, zwei Copulas, dann heil3t C; kleiner als Cy oder kurz C; < C5, wenn

Ci(u) < Co(u)  firalleu € [0, 1] 2.4)

gilt. Analog sagt man, C ist grofser als Cy oder kurz C >~ Cs, wenn C (u,v) > Co(u,v)
fiir alle u, v € [0, 1] ist.

O

Nicht jedes Paar von Copulafunktionen ist in dieser Ordnung vergleichbar, sie ist so-
mit unvollstdndig auf der Menge von Copulafunktionen. Es gibt jedoch viele wich-
tige parametrische Familien, die im Sinne von (2.4) vollstindig geordnet sind. So sei
C := {Cyv € O} eine einparametrische Copulafamilie. Man bezeichnet C als positiv
geordnet, wenn Cy, < (Cy, ist, wenn ¢, < 65, sieche (Embrechts et al., 2001, S. 5).
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Kapitel 3

Abhangigkeitskonzepte

Im ersten Teil des 3. Kapitels sollen der lineare Korrelationskoeffizient und seine
Eigenschaften beleuchtet werden. Auch wenn dieses Mal$ sehr beliebt ist und héu-
fig als Standardmittel zur Abhdngigkeitsmodellierung in der multivariaten Statistik
eingesetzt wird, verfiigt nicht jede Verteilung iiber eine lineare Abhingigkeitsstruk-
tur. Die Anwendung des linearen Korrelationskoeffizentes ist daher nicht unproble-
matisch und kann sogar irrefithrend sein. Es sollen aus diesem Grund alternative
Abhiéngigkeitsmalie vorgestellt werden, die iiber den Begriff der Konkordanz defi-
niert werden. Ziel ist es jedoch zu zeigen, dass diese Mal3e als Funktionale der Co-
pulafunktionen dargestellt werden kdénnen, und damit die Zusammenhangsstruk-
turen unabhéngig von den jeweiligen Randverteilungen beschreiben.

3.1 Lineare Korrelation

Definition 3.1.1

Sei (X,Y)? ein bivariater Zufallsvektor mit 0 < Var(X), Var(Y) < oo, dann ist der
lineare Korrelationskoeffizient oder der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient ge-
geben durch

Corr(X,Y) = Cov(X, Y) 3.1)

N VVar(X)/Var(Y)
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O

Es wird im Folgenden hdufig nur von linearer Korrelation oder Korrelation gespro-
chen.

Der Ausdruck in (3.1) beschreibt ein Mal} fiir lineare Abhédngigkeit. Demnach sind
zwei Zufallsvariablen X und Y perfekt linear abhdingig, wenn sich die eine fast si-
cher als lineare Abbildung der anderen darstellen lasst, Y = 0X + bfiira € R\{0}
und b € RR. Der Korrelationskoeffizient nimmt dabei die Werte 1 und —1, d.h.

| Corr(X,Y) |= 1.In sonstigen Fillen (der nichtperfekten Abhédngigkeit) ist

| Corr(X,Y) |< 1, vergleiche (Embrechts et al., 1999, S. 6).

Es soll nun der bivariate Fall genutzt werden, um eine allgemeine Definition fiir die
Korrelation zwischen zwei multivariat verteilten Zufallsvariablen anzugeben. Man
konstruiert dazu fiir X = (Xy,...,X,,)TundY = (V3,...,Y,,)" ausjeweils paarwei-
se ermittelten Kovarianzen und Korrelationskoeffizienten n x m-Matrizen Cov(X,Y)
und Corr(X,Y):

Cov(X,Y);; := Cov(X;,Y)),

Corr(X,Y);; == Corr(X;,Y;), 1<i<n, 1<j<m.

Nicht selten braucht man die Kovarianz oder die Korrelation innerhalb eines Vek-
tors X. In diesem Fall setzt man Var(X) := Cov(X, X). Aus der multivariaten Statis-
tik ist bekannt, dass diese Matrizen symmetrisch und positiv semi-definit sind.

Sei (X,Y)T ein bivariater Zufallsvektor, o, v € R\{0} und 3, § € IR. Die folgende
Eigenschaft zeigt, dass der lineare Korrelationskoeffizient invariant unter den streng
monoton wachsenden linearen Transformationen ist

Corr(aX + 3,7Y +0) = sgn(avy) Corr(X,Y).
Auch im allgemeinen Fall lassen sich die Kovarianz und die Korrelation unter der
Anwendung von linearen Operationen leicht berechnen. Seien + — Az + a und

y — By + b lineare Transformationen mit A € R*", B ¢ R>*™, ¢ ¢ R*, b ¢ R, X
n-dimensionale und Y m-dimensionale Zufallsvariablen, dann ist

Cov(AX +a, BY +b) := ACov(X,Y)B".
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3.1 Lineare Korrelation

Speziell fiir jede lineare Kombination o’ X mit o € IR” erhélt man
Var(a’ X) = o’ Cov(X)a,
sieche (Embrechts et al., 1999, S. 7).

Die leichte Handhabung und die einfache Manipulation unter den linearen Trans-
formationen sind die bedeutendsten Griinde fiir die grol3e Popularitdat und weite
Verbreitung der Kovarianz und Korrelation. Insbesondere in der praxisnahen Lite-
ratur findet diese Methode zur Abhingigkeitsbestimmung grollen Anklang. In der
Tat ist fiir viele bivariate Verteilungen die Berechnung der zweiten Momente sogar
simpler als die des Erwartungswertes. Und auf der Grundlage einer Stichprobe las-
sen sich mit geringem Rechenaufwand gute Ndherungen fiir die Kovarianz und Kor-
relation herleiten. Trotz dieser Vorteile sollte die Korrelation nicht uneingeschrankt
verwendet werden, denn nichtlineare Zusammenhinge, auch wenn sie sehr stark
sind, werden im Allgemeinen von ihr nicht erfasst und kénnen in der Anwendung
zu falschen oder verzerrten Auswertungen fiihren. Aus diesem Grund soll im Fol-
genden auf die Nachteile und mogliche Fehlschliisse beziiglich der linearen Korre-
lation genauer angegangen werden.

* Ein Defizit der linearen Korrelation ist, dass sie fiir Verteilungen mit unend-
licher Varianz (engl. havy-tailed distributions) nicht definiert ist. Das betrifft
eine Vielzahl von Verteilungen und ist somit fiir ein Abhdngigkeitsmal$ nicht
ideal. Beispielsweise, sind die Kovarianz und Korrelation einer bivariaten ¢-
Verteilung mit v Freiheitsgraden fiir » < 2 nicht definiert, sieche (Embrechts
etal., 1999, S. 7-8).

* Ein moglicher Fehlschluss tritt in Bezug auf die folgende Aussage auf. Zwei Zu-
fallsvariablen sind dann unkorreliert, wenn sie unabhéngig sind. Diese Aussa-
ge ist uneingeschrinkt richtig, doch die Umkehrung, auch wenn es falschli-
cherweise oft angenommen wird, ist im allgemeinen Fall falsch. Nimmt man
beispielsweise X ~ N(0,1) und Y = X?, so ist klar, dass die beiden Zufallsgré-
Ben nicht unabhéngig sind. Jedoch sind sie wegen Cov(X, X?) = E(X?) und
[E(X?) = 0 unkorreliert, vergleiche (Embrechts et al., 1999, S. 8). Die einzige
Ausnahme sind die Komponenten eines multivariat normalverteilten Zufalls-
vektors. Diese sind genau dann unabhingig, wenn sie unkorreliert sind. Dabei

17



Kapitel 3 Abhédngigkeitskonzepte

istdie Bedingung, dass die gemeinsame Verteilung des Vektors normal ist, ent-
scheidend. Es soll im nédchsten Punkt genauer darauf eingegangen werden.

Ein weiterer moglicher Fehlschluss ist die Behauptung, die Randverteilungen
und Korrelation bestimmen die gemeinsame Verteilung eines Zufallsvektors
eindeutig. Im Allgemeinen kénnen jedoch zu den vorgegebenen Randvertei-
lungen und der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors unendlich viele gemein-
same Verteilungen existieren. Eine Ausnahme bildet die Klasse der elliptischen
Verteilungen. Diese Klasse zeichnet die Eigenschaft aus, dass die gemeinsame
elliptische Verteilung iiber die elliptische Randverteilungen gleichen Typs ver-
fiigt. Umgekehrt bestimmen die elliptischen Randverteilungen gleichen Typs
und gegebene Kovarianzmatrix ihre gemeinsame Verteilung, falls bekannt ist,
dass diese elliptisch ist, eindeutig. Aus diesem Grund kann Korrelation in
der elliptischen Verteilungsklasse als natiirliches Abhédngigkeitsmald angese-
hen werden. Lisst man jedoch die Bedingung, dass die gemeinsame Vertei-
lung elliptisch sein muss, fallen, so gibt es auch fiir elliptische Randverteilun-
gen gleiche Typs und vorgegebene Korrelation unendlich viele Méglichkeiten
fiir die gemeinsame Verteilung. Dieser Sachverhalt soll anhand eines Beispiels
demonstriert werden.

Es sollen dazu zwei Zufallsvariablen X und Y betrachtet werden, die jeweils
standardnormalverteilt und unkorreliert sind. Unter der Annahme, dass die
gemeinsame Verteilung elliptisch sein soll, ist der Vektor (X, Y)” bivariat stan-
dardnormalverteilt mit der Dichtefunktion

]_ 1 2 2
— — e 3@y
f(x,y) 5 ©

Die Iso-Kurven von f(z,y) sind in der linken Graphik der Abbildung 3.1 darge-
stellt. Die rechte Graphik zeigt Iso-Kurven der Dichtefunktion

e

o) = G [(VEE e ) s (VB E o)
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3.1 Lineare Korrelation

f(x.y) ax.y)

Abbildung 3.1: Iso-Kurven von zwei bivariaten Dichtefunktionen mit jeweils identischen
und standardnormalverteilten Randverteilungen, jedoch unterschiedli-
cher Abhédngigkeitsstruktur.

Anhand dieser Darstellung ist gut erkennbar, dass die Iso-Kurven keine ellip-
tische Form haben und die Dichtefunktion ¢(z,y) somit nicht zu der ellipti-
schen Verteilungsklasse gehort. Trotzdem erfiillt sie wegen

oxl@) = = [ [(VaeF - e e o (VEeE — o) ey

2r ) o
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und

Corr(X,Y) = [E(XY)
= / / zy g(z,y) dz dy
0

die oben genannten Bedingungen.

* Ein weiterer Nachteil der linearen Korrelation ist, dass sie nur unter linearen
streng monoton wachsenden Transformationen invariant ist. Im Allgemeinen
gilt also fiir 7 : R — IR nichtlinear streng monoton wachsend und zwei Zu-
fallsvariablen X und Y:

Corr(T(X),T(Y)) # Corr(X,Y).

Betrachtet man zum Beispiel einen bivariaten standardnormalverteilten Zu-
fallsvektor (X,Y)” mit der Korrelation Corr(X,Y) und wendet darauf als
Transformation die Standardnormalverteilung @, so erhdlt man

6 Corr(X,Y) )

Corr(T(X),T(Y)) = —arcsin(

T 2

vergleiche (Embrechts et al., 1999, S. 8) oder (Schweizer, 1991, S. 31).

3.2 Copulabasierte AbhangigkeitsmaBe

Im Abschnitt 3.2 soll der Abhéngigkeitskonzept der Konkordanz angeschaut wer-
den. Dazu werden die Rangkorrelationskoeffizienten von Kendall und Spearman
vorgestellt, die einige im Abschnitt 3.1 erlduterte Schwichen der Korrelation iiber-
winden. Entscheidend fiir die weitere Betrachtung ist aullerdem, dass die Konkor-
danzmale als Funktionale der Copulafunktionen dargestellt werden konnen, wes-
halb sie hier auch als copulabasierte Abhdngigkeitsmale bezeichnet werden.
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3.2 Copulabasierte AbhdngigkeitsmalSe

3.2.1 Konkordanz

Es soll nun der Begriff der Konkordanz eingefiihrt werden, der vom Lataini-
schen "concordare" abgeleitet wird und "tibereinstimmen"(Pertsch and Lange-
Kowal (1999)) bedeutet. Anschaulich lidsst sich die Konkordanz so beschreiben: zwei
Zufallsvariablen X und Y sind konkordant, wenn die gro8en Beobachtungswerte
von X mit den gro8en Beobachtungswerten von Y und entsprechend auch die klei-
nen Werte von X mit den kleinen Werten von Y zusammenhéngen, siehe (Nelsen,
2006, S. 157-158)

Definition 3.2.1
Zwei Beobachtungen (z1, y»)” und (x5, 3,)7 eines stetigen Zufallsvektors (X, Y)? hei-
Ben

e konkordant, wenn

(21 — z2)(h — y2) > 0,
e diskordant, wenn

(x1 —x2)(y1 —y2) < 0.

O

Basierend auf der Konkordanz definiert man ein Mal§ zur Abhédngigkeitsbestim-
mung, der in seinen Eigenschaften viele Defizite der Korrelation aufhebt, siehe (Nel-
sen, 2006, S. 168-169).

Definition 3.2.2

Ein reellwertiges Zusammenhangsmal x- zwischen zwei stetig verteilten Zufalls-
variablen X und Y, deren Copula C ist, wird Konkordanzmafs genannt, wenn es
folgende Bedingungen erfiillt:

1. k¢ existiert fiir jedes Paar von stetig verteilten Zufallsvariablen X und Y;
2. -1 <ke(X)Y) < 1L ke(X, X) = lund ke (X, - X) = —1;
3. ke(X,Y) = ke(Y, X);

4. wenn X und Y unabhidngig, soist k¢ (X,Y) = kp = 0;

21



Kapitel 3 Abhédngigkeitskonzepte

5. Iic(—X, Y) = H0<X, —Y) = —H0<X7 Y),
6. wenn ' und C; Copulas mit C; < C sind, so ist k¢, < Ke,;

7. ist (X, Y, ) eine Folge von stetig verteilten Zufallsvariablen mit den Copulas C,,
und konvergiert die Folge C,, punktweise gegen C, so gilt: lim,, ., k¢, = kc-.

O

Als Auswirkung der Definition 3.2.2 erhélt man den folgenden Satz, siehe (Nelsen,
2006, s. 169).

Satz 3.2.1

Sei k¢ ein Konkordanzmafs fiir zwei stetig verteilte Zufallsvariablen X undY , deren
Copula C' ist, dann gelten:

1. wennY = T(X) fs. undT streng monoton wachsend, dann ist

ko(X,Y) = kv = 1

2. wennY = T(X) fs. undT streng monoton fallend, dann ist

’%C(X7Y> = Rw = _]-7

3. sind « und g streng monotone Funktionen aufranX undranY, so ist

ro(a(X),B(Y)) = ke(X,Y).

3.2.2 Kendall’s 7 und Spearman’s p

Definition 3.2.3

Seien (X1, ;)" und (X, Y»)” zwei unabhingige Kopien eines Zufallsvektors (X, Y)7.
Dann wird durch

7(X,Y) = IP((X1 —X)(Yi - Ya) > o) . IP((X1 X)) (Y- Ys) < o) (3.2)

der Rangkorrelationskoeffizient von Kendall oder Kendall’s  definiert, vergleiche
(Nelsen, 2006, S. 158).
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O

Kendall’s 7 ist also die Differenz der Wahrscheinlichkeiten fiir Konkordanz und Dis-
kordanz. Der folgende Satz gibt die bereits erwdhnte Darstellung des Kendall’s 7 als
Funktional der Copula an, siehe (Nelsen, 2006, S. 161).

Satz 3.2.2
Seien X undY zwei stetige Zufallsvariablen, deren zugehdrige Copula C ist. Dann
ldisst sich Kendall’s T fiir (X,Y)" schreiben als

T(X,Y) = 4/ C(u,v)dC(u,v) — 1. 3.3)
[0,1]?

Man bemerke, dass das Integral in (3.3) sich auch als Erwartungswert einer Funkti-
on C(U, V) interpretieren ldsst, also

7(X,Y) = 4E(C(U,V)) — L.

Dabei sind U und V auf [0, 1] gleichverteilt und haben die gemeinsame Verteilungs-
funktion C.

Ahnlich Kendall’s 7 wird Spearman’s p basierend auf den Wahrscheinlichkeiten fiir
Konkordanz und Diskordanz eingefiihrt.

Definition 3.2.4
Seien (X1,Y))T, (X5, Y3)T und (X,,Y5)" drei unabhingige Kopien eines Zufallsvek-
tors (X, Y)T. Dann definiert

p(X,Y) = 3[]P((X1 X)) (Y- V) > 0) - IP((X1 X)) (Y- ) < o)] (3.4)

den Rangkorrelationskoeffizienten von Spearman oder Spearmans p, vergleiche
(Nelsen, 2006, S. 167).

O

Der folgende Satz soll zeigen, dass auch Spearman’s p als Funktional der Copula
geschrieben werden kann, vergleiche (Nelsen, 2006, S. 167).
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Satz 3.2.3
Seien X undY zwei stetige Zufallsvariablen, deren zugehdrige Copula C' ist. Dann
ldisst sich Spearman'’s p fiir (X,Y)" schreiben als

p(X,Y) = 12/ C(u,v)dudv —3 = 12// uvdC(u,v) — 3. (3.5)
[0,1]2 [0,1)2

Man beachte, dass der Ausdruck in (3.5) als Erwartungswert einer bivariaten Funk-
tion UV mit auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen U und V' und der gemein-
samen Verteilungsfunktion C' gedeutet werden kann. Benutzt man weiter, dass auf
[0,1] gleichverteilte Zufallsvariablen den Erwartungswert ; und die Varianz -5 ha-
ben, so ldsst sich das Integral umformen in

p(X)Y) = 12// wdC(u,v) —3 = 12IE(UV) —3
[0,1]?
_ E@V)-1 _ EUV)-EU)E(V)
= \/Var(U)/Var(V)
= Corr(U,V).

Damit ist Spearman’s p fiir X und Y gleich der Bravais-Pearson-Korrelation fiir U
und V. Setzt man aullerdem U = F;(X) und V = F5(Y) mit stetigen Verteilungs-
funktionen G und H an, so erhélt man:

p(X,Y) = Corr(Fi(X), F»2(Y)),
vergleiche (Nelsen, 2006, S. 169-170).

Im Abschnitt 3.2.1 wurden die Eigenschaften eines Konkordanzmalies beschrieben.
Der nachfolgende Satz zeigt, dass Kendall’s 7 und Spearman’s p diese Eigenschaften
erfiillen und somit selbst Konkordanzmafe sind.

Satz 3.2.4

Sind X undY zwei stetige Zufallsvariablen, deren zugehorige Copula C ist, so erfiillen
Kendall’s 7 (3.2) und Spearman’s p (3.4) alle Eigenschaften aus der Definition 3.2.2
und dem Satz 3.2.1 fiir die Konkordanzmafse.

Bewelis.
Siehe (Nelsen, 2006, S. 169).
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Mit dem Konkordanzmal wurde ein MaR fiir die Abhéngigkeit definiert, das viele
wiinschenswerte Eigenschaften erfiillt. Jedoch hat die Definition 3.2.2 in der 4. Ei-
genschaft eine Schwiche, denn zwei Zufallsvariablen kénnen trotz - = 0 abhédngig
sein. Dies sollte bei einem Abhingigkeitsmald idealerweise nicht der Fall sein. Aus
diesem Grund soll im Folgenden ein MaR fiir die Abhéngigkeit angeben werden,der
diese Schwiche tiberwindet und den Wert 0 genau dann annimmt, wenn die Zu-
fallsvariablen unabhingig sind, siehe (Nelsen, 2006, S. 208) oder (Schweizer, 1991,
S. 30-31).

Definition 3.2.5

Ein reellwertiges Zusammenhangsmal} - zwischen zwei stetig verteilten Zufalls-
variablen X und Y, deren Copula C ist, wird Abhdngigkeitsmaf$ genannt, wenn es
folgende Bedingungen erfiillt:

1. J¢ existiert fiir jedes Paar von stetig verteilten Zufallsvariablen X und Y;
2. 0<6c(X)Y) <15

3. 6c(X,Y) = dc(Y, X);

4. ¢(X,Y) = 0genau dann, wenn X und Y unabhéngig sind;

5. 0¢(X,Y) = 1 genau dann, wenn jede der Zufallsvariablen X und Y f.s. eine
streng monotone Funktion der anderen ist;

6. sind a und (§ streng monotone Funktionen auf ranX und ranY, so ist

7. ist (X,,,Y,) eine Folge von stetig verteilten Zufallsvariablen mit den Copulas
C,, und konvergiert die Folge C,, punktweise gegen C, so gilt: lim,,_,., d¢,, = dc.

O
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Um ein Beispiel fiir ein solches Abhédngigkeitsmall anzugeben, wird Spearman’s p
betrachtet und die bereits bekannte Gleichung (3.5) umgeschrieben

p(X,Y) = 12/ C(u,v)dudv —3
[0,1)2

~ 12 / /[0 [0 ) e awa
~ 12 / /[O 000 Pl ) aP(u).

Damit ist Spearman’s p bis auf Vorzeichen proportional zu dem Volumen zwischen
den Graphen der Copula C' und der Produktcopula P. Ersetzt man die Differenz
[C(u,v) — P(u,v)] durch die absolute Differenz | C'(u,v) — P(u,v) |, so erhédlt man ein
Mal, das auf dem L,-Abstand zwischen den Graphen von C' und P basiert. Dieses
MaR, das nach seinen Entdeckern Schweizer und Wolff benannt wurde, erfiillt alle
gewliinschten Eigenschaften und ist somit gemi der Definition 3.2.5 ein Abhingig-
keitsmal3, siehe (Nelsen, 2006, S. 209) oder (Schweizer, 1991, S. 30).

Definition 3.2.6
Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen, deren zugehorige Copula C ist. Dann
ist das Mafs von Schweizer und Wolff oder Schweizer und Wolff’s o gegeben durch

o= 12// | C(u,v) —uv | dudwv. (3.6)
[0,1]2
0J

Satz 3.2.5

Seien X undY stetig verteilte Zufallsvariablen, deren zugehérige Copula C' ist. Dann
ist das in (3.6) definierte Mafs o ein Abhdingigkeitsmafs und erfiillt alle in der Defini-
tion 3.2.5 aufgefiihrten Eigenschaften.

Beweis.
Siehe Schweizer and Wolff (1981) oder (Nelsen, 2006, S. 209).

3.2.3 Asymptotische Randabhangigkeit

Es wurden bereits Abhdngigkeitskonzepte vorgestellt, die auf der Beschreibung, wie
die grollen (oder kleinen) Werte einer Zufallsvariablen mit den grof3en (oder klei-
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3.2 Copulabasierte AbhdngigkeitsmalSe

nen) Werten der anderen Zufallsvariablen zusammenhéngen, basieren. In praxis-
orientierten Anwendungen ist oft interessant, wie sich solche Zusammenhénge in
Extremsituationen entwickeln. Aus diesem Grund soll in diesem Abschnitt ein Kon-
zept angeschaut werden, der die Abhingigkeiten zwischen Extremwerten zweier
Zufallsvariablen untersucht.

Definition 3.2.7
Seien X und Y zwei stetig verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F}
und F5. Dann bezeichnet

Ao = lim P(Y > F, (o) | X > F () (3.7)

a—1—

den Koeffizienten fiir die obere asymptotische Randabhdngigkeit von X und Y, falls
der linksseitiger Grenzwert Ao € [0, 1] existiert. Infolgedessen heien X und Y

* asymptotisch abhdingig im oberen Rand, wenn \s € (0, 1],
* asymptotisch unabhdingig im oberen Rand, wenn \o = 0.
U

Demnach sind X und Y asymptotisch abhdngig im oberen Rand, wenn eine positive
Wahrscheinlichkeit fiir das tendenziell gleichzeitige Auftreten der grof3en Realisie-
rungen von X und Y besteht. Die Abbildung 3.2 zeigt die Darstellung von 10.000
simulierten Datenpaaren zweier bivariaten Verteilungen mit jeweils standardnor-
malverteilten Randverteilungen und Korrelation von 0, 9. Auch wenn man tiber Si-
mulation keine eindeutige Aussage iiber die asymptotische Randabhédngigkeit ma-
chen kann, so ldsst sich anhand der Bilder eine Vermutung anstellen. Das linke Dia-
gramm zeigt eine kompakte Streuung in Form einer Ellipse und ldsst sowohl oben
als auch unten keine oder sehr geringe asymptotische Randabhéngigkeit erkennen.
Tatsdchlich wird man im Kapitel 4 sehen, dass die der Simulation zugrunde liegende
Normal-Copula mit dem Korrelationskoeffizienten Corr = 0,9 keine asymptotische
Randabhédngigkeit im oberen und unteren Rand besitzt. Die Punktewolke im rech-
ten Diagramm ist auf der Grundlage einer ¢-Copula mit v = 2 Freiheitsgraden simu-
liert und zeigt erkennbare Ausschweifungen im oberen und unteren Bereich, was
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Kapitel 3 Abhédngigkeitskonzepte

Normal-Copula t-Copula

Abbildung 3.2: 10.000 simulierte Datenpaare der Normal-Copula auf der linken Seite und
t-Copula mit v = 2 Freiheitsgraden auf der rechten Seite. Die Randvertei-
lungen sind jeweils identisch und standardnormalverteilt mit Korrelation

von 0, 9.

auf entsprechende asymptotische Randabhédngigkeiten hindeutet. Bei der ausfiihr-
lichen Betrachtung der ¢-Copula im Kapitel 4 wird sich zeigen, dass im vorliegenden
Fall >\O = )\U = 0, 72 ist.

Das Konzept der unteren asymptotischen Randabhéngigkeit ldsst sich nun in ana-
loger Weise einfiihren.

Definition 3.2.8
Seien X und Y zwei stetig verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F;
und F;. Dann bezeichnet

Ay = lim P(Y < Fy (@) | X < F{ (a)) (3.8)

a—0+

28



3.2 Copulabasierte AbhdngigkeitsmalSe

den Koeffizienten fiir die untere asymptotische Randabhdingigkeit von X und Y/, falls
der Grenzwert Ao € [0, 1] existiert. Infolgedessen heifen X und YV’

* asymptotisch abhdingig im unteren Rand, wenn \;; € (0, 1],
* asymptotisch unabhdingig im unteren Rand, wenn )\ = 0.

O

Gemadl der Definition fiir bedingte Wahrscheinlichkeit kann man den Ausdruck
P(Y > Fy (u) | X > F| (u)) umformen in

PY > 5 (u) [ X > F (u))

P(F(X) > u, Fp(Y) > u)
P(F(X) > u)
1 -P(F(X)>uV FE(Y)>u)
- P(F(X) < u)
1-P(F(X) <u) —P(FY) <u) —PF(X) <u FKY)<u)
1—P(F(X) < u) '

Der Wahrscheinlichkeitsausdruck in (3.8) lasst sich auf gleiche Weise umschreiben
in
P(F(X) <u, Fy(Y) <w)

P(Y < F; (u) | X < Fy () = P(F (X) < u)

Daraus wird der nachfolgende Satz abgeleitet, der die asymptotische Randabhén-
gigkeit als eine Eigenschaft der Copula interpretieren ldsst.

Satz 3.2.6
Seien X undY zwei stetig verteilte Zufallsvariablen mit den zugehdrigen Copula C

und der Uberlebenscopula C. Wenn die in (3.7) und (3.8) definierte Grenzwerte exis-
tieren, so gilt:

1-2 1—
Ao = lim Clu,u) = lim ut Clu, ) = 2— lim —C(u,u)
u—1— — U u—1— 1—wu U] — 1—u
und .
Ay = lim (u, u)
u—0+ u
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Bei \o € (0, 1] (A\y € (0, 1)) spricht man davon, dass die Copula C' die obere (untere)
asymptotische Randabhingigkeit besitzt. Wenn Ao = 0 (\y = 0) ist, so hat C keine
obere (untere) asymptotische Randabhingigkeit, siehe (Nelsen, 2006, S. 215).

Fiir Copulas mit komplexer Struktur, wie beispielsweise die Normal- oder die t-
Copula, eignet sich eine andere Formel fiir die asymptotische Randabhédngigkeit
besser, vergleiche (Embrechts et al., 1999, S. 18). Seien U; und U, auf [0, 1] gleich-
verteilte Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion C'(u,, us), die in
beiden Variablen u, und u, differenzierbar ist. Wendet man die Regel von I'Hospital
an, so lasst sich der Grenzwert \p umformen in

d
Ao = — lir{l w = linln PU; >u| U =u)+ linln P(U; > u| Uy =u).
u— 11— u u—1l— u—1—
Lassen sich die Variablen der Copula C vertauschen in dem Sinne, dass (U, U,)” <
(U,, Up)T, dann folgt

>\O =2 11I{17]P(U2 >Uu ‘ Uy :u)

Sind auBerdem U; und U, identisch verteilt, dann erhélt man oft unter der An-
wendung der Quantil-Transformation F; ! auf beide Randverteilungen eine bivaria-
te Verteilung mit bekannten bedingten Randverteilungen, die die Berechnung des
Grenzwertes moglich macht. Setzt man also voraus, dass F} eine stetige und streng
monotone Verteilungsfunktion mit infinitem rechtem Endpunkt ist, dann ist

)\0 = 2 llI{l_]P(U2>u’U1:U)

= 2lim P(FyHU,) > o | FHUY) = )

T—00

fiir (X17 XQ)T ~ C(Fl(xl), FQ(Z’Q))
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3.2 Copulabasierte AbhdngigkeitsmalSe

Unter allen getroffenen Voraussetzungen und mit gleichen Uberlegungen kann fiir
die untere asymptotische Randabhéngigkeit A\ folgende Formel hergeleitet wer-
den:

= 2 hI{l_]P(UQ <ul|U; =u)

= 21lim P(Fy Y (Us) <z | F7H(UY) =)

Tr—00

siehe (Glauser, 2003, S. 85-86).
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Kapitel 4

Elliptische Copulaklasse

In den vorherigen Kapiteln wurden die allgemeine Copulatheorie, das Konzept der
Abhidngigkeit und einige copulabasierte Abhédngigkeitsmalle betrachtet. In diesem
Kapitel wird eine parametrische Copulafamilie, die elliptischen Copulafunktionen,
untersucht. Parametrisch heilt eine Copulafunktion, wenn sie durch einen endlich-
dimensionalen Parameter beschrieben wird.

Auf dem Weg zu den elliptischen Copulafunktionen soll die Klasse der sphérischen
und elliptischen Verteilungen analysiert werden. Eine Zusammenfassung wichtiger
und interessanter Eigenschaften soll ein besseres Verstandnis tiber diese Art der Ver-
teilungen schaffen.

Anschliellend wird die elliptische Copulafamilie anhand von zwei wichtigen Vertre-
tern, der multivariaten Normal-Copula und der multivariaten ¢-Copula, vorgestellt.
Fiir jede Copulafunktion wird die funktionale Form und die Darstellung von eini-
gen copulabasierten Abhédngigkeitsmalen hergeleitet. Es wird aullerdem gezeigt,
dass der Rangkorrelationskoeffizient von Kendall in direkter Beziehung zum Para-
meter der elliptischen Copulafunktionen steht und in diesem Zusammenhang fiir
die Schatzung des Parameters eingesetzt werden kann. Zur Generierung der gemaR
der jeweiligen Copula verteilten Realisierungen werden geeignete Algorithmen an-
gefiihrt.

33



Kapitel 4 Elliptische Copulaklasse

4.1 Spharische und elliptische Verteilungen

Es gibt einige Ansitze, die sphidrischen und elliptischen Verteilungen zu definieren.
So stellt die sphérische Verteilung die Erweiterung der Standardnormalverteilung
N,(0,I,) dar und die elliptische Verteilung ist die Erweiterung der multivariaten
Normalverteilung N, (i, ). Bekannterweise kann die Normalverteilung N,,(u, 3)
tiber die Standardnormalverteilung N, (0,1,) definiert werden. Sei X ~ N, (u, %),
dann gilt:

X <L pu+ATY,

wobei Y ~ N,(0,I,) und ¥ = ATA. Aus dieser Darstellung heraus lassen sich viele
Eigenschaften von N,,(0,L,) auf N,,(u, 3) tibertragen, siehe (Fang et al., 1989, S. 27).
Es kann gezeigt werden, dass einige interessante Eigenschaften und Ergebnisse, die
uns von der Klasse der Normalverteilungen bekannt sind, in gleicher Weise fiir die
sphérischen und elliptischen Verteilungsklassen gelten.

Als erstes sollen die Definition und Eigenschaften der sphérischen Verteilung be-
trachtet werden, um anschlielend die elliptische Verteilungsklasse zu analysie-
ren.

Definition 4.1.1
Ein n-dimensionaler Zufallsvektor X ist sphdirisch verteilt, wenn fiir jedes I" € O(n)

X < X,

gilt. Dabei bezeichnet O(n) die Menge der orthogonalen n x n-Matrizen und das
Symbol 4 steht fiir die Verteilungsgleichheit von zwei Zufallsvariablen.

OJ

Also heilst X sphdrisch verteilt, wenn die Verteilung von X invariant gegeniiber
orthogonalen Transformationen ist. Anschaulich bedeutet das, dass bei einer
bivariaten sphérischen Verteilung die Konturlinien der Dichtefunktion Kreise sind.
Eine dquivalente Art, sphérische Verteilungen zu definieren, zeigt der folgende Satz.
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Satz 4.1.1
Ein n-dimensionaler Zufallsvektor X ist genau dann sphdrisch verteilt, wenn seine

charakteristische Funktion 1 (tb) eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften er-
fiillt:

1. Y(TTt) = (t) fiireinT € O(n);

2. Es existiert eine Funktion ¢(-) von der Skalarvariablen t''t, so dass

Y(t) = o(t7t) = o([[t]). (4.1)

Beweis.
Siehe (Fang et al., 1989, S. 28).

Wenn die charakteristische Funktion von X die Form wie in (4.1) besitzt, so wird
die Funktion ¢(-) charakteristische Generatorfunktion genannt und die sphédrische
Verteilung von X kurz mit S,,(¢) notiert.

Beispiel 4.1.1

Ein n-dimensionaler, auf der Einheitssphire S,, := {u € R" | |jul|> = 1} gleichver-
teilter Zufallsvektor U ist gemdR der Definition 4.1.1 sphérisch verteilt, siehe (Fang
etal., 1989, S. 28).

O

Zukiinftig soll ein n-dimensionaler Zufallsvektor, der auf der Einheitssphire S,
gleichverteilt ist, mit U™ bezeichnet werden.

Beispiel 4.1.2 (Multivariate Standardnormalverteilung)

Sei X ~ N, (0,1,), dann weil man, dass die Komponenten X; ~ N(0,1),7 = 0,...,n,
unabhingig sind und die charakteristische Funktion v;(t;) = exp(—t?/2) besitzen.
Die charakteristische Funktion von X ist

0(t) = exp (— 56+ +22)) = exp (— 5ll6I?).

Demnach weist ) die Form wie in (4.1) mit der charakteristischen Generatorfunk-
tion ¢(u) = exp(—u/2) auf. Die standardnormalverteilte Zufallsvariable X ist also
sphérisch verteilt, siehe (Fang et al., 1989, S. 28).

35



Kapitel 4 Elliptische Copulaklasse

O

Es wurde gezeigt, dass die charakteristische Funktion einer sphérisch verteilten Zu-
fallsgroe sich iiber eine gewisse Skalarfunktion generieren lasst. Interessant ist die
Frage, wie man solche Generatorfunktionen darstellen kann. Um die Frage zu be-
antworten, soll ein neuer Begriff eingefiihrt werden.

Sei ¢, die Familie aller moglichen charakteristischen Generatorfunktionen fiir
einen n-dimensionalen Zufallsvektor und definiert iiber

®, = {6(-) | p(t] + - -- + t2) ist eine n-dimensionale charakteristische Funktion}.

Es ist leicht zu sehen, dass ®; D ®, O ®;... gilt, siehe (Fang et al., 1989, S. 29).

Satz 4.1.2
Eine Funktion ¢ gehort genau dann zu ®,,, wenn

olx) = / " (e dF(r), (4.2)

wobei F(-) eine Verteilungsfunktion auf [0, cc0) und
T, dx

n

mit S dem Volumeninhalt von der Einheitssphdre S,,. Demnach ist 1, (y'y) die cha-
rakteristische Funktion der Zufallsvariablen U™

Beweis.
Siehe (Fang et al., 1989, S. 29-30).

In direkter Konsequenz aus dem Satz 4.1.2 lasst sich folgende Darstellung einer
sphérisch verteilten Zufallsvariablen herleiten, vergleiche (Fang et al., 1989, S. 30-
31).

Korollar 4.1.1
Sei X ein n-dimensionaler sphdrisch verteilter Zufallsvektor mit der charakteristi-
schen Generatorfunktion ¢(t't) und ¢ € ®,,. Dann besitzt X die Darstellung

X < R, UM,

wobei R, ~ F(z) und unabhdngig von U™ ist, und F(z) in der Beziehung (4.2) zu ¢
steht.
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Wenn immer im Folgenden die Zerlegung X < R,U™ benutzt wird, so ist diese
im Sinne des Korollars 4.1.1 zu verstehen. Der Satz 4.1.3 gibt die Darstellung der
Variablen R, und U™ fiir den Spezialfall, dass X < R,U™ und P(X = 0) = 0,

an.
Satz 4.1.3
AngenommenX < R, U™ und P(X = 0) = 0, so gilt:

X d
1X]|

Aufserdem sind || X|| und X/||X|| unabhdngig.

IX|| £ R,, (4.3)

Beweis.
Siehe (Fang et al., 1989, S. 31).

Es wurde gezeigt, dass die sphérische Verteilung auf verschiedene Arten hergeleitet
werden kann. Im Folgenden soll die Klasse der elliptischen Verteilungen betrach-
tet werden, die als Erweiterung der sphérischen Verteilungsklasse gesehen werden
kann, siehe (Fang et al., 1989, S. 31).

Definition 4.1.2

Seien X ein n-dimensionaler Zufallsvektor, i € IR” und ¥ € R"*" eine nichtnegativ
definite Matrix. Dann sagt man, X ist elliptisch verteilt mit den Parametern g und
Y oderkurzX ~ E,(u, X, ¢), wenn

X <L pu+ATY,
wobei Y ~ Si(¢), A € R™" mit ATA = ¥ und Rang(Z) = k sind.
U

Mit Hilfe der Definition 4.1.2 und des Korollars 4.1.1 ladsst sich eine weitere stochas-
tische Reprdsentation von einer elliptisch verteilten Zufallsgro3e herleiten.

Satz 4.1.4
Einn-dimensionaler Zufallsvektor X ~ E,(u, X, ¢) mitRang(X) = k besitzt die Dar-
stellung

X £ p+ R,ATUR

iir ein Ry, > 0 unabhdngig von U®) und A € R*™" mit ATA = X.
818
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Beispiel 4.1.3 (Multivariate Normalverteilung)
Besitzt ein n-dimensionaler Zufallsvektor X die Darstellung

X L 4+ ATY,

wobei p € R", A € R™*"und Y ~ N,,(0,1,,), dann ist bekannt, dass X multivariat
normalverteilt ist, X ~ N, (¢, X) mit ¥ = ATA. Aus dem Beispiel 4.1.2 weil man,
dass Y ~ S,,(¢) mit ¢(u) = exp(—u/2). Und damit folgt nach der Definition 4.1.2,
dass X ~ &,(u, 3, ¢). Aufgrund des Korollars 4.1.1 und des Satzes 4.1.3 ldsst sich X
dquivalent darstellen als

X £ p+|Y[ATU™,

wobei || Y|| und U™ unabhingig sind.

Beispiel 4.1.4 (Multivariate t-Verteilung)
Seien Z ~ N,,(0,I,) und S ~ x? unabhingige Zufallsvariablen. Dann ist

Y =

Tl
X |

multivariat ¢-verteilt mit v Freiheitsgraden, kurz: Y ~ ¢”(0,1,). Nutzt man die Dar-
stellung aus dem Satz 4.1.3, so erhilt man

o |Z]u®
S

14

Y = R, U™,

wobei R, und U™ unabhingig sind und R, = f\”/'g” mit ||Z]|?> ~ x2. Wegen des

Korollars 4.1.1 ist Y sphérisch verteilt. Sei nun
X L4+ ATY

mit 4 € R" und A € R™*", dann sagt man, X ist multivariat ¢-verteilt zu den Pa-
rametern pu, ¥ = ATA und v Freiheitsgraden. Man schreibt kurz X ~ 7(u, ).
Gemadl der Definition 4.1.2 ist X elliptisch verteilt und es gilt ¢} (s, ) = &,.(p, X, ¢)
fiir eine spezielle Generatorfunktion ¢. Mehr Details zur ¢-Verteilung und ¢ findet
man bei Fang et al. (1989).
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O

Mit den Beispielen 4.1.3 und 4.1.4 wurden zwei wichtige Vertreter der multivariaten
elliptischen Verteilungsklasse prdsentiert, die multivariate Normalverteilung und
die multivariate ¢-Verteilung. Um noch mehr tiber die Verteilungen dieser Klasse
zu erfahren, werden in den ndchsten Sdtzen einige interessante Ergebnisse darge-
stellt.

Satz 4.1.5
SeiX ~ E,(u,X,¢) mit¥ € IRV" vom Rang(X) = k, dann besitzt die charakteristi-
sche Funktion von X die Form

Ux(t) = e Pp(tTSt).

Beweis.

Laut Definition 4.1.2, existiert ein Zufallsvektor Y ~ Si(¢), so dass X 4 p+ ATY
mit ATA = X und A € R"*". Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir charakteristische
Funktionen gilt:

Ux(t) = E(eitTX) = ]E<eitT(u+ATY)>
= MBI = et Trg((At) AY)
N )
[ |

Die Zufallsvariable X muss nicht notwendigerweise eine Dichte besitzen. Falls je-
doch die Dichtefunktion existiert, so muss sie die Form wie im Satz 4.1.6 haben.

Satz 4.1.6

SeiX ~ E,(u,%,¢), wobei p € R* und ¥ € IR*™" positiv definit mit Rang(X) = n
sind. X besitze die stochastische Zerlegung X < 1 + R,ATU®™ mit nichtsiguliirer
Matrix A und ATA = X. AufSerdem sei R,, absolut stetig verteilt mit der Dichte fr,,.
Dann besitzt die Dichtefunktion von X folgende Form:

fx(x) = [B172g(x - )2 x - ). xFEm

wobei

gx(t) = F@)\/f’("’”'fm(ﬂ), t>0.
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Beweis.
Den vollstindigen Beweis findet man bei (Frahm, 2004, S. 8-9) (oder in einer
anderen Form bei Fang et al. (1989)). Hier wird eine Beweisskizze angefiihrt.

RnU(")
auf der

Zunichst wird die Dichte einer sphérisch verteilten Zufallsvariable Y <
hergeleitet. Da R, und U™ stochastisch unabhingig sind und U™
Einheitssphdre S" gleichverteilt ist, lasst sich die gemeinsame Dichte f, ym)

(Z

Mit Hilfe einer geeigneten Variablentransformation kann folgende Darstellung der

bestimmen als

[, ueny(r,u) =

Dichte von Y erreicht werden:

()

27Tn/2

A(y) = Iy~ fr,(

¥l y # 0.

Anschliefend wird die Transformationy — p + ATy =: x benutzt, um die Dichte-
funktion fiir X herzuleiten:

L)

271'"/2

fx(x) = SIT2IAT) = w7 fr, (HAT) ™ (x = w)l)-

Die Funktion gx wird oft als Dichtegenerator von X oder von der Verteilung von X
bezeichnet, siehe (Fang et al., 1989, S. 35). In der graphischen Darstellung sind die
Konturlinien der Dichtefunktion fx Ellipsoide.

Beispiel 4.1.5 (Dichtegenerator der multivariaten Normalverteilung)
Sei X ~ N,(0,I,). Aus dem Beispiel 4.1.3 ist bekannt, dass X < R,U®™, wobei
R, = vVZund Z ~ x2. Die Dichte von Z ist

n
z2 b e

—Qn/QF(g) : ]].z>0.

[SIE%

fz(z) =
Nach der Variablentransformation z — /> =: r, erhilt man die Dichte von R,

fr, (r) = 2rfz(r?).
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4.1 Sphirische und elliptische Verteilungen

Dann ist der Dichtegenerator von X

t
2

gx(t) = g(f/l\/_ YVt t;/q;(ﬁ)
1

_t
—_= . 2 ]]-t>0

(27)n/2

>0

Beispiel 4.1.6 (Dichtegenerator der multivariaten ¢-Verteilung)

Sei X ~ t7(0,1,,). Aus dem Beispiel 4.1.4 ist bekannt, dass X < R, U™, wobei R,
\/_ YZ mit unabhingigen Zufallsvariablen Z ~ x2 und S ~ y2. Fiir die gemeinsame
D1chte von Z und S gilt:

2371 673 s2!- e
fews 29 = Sumnggy T prggy

Durch die Variablentransformation (z, s) — (v/7¥2,s) =: (z,y) kann die Dichte von
R, ermittelt werden:

& 1 l’2y %_1 a2y 1 v_q y 2
T = — | — e w P — 57 e 2. —zgyd
fRn( ) /O 2”/2F(%) < v ) QV/QF(%) v yay

oty (0

2 2

Damit ergibt sich der Dichtegenerator von X:

n+v

T(rtr 1 t\ 2
gx(t) = : . 2 (vm)ni2 (1+ ;) o
2

O

Eine wichtige Eigenschaft der elliptischen Verteilungen ist, dass diese unter der li-
nearen Transformation elliptisch und vom selben Verteilungstyp bleiben.

Satz 4.1.7
SeiX ~ E,(u,X, ¢), B eine ¢ x n-Matrix und b € IR?. Dann gilt:

BX +b ~ E,(Bu+b,BEB”, ¢).
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Beweis.
Fiir den Beweis nutzt man die stochastische Zerlegung von X aus dem Satz 4.1.4,
siehe (Fang et al., 1989, S. 43).

Eine direkte Folgerung aus dem Satz 4.1.7 ist das nachfolgende Korollar. Es zeigt,
dass die Randverteilungen einer multivariaten elliptischen Verteilung selbst ellip-
tisch sind und die gleiche charakteristische Generatorfunktion wie die gemeinsame
Verteilung besitzen. Das bedeutet beispielsweise, dass die multivariate Standard-
normalverteilung tiber standardnormalverteilte Randverteilungen verfiigt.

Korollar 4.1.2
SeiX = (X1, X2)" ~ E,(p, X, ¢) mitX, € IR’ und X, € IR"". Es bezeichnen weiter

ShoS
EX)=p= (M und  Var(X) =2 = [ TP
Wy 31 Yo

den Erwartungsvektor und die Varianzmatrix von X mit pu, € IR’ und ¥, € IR"*?.
Dann gilt:

Xy~ Ep(lh, 311, 0) und Xg ~ En—p(l‘l’272227¢)'

Beweis.
Fiir den Beweis wihle man B = (I,0,(,—p)) bzw. B = (0¢,—p)xp I(n—p)), dann folgt
die Behauptung aus dem Satz 4.1.7.

Sei X = (Xi,...,X,)". Haben alle X; endliche Varianzen und ist ¥ eine Dia-
gonalmatrix, so weill man, dass die Komponenten von X unkorreliert sind. Der
nachfolgende Satz, siehe (Muirhead, 1982, S. 35), zeigt, dass die unkorrelierten Zu-
fallsvariablen Xj, ..., X, nur dann (paarweise) stochastisch unabhéngig sind, wenn
die gemeinsame Verteilung Normalverteilung ist. Das bedeutet, wenn der Vektor
X nicht multivariat normalverteilt ist, sind die Komponenten Xj, ..., X, zwangs-
laufig abhéngig, auch wenn sie selbst normalverteilt sind. Aus diesem Grund kann
die gemeinsame Verteilung von paarweise unabhéngigen, aber nicht normalverteil-
ten Zufallsvariablen nicht elliptisch sein, vergleiche (Kaiser, 2009, S. 17). Demnach
ist die multivariate Normalverteilung (nicht nur unter den elliptischen Verteilun-
gen) die einzige, bei der aus Unkorreliertheit der Komponenten ihre Unabhéngig-
keit folgt.
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4.1 Sphirische und elliptische Verteilungen

Satz 4.1.8

Sei X = (X1,....,X,)T ~ E.(u,X,0¢), wobei X eine Diagonalmatrix ist. Falls
X1, ..., X, paarweise unabhdngig sind, ist der Zufallsvektor X normalverteilt,

X ~ Ny (1, %).

Bewesis.

O.B.d.A. sei p = 0 gewdhlt. Da 3 Diagonalmatrix ist, besitzt sie die Form

Yy 0 - 0
. _ () 2.22 0
0 0 - 2.

Fiir die charakteristische Funktion von X gilt:

Ux(t) = oE7S) = 6> #5.) wa)

=1
Andererseits gilt wegen des Korollars 4.1.2 und der paarweisen Unabhéngigkeit der
Komponenten:

P(t"St) = ﬁéﬁ(tfzn‘). (4.5)
i=1

Seiu; := t;v/X;;, dann folgt aus dem Gleichsetzen von (4.4) und (4.5)

n

o(p_ui) = [T ot

=1
Diese unter der Bezeichnung Hamel Gleichung bekannte Gleichung liefert als ein-
zige stetige Losung

o(z) = e
mit einer gewissen Konstante k, siehe (Feller, 1968, S. 459). Damit besitzt die cha-
rakteristische Funktion von X die Form:

Ux (t) _ ektTEt.

Sei fx die Dichtefunktion von X. Gemil} den Voraussetzungen

1 4T
fX X) = / e_lt xiﬁx t)dt und fX X) = 1,
%) = G e (t) o X0
lasst sich & = —1 ermitteln. Das impliziert aber, dass X normalverteilt ist.
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Sei X wie in Korollar 4.1.2, dann stellt das nachfolgende Ergebnis fest, dass die be-
dingte Verteilung von X, fiir einen festen Wert von X, auch elliptisch ist, in der Regel
aber nicht die gleiche charakteristische Generatorfunktion wie X; besitzt.

Satz 4.1.9
Sei X L p+ R,ATU®M ~ E,(p, X, ¢) mit S positiv definit. Dariiber hinaus seien X,
w und X wie im Korollar 4.1.2. Dann ist

(X1 | Xy =x0) £ Ji+ Ry ATUY) ~ B, (11,3, 0),
wobei
~ 1
L= g+ 21035 (%0 — Hy),
i - 211 — 21222_21221 - ;&T;&,
q(x0) (x0 — Nz)Tzz_zl (X0 — 1)

d 1/2
Rag) = (B2 = alx0))""” | Xa = x0)
und R, unabhdngig von U® ist.

Beweis.
Siehe (Fang et al., 1989, S. 45).

Das Lemma 4.1.1 zeigt, dass die lineare Kombination von unabhéngigen elliptisch
verteilten Zufallsvariablen mit der gleichen (bis auf eine positive Konstante ¢) Vari-
anzmatrix > wieder elliptisch verteilt ist.

Lemma4.1.1
Seien X ~ E,(u,X,¢) und X ~ E,(f1, ¢, ) mit ¢ > 0 unabhdingige Zufallsvaria-
blen. Fiira,b € IR gilt

aX +bX ~ B, (ap + bjr, T, ¢)

mit ¢*(u) = ¢(a’u)p(b>cu).
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Bewesis.
Wegen der Unabhiingigkeit von X und X gilt:

¢ax+b5(—au—b,1(t) = @ba(Xfu)(t)@Z)b(X—ﬁ)(t)
= ¢((at)"S(at))o((bt)" cX(bt))
= ¢(a*tTEt)p(bPctTSt).

Dann folgt die Behauptung aus dem Satz 4.1.1.

Wird die Verteilung von X durch E, (u, 3, ¢) beschrieben, so ist diese Form der Pré-
sentation nicht eindeutig. Der Parameter p ist immer eindeutig festgelegt, die Vari-
anzmatrix ¥ und die Generatorfunktion ¢ dagegen sind bis auf eine positive Kon-
stante eindeutig.

Satz 4.1.10
Sei X ~ E,(u, X, ¢) und X ~ E,(u*, X%, ¢*). Dann gilt:

pr=p, =X und ¢() = 6(/c)
fiir eine Konstante c > 0.

Beweis.
O.B.d.A. sei der Rang(X) = n. In der Regel bezeichnet man mit ¥ die Varianzmatrix
von X, Var(X) = ¥ = ATA.Mit der Darstellung aus dem Satz 4.1.1 erhélt man:

Var(X) = Var(u + R,ATU™) = ATIE(R?) Var(U™)A,
vorausgesetzt [E( R?) < oo.

Laut dem Satz 4.1.3 ist U™ £ Y/|[Y|| mitY ~ N,(0,1,) und |[Y|| ist unabhén-
gig von U™, Die Verteilung von ||Y|?, ||Y||?> ~ x? (Chi-Quadrat-Verteilung mit n
Freiheitsgraden) ist bekannt, und somit auch die Varianz von ||Y||, Var(||Y|]) =
IE(]|Y]|?) = n. Damit kann die Varianz von U™

Var(U™) = Var(Y)/Var(]|Y|) = L./n
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bestimmt werden und liefert fiir die Varianz von X
Var(X) = ATAE(R2)/n.

Setzt man also die charakteristische Generatorfunktion ¢*(s) = ¢(s/c) mit ¢ =
[E(R?)/n, so bekommt man Var(X) = X.

Die elliptische Verteilung wird demnach tiber ihre Parameter p, 3 und die Genera-
torfunktion ¢ vollstindig beschrieben wird, wobei ¢ so ausgetauscht werden kann,
dass Var(X) = 3, falls Var(X) definiert ist. Sofern Var(X;) < oo fiiralle1 < i <n
und die gemeinsame Verteilung nichtdegeneriert (¥;; > 0 fiir alle ) ist, kann die
Korrelationsmatrix R mit

Cov(X;, X;) B i
VVar(X) Var(X;)  /Zu%y;

Rij = COI‘I‘(Xi,Y;‘) =

anstelle von ¥ als Beschreibungsparameter genommen werden. Da die elliptische
Verteilung tiber p, ¥ und ¢ eindeutig bestimmt ist, ist die Copulafunktion einer
nichtdegenerierten elliptischen Verteilung iiber die Parameter R und ¢ eindeutig
bestimmt.

Ein Problem in Bezug auf die elliptischen Verteilungen ist die Eigenschaft, dass alle
Randverteilungen vom selben Typ sind. Um jedoch realistische Risikoverteilungen
modellieren zu kénnen, muss es moglich sein, elliptische Copulafunktionen mit an-
ders verteilten Randverteilungen zu konstruieren. Ein solches Modell scheint dann
aber den groRen Nachteil zu haben, dass der Copulaparameter R nicht mehr direkt
iber die Daten geschitzt werden kann. Nur im Falle der nichtentarteten elliptischen
Verteilung mit endlichen Varianzen ist R die tibliche Korrelationsmatrix und kann
mittels eines linearen Korrelationsschétzers approximiert werden. Die Grundlage
fiir eine alternative Schdtzmethode, die auf Kendall’s 7 basiert, gibt der nachfolgen-
de Satz an.
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Satz4.1.11
SeiX ~ E,(u,X,¢) mit IP(X; = ;) < 1und IP(X; = pn;) < 1. AufSerdem sei R die
lineare Korrelationsmatrix von X. Dann gilt

2
T(X;, X;) = <1 — Z (P(X; = x))2>— arcsin R;;, (4.6)
m
zelR
wobei die Summe fast iiberall auf dem Definitionsbereich der Verteilung von X; exis-
tiert. Wenn Rang(X) > 2, dann vereinfacht sich (4.6) zu

7(X;, X;) = (1 — (P(Xi = uz))z)% arcsin R;;

Beweis.
Siehe (Lindskog et al., 2001, S. 3-6).

Im Falle von stetigen elliptischen Verteilungen, gilt also
2
7(X;, X;) = —arcsin R;;, 1,7 =1,...,n. 4.7)
m

Wichtig bei diesem Ergebnis ist, dass Kendall’s 7 bei den elliptischen Verteilungen
in keiner Weise von der Form der Verteilung abhédngt, sondern einzig und allein von
der Korrelation. Aufgrund der Beziehung (4.7), kann fiir jede stetige bivariate Rand-
verteilung eine Korrelationsschitzung,

Ry = sin(r#(zi,2;)/2), i, =1,...,n,
hergeleitet werden. Die entsprechende Schdatzmethode und ihre Eigenschaften wer-
den im Kapitel 5 und 6 ndher erlédutert.

4.2 Normal-Copula

Sei X ein n-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor, X ~ N,(x,¥) und X po-
sitiv definit (d.h. insbesondere |X| > 0). In diesem Abschnitt soll die zu X gehorige
Copulafunktion dargestellt werden. Nach dem Satz 4.1.6 und Beispiel 4.1.5 besitzt
die Dichtefunktion einer multivariat normalverteilten Zufallsgrof3e die Form

1 1 Ty —1
) = G e (50 WS - p).
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Sei R die Korrelationsmatrix von X,

1 R12 T Rln
R — Fi‘21 1 tc R2n 7
Rnl RnQ e 1

wobei R;; die lineare Korrelation zwischen den Komponenten X; und Xj, i,j =
1...n,ist. Falls alle Komponenten von X standardnormalverteilt sind, d.h.

[E(X;) = Ound Var(X;) = 1fiirallei, ist3 = R.In diesem Fall soll die Dichtefunk-
tion mit fr bezeichnet werden und es gilt:

1
(2m)"/2|R|1/2

1
exp ( — éxTR_lx)

fr =
Da die Abhéngigkeitsstruktur in einem normalverteilten Vektor gerade iiber die Kor-
relationsmatrix beschrieben wird, ist die Copulafuktion von N,,(x, 3) mit der Copu-
la von N, (0, R) identisch. Aus diesem Grund soll nachfolgend zur Vereinfachung
mit der Verteilung N,,(0,R) gearbeitet werden. Seien ®r die Verteilungsfunktion
von N, (0, R) und ¢ die Verteilungsfunktion einer univariaten Standardnormalver-
teilung, dann lésst sich die Normal-Copula nach dem Korollar 2.2.1 wie folgt be-

stimmen:
C’L\'{(u) = <I>R(<I>_1(u1), o ,CID_I(un))
1 &1 (u1) &~ (uy) 1 ooy
— —(27T)"/2|R|1/2 /_OO /_OO exp ( — §X R X> dx.

Die Bezeichnung C} verdeutlicht, dass die Korrelationsmatrix R gerade die Para-
metermatrix einer Normal-Copula ist. In der Folge sollen einige Eigenschaften der
Normal-Copula untersucht werden. Nach dem Satz 4.1.11 erschlief3t sich folgende
Beziehung zwischen den Elementen der Rangkorrelationsmatrix von Kendall und
den Elementen von R

2
;= T(Xi, X;) = %arcsin(Rij), t=1...n,7=1...n

(Man beachte, dass bei der multivariaten Normalverteilung IP(X; = p;) = 0fiiralle
i gilt.)
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Zwischen den Elementen der Rangkorrelationsmatrix von Spearman und den Ele-
menten von R gilt die Beziehung

6
pij = p(X;, X;) = —arcsin(R;;), i =1...n,7 =1...n,
T
siehe (Lindskog, 2000, S. 47).

Sei (X1, X5)T ein bivariat normalverteilter Vektor mit

() (6)- (e V)

wobei R;, die lineare Korrelation zwischen X; und X, ist. Gemal3 der Grundvorle-
sung der mathematischen Statistik ist bekannt, dass (X, | X; = z) ebenfalls nor-
malverteilt ist. Nach dem Satz 4.1.9 sind

]E(X2 ’ X = l’) = Rz und Var(X2 ‘ X = 33') =1- R%Q

Die Copulafunktion von (X, X;)” ist die Normal-Copula mit dem Parameter R;s,.
Es soll die asymptotische Randabhédngigkeit von X; und X, untersucht werden. Da
die Bedingung C'(uy,us) = C(ug,u;) in diesem Fall erfiillt ist, kann die Formel

Ao = 21im P(Xy >z | Xy =2x)
zur Herleitung genutzt werden und liefert

Ao = 2 lim (1—¢($_R12$)>

— 21lim (1—@(35—”1_&2)).

700 1+ Ry
Demnach ist
0 : —1< R;p <1
)\O = 1 ng =1
undefiniert : R = —1

Man kann also sagen, dass zwei Zufallsvariablen X; und X, mit zugehoriger
Normal-Copula asymptotisch unabhédngig im oberen Rand fiir -1 < R;» < 1 und
asymptotisch abhéingig im oberen Rand fiir R,», = 1 sind.
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Analog lasst sich die Formel fiir die asymptotische untere Randabhéngigkeit herlei-

/1 — Ria
i )

Folglich sind zwei Zufallsvariablen X; und X, mit zugehoériger Normal-Copula

ten

r—00

asymptotisch unabhéngig im unteren Rand fiir -1 < R;» < 1 und asymptotisch
abhidngig im unteren Rand fiir R,» = 1. Offensichtlich gilt: \o = A\y. Das bedeutet,
dass Normal-Copulas stets gleiche asymptotische obere und asymptotische untere
Randabhéngigkeiten nach sich ziehen, siehe (Glauser, 2003, S. 105).

Um Beobachtungen einer Normal-Copula mit dem Parameter R zu generieren, be-
dient man sich einer einfachen Transformationsmethode. Dazu benétigt man einen
multivariat normalverteilten Vektor mit der Korrelationsmatrix R. Zundchst muss
eine n x n-Matrix A so bestimmt werden, dass R = ATA gilt. Seien Z1,..., 7, ~
N(0, 1) unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen, dann liefert

b+ AZ ~N,(R)

den gewiinschten Vektor. Eine hdufig verwendete Wahl fiir A ist die Cholesky-
Zerlegung von R. Diese Methode liefert eine eindeutige untere Dreiecksmatrix L,
so dass L’L = R gilt, siehe Schwarz (1997). Die Cholesky-Zerlegung gehort in fast
jeder mathematischen Software zu den standardméallig implementierten Verfahren.
Der Algorithmus zur Erzeugung von Zufallsrealisierungen, die gema3 der Normal-
Copula mit dem Parameter R verteilt sind, kann wie folgt angegeben werden, ver-
gleiche (Embrechts et al., 2001, S. 26):

Algorithmus 4.2.1

e Bilde die Cholesky-Zerlegung A von R.

e Erzeuge n unabhingige Realisierungen z; ~ N(0,1), i =1,...n.
e Setze x = Az.

e Berechne u; = ®(z;), i=1,...n.

o (up,...,uy)T ~CN.
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4.3 t-Copula

Sei X ein n-dimensionaler ¢-verteilter Zufallsvektor mit v Freiheitsgraden, X ~
t"(p,>) und X positiv definit. Nach dem Satz 4.1.6 und Beispiel 4.1.6 besitzt die
Dichtefunktion einer multivariat ¢-verteilten Zufallsgrof3e die Form

e
O = Gy

_vtn
2

SIEE (1 + %(X —p)'E T (x~ u))

Sei R die Korrelationsmatrix von X. Mit der gleichen Uberlegung wie bei der
Normal-Copula kann aufgrund der einfacheren Handhabung die Verteilung ¢ (0, R)
zur Herleitung der ¢-Copula verwendet werden. Sei ¢, die Verteilungsfunktion der
univariaten ¢-Verteilung, dann ist

ct F("*T”) ty 1 (ur) t M (un) 1o _vgn
= R 1 _ Rf ) d
R,u(u) (Try)n/QF(%) ’ » ’1/2 / / ( + VX bd X

— 00 —0o0

die gesuchte t-Copula.

Fiir die Elemente der Parametermatrix R und die Elemente der Rangkorrelations-
matrix von Kendall gilt ebenfalls die Beziehung, die sich aus dem Satz 4.1.11 herlei-
ten lasst,

Tij:;arcsin(Rij), i=1...n,7=1...n.
Um ein besseres Verstdndnis fiir die ¢-Copula zu gewinnen, soll auch hier die
asymptotische Randabhingigkeit betrachtet werden. Sei (X, X,)” ein bivariat ¢-
verteilter Verktor, so dass

() #(6) . V)

wobei R, die lineare Korrelation zwischen X; und X, und v Anzahl der Freiheitsgra-
de sind. Gemall der Grundvorlesung in der mathematischen Statistik ist bekannt,
dass (X, | X; = z) t2_,-verteilt ist. Nach dem Satz 4.1.9 sind

E(Xy | Xy =2) = Ripx und Var(Xy | Xj =2) = (
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Das ist hilfreich, um die asymptotische Randabhéngigkeit zu berechnen:

Ao = 2lim P(Xy >z | X, =2x)

r—00

. [ v+1 1/2 Xr — ngl’
= 2lm |1 -t . S
o= | via) \VT-r,

1

[ 7/+1 1/2 —R12
— 21im |1—t, vo i
e H((I_V?"‘l) <\/1+Rm>

_ 2|:1—t+ (\/V+1\/1—R12>}
v+1 /—1+R12 .

Fiir R;» = -1 ist also \p nicht definiert, fiir R;» > —1 sind zwei Zufallsvariablen

X; und X, mit der zugehorigen ¢-Copula asymptotisch abhédngig im oberen Rand.
Man kann aullerdem erkennen, dass \o bei zunehmendem R;, steigt und bei
zunehmendem v fallt.

v\Ri2 || -0.5 0.0 [0.5 |09 |1.0

2 0.06 | 0.18 | 0.39 | 0.72 | 1.00
4 0.01 | 0.08 | 0.25 | 0.63 | 1.00
10 0.00 | 0.01 | 0.08 | 0.46 | 1.00
00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.00

Tabelle 4.1: Werte von )\ fiir verschiedene Werte von v und R;».

Die Tabelle 4.1 zeigt die Werte von )\, fiir verschiedene Werte von v und R;,, ver-
gleiche (Demarta and McNeil, 2004, S. 5). Wenn die Anzahl der Freiheitsgrade zu oo
tendiert, konvergiert der Wert von )\, gegen 0 fiir ein —1 < Ry < 1. Das entspricht
der letzten Zeile in der Tabelle, die gleichzeitig die Werte des Koeffizienten fiir die
obere asymptotische Randabhédngigkeit der Normal-Copula darstellt. Mit anderen
Worten, fiir ein —1 < Rj» < 1 und v — oo konvergiert der Wert von )\, fiir die ¢-
Copula gegen den Wert von )\, fiir die Normal-Copula.

Wie bereits bei den Normal-Copulafunktionen gesehen, ldsst sich ebenfalls fiir die
t-Copulafunktionen nachweisen, dass \p = Ay gilt. Folglich sind zwei Zufallsva-
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riablen mit der zugehorigen ¢-Copula und dem linearen Korrelationskoeffizienten
Ry5 > —1 auch asymptotisch abhdngig im unteren Rand.

Um Beobachtungen einer ¢-Copula mit den Parametern v und R zu generieren,
kommt dhnlich wie bei der Normal-Copula eine Transformationsmethode zum Ein-
satz. Die Algorithmen sind fast identisch, nur wird anstelle eines multivariat nor-
malverteilten Zufallsverktors ein ¢-verteilter Zufallsvektor mit v Freiheitsgraden und
der Korrelationsmatrix R erzeugt.

Der Algorithmus zur Simulation von Zufallsrealisierungen, die geméal$ der ¢t-Copula
mit den Parametern » und R verteilt sind, kann wie folgt angegeben werden, ver-
gleiche (Embrechts et al., 2001, S. 27):

Algorithmus 4.3.1

e Bilde die Cholesky-Zerlegung A von R.

e FErzeuge n unabhiingige Realisierungen z; ~ N(0,1), i =1,...n.
e Setzey = Az.

e Erzeuge eine von 21, ..., z, unabhingige Realisierung s ~ x2.

o Setze x = \/sz'

e Berechne u; = t,(x;), i=1,...n.

o (u1,...,un)" ~Ck,.
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Kapitel 5

Parametrische Schatzverfahren

Die elliptische Copulaklasse, welche im Kapitel 4 betrachtet wurde, ist parametri-
scher Natur. Da die Parameter einer Copulafunktion in den meisten praktischen
Anwendungen unbekannt sind, besteht das Ziel diese mittels statistischer Verfah-
ren zu schitzen. Uber die moglichen Schitzmethoden soll in diesem Kapitel ein
Uberblick gegeben werden. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf Punkteschitzern,
d.h. auf Verfahren, bei denen der gesuchte Parameter anhand eines beobachteten
Datensatzes geschitzt wird. Es werden dabei sowohl parametrische, wie die exak-
te und sequentielle Maximum-Likelihood-Methode oder die Momentenmethode,
als auch semiparametrische Verfahren wie die kanonische Maximum-Likelihood-
Methode vorgestellt. Die Kendall’s --Momentenmethode wird insbesondere bei der
parametrischen Schitzung der ¢t-Copula angewandt.

5.1 Maximum-Likelihood-Methode

Unter den Methoden zur Konstruktion von Punktschitzern ist die Maximum-
Likelihood-Methode (ML-Methode) das am meisten verwendete Verfahren. Das
liegt mitunter daran, dass die ML-Schéitzer unter bestimmten Regularitidtsbedin-
gungen einige wiinschenswerte asymptotische Eigenschaften vorweisen. Zunéchst
wird die allgemein iibliche Vorgehensweise des Maximum-Likelihood-Prinzips, das
auf R.A. Fisher zuriick geht, vorgestellt. Dieses soll dann in den Teilabschnitten
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5.1.1-5.1.3 zur Konstruktion der ML-Schétzer fiir die Copulaparameter genutzt wer-
den. Auch Fragen der Existenz und Eindeutigkeit sowie asymptotische Eigenschaf-
ten einer ML-Schétzung sollen in diesem Abschnitt kurz diskutiert werden.

Sei (X,8,IPy | ¥ € O) ein statistischer Raum mit der Ergebnismenge X, der auf X
induzierten Borel-o-Algebra 8 und den Wahrscheinlichkeitsmallen P,y auf (X, B).
X beschreibe eine Zufallsvariable auf (X, B, IP, | ¥ € ©). Es wird vorausgesetzt, dass
ein o-endliches Mal3 i auf B existiert, so dass fiir alle J € © das Mall IP,y absolut
stetig beziiglich p ist, d.h. es gelte:

wWB) =0 = PyB)=0 VBB, Vico.

Man sagt auch, die Verteilungsklasse {IP, | ¢ € ©} ist beziiglich des Males ; domi-
niert. Nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert eine u-Dichte p(z; ), so dass

Py(B) = /B pla:9)u(dz), VB e,

gilt, d.h. p(z;v) = <le19 / d,u) (). Meistens ist y ein Lebesgue-Mal3 oder ein Ab-
zédhlmald und p(z; ¥) eine stetige oder diskrete Wahrscheinlichkeitsdichte. Sei x eine
Realisierung von X, = wird beobachtet. Man mdéchte anhand dieser Beobachtung
den unbekannten Parameter ¢ schitzen.

Definition 5.1.1
Eine Funktion L : © — IR heildt Likelihoodfunktion, falls

L(¥;z) = p(x;9).
O

Die Likelihoodfunktion ist zwar in ihrer funktionellen Form mit der Dichtefunktion
der Realisierung identisch, wird jedoch als eine Funktion in ¥} zu einem festen Wert
x betrachtet. Das Maximum-Likelihood-Prinzip besteht nun darin, als Schiatzung
fiir den Parameter 9 einen Wert zu nehmen, der unter der gegebenen Realisierung
am plausibelsten ist, d.h. der die Likelihoodfunktion maximiert.

Definition 5.1.2
Jeder Wert 4 € O, fiir den

=5

= argmax L(v; x)
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gilt, wird als Maximum-Likelihood-Schdtzung (ML-Schdtzung) fiir den Parameter
¥ € O bezeichnet.

O

Im Allgemeinen existiert eine Losung nur dann, wenn der Parameterraum © abge-
schlossenen ist. Das kann nicht in jeder Anwendung erreicht werden. Haufig ldsst
sich jedoch die Abbildung ¥ —— p(z;v) stetig auf die abgeschlossenen Hiille © von
O fortsetzten. In solchen Fillen wird man auch eine Losung 9 € ©\O als Schitzung
akzeptieren, siehe (Witting, 1985, S. 31). In vielen wichtigen Beispielen ist festzu-
stellen, dass die Losungen durch messbare Funktionen beschrieben werden. In so
einem Fall kann man von einer Schétzfunktion oder einem Schétzer sprechen.

Definition 5.1.3

Ist die Abbildung J : X — ©, die jedem z € X eine Maximum-Likelihood-Schitzung
J(z) zuordnet, messbar, so wird sie als Maximum-Likelihood-Schdtzfunktion (ML-
Schéatzfunktion) oder Maximum-Likelihood-Schéitzer (ML-Schétzer) bezeichnet.

O

Unter welchen Bedingungen eine existierende Losung messbare Abbildung ist, gibt
das folgende Lemma an.

Korollar 5.1.1

Seien® C IR* und g : X x © — (IR, B') eine Abbildung, die fiir jedes € © messbar
und fiir jedes © € X stetig auf © ist. Falls © eine o-kompakte Teilmenge ist und eine
Abbildung 0 : X — © derart existiert, dass h(z) := g(x,9(x)) messbar ist, so existiert
eine messbare Abbildung? : (X,8) — (0,0 NB*) mit g(z,9(z)) = h(x).

Beweis.
Siehe (Witting and Miiller-Funk, 1995, S. 173-174).

Uber allgemeinere Regularititsbedingungen fiir die Existenz einer ML-
Schétzfunktion kann man zum Beispiel bei Pfanzagl (1969) nachlesen. Es sei
noch angemerkt, dass die ML-Schédtzung unabhingig von der speziellen Wahl des
dominierenden Mal3es ist. Jedoch kann die Festlegung einer Radon-Nikodym Dich-
te p(z;v) sich entscheidend auf die die Existenz einer ML-Schitzung auswirken,
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vergleiche Pfanzagl (1969).

Es wird jetzt der folgende Fall betrachtet: X sei eine stetig verteilte Zufallsvariable
mit der Dichte f(x;9) und x = (z,...,x,) sei eine Stichprobe mit unabhédngigen
Beobachtungen z;, 7 = 1,...,n, von X . Dann weil§ man, dass aufgrund der Unab-
hingigkeit die gemeinsame Dichte ein Produkt der Dichten der einzelnen Beobach-
tungen ist. Somit ergibt sich die Likelihoodfunktion

n

LWy, 2,) = pa(x;0) = J[ flai9).

=1

Wegen der Produkte kann die Likelihoodfunktion dabei eine komplizierte Gestalt
annehmen, was das Maximieren erheblich erschweren kann. In solchen Féllen geht
man zu der logarithmierten Likelihoodfunktion, der sogenannten Log-Likelihood-
funktion, tiber.

(021, xn) = L0524, ...,2,) = Zlnf(xi;ﬁ).
i=1

Da bei einer Maximierung monotone Transformationen erlaubt sind und der natiir-
liche Logarithmus eine streng monoton wachsende Transformation ist, gilt:

~

9, = argrqgleaé(L(ﬁ;xl,...,xn) = argrqglgécl(ﬁ;xl,...,xn).

Sei © C IR* und [(9;-) partiell nach ¥,,...,9, differenzierbar. In der Regel
wird das lokale Maximum der Log-Likelihoodfunktion als Losung der Likelihood-

Gleichungen
ol x1,...,x,)

oV,
ermittelt. Ob eine Losung tatsdchlich zu einem Maximum fiihrt, muss anhand der

-0, i=1,...k (5.1)

zweiten partiellen Ableitungen (falls diese existieren) iiberpriift werden. Es konnen
auch mehrere Losungen existieren, die alle zu einem lokalen Maximum fiihren.
Andererseits konnen Losungen auf dem Rand von © liegen, diese brauchen iiber
(5.1) nicht erfasst zu werden, siehe (Witting and Miiller-Funk, 1995, S. 169). Falls
ein analytisches Auflosen der Gleichungen nicht méglich ist, muss ein numerisches
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(z.B. Newton-) Verfahren herangezogen werden. Jedoch sind in vielen Fillen die
Losungen des nichtlinearen Gleichungssystem (5.1) auch numerisch nur schwer zu
errechnen.

Uber die Eindeutigkeit einer Losung kann man keine allgemeine Aussagen treffen.
Es lassen sich jedoch, wie oben bereits erwdhnt, unter bestimmten Regularitdtsbe-
dingungen einige asymptotische Eigenschaften, wie die Konsistenz und die asym-
ptotische Normalitdt, nachweisen.

Satz5.1.1 (Konsistenz)

Sei (X,B, Py | ¥ € ©) ein u-dominierter statistischer Raum mit© C IR* abgeschlos-
sen und IPy + Py fiirv #+ . Seien X;, i € IN, unabhdingige identisch verteilte Zufalls-
variablen mit X; ~ IPy. Fiir jedesv € O sei IP, iiber die ji-Dichten f(-; 1) reprdisentiert,
die folgende Eigenschaften erfiillen:

1. f(x;-) ist fiir u-fast alle x stetig;

2. Ist © beschrinkt, so gelte mitw(z,v,¢) = sup{f(x;?) | |¥ — | < e}, dass fiir
alley € © und v # 9 eine > 0 existiert mit

U}(Xl,ﬁ,é‘)]
f(X4;0)

I

IEg In |:

3. Ist © unbeschrinkt, so sei zusdtzlich f(x;9) — 0 fiir |9| — oo aufSerhalb einer
Nullmenge. Aufserdem gelte mit w(x, 00, M) = sup{f(z;?') | ¥ € O, || >
M}, dass fiir alley € © ein M > 0 existiert mit

w(Xla o, M)

foln [ FXii0)

| <o

Dann gilt fiir jeden Maximum-Likelihood-Schiitzer 9, und jedes v € ©:

~

d, By
d.h. @n ist ein (schwach) konsistenter Schditzer.

Beweis.
Siehe (Witting and Miiller-Funk, 1995, S. 201-202).
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Um zu zeigen, dass 1§n asymptotisch normalverteilt ist, siehe (Satz 5.1.2), miis-
sen neben der Konsistenz noch weitere Regularitdtsvoraussetzungen an das vorlie-
gende Modell gestellt werden, insbesondere die Existenz und Integrierbarkeit der
Fisher-Information (siehe Definition 5.1.4). Gleichzeitig geht aus dem Satz 5.1.2 her-
vor, dass ¥, die fiir asymptotische Effizienz giiltigen Bedingungen erfillt.

Definition 5.1.4 (Fisher-Information)

Sei (X,9B,IPy | ¥ € O) ein statistischer Raum und {IPy | ¥ € O} eine k-parametrige
p-dominierte Verteilungsklasse. Die p-Dichten f(xz;4) seien positiv und fiir jedes
x € X als Funktion von ¢ zweimal stetig differenzierbar. Weiter seien die Vertausch-
barkeitsbedingungen

1 1
B AICT)

VVif(59) =0

fiir jedes v eé erfiillt. Dann ist
I(W) = ~ByVV'Inf(=9) VI €O .

die Fisher-Information von {IPy | ¥ € ©} beziiglich ¥, vergleiche (Witting, 1985, S.
155).

Satz5.1.2 (Asymptotische Normalitiit)

Sei (X,98,IPy | ¥ € O) ein statistischer Raum und {IPy | ¥ € ©} eine y-dominierte
Verteilungsklasse mit© C IR*. X;,i = 1,...,n, seien unabhdingige identisch verteilte
Zufallsvariablen mit X; ~ f(x;v), wobei f(z; V) eine u-Dichte von IPy ist, die folgende
Voraussetzungen erfiille:

1.VreX Vi,j =1,... kexistiert V;V, f(z;v¥) und iststetigaufé;

2. Y Eé gllt Eﬁmvlf()(l,ﬁ) =0 undlqumVZV]f(Xl,ﬁ) = OfurZ,j =

3. Fiirjedesi,j = 1,...,k gibteseindy > 0 miteiner UmgebungU (9, y) O und
eine messbare Funktion M (-,9) auf X mit E;M (X,,79) < oo derart, dass gilt:

|v2vjlnf(719/)| SM(,&) Vﬂ/GU(ﬁuéﬁL iy =1,k
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4. Y9 €0 ist|T(0)| # 0.

Dann ist jeder konsistente ML-Schditzer ¥,, asymptotisch normal und asymptotisch
effizient:
V@, (X) —9) 25 NO,Z(9)"Y) VI € .

Beweis.
Siehe (Witting and Miiller-Funk, 1995, S. 202-205).

5.1.1 Exakte Maximum-Likelihood-Methode

Das Maximum-Likelihood-Prinzip soll nun zur Schédtzung der Copulaparameter
verwendet werden. Wie bereits gesehen, ldsst sich die Verteilungsfunktion eines d-
dimensionalen Zufallsvektors X nach dem Satz von Sklar als

Fx;ai,...,aq,R) = C(Fi(z1;00), ..., Fy(zg; 0q); R) (5.2)

darstellen, wobei C' die zugehorige Copulafunktion mit dem Parametervektor R
und F7, ..., F; univariate Randverteilungen mit den jeweiligen Parametervektoren
ay,. .., a4 bezeichnen. Der unbekannte Parameter ¢ = (v, ..., a4, R) € © soll ge-
schitzt werden. Sei angenommen, dass die Copula C iiber die Dichtefunktion ¢ und
die Randverteilungen 71, . . ., F,; iiber die Randdichten fi, ..., f; verfiigen. Durch Ab-
leiten von (5.2) erhdlt man folgende Darstellung der Dichtefunktion f von X:

ad
f(X7Il9) = mF(xb'"axd;alu"'7ad7R>
8d
= m(}’(ﬂ(m;al),...,Fd(:rd;ad);R)
d
= (A an), ..., Falwg o R) [ | filws o). (5.3)
=1
Basierend auf n unabhingigen Beobachtungen x;,...,x, von X lautet die Like-

lihoodfunktion fiir 99:
L(9;x1,...,%x,) = Hf(xi; 9).
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Entsprechend kann die Log-Likelihoodfunktion geschrieben werden als
(%1, %) = Y Inf(xi;9)
=1

n n d
= ZIHC(Fl(ZL‘ﬂ; al), ey Fd<l’z‘d;ad); R) + ZZlnf](x”, a]‘).

i=1 i=1 j=1

Damit ist der ML-Schéitzer fiir 9

~

I, = (95 %1,. .., Xn).
argr’gleaé( ( y X1, X )

Da bei dieser Methode in einem Schritt die Parameter der Copula und der Randver-
teilungen geschitzt werden, wird sie als exakte Maximum-Likelihood-Methode be-
zeichnet. Sind die Randverteilungen vollstindig bekannt und ist man bestrebt den
Copulaparameter R zu schitzen, so wird nur die Summe

n
Z Inc(Fy(zi;0n), ..., Fy(zia; aq); R)
i=1
nach R maximiert, da der Copulaparameter in den einzelnen Randverteilungen
nicht vorkommt.

5.1.2 2-stufige parametrische Maximum-Likelihood-Methode

Ist bei einem Einschrittverfahren wie der exakten ML-Methode eine analytische
Herleitung der Losung nicht méglich, muss auf ein numerisches Verfahren zur
Losung des Gleichungssystems (5.1) ausgewichen werden. Dies kann aber im
Allgemeinen zwei Schwierigkeiten beinhalten. Zum Einen kann es vorkommen,
dass das numerische Verfahren nicht konvergiert, zum Anderen kann eine hohe
Dimension d des angenommenen Modells die Berechnung sehr aufwidndig und
zeitintensiv werden lassen.

Eine Moglichkeit, die numerische Anwendung zu umgehen oder ihre Komplexitét
zu verringern, wird bei Joe and Xu (1996) als "Method of Inference Functions for
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Margins" vorgestellt. Die Schétzidee basiert darauf, dass der gemeinsame Para-
meter ¥ aus den Parametern, die eindeutig den Randverteilungsdichten fi, ..., f;
zugeordnet sind, a., . . ., &y, und dem Parameter, der eindeutig der Copulafunktion
C zugeordnet ist, R, besteht. Aufgrund dieser Tatsache ldsst sich das Schitzproblem
in zwei getrennten, weniger aufwidndigen Stufen durchfiihren.

Im ersten Schritt werden fiir die Parameter «;,...,a,; d separate univariate Log-
Likelihoodfunktionen

li(ai;xlia'”axni> = Zlnf]('r]uaz)7 L= ]-7"'7d7
=1

aufgestellt. Das Maximieren liefert dann die Schatzwerte a, . . ., &y.

AnschlieRend werden diese Schitzwerte in die multivariate Log-Likelihoodfunktion
eingesetzt:

I(R;Xq1, .. Xy, O, .., Og) = Zlnc(Fl(x“,&l),. , Fu(Tiq, ag); +ZZlnf] Tij, Oj).
i=1 i=1 j=1

Auf diese Weise erhdlt man eine Funktion, die nur noch den Copulaparameter

als Unbekannte enthélt. Da der Parameter R in den Randverteilungsdichten nicht

vorkommt, ist das Maximieren von [(R;x1, ..., x,, &, ..., &) gleichbedeutend mit

dem Maximieren von

Z Inc(Fy(zi1,00),. .., Fy(wig, aq); R).
i=1

Damit ist die Schitzung fiir den Parameter R

R = arg mlgxz Inc(Fi(zin, o0),. .., Fa(zig, o); R).

=1

Offensichtlich werden bei diesem Verfahren die urspriinglich beobachteten Da-
ten mit Hilfe der parametrisch geschédtzten Randverteilungen transformiert und
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die transformierten Daten genutzt, um in der Folge eine Schétzung fiir den Co-
pulaparameter zu gewinnen. Da das Verfahren in beiden Schritten auf parametri-
schen Schatzungen aufgebaut ist, soll es hier als 2-stufige parametrische Maximum-
Likelihood-Methode (PML-Methode) bezeichnet werden. Entsprechend wird die
Schétzung des Parameters 9 nach der PML-Methode mit

9" = (au,..., & R)

gekennzeichnet.

Wie oben bereits erwdahnt, kommt die PML-Methode insbesondere dann zum
Einsatz, wenn eine analytische Herleitung der exakten Losungen nicht méglich ist.
Im Folgenden soll gezeigt werden, dass eine Optimierung mit Hilfe der 2-stufigen
parametrischen ML-Methode im Vergleich zu der exakten Methode einige Vorteile
aufweist. So ist es nicht notwendig eine numerische Optimierung zur Schitzung
der Parameter heranzuziehen, wenn die Schédtzungen in den einzelnen Stufen
auf analytischem Wege erreichbar sind. Es wurde auch bereits erwdhnt, dass ein
numerisches Verfahren nicht zwangsweise konvergieren muss und so nicht immer
zu einer Losung fiihrt. Lasst sich eine numerische Optimierung nicht umgehen, so
wirkt sich das Zwei-Schritt-Verfahren komplexitdtsreduzierend aus. In bestimmten
Féllen kann sogar erst durch Aufteilen der Parameterschidtzungen die Konvergenz
der eingesetzten numerischen Verfahren und damit verbundene Losung eines
Schitzproblems erreicht werden, siehe (Glauser, 2003, S. 92). Letztendlich stellen
Joe and Xu (1996) in ihren Studien fest, dass das gleichzeitige Optimieren aller
Modellparameter zusammen zeitaufwidndiger ist als die Gesamtheit mehrerer
Optimierungen von jeweils wenigen Parametern. Zusammengefasst kann die
PML-Methode im Vergleich zu der EML-Methode im Allgemeinen als komplexi-
tdtsreduziernd und rechentechnisch weniger aufwéandig angesehen werden.

Es ist jedoch damit zu rechnen, dass die Ergebnisse der PML-Methode weniger ge-
nau als die Ergebnisse der EML-Methode sind. Die Ursache dafiir ist, dass ein Zwei-
schrittverfahren ein hoheres Fehlerrisiko als ein Einschrittverfahren mit sich bringt,
da man im zweiten Schritt auf moglicherweise fehlerbehafteten Schiatzungen des
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ersten Schrittes aufbaut. Mehrere empirische Studien (siehe z.B. Bouyé et al. (2000)
oder Durrleman et al. (2000)) zeigen, dass insbesondere fiir grof3e Anzahl der Beob-
achtungen die Abweichungen in den Ergebnissen der PML- und der EML-Methode
sehr gering ausfallen.

5.1.3 2-stufige semiparametrische
Maximum-Likelihood-Methode

In den Abschnitten 5.1.1 und 5.1.2 wurde von einem Modell ausgegangen, in dem
sowohl die Copula als auch die Randverteilungen bis auf die Parameter als bekannt
vorausgesetzt waren. In diesem Abschnitt soll ein Modell betrachtet werden, bei
dem die Randverteilungen génzlich unbekannt sind und man sich anhand der be-
obachteten Daten nur fiir den Copulaparameter interessiert. In diesem Fall ist also
der zu schitzende Parameter ¥ = R. Ahnlich wie bei der PML-Methode wendet
man ein Zweischrittverfahren an.

Zundchst werden die Randverteilungen £, . . ., F,; empirisch geschitzt:
. 1 — ,
E(X) = Ezlll(xﬂgz), 1 = 1,...,d.
]:

Im nichsten Schritt werden die Beobachtungsdaten anhand der empiri-
schen Randverteilungen Fi,...,F, transformiert und in die multivariate Log-
Likelihoodfunktion eingesetzt. In Anlehnung an die Ausfithrungen im Abschnitt
5.1.2 kann die Schitzung fiir den Parameter ©) durch das Maximieren von

Zlnc(pl(le)a s 7Fd(x]'d);ll9)
j=1

erreicht werden. Da das Verfahren zum Teil auf nichtparametrischen Schitzungen
der Randverteilungsfunktionen basiert, wird in diesem Fall von einem semipara-
metrischen Verfahren gesprochen. Aus diesem Grund soll dieses Verfahren hier
als 2-stufige semiparametrische Maximum-Likelihood-Methode (SML-Methode)
bezeichnet werden, sowie der entsprechende Parameterschitzer mit 9°*. Bei
Bouyé et al. (2000) wird dieses Verfahren unter der Bezeichnung "Canonical Maxi-
mum Likelihood Method"eingefiihrt. Es mag unter den gegebenen Umsténden als
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natiirlich erscheinen, den Copulaparameter R auf diese Weise zu schitzen.

Von den drei vorgestellten Anwendungen der Maximum-Likelihood-Methode wer-
den allein bei der SML-Methode keinerlei Annahmen iiber Randverteilungen ge-
troffen. Damit scheint sie fiir Probleme, die zum Ziel haben, allein die Abhédngig-
keitsstruktur der Komponenten zu untersuchen, besonders gut geeignet zu sein.
Aulerdem kann ein Vergleich zwischen den Ergebnissen der SML-Methode und der
EML- bzw. der PML-Methode Hinweise auf die Richtigkeit der bereits getroffenen
Annahmen iiber die Randverteilungen geben, siehe (Glauser, 2003, S. 96).

5.2 Momentenmethode

Als eine Alternative zur Maximume-Likelihood-Methode kann die Momenten-
methode betrachtet werden. Diese wurde von Karl Pearson bereits gegen Ende
des 19. Jahrhunderts eingefiihrt und ist somit eines der dltesten Verfahren zur
Gewinnung von Parameterschétzern. Die Grundidee der Methode ist, die Momente
als invertierbare Funktionen des unbekannten Parameters darzustellen. Auf dieser
Basis kann ein Gleichungssystem aufgestellt werden, dessen Losung zur Schitzung
des Parameters fiihrt.

Sei X eine eindimensionale Zufallsvariable mit dem statistischen Raum
(X,98,Py |9 € ©) und sei ¥ der zu schédtzende Parameter. Die Momentenbedin-
gungen wird folgendermalen definiert

E(g9(X;9)) = 0,

wobei die Vektorfunktion ¢g den funktionellen Zusammenhang zwischen den Mo-
mentenfunktionen und dem Parameter 9 beschreibt und somit mindestens die Di-
mension von ¥ haben muss. Seix = (zy,...,z,) eine Stichprobe mit unabhingigen
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Realisierungen z;, j = 1,...,n, von X. Fiir die Schédtzung geht man zu den empiri-
schen Momentenbedingungen tiber

1 n
n;g(x )

Entspricht die Dimension von g der Dimension von ¢, so kann nach 9 aufgeltst
werden und liefert die Schatzung

. 1 <&
Y = argyo [ﬁZg(xi;ﬁ) =0]|.
i=1

Ist die Dimension von g groRer als die Dimension von ¥, wird ¥ so gewihlt, dass
eine (ggf. gewichtete) quadratische Distanz zwischen = 3" | g(x;; ¢) und Nullvektor
minimiert wird:

Y

]

t
1 n
i=1

wobei W eine positiv definite und symmetrische Gewichtematrix ist. Auf diese

R 1<
arg min [n ;1 g9(x;;9)

Weise wird garantiert, dass ¥ die empirischen Momentenbedingungen maoglichst
gut erfiillt.

Ublicherweise werden als Momentenfunktionen die ersten theoretischen Momente
der Zufallsvariable gewdhlt. Die Momentenbedingung hat dann die Form

E(X) = ¢:1(9)
E(X?) — a()
E(y(X:9)) = | . 0.
E(X") = ¢ ()
Folgende Modellannahmen miissen getroffen werden:

e Fiirr € IN und fiir jedes ¥ € O gelte: IEy(|X]|") < 0.

e Die Momente m; = Ey(X*) von X seien fiirjedesi = 1,...,r tiber bekann-
te Funktionen des Parameters 9 darstellbar, d.h. es gebe eine Borel-messbare
Funktion ¢ : © — IR", so dass

(m,...om,)" = () = (e1(9),.... 0 (9))"
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Der Parameter ¥ kann also als eine Funktion der Momente 9 = o '(my,...,m,)
dargestellt werden. Fiir die empirische Momentenbedingungen werden die
theoretischen Momente durch die empirischen Momente m; = %Z?:l :zc;,
1 < i < r, substituiert. Die Schitzung 9 = o 1(my,...,m,) heilt dann die

—1 eine messbare Funktion ist, kann man von

Momentenschdtzug fiir 9. Falls ¢
einer Momentenschdtzfunktion (M-Schétzfunktion) bzw. einem Momentenschditzer

(M-Schiitzer) 9 = 9(x) fiir den Parameter 9 sprechen.

Es ist bekannt, dass die empirischen Momente (stark konsistente) Schitzer sind.
Ist auRerdem (! stetig, so ldsst sich nachweisen, dass der Momentenschitzer 9
konsistent ist.

Satz5.2.1 (Konsistenz)
Es sei der statistische Raum wie oben beschrieben gegeben. O = o (i, ... m,)
sei der M-Schditzer fiir 9, so dass o='(my,...,m,) fiir alle (my,...,m,) € T =
{(my,...,m.) | m; = p;i(0);i = 1,...,r;9 € O} stetig ist. Dann gilt:

lim P(|9 — 9| >¢) = 0 oder 5 P, 9.

Beweis.
Siehe (Mittelhammer, 1996, S. 493).

Dem nachfolgenden Satz kann man entnehmen, dass die Momentenschédtzer unter
geeigneten Regularitdtsbedingungen asymptotisch normalverteilt sind.

Satz5.2.2 (Asymptotische Normalitiit)

Es sei der statistische Raum wie oben beschrieben gegeben. 9 = ¢ '(iny, ... ;) sei
der M-Schditzer fiir9, sodass o' (my, ..., m,) fiiralle(m, ..., m,) € T differenzierbar
ist und alle Elemente der Jacobi-Matrix

oprt(my,my)  Opr(ma,my)
8m1 amr
J =
oyt (ma,....,myr) dpy L(ma,...,my)
8m1 8mr

stetig sind. AufSerdem habe J fiir alle (m,, ..., m,) € I" einen vollen Rang. Dann gilt:

V(@ —9) =5 N,.(0,I8I7),
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5.3 Kendall's T-Momentenmethode

wobei ¥ = Cov(my,...,m,) die Kovarianzmatrix der Momente ist.

Beweis.
Siehe (Mittelhammer, 1996, S. 494).

Im Allgemeinen kann die Einschrankung auf Unabhéngigkeit der Realisierungen
und Eindimensionalitdt von X fallen gelassen werden, man spricht dann von der
verallgemeinerten Momentenmethode ("Generalized Method of Moments"), siehe
z.B. Mittelhammer (1996) oder Lee (1996). Aulerdem kénnen anstelle der theore-
tischen Momente m; andere Funktionen eingesetzt werden. Wichtig ist, dass die
gewidhlten Momentenfunktionen sich in Abhédngigkeit von dem Parameter ¢ dar-
stellen lassen. Dieser Punkt soll im nédchsten Abschnitt aufgegriffen werden, in-
dem man die theoretischen Momente durch copulabasierte Abhdngigkeitsmalle er-
setzt. Ein positiver Aspekt der Momentenmethode ist, dass sie fast ohne Einschrin-
kung fiir beliebige Zufallsvariablen einsetzbar ist. Jedoch ist ihre Berechnung, ins-
besondere bei Funktionen mit mehreren Variablen wie Copulas, auch mit rechen-
technischen Unterstiitzung oft nicht trivial. Dieses Problem kann unter anderem
durch Austauschen der Momentenfunktionen geltst werden, siehe (Glauser, 2003,
S. 94).

5.3 Kendall’s ~-Momentenmethode

Im Abschnitt 5.2 wurde die allgemeine Funktionsweise der Momentenmethode
erldutert und bereits darauf hingewiesen, dass es je nach Modell sinnvoll sein kann,
andere Funktionen als theoretische Momente zum Schitzen des Parameters einzu-
setzen. Im Kapitel 3 wurden Abhéngigkeitsmale betrachtet, die als Funktionale der
Copulafunktionen dargestellt werden konnen. Daher liegt es nahe, zur Schitzung
der Copulaparameter die Momentenmethode mit den copulabasierten Abhin-
gigkeitsmallen entsprechend zu modifizieren. Insbesondere beim Schétzen der
t-Copula wird die Momentenmethode basierend auf Kendall’s 7 angewandt. Damit
wird die Korrelationsmatrix, die die ¢-Copula teilweise parametrisiert, geschitzt.
Die genaue Vorgehensweise wird im Kapitel 6 erldutert.
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Kapitel 5 Parametrische Schiétzverfahren

Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor zum statistischen Raum (X,8, P, | ¥ € 9),
wobei ¥ eine Parametermatrix ist. Fiir jede bivariate Randverteilung wird Kendall’s
7 als eine (Borel-messbare) Funktion des Parameters ¢;; : © — IR dargestellt, so
dass

T = T(Xi, Xj) = @i () 1<i < j<d,

gilt. Sei T eine Matrix, die aus den Koeffizienten 7;; besteht,

T11 Ti2 - Tid

To1 T22 -+ Taod
T =

Tdl Tdd °°° Tdd

Berticksichtigt man, dass 7;; = lund7;; = 7 fiirallel < i < j < dgilt, so kann
die Momentenbedingung folgendermalf3en definiert werden:

L—¢u(¥) 72— p2(¥) -+ Tig — p1a(V)
Ti2 — P12(0 — (¥ e Tog — P2q(V

Blo(xio) — | 2 P Tl e ey~
Tig — P14(9) Toa — 02a(F) -+ 1 —pqa(9)

Die Werte 7;; € [-1,1], 1 <i < j < d, konnen dann iiber das empirische Kendall’s 7
geschdtzt werden.

Definition 5.3.1

Sei (Y1, Y2) ein bivariater Zufallsvektor und (y11, y12), - - -, (Yn1, Yn2) unabhéngige Rea-
lisierungen von (Y3, Y5). Dann definiert ein nichtparametrischer Schitzer

7. IR — [—1, 1] fiir 7(Y3, Y2), gegeben durch

frim S sl — ) (e — 152)),

n(n —1) 1<i<j<n
den empirischen Kendall’s T.
O

Folgende Eigenschaften konnen fiir das empirische Kendall’s 7 nachgewiesen wer-
den.
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5.3 Kendall's T-Momentenmethode

Bemerkung 1

Der Schitzer 7, ist marginal-verteilungsfrei. Das bedeutet, wenn F' und G Vertei-
lungsfunktionen mit U; := F(Y;) und U, := G(Y>) sind, so gilt mit Wahrscheinlich-
keit gleich 1 die Beziehung:

o= e 2 sl — ) — )
= o 2 () — Flu))(Glue) — Glue))
= X sl ) )

Anderes formuliert, hei3t es, dass der Schétzer 7,, von den Randverteilungen des
Zufallsvektors unabhédngig definiert ist, siehe (Ender, 2005, S. 16).

Bemerkung 2
Seien die Voraussetzungen aus der Definition 5.3.1 erfiillt. Dann ist 7,, ein erwar-
tungstreuer und konsistenter Schitzer fiir 7, siehe Gibbons (2003).

Satz 5.3.1
Seien die Voraussetzungen aus der Definition 5.3.1 erfiillt und aufSerdem sei o> :=
Var(7(Y1,Y2)) > 0. Dann ist 7,, ein asymptotisch normalverteilter Schditzer fiir r mit

F o~ N(o,ig).
no

Beweis.
Siehe Lee (1990).

Seix = (xy,...,x%,) eine Stichprobe mit unabhéngigen Realisierungen von X und
bezeichne )
Tij(x) = ——— Z sgn[(xri — i) (Tr; — 215)] (5.4)
n(n—1) 1<k<i<n

den empirischen Kendall’s 7 fiir 7(X;, X;), 1 < i < j < d. Die Elemente der Parame-
termatrix lassen sich durch die Vorschrift
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Kapitel 5 Parametrische Schiétzverfahren

schiétzen. Alle auf bivariaten Randverteilungen basierte Schdtzungen zusammenge-
fasst, kann ein Schatzer fiir ¥ konstruiert werden, der kurz mit

d = o} (7)

bezeichnet wird. Diese Schidtzmethode wird im Folgenden mit Kendall’s T-Momen-
tenmethode, (KM-Methode), bezeichnet. Die KM-Methode kann auf dhnliche
Weise fiir Spearman’s p oder andere copulabasierte Abhédngigkeitsmal3e angepasst
werden. Im diesem Fall kann allgemein von der Methode der copulabasierten
Abhdngigkeitsmafse gesprochen werden.

Es kann nicht garantiert werden, dass die konstruierte Schidtzmatirx nach der
Transformation durch ¢! den Anforderungen der Parametermatrix entspricht.
Beispielsweise kann im Falle der Korrelationsmatrix passieren, dass die Schitzme-
thode eine singuldre Matrix ergibt. In solcher Situation muss die Schitzung zum
Beispiel mit Hilfe der Eigenwertmethode von Rousseeuw and Molenberghs (1993)
in eine positiv definite Matrix umgewandelt werden, siehe (Demarta and McNeil,
2004, S. 9). Dieses Verfahren wird im Kapitel 6 ndher erldutert.

Da der Schitzer 9 iiber die Funktion !

nur von 7 abhéngt, ist er ebenfalls
marginal-verteilungsfrei. Das ist insbesondere beim Schétzen der Copulaparame-
ter ein wesentlicher Vorteil, denn die Daten miissen nicht wie beispielsweise bei der
Maximum-Likelihood-Methoden vortransformiert werden. So wird das Fehlerrisiko

der Schéatzung nicht zusétzlich erhoht.
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Kapitel 6

Parameterschatzungen fur Normal-
und ¢-Copula

Die klassischen Schitzmethoden, die im Kapitel 5 angefiihrt wurden, sind im Allge-
meinen gut analysiert und weisen wiinschenswerte statistische Eigenschaften auf.
Bei einer Umsetzung im konkreten Fall treten die Probleme héufig dann auf, wenn
die Berechnung der exakten Schdtzungen zu grof3en Zeit- und Rechenaufwand ein-
fordert oder erst gar nicht méglich ist. In solchen Féllen muss nach alternativen
Losungswegen gesucht werden. Diese werden meist stark an die Ausgangsproblem-
stellung angepasst. So ist beispielsweise im Falle der Normal-Copula stets eine gu-
te Herleitung der klassischen Schédtzer moéglich. Dagegen miissen fiir die ¢-Copula
neue Verfahren entwickelt werden, da eine exakte Darstellung der ML-Schétzer
nicht moglich ist. Um trotzdem ein gutes Approximationsergebnis zu erzielen, wer-
den verschiedene Kombinationen aus einem oder mehr klassischen Verfahren und
numerischer Optimierung angewandt.
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Kapitel 6 Parameterschétzungen fiir Normal- und t-Copula

6.1 Normal-Copula

6.1.1 Maximum-Likelihood-Methode

Sei X ein d-dimensionaler gemal N,(0,R) verteilter Zufallsvektor, wobei R die
Korrelationsmatrix ist. C§ bezeichne die zugehorige Copulafunktion mit der Pa-
rametermatrix R. Um R mittels der ML-Methode zu schédtzen wird die Log-
Likelihoodfunktion benétigt, die auf der Dichtefunktion von C} basiert. Die Copu-
ladichte wird durch das Umstellen der Gleichung (5.3) nach cl'\{ ermittelt:

1 1, TRp-1
i o (- 3R7x)

cr(®(21), ..., P(z4); R) 4 1 1 -
[liz1 Gy &P ( - 5%)

1 1 - 1

= me o (- X R ) e (3x7x)
1 1 _

= mmee (- @7 -Tx),

wobei ¢ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Setzt man
aullerdem
®(x) = (P(z1),...,P2(20))" = (u1,...,uq)" = u,

so erhilt man die iibliche Form der Dichtefunktion

1 . 1 -1 Tim-1 -1
NwR) = TR O ( 527 (W) (R - L)@ (u)).
Seien uy, ..., u, unabhingige Realisierungen der auf [0, 1]¢ gleichverteilten Zufalls-

variablen U. Dann ldsst sich anhand dieser Beobachtungen folgende Darstellung
der Log-Likelihoodfunktion fiir R herleiten:

1 ¢ T
_ 1! -1 -1
[(Ryuy,...,u,) = ——ln|R| - = E ot (u;) + 3 EZl O (u;) D (wy).
(6.1)
Man berechne die erste Ableitung von [(R; uy, ..., u,)
Al(R;uy, ..., u,) .
R = —R —~ —Z@ ;)
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6.1 Normal-Copula

und setzte diese gleich 0. Dann ist
. ] «— T
R = - @' (uw)® '(w) . 6.2
w2 2 )@ ) 6.2)

die gesuchte Maximum-Likelihood-Schitzung fiir den Copulaparameter R.

Es wurde am Anfang angenommen, dass alle Komponenten des Vektors X stan-
dardnormalverteilt sind. In diesem Fall vereinfacht sich die Formel (6.2) zu

n
RME — E XX,
i=1

wobei x, ..., x, die beobachteten Daten sind.

Sei nun im Allgemeinen die Verteilung von X iiber die Normal-Copula C§ und
die Randverteilungen 71, ..., F,; beschrieben. In diesem Fall miissen die urspriing-
lichen Daten vor der Anwendung der ML-Methode entsprechend der angenomme-
nen oder geschétzten Randverteilungen 77, ..., F,; in

w = (Fi(za),. .., Fa(a))", i=1,...,n,

umgewandelt werden. Danach kann R” nach der Formel (6.2) berechnet wer-
den.

6.1.2 Momentenmethode

Sei X ein d-dimensionaler Vektor und die Verteilung von X iiber die Normal-Copula
CR und die Randverteilungen Fi, ..., F; beschrieben.

Die Elemente der Korrelationsmatrix R kdnnen in folgender Weise tiber die theore-
tischen Momentenfunktionen dargestellt werden:
E(X;X;) — B(X)E(X))
V (BOX) — E(X0)?) (E(X?) — E(X;)?)
ma(Xi, Xj) - ml(Xi)ml(Xj)
Vma (X, Xi) = ma(X0)2/ma(X, Xj) — ma (X5)2

Rij =
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Kapitel 6 Parameterschétzungen fiir Normal- und t-Copula

wobei m; und m, die ersten beiden multivariaten Momente sind. Dabei muss be-
achtet werden, dass der Copulaparameter R nur im Falle von nichtentarteten mul-
tivariaten elliptischen Verteilungen die Korrelationmatrix im tiblichen Sinne ist. Da-
her kann die M-Schétzung fiir R nicht in jedem Fall direkt iiber die Daten, wie in der
Darstellung oben angefiihrt, bestimmt werden. Andererseits kénnen die urspriing-
lichen Daten so transformiert werden, dass sie fiir die Anwendung der Momenten-
methode geeignet sind:

() = (D (Fi(za)),..., 0 (Fu(zia))', i=1,....n,
wobei x, .. .,x, die Beobachtungen von X sind. Entscheidend dabei ist, dass fiir
die Konstruktion der Normal-Copula die Randverteilungen standardnormalverteilt
vorausgesetzt werden. Die Momentenschdtzung, die man dann erhélt, stimmt mit
der ML-Schidtzung, siehe (6.2), iiberein. Somit liefert die klassische Momentenme-
thode fiir die Normal-Copula keine zusétzliche Schitzung fiir den Parameter R.

Eine bessere Alternative ist, den bestehenden direkten Zusammenhang zwischen
der Parametermatrix R und der Rangkorrelationsmatrix von Kendall

2
Tij = T(XZ,XJ) = ;arcsin(Rij), 1 = 1n, j = 1d, (63)

fiir die Schatzung zu nutzen. Diese Beziehung ist von den Randverteilungen unab-
hédngig und kann somit zur Approximation des Parameters direkt tiber die beobach-
teten Daten verwendet werden. Ahnliches gilt fiir die Rangkorrelationsmatrix von
Spearman

6
pi; = p(X;, X;) = —arcsin(R;;), t=1...n,7=1...d (6.4)
T

6.1.3 Kendall’s --Momentenmethode
Seien x4, ..., x, die Beobachtungen von X. GemilR (6.3) konnen die Elemente von

R durch
Rij = Sin(gﬁj), Z,j = 1,...,d,
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6.1 Normal-Copula

geschitzt werden, wobei 7;; wie in (5.4) definiert ist. Sei 7 die Kendall’s 7-
Schitzmatrix, die aus den Elementen 7;; besteht. Dann kann die Schétzung fiir R
nach der Kendall’s 7-Momentenmethode allgemein geschrieben werden als

REM = gin (g%)

6.1.4 Spearman’s p-Momentenmethode

Seien xg, ..., x, die Beobachtungen von X. Um mit Hilfe von (6.4) eine Schitzung
fir R zu konstruieren, muss man sich erinnern, dass

pij = p(Xi, X;) = Corr(F;(X;), Fj(X;))

gilt. Ahnlich der ML-Methode miissen die beobachteten Daten im ersten Schritt an-
hand der angenommenen oder geschitzten Randverteilungen transformiert wer-
den:

W, = (Fi(zq),. .., Fy(zig)?, i=1,...,n.

Anschliellend kann Spearman’s p mittels der Momentenmethode durch

mgij — mlimlj

Y
~ ~ 2 A ~ 2
\/mg,”. — mli\/mgjj —my,

geschitzt werden. Dabei sind

ij=1,...,d,

Pij =

n
. 1 .
mli:—g Ui, 1 =1,...,d,
n
k=1

und

n
1 .
My, = - g Upi Uk 5 1,7 = 1,...,d.
k=1

Ein alternativer Schétzer fiir Spearman’s p, der direkt aus den Ausgangsdaten be-
rechnet wird, wird in der nachfolgenden Definition vorgestellt, sieche (Niehof, 2009,
S. 44).
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Kapitel 6 Parameterschétzungen fiir Normal- und t-Copula

Definition 6.1.1

Sei (Y1, Y,) ein bivariater Zufallsvektor und (y11, ¥12), - - -, (Yn1, Yn2) unabhéingige Rea-
lisierungen von (Y3, Y>). Sei rg(y;;) der Rang der Beobachtung y;; in der aufsteigend
geordneten Folge yi1, . .., y,1. Weiterhin seien g, = = > | rg(yi1) bzw.

g, = 13" rg(y) die arithmetischen Mittel der Rédnge von Y; bzw. Y;. Es gilt
rg, = rg, = 2! Dann definiert ein nichtparametrischer Schitzer p : R** — [—1, 1]

fir p(Y1,Y3), gegeben durch
po= > i (rg(yin) —181)(rg(vi2) — T8,)
\/Z?:l(rg(yil) —1g;)? Z?:l(rg(?/ﬂ) —1gy)?

B TR

=1

n

n+1
T onm2—1) ZZI rg(yin)re(yie) — Sn —

den empirischen Spearman’s p.

Bemerkung 3
Der empirische Spearman’s p ist ein erwartungstreuer und schwach konsistenter
Schétzer. Der Beweis ist bei Gibbons (1993) zu finden.

Sei p die Schitzmatrix fiir Spearman’s p, die aus den Elementen p;; besteht.
Dann kann die Schitzung fiir R nach der Spearman’s p-Momentenmethode (SM-
Methode) folgendermalien geschrieben werden

RM = 2gin <%ﬁ>

6.2 (-Copula

6.2.1 Verfahren 1 (exakte ML-Methode)

Sei X ein d-dimensionaler gemil t¢(0, R) verteilter Zufallsvektor, wobei R die Kor-
relationsmatrix und v die Anzahl der Freiheitsgrade sind. Cg , bezeichne die zuge-
horige Copulafunktion mit den Parametern R und v.
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6.2 t-Copula

Um die Log-Likelihoodfunktion fiir die ¢-Copula aufzustellen, wird wiederum die
Dichtefunktion benétigt. Diese kann wie bereits gesehen durch das Umstellen der
Gleichung (5.3) nach g , ermittelt werden:

v+d

T(utd - _u
W <1 +,x'R 1x>

Ci%,l/(t’/(xl)a'--atl/<xd);R7 V) = d il
I (1+%)

(m)a/2 [0(%)]

- F%[P(%) © (14 TR )
F(%) F(V+1> _

RICTIL (145) ©
wobei ¢, die Verteilungsfunktion der univariaten ¢-Verteilung ist. Setzt man auller-
dem

t,(x) = (t,(z1), ..., tu(zd))" = (ug,...,uq)" = u,

so erhilt man die iibliche Form der Dichtefunktion
v+d

t reg [ o 110+ E )R 6 @)
chy(ul,...,ud;R,V) = F(Z) F(V—H) - RS
2 2 IR|1/2 ngl (1 + E/ui))2> 2
Seien uy, ..., u, unabhingige Realisierungen der auf [0, 1]¢ gleichverteilten Zufalls-

variablen U. Auf der Grundlage dieser Beobachtungen lésst sich folgende Darstel-
lung der Log-Likelihoodfunktion fiir R herleiten:

I(R,v;uy,...,u,) = nln

Pty () ©5)

Leider ist es nicht méglich, fiir die ¢-Copula eine explizite Darstellung der ML-
Parameterschétzer anzugeben. Eine numerische Approximation, wie beispielswei-
se durch das Newton-Verfahren, ist in jedem Falle erforderlich. Jedoch kénnen die
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Berechnungen schon bei kleinen Dimensionen wegen der grof3en Anzahl von Ope-
rationschritten zu umstindlich und zu zeitintensiv sein. In solchem Fall empfiehlt
es sich, eine Kombination von verschiedenen Schdtzmethoden anzuwenden. Dazu
werden in den nédchsten Teilabschnitten drei gdngige Verfahren vorgestellt, verglei-
che Fantazzini et al. (2006). Bei jedem der drei Verfahren wird vorausgesetzt, dass
die urspriinglich beobachteten Daten xg, ...,x, zu den auf [0, 1]¢ gleichverteilten
Stichproben uy, ..., u, transformiert werden. Wie die Transformation zu erfolgen
hat, hangt davon ab, wie viel tiber die Randverteilungen der Copula bekannt ist. Ge-
gebenfalls miissen dazu parametrische oder nichtparametrische Schidtzungen der
Randverteilungsfunktionen eingesetzt werden.

6.2.2 Verfahren 2 (2-stufige rekursive ML-Methode)

Dieses Verfahren basiert auf einer rekursiven Berechnung der Korrelationsmatrix R
und besteht aus zwei Stufen.

1. Stufe (rekursive Berechnung der Korrelationsmatrix R):

Die d(d — 1)/2 unbekannten Elemente der Korrelationsmatrix R werden ein-
zeln geschitzt, indem fiir jedes Variablenpaar (X;, X;),4,5 = 1,...,d, die Log-
Likelihoodfunktion nach (6.5) aufgestellt wird. Diese Vorgehensweise ist be-
rechtigt, da die Korrelation zweier Zufallsvariablen von den weiteren Variablen
des Zufallsvektors unabhingig ist. Eine Schitzung fiir das Element R;; wird
mittels einer Rekursion ermittelt, fiir deren Umsetzung die Anzahl der Frei-
heitsgrade v aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen angenommen wird. Es
sei bemerkt, dass diese Voraussetzung im allgemeinen nicht zwingend ist. Au-
Berdem muss bertiicksichtigt werden, dass v > 2 fiir die Existenz der Varianz
vorausgesetzt werden muss. Aufgrund dieser Ausfithrungen wird v zunéchst
gleich 3 gesetzt und fiir diesen fixierten Wert mittels numerischer Optimie-
rung eine ML-Schétzung fiir R;; berechnet:

v+ 2 o 1 _ n
- Zln (1 + ;§ZR”1€]€) ~3 In |RZ]|] )

k=1

R;;, = argmax
ij
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6.2 t-Copula

wobei

und
€ = (1, () t; uy)), k= 1,....m,

sind. Anschlielfend wird der Wert von » um 1 erh6éht und Rij,,, erneut berech-
net. Der Vorgang wird so lange wiederholt, bis das Maximum der bivariaten
Log-Likelihoodfunktion gegeniiber dem vorherigen Schritt zum ersten Mal
abféllt. Als Schétzung fiir R;; wird dann der Wert aus dem vorletzten Schritt
der Schleife herangezogen, d.h. das Maximum aller ermittelten Maxima der
Log-Likelihoodfunktion:

~ ~

R;; = Rijﬁ mit v = argrilggc(l(Rij,y,y; up,...,U,)).

2. Stufe (Berechnung der Freiheitsgrade):
Im idealen Fall sollten alle d(d — 1)/2 Elementenschédtzungen fiir R bei glei-
chem Wert von v erzeugt worden sein. Das ist aber in der Praxis kaum der Fall.

Aus diesem Grund wird v unter Einsatz von R = (Rij)1§i7j§d nach der ML-
Methode geschatzt:
U = arg m>aQX(l(f{, vy, ..., Uy,)).

Aufgrund der vielen Schritte, die fiir die Berechnung der Parameter notwendig sind,
kann bereits vermutet werden, dass auch dieses Verfahren zeit- und rechenintensiv
ist.

6.2.3 Verfahren 3 (2-stufige KM-ML-Methode)

Das zweite Verfahren stellt eine Kombination aus der Kendall's 7- und der
Maximum-Likelihood-Methoden dar.
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1. Stufe (KM-Methode fiir R):
Analog zu der Normal-Copula kann die Korrelationsmatrix im ersten Schritt
mittels der KM-Methode geschitzt werden. Dieses Vorgehen ist legitim, da die
Relation zwischen der Korrelationsmatrix und der Kendall’s 7-Matrix von der
Anzahl der Freiheitsgrade unabhéngig ist.

R = REM — gin <g7> 6.6)

wobei 7 die, anhand von transformierten oder untransformierten Beob-
achtungsdaten, geschitzte Kendall's 7-Matrix ist. Andererseits gibt es keine
Garantie, dass die in (6.6) erzeugte Matrix tatsdchlich positiv definit ist. Ge-
gebenenfalls muss R*" in eine positiv definite Matrix umgewandelt werden,
siehe (Demarta and McNeil, 2004, S. 9). Dazu wird héufig die Eigenwertme-
thode von Rousseeuw and Molenberghs (1993) verwendet. Diese Methode
besteht aus folgenden Schritten:

* Eine positiv semi-definite Korrelationsmatrix R € IR**? kann zerlegt wer-
den in
R = ADA'. (6.7)

D ist eine Diagonalmatrix, deren Elemente die nichtnegativen Eigenwer-
tevon R sind. A ist eine Orthogonalmatrix (d.h. AAT = ATA =1,), deren
Spalten die zugehorigen Eigenvektoren beinhalten. Falls R positiv defi-
nit ist, sind alle ihre Eigenwerte positiv. Wenn R symmetrisch, aber nicht
positiv semi-definit ist, gilt (6.7) weiterhin, jedoch sind dann einige Ei-
genwerte negativ. In der Regel haben aber die negativen Eigenwerte nur
kleine Absolutbetrége.

* Wenn die Ergebnismatrix positiv semi-definit sein soll, miissen alle ne-
gativen Eigenwerte durch 0 ersetzt werden. Soll die Ergebnismatrix sogar
positiv definit sein, miissen die negativen Eigenwerte durch kleine posi-
tive Zahlen ersetzt werden. In jedem Fall bezeichnet D’ die neue Diago-
nalmatrix, dann kann R’ = AD’AT berechnet werden.

e Durch die Umformung ist es méglich, dass die Diagonalelemente von R’
nicht mehr 1 sind. Dieses Problem wir durch eine Transformation gelost.
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Dabei wird R’ in R” = D”R/D"?T umgewandelt. D” ist eine Diagonalma-
trix, deren Elemente 1//R/;,,i = 1, ..., d, sind, sieche (Rousseeuw and Mo-

lenberghs, 1993, S. 971-972). Damit erfiillt R” die notwendigen Kriterien
und ist die gesuchte Approximation fiir R.

2. Stufe (ML-Methode fiir v):
Der plausibelste Ansatz, den noch verbleibenden Parameter v zu schétzen, ist
das Maximieren der Log-Likelihoodfunktion in (6.5) nach v, wobei R durch R
ersetzt wird:
U = arg Ilrj1>azx(l(f{, Vi, ..., Uy,)).
Bei diesem Verfahren liegt die Vermutung nahe, dass es im Schnitt weniger Opera-
tionsschritte als das zuvor beschriebene benétigt. Einer der Griinde dafiir ist, dass
fiir die Berechnung von R keine numerische Optimierung gebraucht wird.

6.2.4 Verfahren 4 (3-stufige M-ML-Methode)

Dieses Verfahren basiert auf der Momenten- und der Maximum-Likelihood-
Methode.

1. Stufe (erste M-Methode fiir R):
Die Korrelationsmatrix R wird das erste Mal unter der Annahme, dass die Da-
ten gemadl} einer Normal-Copula verteilt sind, geschétzt. Dazu wird die in (6.2)
bereits hergeleitete ML-Schédtzung (die der Momentenschédtzung entspricht)

verwendet:

T

R = %;i)_l(ui)qfl(ui) . (6.8)

2. Stufe (ML-Methode fiir v):
Durch Einsetzen der vorldufigen Korrelationsschédtzung in (6.5) wird die ML-
Schitzung fiir v ermittelt:

U = arg m>a2x(l(l~%, viug, ..., Uy,)).
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3. Stufe (zweite M-Methode fiir R):
Im letzten Schritt wird R wiederholt mittels der Momenten-Methode und un-
ter der Annahme, dass die Daten ¢;-verteilt sind, geschitzt:

" ( 2imt by (ur)ty” () )
\/22:1@;1(%@'))2 SO0 (5 (ugy))?

ij=1,.,d

Diese Methode ist in dhnlicher Weise bei Fantazzini et al. (2006) zu finden.

Alternativ kann R in der letzten Etappe nach einem von Bouyé et al. (2000) vorge-
schlagenem Verfahren geschitzt werden:

¢ Alternative zur 3. Stufe:
Die erste partielle Ableitung von (6.5) nach R~! ergibt:

n

IR, v;uy,. .. uy,) v+d Z St (W) (t, ()"
L+ 5(t

OR—1 -

"R
2 2

=1

Durch das Setzen gleich 0, erhélt man folgenden Ausdruck fiir R:

e _ Lvtd Z b (), (w)” '

noovo 2T+ Lt ()T (RF) (6 (uy)

Das liefert die Grundlage fiir eine rekursive Berechnung. Sei R, = R wie in
(6.8) der Startwert. Dann kann eine Schétzung fiir R durch folgende Formel

ermittelt werden:
R 1 d — to 1 (w) (65 (w)T
Ry = ~ 2 Y — ”<u)(”A<ul)) L i=0,1,2,....
novo = T+ (6 (w) TR () (W)
Sobald Riﬂ = f{i( =: f{oo) eintritt, kann die Rekursion abgebrochen wer-

den. Problematisch bei diesem Verfahren ist, dass keine Garantie gibt, ob die
Rekursionen tatsdchlich konvergieren. Das kann im Allgemeinen auch stark
von dem Startwert abhéngen, der tiber die Daten berechnet wird und somit
nicht frei wihlbar ist. AuBerdem kann die Berechnung fiir grofe Dimensionen
aufwindig werden und bei der Bestimmung des Matrizeninversen sogar zur
numerischen Instabilitét fiihren, siehe Fantazzini et al. (2006).
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Kapitel 7

Simulationen

In diesem Kapitel wird die Arbeitsweise der im Kapitel 6 entwickelten Verfahren
untersucht. Dazu wurden auf Basis der R Statistik-Software Simulationen durchge-
fihrt. Eine Anleitung zur Installation und Anwendung von R ist unter http://www.r-
project.org/ zu finden. Ein Ausschnitt des erstellten Simulationsprogramms ist im
Anhang A aufgefiihrt.

Die Umsetzung der Methoden in Rist fiir den Fall der Normal-Copula bei Yan (2006)
ausreichend dokumentiert und muss hier nicht erneut erldutert werden. Es wird nur
der Fall der bivariaten ¢-Copula mit ¢-verteilten Randverteilungen betrachtet. Mit
dem Paket copula kénnen verschiedene Copulafunktionen erstellt werden. Ausser-
dem beinhaltet es Prozeduren, die sowohl das Erzeugen von Realisierungen einer
vordefinierten Copula als auch das Schétzen ihrer Parameter ermoglichen. Fiir die-
se Simulationsstudie wurde das Paket copula zur Definition der ¢-Copulas und zum
Erzeugen von Stichproben herangezogen, bei der Implementierung der Schitzver-
fahren wurde darauf verzichtet, siehe Anhang A.

Folgende Verfahren kommen bei der Simulation zum Einsatz: Exakte Maximum-
Likelihood-Methode (EMLM), rekursive Maximum-Likelihood-Methode
(RMLM), Kendall's 7-Momenten-Maximum-Likelihood-Methode (KM-MLM)
und Momenten-Maximum-Likelihood-Methode (M-MLM). Um die Ubersicht
beim Methodenvergleich anschaulicher zu gestalten, wurde die Methode nach
Bouyé et al. (2000) bei dieser Simulation nicht umgesetzt.
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7.1 Grundlagen

Einer der Schwerpunkte, welche hier untersucht werden, betrifft den Einfluss
einer moglichen Storung, die in Form eines Nichtzentralitdtsparameters der
Randverteilungen ausgedruckt wird, auf das Schitzen der Copulaparameter. Bei
(Witting, 1985, S. 221) wird die nichtzentrale ¢-Verteilung wie folgt definiert.

Definition 7.1.1
Yo, Y1, ..., Y, seien unabhidngige Zufallsvariablen mit Y, ~ N(4,1) und Y; ~ N(0,1)
firi =1,...,v. Dann heillt die Verteilung von

Y,

Vil Y

eine nichtzentralet,-Verteilung mit dem Nichtzentralitdtsparameter ¢; kurz: ¢,(9).

7 =

OJ

Fiir die Simulation wurde eine ¢-Copula mit 7 Freiheitsgraden angenommen, abge-
kiirzt C,,, wobei R die Korrelation zwischen den beiden Randverteilungen und v
die Anzahl der Freiheitsgrade beschreiben. Fiir R = 0,2; 0,5; 0,7; 0,8 wurden je-
weils 40 Stichproben der Copula erzeugt und anschliefend anhand von ¢-verteilten
Randverteilungen mit verschiedenen Parametern transformiert. Auf diese Weise soll
erreicht werden, dass die gleichen Daten mit unterschiedlichen Stérungseinfliissen
simuliert werden. Dabei wird nur der Nichtzentralititsparameter der Randvertei-
lungen verdndert, die Anzahl der Freiheitsgrade betrdgt immer 10. So transformierte
Daten bilden die Grundlage fiir die Schidtzungen. Die Anzahl der Stichproben wur-
de bewusst moderat gewdhlt, um die Simulation nah an den Realbedingungen zu
gestalten.

7.2 Parametrischer Fall

Im ersten Fall werden die Ausgangsdaten anhand von parametrisch geschétzten
Randverteilungen umgewandelt, bevor sie bei den Schitzmethoden zum Einsatz
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kommen. Die Ergebnisse von 30 Wiederholungen werden in Form von Streudia-
grammen in den Abbildungen 7.1 bis 7.4 grafisch dargestellt. Zwischen den ein-
zelnen Bildern in den Abbildungen sind keine groen Unterschiede zu erkennen.
Diese Tatsache spricht dafiir, dass mogliche (geringe) Fehler, die beim Schitzen der
Randverteilungsparameter entstehen, keinen grof3en Einfluss auf die Schidtzung der
Copulaparameter haben. Das kann wiederum als Bestdtigung fiir die Trennung von
Copulafunktion und den Randverteilungen aufgefasst werden.

Deutlich erkennbar ist, dass bei der Schiatzung der Korrelation alle angewandten
Verfahren ungefidhr gleich stark um den wahren Parameterwert streuen. Fiir die
Anzahl der Freiheitsgrade liefert das Einschrittverfahren, die exakte Maximum-
Likelihood-Methode, deutlich bessere Schitzergebnisse als die Mehrschrittverfah-
ren. Diese Aussage wird durch die in den Tabellen 7.1 bis 7.4 angegebenen Durch-
schnittswerte der Parameterschitzungen bestédtigt. Hierfiir wurden exemplarisch
die auf¢,,(0)-verteilten Randverteilungen basierte Schitzdaten genommen.

AuBerdem ist gut zu erkennen, dass alle Methoden den Korrelationsparameter
umso besser approximieren, je ndher sein Wert an der 1 liegt. Bei der exakten MLM
verbessert sich sogar bei einer starken Korrelation die Schatzung fiir die Anzahl der
Freiheitsgrade. Bei den Mehrschrittverfahren ist dies nicht zu beobachten. Generell
wird bei den Mehrschrittverfahren die Anzahl der Freiheitsgrade fiir die gewdhlte
Anzahl von Stichproben im Schnitt etwas zu hoch geschétzt.

Wie sich eine hohere Anzahl von Stichproben auf das Schitzergebnis auswirkt, zeigt
die Abbildung 7.5. Hierfiir wurden die Schitzungen bei 12 Wiederholungen fiir je-
weils 100 Stichproben berechnet. Fiir den Korrelationsparameter erreichen alle Me-
thoden sehr gute Werte, die im Durchschnitt sehr nah an dem exakten Parameter-
wert liegen. Auch die Anzahl der Freiheitsgrade wird von allen Methoden gut ap-
proximiert. Jedoch ist auch hier zu beobachten, dass die Streuung der Schédtzung
um den wahren Wert bei dem Einschrittverfahren wesentlich geringer als bei den
Mehrschrittverfahren ist.
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Randverteilungen: t;4(0) und t;4(0) Randverteilungen: tyo(1) und t;4(0)
o ] o ]
-~ = Exakt — = Exakt
* EMLM * EMLM
— * RMLM — * RMLM
* KM-MLM * KM-MLM
M-MLM M-MLM
© | . © | .
c o o o = o e 0
3= A i °
kS - ot o & e 8 ] o° ..‘ e 8
o e 2 e [ ~ Sate :‘ 34
= N o IR L4 = - ° -.
- o"":: A g o7 . “‘l"' ¥,
. e e . e
N : !.. e ‘. ¢ ® 7] : s. ‘. ° .. ° - []
N . N °
Q@ ° . < ° .
T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Anzahl der Freiheitsgrade Anzahl der Freiheitsgrade
Randverteilungen: t;o(1) und tyo(-2) Randverteilungen: t;5(1) und t;5(2)
Qe ] Qe
— = Exakt — = Exakt
* EMLM * EMLM
— * RMLM — * RMLM
* KM-MLM * KM-MLM
M-MLM M-MLM
© | . © _] °
c o ° c o P
i) ° i) N
S _ e o S| — e o
2 < : I3 =- J'.n
5 o | g% 7. 5 o | s e o3¢ ¢
¥ © s°%e Ve ¥ © s e ’e L
T% ® i v o e t
- : E. . ° . ° N — : :. . ° . P .
N N
CIS 7 : o O. 7 : o
T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Anzahl der Freiheitsgrade Anzahl der Freiheitsgrade

Abbildung 7.1: Parameterschétzungen fiir C{ ,.; bei 40 Stichproben und 30 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade
Mittelwert | Standardabweichung || Mittelwert | Standardabweichung

EMLM 0.1687 0.1820 7.020 1.583

RMLM 0.1757 0.1781 8.568 4.326

KMMLM 0.1831 0.1708 8.308 4.474

MMLM 0.1646 0.1911 8.559 4.451

Tabelle 7.1: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschitzungen fiir C{ ., bei 40 Stich-

proben und 30 Wiederholungen, parametrischer Fall.
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Randverteilungen: t;(0) und t;4(0)
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Abbildung 7.2: Parameterschitzungen fiir C{ ;.; bei 40 Stichproben und 30 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade
Mittelwert | Standardabweichung || Mittelwert | Standardabweichung

EMLM 0.489 0.1395 7.205 0.8568

RMLM 0.4908 0.1411 8.669 4.1266

KMMLM 0.4765 0.1446 8.138 4.5550

MMLM 0.4704 0.1487 8.312 4.4284

Tabelle 7.2: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschétzungen fiir C{ 5., bei 40 Stich-

proben und 30 Wiederholungen, parametrischer Fall.
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Randverteilungen: t;4(0) und t;4(0)
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Abbildung 7.3: Parameterschitzungen fiir C{ ;.; bei 40 Stichproben und 30 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade
Mittelwert | Standardabweichung || Mittelwert | Standardabweichung
EMLM 0.6919 0.09213 6.999 0.9122
RMLM 0.6953 0.09312 8.862 4.0036
KMMLM 0.6833 0.10511 7.947 4.7126
MMLM 0.6791 0.10272 8.280 4.4763

Tabelle 7.3: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschitzungen fiir C{ ., bei 40 Stich-

proben und 30 Wiederholungen, parametrischer Fall.
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Randverteilungen: t;(0) und t;4(0)
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Abbildung 7.4: Parameterschitzungen fiir C{ 4 ; bei 40 Stichproben und 30 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade
Mittelwert | Standardabweichung || Mittelwert | Standardabweichung

EMLM 0.7956 0.06243 6.969 0.3948

RMLM 0.7984 0.06304 8.895 4.0057

KMMLM 0.7897 0.07641 7.896 4.7759

MMLM 0.7854 0.07315 8.200 4.5468

Tabelle 7.4: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschétzungen fiir C{ ., bei 40 Stich-

proben und 30 Wiederholungen, parametrischer Fall.
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Randverteilungen: t;4(0) und t;4(0)
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Abbildung 7.5: Parameterschitzungen fiir C{ ,.; bei 100 Stichproben und 12 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade
Mittelwert | Standardabweichung || Mittelwert | Standardabweichung

EMLM 0.6951 0.05250 6.920 0.3303

RMLM 0.6981 0.05213 7.398 4.0652

KMMLM 0.6807 0.06910 6.917 4.0930

MMLM 0.6887 0.07908 7.019 4.0924

Tabelle 7.5: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschétzungen fiir Cf ;.; bei 100

Stichproben und 12 Wiederholungen, parametrischer Fall.
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7.3 Nichtparametrischer Fall

Im zweiten Fall werden die Ausgangsdaten erst anhand von nichtparametrisch
geschitzten Randverteilungen umgewandelt und dann bei den Schidtzmethoden
eingesetzt. Die Schitzergebnisse sind in den Abbildungen 7.6 und 7.7 zusam-
men mit dem parametrischen Fall fiir ¢,,(0)-verteilte Randverteilungen grafisch
dargestellt. Die Durchschnittswerte der Copulaparameterschitzungen werden in
den Tabellen 7.6 bis 7.9 prasentiert. AufSer der Kendall’s 7-Momenten-Maximum-
Likelihood-Methode, bei der die Schitzwerte fiir die Korrelation im parametrischen
und nichtparametrischen Fall identisch sind, liefern die anderen Verfahren bei
der Schitzung der Korrelation im parametrischen Fall im Durchschnitt mini-
mal bessere Ergebnisse. Auf der anderen Seite ist zu beobachten, dass bei der
Schédtzung der Anzahl der Freiheitsgrade insbesondere die Mehrschrittverfah-
ren im nichtparametrischen Fall im Durschnitt minimal besser abschneiden.
Auch bei der fiir die Verfahren berechneten Standardabweichung ist bei keinem der
Verfahren und in keinem der beiden Fille eine deutliche Verbesserung zu erkennen.

In der Abbildung 7.8 und in der Tabelle 7.10 sind die entsprechenden Schétzergeb-
nisse fiir eine hohere Anzahl von Stichproben dargestellt. Bei den approximativen
Werten fiir die Korrelation wurden zwischen dem parametrischen und nichparame-
trischen Fall sowohl in den Durchschnittswerten als auch in den Streuungswerten
keine groBen Unterschiede feststellt. Die Schiatzungen fiir die Anzahl der Freiheits-
grade sind im Durchschnitt bei dem parametrischen Fall besser, auch die Streu-
ungswerte fallen insbesondere bei den Mehrschrittverfahren minimal besser aus.
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R = 0.2, parametrischer Fall R = 0.2, nichtparametrischer Fall
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Abbildung 7.6: Parameterschitzungen fiir Cf,, und Cf;, bei 40 Stichproben und 30

Wiederholungen.
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R =0.7, parametrischer Fall R = 0.7, nichtparametrischer Fall
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Abbildung 7.7: Parameterschitzungen fiir Cf,, und C{s, bei 40 Stichproben und 30

Wiederholungen.
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Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade
Mittelwert ‘ Standardabweichung || Mittelwert | Standardabweichung

EMLM 0.1718 0.1770 6.896 1.657

RMLM 0.1705 0.1778 8.268 4.340

KMMLM 0.1831 0.1708 8.215 4.396

MMLM 0.1649 0.2032 8.408 4.368

Tabelle 7.6: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschitzungen fiir Cf ,..

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade
Mittelwert | Standardabweichung || Mittelwert | Standardabweichung

EMLM 0.4635 0.1380 7.091 1.395

RMLM 0.4658 0.1403 8.120 4.269

KMMLM 0.4765 0.1446 8.020 4.473

MMLM 0.4571 0.1531 8.207 4.353

Tabelle 7.7: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschétzungen fiir C ;..

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade
Mittelwert | Standardabweichung || Mittelwert | Standardabweichung
EMLM 0.6697 0.09853 7.191 0.9655
RMLM 0.6718 0.09813 8.136 4.3769
KMMLM 0.6833 0.10511 8.151 4.6018
MMLM 0.6667 0.11510 8.154 4.5325

Tabelle 7.8: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschétzungen fiir Cf ;...

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade
Mittelwert | Standardabweichung || Mittelwert | Standardabweichung

EMLM 0.7719 0.07400 7.045 0.2047

RMLM 0.7743 0.07345 8.066 4.3864

KMMLM 0.7897 0.07641 8.046 4.6642

MMLM 0.7693 0.08812 8.054 4.5888

Tabelle 7.9: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschétzungen fiir Cf g ;.
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7.3 Nichtparametrischer Fall

R =0.7, parametrischer Fall R =0.7, nichtparametrischer Fall
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Abbildung 7.8: Parameterschétzungen fiir C{ ,.; bei 100 Stichproben und 12 Wiederholungen.

Methoden Korrelation Anzahl der Freiheitsgrade
Mittelwert | Standardabweichung || Mittelwert | Standardabweichung

EMLM 0.6797 0.05946 7.061 0.2497

RMLM 0.6826 0.05994 8.811 4.5763

KMMLM 0.6807 0.06910 8.772 4.7663

MMLM 0.6914 0.05530 8.810 4.7456

Tabelle 7.10: Mittelwert und Standardabweichung der Parameterschétzungen fiir C{ ;.; bei 100

Stichproben und 12 Wiederholungen, nichtparametrischer Fall.
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7.4 Fazit

Fiir den untersuchten Fall ldsst sich zusammenfassend sagen, dass, sofern keine
entscheidenden Kriterien dagegen sprechen, das Einschrittverfahren den Mehr-
schrittverfahren vorzuziehen ist. Insbesondere beim Schitzen der Anzahl der
Freiheitsgrade gehen offensichtlich durch das Einsetzen von approximativen
Werten in die Maximum-Likelihood-Funktion die Informationen verloren, was
mitunter zu sehr unbefriedigenden Ergebnissen fiihren kann. Von den Mehr-
schrittverfahren kann man anhand dieser Simulationstudie keines favorisieren.
Alle drei untersuchten Verfahren haben im Schnitt nur geringfiigig voneinander
abweichende Schétzergebnisse geliefert.

Es scheint auch keine grolle Rolle zu spielen, ob die Randverteilungen teilweise
bekannt oder vollstindig unbekannt sind, denn die Unterschiede im parame-
trischen und nichtparemetrischen Fall waren bei dieser Studie nicht besonders
grol3. Auch kleine Abweichungen von exakten Werten bei den geschidtzten Rand-
verteilungsparametern wirkten sich nicht bedeutend stark auf die Schidtzungen
der Copulaparameter aus. Hierzu wire es interessant, die Studie auf eine héhere
Dimension auszuweiten, sowie mit anderen als t-verteilten Randverteilungen
durchzufiihren.

In fast allen Fillen fiihrte die erhdhte Stichprobenzahl im Durchschnitt zu besseren
Schitzergebnissen. Jedoch verdnderten sich die Streuungswerte nur unbedeutend,
so dass man insgesamt bei dieser Erhohung der Stichprobenzahl von keiner deutli-
chen Verbesserung sprechen kann. Auch hierzu wire eine Studie mit mehr als zwei
Randverteilungen interessant.

Aus Zeitgriinden wurde in dieser Simulationsstudie der Einfluss der Startwerte bei
der programmtechnischen Umsetzung nicht untersucht. Dieser Aspekt sollte bei
einer moglichen Weiterentwicklung bzw. Verbesserung des Simulationsprogramms
mit berticksichtigt werden.
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Anhang A

Programmausschnitt

library(copula)
library(stats)
library(graphics)

# Definition der Schiatzmethoden

# Log-Likelihood-Funktion

Il < — function(rho, nu, dat,n){

I <—c(1:n)

for(i in 1:n){

l[i] < —dmut(qt(datli,], nu), sigma = matriz(c(1,rho,rho,1),2),df = nu,log = TRUE) —
log(dt(qt(datli, 1], nu), nu) x dt(qt(dat[i, 2], nu), nu))}

return(—sum(l))}

# Exakte Maximum-Likelihood-Methode

emlm < — function(param.start, dat, n){

ll_theta < — function(theta, dat,n){

rho < —thetal[l]

nu < —theta[2]

ll(rho,nu, dat,n)}

return(optim(param.start,ll_theta, dat = dat,n = n, method =" CG”)$par)}
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# Rekursive Maximume-Likelihood-Methode

rmim < — function(param.start, dat,n){

nu < —3

rho.hat < —optim(param.start[1],ll, nu = nu, dat = dat,n = n,method =” BFGS”)$par
repeat{

nu < —nu+1

rho < —optim(param.start[l],ll,nu = nu, dat = dat,n = n, method =" BFGS”)$par

if (round(ll(rho, nu, dat,n),3) < round(ll(rho.hat,nu, dat,n),3))

(rho.hat < —rho) else break}

nu.hat < —optim(param.start[2],1l,rho = rho.hat,dat = dat,n = n, method =”CG”)$par
return(cbind(rho.hat, nu.hat))}

# Kendall’s-tau-Momenten-Maximum-Likelihood-Methode

kmmlm < — function(param.start, dat, n){

rho.hat < —sin(cor(dat[, 1], dat[, 2], method = " kendall”) * pi/2)

nu.hat < —optim(param.start[2],ll,rho = rho.hat, dat = dat,n = n, method =" CG")$par
return(cbind(rho.hat, nu.hat))}

# Momenten-Maximum-Likelihood-Methode

mmlm < — function(param.start, dat, n){

rho.hat.0 < —cor(gnorm(dat[, 1], mean = 0, sd = 1),

gnorm(dat[, 2], mean = 0, sd = 1), method = "pearson”)

nu.hat < —optim(param.start[2],ll,rho = rho.hat.0, dat = dat,n = n,method =" CG")$par
rho.hat < —cor(qt(dat[, 1], df = nu.hat), qt(dat], 2], df = nu.hat), method = ”pearson”)
return(cbind(rho.hat, nu.hat))}

# Prozedur zum Schitzen der Parameter der Randverteilungen

marg.hat < — function(param.start, dat){

I < —function(param, dat)sum(—dt(dat, df = param[1],ncp = param[2],log = TRUE))
param.hat < —optim(param.start,l, dat = dat, method =" CG”)S$par

return(param.hat)}

# Prozedur zum Schitzen der Copulaparameter

do_est < — function(myT copula, p.cop, p.marg, n, wdh, trans, method){
erg < —matriz(nrow = wdh, ncol = 2)

for(k in 1:wdh){

set.seed(10081977 + k)
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.Random.seed

u < —rcopula(myT copula,n)

r < —matriz(nrow = n,ncol = 2)

for(i in 1:n){

for(j in 1:2){

ali, j] < —qt(uli, j],df = p.marg(1, j],ncp = p.marg(2, j])}}
start.p.cop < —p.cop

start.p.marg < —p.marg

if(trans =="p”){

p.marg.hat < —matriz(c(marg.hat(start.p.margl, 1], z[, 1]), marg.hat(start.p.margl, 2], z[, 2])), 2)
p.u < —matriz(nrow = n,ncol = 2)

for(i in 1:n){

for(j in 1:2){

p.uli, j] < —pt(x[i, j], df = p.marg.hat[1, j],ncp = p.marg.hat[2, j])}}

if(method == " emlm”){erglk,] < —emlm(start.p.cop,p.u,n)}

else if(method == "rmlm”){erg[k,] < —rmim(start.p.cop,p.u,n)}
else if(method == "kmmim”){erglk,] < —kmmlm(start.p.cop,p.u,n)}
else if(method == "mmlilm” ){erglk,] < —mmlm(start.p.cop,p.u,n)}
telse if (trans == "np" ){

np.u < —cbind((rank(z[,1]) — 0.5)/n, (rank(z[,2]) — 0.5)/n)

if(method ==" emlm”){erglk,] < —emlm(start.p.cop,np.u,n)}

else if(method == "rmlm”){erglk,] < —rmlm(start.p.cop,np.u,n)}
else if(method =="kmmim”){erglk,] < —kmmlm(start.p.cop, np.u,n)}
else if(method == "mmlilm” ){erg[k,] < —mmim(start.p.cop, np.u,n)}
H

return(erg)}
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