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Einleitung und Zusammenfassung

Im Vordergrund dieser Diplomarbeit steht die Modellierung der Lebensdauer beziehungs-
weise der Zuverldssigkeit von Systemen. In vielen Industriezweigen besteht seit langem
ein grofes Interesse an geeigneten Methoden fiir die Zuverlassigkeitsanalyse, denn immer
haufiger fordern Behorden und Kunden quantitative Voraussagen iiber die Zuverlassigkeit
eines Systems vom Hersteller. Um die notwendige Zuverldssigkeit zu gewéahrleisten, ist es
erstrebenswert die Genauigkeit dieser Voraussagen zu erhohen.

Dazu bietet die mathematische Zuverléssigkeitstheorie Moglichkeiten zur Losung folgender
Kernprobleme. Zum Einen moéchte man die Zuverlassigkeit eines Systems, bei gegebenen
Zuverlassigkeiten seiner Komponenten und bekannter Struktur, berechnen. Zum Anderen
ist der Effekt, den der Einbau von Reserveelementen auf die Systemzuverlissigkeit hat,
interessant.

Leider ist die Zuverlassigkeit einzelner Komponenten meist nicht genau bekannt. An die-
ser Stelle werden wir mithilfe verschiedener Methoden aus der mathematischen Statistik
Schétzungen und deren Giite bestimmen.

Zunachst werden in Kapitel 1 grundlegende Begriffe zur Lebensdaueranalyse eingefiihrt.
Wir definieren hier notwendige Begriffe, wie Zuverlassigkeit, Ausfallrate usw. und gehen
im Anschluss auf die Verteilungen ein, die haufig in der Lebensdaueranalyse benutzt wer-
den.

Kapitel 2 befasst sich mit der Modellierung der Grundstruktur eines Systems. Anhand
dieser Grundstruktur lassen sich mathematische Zusammenhinge zwischen den Kompo-
nenten und dem System herstellen, auf denen die Berechnung der Zuverléssigkeit eines
Systems basiert. Hierbei werden wir davon ausgehen, dass ein Ausfall oder das Funktionie-
ren einer Komponente nicht den Ausfall bzw. das Funktionieren der anderen Komponenten
beinflusst und &ufere Einwirkungen auf das System minimal sind. Die Darstellung eines
Systems erfolgt haufig durch ein RBD (reliability block diagram), welches in dieser Arbeit
mithilfe der Software BlockSim 7 von ReliaSoft erstellt wird. In diesem Zusammenhang
werden wir uns exemplarisch auf ein medizintechnisches Gerat konzentrieren und dessen
einzelne Komponenten in solch einem RBD miteinander in Beziehung setzen. Auf diesem
Modell basierend werden wir die Zuverléssigkeit des Systems anhand der Zuverlassigkeiten
der Komponenten bestimmen, wobei wir die Zuverlassigkeit fiir einzelne Komponenten zu-
nichst mithilfe von Schitzungen aus dem MIL-Handbuch! und von Erfahrungswerten des
Herstellers bestimmen. Fiir die grafische Darstellung verschiedener resultierender Kurven
werden wir ebenfalls auf BlockSim 7 und im spéteren Verlauf auch auf das frei verfiigbare
Programm R zuriickgreifen. Da der R-Quellcode fiir einige Berechnugen recht umfang-
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viii EINLEITUNG UND ZUSAMMENFASSUNG

reich ist, wird ein Grofsteil davon im Anhang zu finden sein. In diesem Kapitel werden
wir feststellen, dass unsere erste Prognose fiir die Zuverldssigkeit des Systems deutlich
pessimistischer ist, als bisherige Erfahrungen gezeigt haben.

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der Bestimmung der Zuverlassigkeit der ein-
zelnen Komponenten mit mathematisch-statistischen Methoden, um Erfahrungswerte des
Herstellers iiber einzelne Komponenten besser in die Prognose fiir die Systemzuverlassig-
keit einfliefsen zu lassen. Es werden verschiedene Beobachtungen zu einzelnen Komponente
ausgewertet, um eine Schétzung der Zuverlassigkeit dieser Komponente zu erhalten. Wir
werden mit diesen eigenen Schétzungen bisher verwendete Werte ersetzen, die aus dem
MIL-Handbuch? stammten. Bei der Bestimmung eigener Schiitzungen spielt die Zensie-
rung von beobachteten Daten eine grofse Rolle. Die relevanten Begriffe hierfiir, ndmlich
Rechts-, Links- und Intervallzensierung, werden in Kapitel 3 eingefiihrt.

Anschliefsend werden wir uns in Kapitel 4 mit nichtparametrischen Schatzmethoden fiir
zensierte Daten befassen, zum Beispiel mit einem Verfahren zum Schéatzen der Zuverlassig-
keit, ohne dass wir dafiir eine bestimmte Verteilung voraussetzen. Dieses Wissen wenden
wir anhand von Daten aus der Praxis an, die der Hersteller zur Verfiigung stellte. Wir
werden hier eine Schéitzung der Zuverldssigkeit fiir das gesamte Gerét allein anhand von
beobachteten Geridteausfillen bestimmen, ohne auf einzelne Komponentenaustfille einzu-
gehen. Wir erhalten somit eine Schétzung fiir die Zuverléssigkeit des Geriéts, die sich nicht
aus Schétzungen fiir die einzelnen Komponenten zusammensetzt. Es wird sich herausstel-
len, dass diese Schétzung der Geratezuverlassigkeit deutlich optimistischer ist als die aus
Kapitel 2 und auch sehr gut die Erfahrungen des Herstellers wiederspiegelt, da sie ja al-
lein auf diesen Erfahrungen basiert. Nachteilig an dieser Schatzmethode ist jedoch der
Umstand, dass sie keine Informationen iiber zukiinftige Ausfille enthéalt.

Da unser System jedoch aus elektrotechnischen Komponenten besteht, lassen sich auf-
grund von Kenntnissen aus der Physik {iber einzelne Komponenten bestimmte Vertei-
lungsannahmen fiir diese rechtfertigen. Solch eine Verteilungsannahme fiir eine Kompo-
nente ermoglicht es uns auch, Aussagen tiber das Ausfallverhalten einer Komponente fiir
Zeitpunkte zu treffen, die auferhalb bekannter Beobachtungszeitraume liegen. Die ent-
sprechenden parametrischen Schiatzmethoden fiir zensierte Daten werden in Kapitel 5
vorgestellt und fiir einige Komponenten anhand von Daten, die aus Lebensdauertests des
Herstellers stammen, angewendet. Wir werden feststellen, dass sich einige Ausfallraten
durch eigene Schétzungen verringern werden und wir uns somit der nichtparametrisch ge-
schatzten Zuverléssigkeit aus Kapitel 4 anndhern konnen. Allerdings arbeiten wir mit sehr
kleinen Ausfallraten mit Werten nahe Null und sehr starker Zensierung. Dies fithrte bei
der Losung eines Gleichungsystems zur Bestimmung der Schétzungen fiir die Parameter
der Weibull-Verteilung dazu, dass einige numerische Verfahren kein Ergebnis lieferten und
andere frithzeitig abbrachen. Hier sollte man also sehr vorsichtig bei der Interpretation
der Ergebnisse sein.

Nun ist es nicht nur wichtig den Schétzwert fiir einen bestimmten Parameter zu kennen,
sondern auch zu wissen, wie gut diese Schétzung ist. Die Giite einer Schétzung héngt
sehr stark von der Aussagekraft einer Stichprobe ab und wird héufig mithilfe von Kon-

2|Dep9l]



1X

fidenzintervallen beschrieben. In Kapitel 6 werden zwei Methoden zur Bestimmung von
Konfidenzgrenzen fiir Parameterschéitzungen beschrieben, anhand von Praxisdaten ver-
deutlicht und miteinander verglichen. Wir werden sehen, dass sich eines der beiden Ver-
fahren besser fiir stark zensierte Daten, wie sie haufig in der Praxis vorkommen, eignet.
Fiir dieses Verfahren werden wir den Einfluss, den Zensierung auf die Giite der Parame-
terschéitzung hat, untersuchen und feststellen, dass bei stark zensierten Daten, sowohl fiir
Rechtszensierung als auch fiir Intervallzensierung, die Konfidenzintervalle sehr lang sind.
Des Weiteren héngen Lage und Lénge von Konfidenzintervallen hier sehr stark von der
einzelnen Stichprobe ab. Es wird sich zeigen, dass bei den Grofenordnungen fiir Ausfall-
raten, mit denen wir es hier zu tun haben, Intervallzensierung kaum eine Rolle spielt. Das
heifst, die Giite eines Schétzers bei unzensierten Daten ist kaum besser als die Giite des
Schétzers fiir intervallzensierte Daten, deren Wartungsintervalle innerhalb des Zeitraumes
eines Menschenlebens erfassbar sind. Es macht also keinen nennenswerten Unterschied,
ob wir Wartungsintervalle von einem Monat, einem Jahr oder 20 Jahren ansetzen. Hier
entscheidet eher die Grofse der Stichprobe. Je grofser diese ist, desto kleiner ist das Kon-
fidenzintervall.

Mit den bis hierher gewonnenen Ergebnissen wird in Kapitel 7 nicht nur die Zuverlassig-
keit eines einzelnen Geréts, bestehend aus verschiedenen Komponenten, ermittelt, son-
dern auch die Verteilung einer gesamten Population von Geréten, die aus verschiedenen
Teilpopulationen zusammengesetzt ist, untersucht. Somit ldsst sich auch die Frage nach
der Ausfallwahrscheinlichkeit von Gerédten aus einer gesamten Population, die aus vie-
len Teilpopulationen zusammengesetzt ist, beantworten. Das bedeutet, dass wir aussagen
konnen, welcher Anteil einer Mischpopulation zu einem bestimmten Zeitpunkt ausgefallen
sein wird bzw. welcher noch arbeitet. Es ist nun auch mdoglich, Szenarien zu modellieren,
bei denen eine Teilpopulation ein untypisches Ausfallverhalten aufweist, um die Konse-
quenzen fiir die Gesamtpopulation zu ermitteln.

Bei der Modellierung der Grundstruktur des Systems sind wir in Kapitel 2 von stark ver-
einfachenden Annahmen ausgegangen, die es uns ermoglichten, die Struktur des Systems
recht iiberschaubar zu halten, um uns mehr auf die statistischen Verfahren zur Schét-
zung der Ausfallraten einzelner Komponenten zu konzentrieren. Nun ist es in der Realitét
meist so, dass verschiedene Komponenten eines Systems teils voneinander oder auch von
denselben duferen Einfliissen abhéngen. Kapitel 8 gibt daher einen kurzen Einblick in die
Theorie iiber die Modellierung der Lebensdauer, wenn diese von verschiedenen Kovariaten
abhangt.

Abschliefsend gibt Kapitel 9 einen Ausblick dariiber, an welchen Stellen das Modell von
unserem Gerét erweitert bzw. verbessert werden konnte, um sich den realen Gegebenhei-
ten ein weiteres Stiick zu néhern.

Insgesamt ist es in dieser Arbeit gelungen, Modellierungsmoglichkeiten der Lebensdauer
von Systemen und Analyseverfahren darzustellen. Wir konnten mithilfe der vorgestell-
ten statistischen Methoden die Zuverlassigkeit einzelner Komponenten eines Geréts sowie
die Zuverldssigkeit des Geréts bestimmen und Aussagen iiber die Giite der ermittelten
Schétzungen der Zuverlassigkeit treffen. Die Frage nach der Ausfallwahrscheinlichkeit ei-
ner gesamten Population von Gerédten wurde im Anschluss theoretisch aufgearbeitet und
exemplarisch untersucht.
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Kapitel 1

Grundlagen der Lebensdaueranalyse

1.1 Ausfallwahrscheinlichkeit und Zuverlassigkeit

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass die jeweilig betrachtete Komponente (bzw. das
System) nur die Zustidnde “intakt (arbeitend, arbeitsféhig, funktionstiichtig) oder “defekt*
(ausgefallen, funktionsuntiichtig) annehmen kann.

Definition 1.1 (Lebensdauer, Ausfallwahrscheinlichkeit)

Die zufillige Zeitspanne T' von der Inbetriebnahme der Komponente (bzw. des Systems)
bis zu seinem ersten Ausfall bezeichnet man als Lebensdauer der Komponente (bzw. des
Systems). Die Lebensdauer T habe die Verteilungsfunktion F(t) = P(T < t) fiir alle
0 <t < o0, welche in der Zuverlissigkeitstheorie als Ausfallwahrscheinlichkeit bezeichnet
wird.

Lebenszeiten konnen sinngemaéfs keine negativen Werte annehmen. Wir gehen auch davon
aus, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 die betrachtete Komponente intakt ist und nach unendlich
langer Zeit mit Gewissheit ausfillt. Daher seien folgende Bedingungen erfiillt:

F(0)=0 und F(oo)=1.

Definition 1.2 (Zuverlissigkeit)
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Komponente im Intervall [0,t| nicht ausfillt, be-

zeichnen wir als Zuverlissigkeit S(-) der Komponente (auch Uberlebenswahrscheinlichkeit
oder Survivalfunktion), das heifit

St):=P(T>t)=1-P(T <t)=1—F(t). (1.1.1)

F(-) und S(-) sind beide rechtsseitig stetig und S(-) ist eine nichtwachsende Funktion von
tmit 0 < S(t) < 1Vt

Zuniéchst werden wir an dieser Stelle einige Figenschaften der Verteilungsfunktion und
weitere Bezeichnungen einfiihren, die wir spéater benotigen.

F(-) besitzt einen Sprung im Punkt x, falls

AF(x)=PT <z)—P(T'<x)=PT =2)>0.
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F(t) A S(t) 4
1 1
F(z) =P(T <x) J P(T > x)
P(T < x) S(x) =P(T > x)
x t: x t:

Abbildung 1.1: Verteilungsfunktion und Survivalfunktion mit einem Sprung im Punkt z

Wir kénnen alle solche Spriinge summieren und erhalten den reinen Sprunganteil F(9(-)
der Lebensdauerverteilungsfunktion:

FO (¢ Z AF(z

<t

Und somit ergibt sich fiir den stetigen Anteil F©(-) der Lebensdauerverteilungsfunktion:

FO(t) = F(t) - Y  AF(x)

<t

Also kann jede Verteilungsfunktion in einen stetigen Anteil und einen reinen Sprunganteil
zerlegt werden:

F() = F(d)(.) + F(C)(.) .

Bemerkung 1.1 (|[Gne87])
Man kann zeigen, dass der stetige Anteil von F(-) sich wiederum zerlegen lasst und zwar
in einen absolut stetigen Anteil F(9)(-) und einen singuldren Anteil F©)(.). Es gilt also:

FO() = Fad () 4 pea(y

Fiir jeden absolut stetigen Anteil existiert eine Dichte f(-) so, dass fiir t > 0 gilt:

Fleoy / fa

Deshalb kénnen wir jede Verteilungsfunktion wie folgt darstellen:
F(t) = FO(t) + FEI (¢ /f , fiirt>0.

In der Zuverldssigkeitsanalyse betrachtet man meist absolut stetige Modelle, das heifst:
F@(.) =0, F¢I(.) = 0. Damit ist dann folgende Bedingung erfiillt:

F(t):F(aC)(t):/f(x)dx, fiir t > 0 .
0



1.2. AUSFALLRATE (HAZARDRATE) 3

In der Statistik arbeitet man aber auch haufig mit reinen diskreten Modellen, bei denen

F(t)=FY9(t) =) AF(z)=)» P(T=

<t <t
gilt.

Definition 1.3 (Ausfalldichte)

Gilt fiir die Lebensdauerverteilungsfunktion F(-) = F%9)(.), so bezeichnen wir ihre Ablei-

tung

ft) = dF(t) F(t+ At) — F(t)
dt Atl0 At

als Ausfall- oder Lebensdauerdichte (kurz: Dichte).

(1.1.2)

Fiir die Ausfalldichte ist Folgendes erfiillt:

020, Fo)= [f@de, [ f@)do=FO) - F@. [f@d=1,

[Bei93, S. 15-17], [Phi77, S. 98-99], [BK00, S. 14-15]

1.2 Ausfallrate (Hazardrate)

Des Weiteren interessiert uns die Abhéngigkeit der Ausfallwahrscheinlichkeit vom erreich-
ten Lebensalter. Hierzu kénnten wir die bedingte Wahrscheinlichkeit

Pt<T <t+At|T>t)

betrachten, das heifst, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Komponente mit der Lebens-
dauer T', die das Lebensalter ¢ schon erreicht hat, innerhalb der nidchsten At Zeiteinheiten
nach dem Zeitpunkt ¢ ausfillt. Diese Wahrscheinlichkeit hangt allerdings von der willkiir-
lich wihlbaren Lange At > 0 ab. Wir definieren daher lieber:

Definition 1.4 (Ausfallrate bzw. Hazardrate)
Wenn der Limes

1
= — < 2.
A(t) == lﬁﬁ) A15P(1t<T t+At| T >t) (1.2.1)

existiert, dann heifst die Funktion \(-) Ausfallrate.

Also ist A\(t)At+ o(At) anndhernd die Wahrscheinlichkeit fiir den Ausfall der Komponente
innerhalb der Zeitspanne der Lange At, wenn sie schon t Zeiteinheiten, ohne zu versagen,
gearbeitet hat.

Satz 1.1
Falls fiir die Lebensdauerverteilungsfunktion F(-) = F(°)(.) gilt, das heift die Ausfall-
dichte existiert, dann existiert auch die Ausfallrate A(-).
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BEWEIS: Wenn wir folgende Umformungen durchfiihren:

Pt<T <t+Atund T >1t)

P(T >t)

Pt <T<t+At)
P(T > t)

P+ At) - F(t)

B 1— F(t) ’

PE<T<t+At|T>t)=

fir 1 — F(t) #0,

dann ergibt sich aus Gleichung (1.2.1) und weil die Dichte f(-) existiert:
1 F(t+ At) — F(t t
- a0 =ry 10

Ao \ 1 — F(t) At C1-F(t)
O
Es gilt also fiir absolut stetige Verteilungsfunktionen F'(-):
ft) d
M) = —F==——|In(1-F(2))] . 1.2.2
(0= pg =~ I~ FO) (122)
Wenn wir (1.2.2) nun integrieren, erhalten wir:
t
t
In(l1—-F(z)) | = —//\(x) dz |
N—— 10
=S(x) 0
und weil F(0) = 0 ist, folgt weiter:
—f)x(x) dx
St)y=1—F(t)=¢e 0 . (1.2.3)

Aufgrund dieses Zusammenhangs ist die Lebensdauerverteilung also auch durch die Aus-
fallrate bestimmt. Es ist prinzipiell gleichgiiltig, ob man mit der Ausfallrate, der Uber-
lebenswahrscheinlichkeit oder der Lebensdauerverteilung einer Komponente arbeitet, da
theoretisch alle Grofsen ineinander {iberfiihrbar sind. Praktisch sollte man jedoch auf die
jeweilige Grokenordnung achten, mit der man arbeitet, und die Rundungsfehler nicht ver-
nachlédssigen, die bei sehr kleinen Werten nahe Null, entstehen konnen.

3

"Kinderkrankheiten”
A/z‘ersersc/)W

Austfallrate

e

Zeit

Abbildung 1.2: Badewannenkurve

Der typische Verlauf einer Ausfallrate von vielen technischen Geréten ist durch die so-
genannte ,Badewannenkurve* gegeben: Zu Beginn der Lebensdauer ist die Ausfallrate



1.3. INTEGRIERTE AUSFALLRATE (HAZARDFUNKTION) 5

verhéltnisméfig hoch, sogenannte Friithfehler (Produktionsméngel, Justierméngel, ,Kin-
derkrankheiten®). Danach ist sie fiir lingere Zeit nahezu konstant und nimmt spéter wie-
der zu, sogenannte Ermiidungserscheinungen (sich nun auswirkende Abnutzungs- oder
allgemeine Alterserscheinungen).

[GaeT7, S. 62-63], [Bei93, S. 22-23]

1.3 Integrierte Ausfallrate (Hazardfunktion)

Wenn fiir unsere Verteilungsfunktion keine Dichte existiert, dann kénnen wir auch nicht
mit der Ausfallrate A\(-) arbeiten. Um dennoch Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Komponente im néchsten Moment ausfillt, wenn sie bis dahin funktioniert hat,
treffen zu konnen, benotigen wir noch folgende Begriffe. Es seien:

F(t—):l}ilﬂ)lF(t—h):P(T<t) und

S(t=) = lm S(t = h) = P(T 2 1)

F(t—) und S(t—) sind beide linksseitig stetig. Zusétzlich brauchen wir noch einen allge-
meineren Begriff des Differentials, der bei Lebesgue-Stieltjes-Integralen verwendet wird,
dazu sei

dF(z) =Pz —de <T <z+ dz) = F(zx+ dz) — F(x — dz),

wobei dz infinitesimal klein ist. Fiir Funktionen F(+), die in einer Umgebung des Punktes
x stiickweise konstant mit einem Sprung in x sind, bedeutet das, dass dF(z) = AF(x)
ist. Fiir absolut stetige Funktionen F'(-) gilt dF(z) = f(x) dx.

Nun konnen wir die gewiinschte bedingte Wahrscheinlichkeit betrachten:

P({z — de < T <o+ de} N {T >z — da})

Pe—de<T<z+de|T>z—dzx)=

P(T >z — dx)
_ Plr—dz<T <z+ dr)
B P(T > z)
dF(x)
= . 1.3.1
S (1.3.1)
Wenn wir (1.3.1) integrieren, erhalten wir eine Funktion A(:) : R — R™ mit:
[ dF(2)
x
A(t) == firt > 0. 1.3.2
0= [ o fires (132)

Definition 1.5 (integrierte Ausfallrate bzw. Hazardfunktion)
Die Funktion A(-) aus Gleichung (1.3.2) nennt man Hazardfunktion (auch integrierte Aus-
fallrate oder kumulierte Hazardrate).
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Im Fall absolut stetiger Verteilungen gilt S(z—) = S(z) und wir erhalten das Riemannsche
Integral und damit die gut bekannte Beziehung zwischen Hazardrate und Hazardfunktion:

t t

A(t):/%dx:/A(x)dx. (13.3)

0 0

Im Fall diskreter Verteilungen erhalten wir die Summe:

A = S AE) Y AA(x),

<t S(Q?—) x<t

und es gilt

AA(z) = AF(x) P(T'==xz) S(x—)-S()

Sz—) ~ Sa—)  S@-) =1 (1.3.4)

Wie die Verteilungsfunktion, so ist auch die Hazardfunktion A(-) nichtfallend, rechtsseitig
stetig, kann Spriinge der Hohe < 1 enthalten und ist wie folgt zerlegbar:

At) = AD#) + A9 ) = AD () + AL (1) + A ()

wobei auch hier fiir den Sprunganteil und den absolut stetigen Anteil gilt:

t

Ay =Y ANz)  baw. A(t) = / Mz)de .

<t 0

In absolut stetigen Modellen folgt aus Gleichung (1.3.3) und wegen Gleichung (1.2.3) eine
eindeutige Beziehung zwischen der Hazardfunktion A(-) und der Zuverldssigkeit S(-):

S(t) = e M (1.3.5)
Somit erhalten wir auch die Beziehung zwischen Hazardfunktion und Verteilungsfunktion
A(t) = —In[S(t)] = —In[1 — F(t)] .

Satz 1.2 (|[GJ90])
Im allgemeinen Fall gilt folgende eineindeutige Beziehung zwischen A(-) und S(-):

S(t) = exp [-AD ()] [J(1 — AA(x)) .

<t

[BK0O, S. 14-17]

1.4 Lebensdauerverteilungen

An dieser Stelle werden wir uns kurz mit den Lebensdauerverteilungen befassen, die fiir
unser Modell relevant sind.
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1.4.1 Exponentialverteilung

Es gibt viele Situationen, in denen es interessant ist, Lebensdauerverteilungen mit kon-
stanter Ausfallrate A(t) = A, V¢ zu benutzen, wobei A eine positive reelle Zahl ist. Wenn
zum Beispiel die sogenannten ,Kinderkrankheiten“ nicht stark ausgepragt sind oder durch
,Burn-In“ oder ,Environmental Stress Screening (ESS)“ ausgeschlossen wurden, und nur
Gesamtbetriebszeiten in Frage kommen, die nicht in die Alterungsperiode reichen, dann
kann man mit einer konstanten Ausfallrate arbeiten.

Zusammen mit Gleichung (1.2.3) ergibt sich leicht folgende Definition:

Definition 1.6 (exponentialverteilte Zufallsgrofse)
Eine Zufallsgrofie T heifst einparametrisch exponentialverteilt mit dem Parameter X > 0
(T ~ Exp())), wenn ihre Verteilungsfunktion durch

Fity=1—e,  fir0<t

gegeben ist.

ReliaSoft BlockSim 7 - www.ReliaSoft.com ReliaSoft BlockSim 7 - www.ReliaSoft.com
...... inli itsdi ion Ausfallrate vs. Zeit

0,001
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Wwdf Ausfallrate

— Exp(0.0005) — Exp(0.0005)
— Exp(0.001) — Exp(0.001)

0,001

8,000E-4

6,000E-4 7,500E-4

f(t)
Ausfallrate, f(t)/S(t)

4,000E-4 5,000E-4

2,000E-4 2,500E-4

0,000 L 0,000 L
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Abbildung 1.3: Dichten bzw. Ausfallraten einiger Exponentialverteilungen

Dichte: f(t)=Xxe
Zuverlassigkeit: S(t) = e M
1
Erwartungswert: E(T)= 3
1\2
Varianz: Var (T) = (X)
Ausfallrate: At) =X
Hazardfunktion: A(t) = Mt

Eine zweiparametrige Exponentialverteilung enthélt neben A > 0 noch den Lageparameter
to > 0 und hat die Form

F(t)=1— ¢ M-to) to <t .
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Abbildung 1.4: Verteilungs- bzw. Hazardfunktion einiger Exponentialverteilungen

Hier setzen wir:
F(t):=0 furt<t. (1.4.1)

Daher wird o auch als Garantielebensdauer bezeichnet. Man geht also davon aus, dass
ein Ausfall vor dem Zeitpunkt ¢y nicht moglich ist.

Weitere Kenngrofien sind:

Ae M=) fiir ¢ < ¢
Dichte: ft) = ¢ ’ Eun 0=

0, fiir t < tg

“A—to)  fir g < t

Zuverlissigkeit: S(t) = ¢ Eu" 0=

1, flir t < to
Erwartungswert: E(X)=ty+ !

1\ 2
Varianz: Var (X) = (X)

A furtg <t
Ausfallrate: A(t) = ?r °=

0, firt<ty

A (t—t fir tg < ¢
Hazardfunktion: A(t) = ( 0) ?r 0=

0, fiir t < tg

1.4.2 Weibull-Verteilung

Diese Verallgemeinerung der Exponentialverteilung eignet sich gut zur Beschreibung von
Ausfallgesamtheiten mit zeitabhéngiger Ausfallrate. Das heifit, es sind Friihfehler oder
Ermiidungserscheinungen modellierbar. Wir definieren:

Definition 1.7 (Weibull-verteilte Zufallsgrofse)
Eine Zufallsgrofe T heit zweiparametrisch Weibull-verteilt mit den Parametern § > 0
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und n > 0 (T ~ Weibull(8,7n)), wenn ihre Verteilungsfunktion durch
¢ B
Ft)=1—exp |— | = , fiiro <t
Ui

gegeben ist.

ReliaSoft BlockSim 7 - www.ReliaSoft.com ReliaSoft BlockSim 7 - www.ReliaSoft.com
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Abbildung 1.5: Dichten bzw. Ausfallraten einiger Weibull-Verteilungen

ReliaSoft BlockSim 7 - www.ReliaSoft.com
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Abbildung 1.6: Verteilungs- bzw. Hazardfunktionen einiger Weibull-Verteilungen

Dichte: ft) =St lexp |- [ -
n

Zuverlassigkeit: S(t) =exp |— [ -
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1
Erwartungswert: E(T)=nT (1 + B)
. 9 2 9 1
Varianz: Var (T)=n" T (14+= | -T*(1+ =
B B
Ausfallrate: At) = %tﬁ—l
n
t B
Hazardfunktion: A(t) = <_)
n

['(-) ist hier die sogenannte Gammafunktion und lautet:

['(a) = /x“‘l e “dx .
0

Fiir ¢t = n gilt immer:

1
F(n) =1-— ~0.63.

Also sind zum Zeitpunkt ¢t = n ungefdhr 63% einer Gesamtheit ausgefallen, die nach der
Weibull-Verteilung abnimmt. Daher wird n auch als charakteristische Lebensdauer be-
zeichnet.

Durch den Skalenparameter n wird lediglich die Streckung bzw. Stauchung der Zeitachse
angegeben, wihrend der Formparameter 5 die entscheidende Bedeutung einnimmt: Fiir
0 < B < 1 nimmt die Ausfallrate mit wachsendem ¢ monoton ab, fiir 5 = 1 ist sie kon-
stant (A(t) = 1/n) und die Weibullverteilung geht in die Exponentialverteilung mit dem
Parameter A = 1/n {iber und fiir 1 < J ergibt sich eine monoton wachsende Ausfallrate.
Da diese durch t?~! von der Zeit abhéingt, erhalten wir fiir 5 = 2 eine lineare Zeitabhén-
gigkeit, fiir § = 3 eine quadratische usw.

Des Weiteren wird uns auch eine dreiparametrige Weibull- Verteilung interessieren, die ana-
log zur zweiparametrigen Exponentialverteilung den zusétzlichen Lageparameter ¢y > 0
enthélt und deren Verteilungsfunktion wie folgt lautet:

B
1—exp[—<ﬂ> ] , firtg <tmit g,m >0

F(t) = n
0, fiir 0 < ¢ < £,
Bt — o) Lexp | — (ﬂf fiir o < t
Dichte: fy=3"m" K ’ -
0, flir t <ty
— (& fiir t > ¢
Zuverlassigkeit: S(t) = P [ < ’7 ) } b=t (1.4.2)

1, ﬁiI’t<t0
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1.4.3 Normalverteilung

Dieses bekannte glockenférmige Modell spielt als Grenzverteilung in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und mathematischen Statistik eine entscheidende Rolle. Denn unter sehr
allgemeinen Voraussetzungen strebt die Summe identisch verteilter unabhingiger Zufalls-
grofsen mit wachsender Anzahl von Summanden einer Normalverteilung entgegen.

Die Normalverteilung ist vermutlich die am besten mathematisch bekannte und unter-
suchte Wahrscheinlichkeitsverteilung iiberhaupt, als Lebensdauerverteilung ist sie jedoch
weniger gebrauchlich.

Dem Punkt, dass die Zufallsgrofe T auch negative Werte annehmen kann, kann man be-
gegnen, indem man den Erwartungswert u entsprechend grof und die Varianz o? recht
klein wéhlt, sodass die Wahrscheinlichkeit von negativen Werten fiir 7" vernachlassigbar
klein wird.

Definition 1.8 (normalverteilte Zufallsgrofie)
Eine Zufallsgrofse T heifst normalverteilt mit den Parametern p € R und o > 0
(T ~ N(p,0)), wenn ihre Verteilungsdichte durch

£t =~ 1% exp [—%1 . fiir —co<t< oo (1.4.3)

gegeben ist.

ReliaSoft BlockSim 7 - www.ReliaSoft.com ReliaSoft BlockSim 7 - www.ReliaSoft.com
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Abbildung 1.7: Dichten bzw. Ausfallraten einiger Normalverteilungen

Die Verteilungsfunktion F'(-) folgt aus Gleichung (1.4.3) durch Integration:

F(t) = /tf(x)dx: a\}%/texp [—%] do .
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Abbildung 1.8: Verteilungs- bzw. HazardFunktionen einiger Normalverteilungen

o 1 r (x — ,u)2
Z 1 keit: ) = ——= — | d
uverlassigkei S(t) o / exp [ 572 x
t
Erwartungswert: E(T)=pun
Varianz: Var (T) = o?
O il
Ausfallrate: A(t) = S — % Z -
®) [ exp [——(332_0’;) } dx
t
f(x) exp |~ 74" |
Hazardfunktion: A(t) = / oy / — dz
s (z) i exp (‘T - s ] dw

z

Insbesondere heiftt T' standardisiert normalverteilt, falls p = 0 und o¢ = 1 sind. Die
Verteilungsdichte ist dann eine zum Ursprung symmetrische Glockenkurve und die Ver-
teilungsfunktion, bezeichnet mit ®(-), lautet:

d(t) e "2 dx .

:#_z

Eine andere Moglichkeit, negative Realisierungen zu vermeiden, ist das ,Stutzen“ der
Verteilung beziiglich des Nullpunktes oder der Ubergang zur logarithmischen Normalver-

teilung.
1.4.4 Logarithmische Normalverteilung

Die logarithmische Normalverteilung beschreibt eine Zufallsgrofse, deren Logarithmus nor-
malverteilt ist. Die Anwendung der logarithmischen Normalverteilung ist mathematisch
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vorteilhaft, da sie eng verwandt mit der Normalverteilung ist. Die Exponentialverteilung
ist jedoch kein Spezialfall der logarithmischen Normalverteilung.

Definition 1.9 (logarithmisch normalverteilte Zufallsgrofie)
Eine Zufallsgréfse T heilit zweiparametrig logarithmisch normalverteilt mit den Parametern
p€ R und o >0 (T ~ LogN(u, o)), wenn ihre Verteilungsdichte durch

2
1 (Int — p)
f() = —=exp | -5 . fiir0 <t < oo (1.4.4)
tov2m 20
gegeben ist.
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Abbildung 1.9: Dichten bzw. Ausfallraten einiger Log-Normalverteilungen
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Abbildung 1.10: Verteilungs- bzw. Hazardfunktionen einiger Log-Normalverteilungen

Zu dieser Gleichung gelangt man folgendermafsen:
Sei Y = logT eine normalverteilte Zufallsgrofse mit Erwartungswert p € R und Varianz
0% > 0, dann lautet die Verteilungsfunktion fiir Y:

202

P <) = Frln) = [ frta)de == [exp il (PP
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Sei nun 7" = exp(Y'), dann gilt:

loo f —
Fr(t) =P(T <t) =P(e" <t) =P(Y <logt) =@ (%)
logt
_ 1 (x—,u)2
_/O' QWGXp[ Tog7 dz .

Substitution von u = e” fithrt zur Verteilungsfunktion von 7"

F(t) = / ! exp [_—(logu —n)

du ,

uo\ 2w 202

was wiederum zeigt, dass die Dichte von T" durch Gleichung (1.4.4) gegeben ist.
Die weiteren Kenngréfsen sind:

T 1 [1 (logx — p)°
Zuverléssigkeit: S(t) = —exp | ——————| dz
x

Ausfallrate: A(t) = é(t = =
() [ Lexp [ (logzo;u) } da
¢
oy |t
Hazardfunktion: A(t) :/mdﬂ::/OO - dz
0 o J %eXp[ T } dz

Anfanglich nimmt die Ausfallrate zu, erreicht ihr Maximum und nimmt langsam wieder
ab, bis sie fiir sehr grofse ¢ anndhernd Null wird.

Man beachte, dass die Parameter y und o2 der logarithmischen Normalverteilung der
Erwartungswert und die Varianz von log T' sind. Der Erwartungswert und die Varianz der
Zufallsgrofe T' lauten:

E(T)= ¢**"*>  und
Var (T) = *+7° <e"2 - 1) .
Der Formparameter o beschreibt wie Verteilungsdichte, Verteilungsfunktion und Aus-

fallrate verlaufen. Je grofer o ist, desto grofer ist die Ausprdgung der Asymmetrie der
logarithmischen Normalverteilung.

Es gibt auch eine dreiparametrige Form der logarithmischen Normalverteilung, die einen
Lageparameter tg > 0 enthélt und durch folgende Dichte gegeben ist:
N _M] ; -
f(t) = { eV exp 5o , firtg <tmito >0 .
0, flir 0 <t <ty

[Gae77, S. 64-65], [Har83, S. 22, S. 42-45, S. 50-51], [Wol99, S. 29-30], [Bir07, S. 6]



Kapitel 2

Systemzuverlassigkeit eines
elektromechanischen Gerats

2.1

Modellbeschreibung des Gerats

Unser elektromechanisches Gerat besteht aus

einer Energieversorgung (der Batterie mit zwei elektrischen Verbindungen),

einem elektronischen Schaltkreis (der integrierte Schaltkreise (ICs), Reedkontakte
(magnetische Schalter), einen Schwingquarz, Kondensatoren und Widerstédnde bein-

haltet),
elektrischen Verbindungen (vom Schaltkreis zur Batterie und zur Durchfiihrung),
einem durch Laserschweiffien hermetisch verschlossenen Titan-Gehduse und

einer keramischen Durchfiihrung.

Weiterhin nehmen wir folgendes an: Das System S (unser Gerét) bestehe aus den Teil-
systemen Sy, 9, ...,.9,, die als Komponenten bezeichnet werden.

Sowohl beim System S als auch bei den Komponenten Sy, .9, ...,.5, wird nur zwischen
den Systemzusténden ,intakt* und ,defekt” unterschieden.

Die Lebensdauern der Komponenten seien voneinander unabhéngige Zufallsgrofsen T; mit
den Ausfallwahrscheinlichkeiten Fj(t), den Uberlebenswahrscheinlichkeiten S;(¢) und den
Ausfallraten \;(t), i =1,2,...,n.

Entsprechend seien Tsystem, Fsystem(t), Ssystem(t) und Agystem(t) die Zuverlassigkeitskenn-
grofsen des Systems.

Block 2

Block 1 Block 3
Abbildung 2.1: Beispiel eines RBD’s

15
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Ein System kann héufig sehr gut durch ein RBD (reliability block diagram) visualisiert
werden, das die enthaltenen Komponenten und deren Verbindungen darstellt.

In solch einem Diagramm hat das System gewohnlich einen Anfang und ein Ende, ver-
bunden durch gerichtete Pfeile. Jeder Weg vom Anfang bis zum Ende, entsprechend der
Richtung der Pfeile, wird als Pfad bezeichnet.

Das System wird genau dann als ,intakt“ betrachtet, wenn es einen erfolgreichen Pfad
gibt. Und ein Pfad ist erfolgreich, wenn jede Komponente entlang des Pfades intakt ist.

[Wol99, S. 101]

2.2 Seriensysteme

Definition 2.1 (Seriensystem)
Ein Seriensystem ist ein System, das aus n Komponenten besteht und genau dann intakt
ist, wenn alle seine n Komponenten intakt sind.

Da im Seriensystem der Ausfall einer einzigen Komponente zum Systemausfall fithrt, gilt
fir seine Lebensdauer Tgepe:

Tserie = min(Tla TQa s 7Tn) .

Block 1 Block 2 Block 3 Block 4
Abbildung 2.2: RBD eines Seriensystems

Wegen der Unabhéngigkeit der Lebensdauern, folgt hieraus fiir die Uberlebenswahrschei-
nichkeit des Systems:

P(TSem’e > t) = P({Tl > t} N {Tg > t} N...N {Tn > t})
=P(Ty >t)P(Ta > t)...P(T, > 1) .

Und somit lautet die Zuverlassigkeit des Systems wie folgt:
Sserie(t) = S1(t)S2(t) ... Sy (t) . (2.2.1)

Mit wachsendem n wird Sgere(t) fiir 0 < S;(t) < 1 immer kleiner und damit kénnen
schon kleine Ausfallwahrscheinlichkeiten der einzelnen Komponenten zu groften Ausfall-
wahrscheinlichkeiten des Systems fiihren, wenn das Seriensystem aus vielen Teilen besteht.

Aus Gleichung (2.2.1) folgt sofort:
1 — Faerie(t) = [1 — F1(1)][1 — Fa(t)] ... [1 — FL. ()],
und wir erhalten die Verteilungsfunktion des Systems durch:

Foerie(t) =1 —[1 = F1()][1 — Fy(t)] ... [1 — F,(t)] .
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Es gilt auch die niitzliche Beziehung:
FSem’e<t> =1- Sl(t>52(t) . Sn(t) .

In absolut stetigen Modellen folgt aus Gleichung (2.2.1), wegen S(t) = exp[—A(t)] (vgl.
Gleichung (1.3.5), Seite 6):

Y

expl=Aseric(t)] = expl—Ar (£)] expl—=As(8)] . . exp[~An(t)] = exp [— > A

damit ist die Hazardfunktion eines Seriensystems Agei(-) gegeben durch:
ASerie(t) = ZAz<t) . (222)
i=1

Man kann Gleichung (2.2.1) im absolut stetigen Fall wegen Gleichung (1.2.3) auf Seite 4
auch wie folgt schreiben:

t t t

exp —/)\Serie(x)dx = exp —/Al(x)dx ©...-exp —/)\n(x)dx
0 0

0

t
=exp |— Z/)\z(l’) dz
i=1
t n
= exp —/Z)\i(x)d$
i=1

0

Der Vergleich beider Seiten liefert die Ausfallrate eines Seriensystems:
)‘Serie(x) - Z)\z(x) . (223)
i=1

[Bei93, S. 40-41]

Beispiel 2.1 (das Geridt aus Abschnitt 2.1 als Seriensystem)
Zunéchst werden wir unser zuvor beschriebenes medizintechnisches Gerét als ein solches
Seriensystem betrachten (vgl. Abbildung 2.3).

Bei den Komponenten unseres Gerdts handelt es sich iiberwiegend um elektronische Bau-
teile, fiir die man iiblicherweise konstante Ausfallraten annimmt. Daher werden wir fiir
diese Komponenten die Exponentialverteilung voraussetzen. Die einzige Ausnahme stellt
die Batterie dar, fiir die wir eine dreiparametrige Weibull-Verteilung annehmen, um den
Zuverlassigkeitsabfall, der durch die Entladung der Batterie bedingt ist, besser modellie-
ren zu kénnen.

Es seien nun T; ~ Weibull(5,n,ty) die Lebensdauer der Batterie und T; ~ Exp()\;), fiir
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Batterie  SchweiBvérbindungen  SchweiBverbindungen  Durchfiihrung  Gehaduse

TH L

IC Reed Tantal Quarz  Keramik-  Widerstande
Kondensatoren Kondesatoren

Abbildung 2.3: RBD des Geriétes als Serienmodell

i = 2,...,11, die Lebensdauern der restlichen Bauteile. Wegen Gleichung (2.2.1) und
Gleichung (1.4.2) auf Seite 10 ergibt sich fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit unseres
Systems:

( 11

11T Si(t);, fiir t <t

SSystem(t) - =2 11

Sl<t> H Sz(t) y fiir ¢ Z tO
\ =2
( 11

[T e ¢, fiir t <t
1=2

= ¢ i
5] 11

exp |— (%) ] [T e, fiirt>tg
i=2

\ L
’

11
exp |— > Nt fiir t < t
= =2 PR . (2.2.4)
exp |— (%) -3 )\it} . fiirt >t
L =2

\

Zur Berechnung der Survivalfunktion des Systems und zur Darstellung der dazugehérigen
Kurve benétigen wir nun die fehlenden Parameter.

Fiir die Parameter der Weibull-verteilten Batterie benutzen wir grob geschatzte Werte des
Herstellers, wobei wir auf einige Schétzverfahren im Verlauf dieser Arbeit noch eingehen
werden.

Um die Ausfallraten der exponentialverteilten Komponenten zu bestimmen, werden wir
zunéchst bei einigen Komponenten die Werte aus dem MIL-Handbuch® verwenden und fiir
die restlichen Komponenten Schiatzungen des Herstellers aus der fertigungsbegleitenden
Kontrolle. Die Parameter der Komponenten, von denen es mehrere gleiche im System gibt
(z.B. Widerstinde), fassen wir zusammen und geben nur die Summe an.

Die verwendeten Parameter sind in Tabelle 2.1 dargestellt und Abbildung 2.4 zeigt die
dazugehorige Kurve von S(t), wobei t in Jahren gemessen wird.

Wie zu erwarten war, beeinflut ab dem Zeitpunkt t =ty = 9,02 Jahren die Uberlebens-
wahrscheinlichkeit der Weibull-Verteilung die des gesammten Systems sehr stark.

HDep91]
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Komponente Anz. | Vert. Par. | Schétzwert (Summe) | Quelle
Batterie 1 | Weibull | 3 6,55 Hersteller?
i 1,79 Jahre Hersteller?
to 9,02 Jahre Hersteller?
Schweifverbindungen 4 Exp A2 1,56 - 1077 % Hersteller?
IC 1 | Exp A3 | 1,56-1077 A%E{m% Hersteller?
Reedkontakt 1 | Exp A | 2,00-107° A%&rue Hersteller?
Tantalkondensatoren 7 | Exp s 1,32-1074 A%Eﬂle MIL-Hb.3
Keramikkondensatoren | 21 | Exp Xs | 1,81 1074 Ausille MIL-Hb.3
Widerstiande 27 | Exp A [ 1,64-107° Agﬁ MIL-Hb.?
Schweiffverbindungen 10 | Exp As | 1,56-1077 A‘JIZ—%EQ Hersteller?
Durchfiihrung 1 | Exp X | 1,56-1077 A%&l}le Hersteller?
Gehéuse 1 Exp Ao | 1,56-1077 A}‘Z—gfe Hersteller?
Quarz 1 | Exp A1 | 2531074 % MIL-Hb.3

Tabelle 2.1: Parameter fiir die Berechnung der Systemzuverlassigkeit

ReliaSoft BlockSim 7 - www.ReliaSoft.com

Zuverlassigkeit vs. Zeit
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Abbildung 2.4: Zuverldssigkeit des Seriensystems

Wegen Gleichung (2.2.3) hat die Ausfallrate derjenigen Komponente, die am gréfsten ist,
den gréfiten Einflufs auf die Ausfallrate des System. Wir werden uns eher fiir die Zeit, kurz
bevor die Batterie ins Spiel kommt, interessieren. Hierfiir betrachten wir nur noch die ein-
zelnen Ausfallraten der exponentialverteilten Komponenten aus Tabelle 2.1 und stellen
fest, dass die Ausfallrate des Quarzes mit A\1; = 0,000253 am gréfkten ist. Selbst wenn wir
beachten, dass beispielsweise die Ausfallrate eines einzelnen Keramikkondensators mehr-
fach in die Gesamtausfallrate eingeht und die Ausfallrate aller Keramikkondensatoren
insgesamt einen Wert von A\¢ = 0,000181 hat, hat AQuar. den héchsten Wert. Um dies zu

2Angaben des Herstellers
3MIL-Handbuch [Dep91]
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veranschaulichen, kénnen wir Abbildung 2.5 betrachten.

ReliaSoft BlockSim 7 - www.ReliaSoft.com
Zuverldssigkeit vs. Zeit
1,000 Zuverlassigkeit
— Quarz
— Seriensystem
0,998
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§
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A
ﬂ
€ 0,994
=}
N
0,992
Antonia Runge
Biotronik GmbH & Co. KG
18.08.2009
0,990 13:43:13
0,000 2,000 4,000 6,000 8,000 10,000
Zeit, t Jahre

Abbildung 2.5: Vergleich der Zuverléssigkeit des Quarzes mit der des Seriensystems

Insgesamt léasst sich feststellen, dass die Zuverléssigkeit des Systems, die wir hier berechnet
haben, nicht mit den bisherigen Erfahrungen des Herstellers iibereinstimmt. Die berech-
nete Systemzuverldssigkeit ist deutlich pessimistischer. Es fallen in der Realitat nicht so
viele Gerate aus, wie wir hier prognostiziert haben.

2.3 Parallelsysteme

Definition 2.2 (Parallelsystem)
Unter einem Parallelsystem aus n Komponenten versteht man ein System, das genau dann
intakt ist, wenn mindestens eine seiner Komponenten intakt ist.

Also miissen in einem Parallelsystem alle n Komponenten ausfallen, um einen Systemaus-
fall zu erhalten. Fiir die Lebensdauer eines Parallelsystems Tpgrqner gilt:

Traraier = max(Th, Ty, ..., T,) .

Damit erhalten wir bei unabhéngigen Komponenten fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit des
Systems:

P(Tparanea <t) =P{{Ty <t}n{Tr <t}n...n{T, <t})
=P(Ty <t)P(T <t)...P(T, <t),

das heifst:
FParallel(t) = Fl(t)FQ(t) e Fn(t) .
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Block 1
Netzknoten Block 2 Netzknoten
1 2
Block 3

Abbildung 2.6: RBD eines Parallelsystems

Und wegen Gleichung (1.1.1) auf Seite 1 folgt fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit:

Sparatiel(t) = 1 — Fy () Fa(t) ... Fi(t)
=1 (1= Sy (1)1 = Sa(t))...(1— Su(t)) .

Definition 2.3 (Redundanz)
Ein System heifst redundant, wenn es intakt sein kann, ohne dass alle seine Komponenten
intakt sind.

Das bedeutet, dass ein Parallelsystem redundant ist (Redundanz hat), wihrend das Seri-
ensystem nicht redundant ist.

[Gae77, S. 12-14|

Beispiel 2.2 (Parallelsystem)
Aufgrund der Betrachtungen in Beispiel 2.1 ist es durchaus interessant, die Auswirkun-
gen eines zweiten Quarzes, der parallel zum ersten eingebaut wird, zu untersuchen (vgl.

Abbildung 2.7).

k. I

Batterie  SchweiByérbindungen  SchweiBverbindung Durchfiihrung  Gehause

Quarz

IC Reed Tantal Keramik- Widerstande
Kondensatoren Kondesatoren

Quarz

Abbildung 2.7: RBD eines Modells mit Redundanz beim Quarz
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Die Ausfallrate des zweiten Quarzes sei gleich der des ersten. Die Zuverlédssigkeit von zwei
parallelen Quarzen berechnet sich dann wie folgt:

Szwei parallele Quarze(t) =1- (]- - SQUG'I’Z(t))z

=1—(1—exp [—/\Quawt])2

Damit dndert sich die Zuverlassigkeit des Systems folgendermafien:

(10
1 H Sl(t> ' Szwei parallele Quarze(t) 5 flirt < t(]
SSystem(t) = =2 10
Sl (t) H Sz<t) ’ Szwei parallele Quarze(t) ; fiir t > 1o
1=2

(

10 )
exp [— > /\it} <1 — [1 — e_’\“t] > , fiir t < to
i=2

exp {— (%)5 — % /\it] (1 — [1 — e”\lltf) . fiirt >ty '
i=2

\

In Abbildung 2.8 ist der Vergleich beider Systeme dargestellt und wir erkennen hier eine
deutliche Verbesserung der Zuverléssigkeit des Systems durch den Einbau eines Reserve-
elementes.

ReliaSoft BlockSim 7 - www.ReliaSoft.com
Zuverlassigkeit vs. Zeit
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Abbildung 2.8: Vergleich der Zuverlassigkeit des Systems mit und ohne Redundanz beim
Quarz
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Zensierung (Censoring)

Lebensdauerdaten kénnen haufig in dem Sinne unvollstdndig” sein, dass exakte Ausfall-
zeiten nicht fiir alle Beobachtungen bekannt sind.

3.1 Rechtszensierung

Wenn ein Lebensdauertest endet bevor alle Gerite ausgefallen sind, kann man iiber die
noch intakten Gerdte nur sagen, dass sie eine Lebensdauer haben, die die Lange des
Tests iibersteigt. Solche Beobachtungen nennt man rechtszensiert. Hierbei konnen wir
zwei Typen unterscheiden.

Typ-I-Zensierung

Zum Einen werden Studien héufig zu einem vorher festgelegtem Zeitpunkt beendet, die
zu diesem Zeitpunkt intakten Geréte sind dann deterministisch rechtszensiert. Hier ist die
Anzahl der Ausfélle zuféllig, die bis zu diesem festen Zeitpunkt geschehen.

Wenn ein anderes zufélliges Ereignis eintritt, so dass das Gerét aus der Studie entfernt
werden muss, bezeichen wir dies als zufillige Rechtszensierung. Es sind also sowohl Anzahl
der Ausfille als auch Zensierungszeitpunkte zufillig.

Beide Varianten gehoren zur Typ-I-Zensierung.

Typ-11I-Zensierung

Zum Anderen werden auch Studien durchgefiihrt, die so lange andauern bis eine bestimm-
te, vorher festgelegte Anzahl von Ausfallen erreicht ist und dann erst beendet werden. Dies
bezeichnen wir als Typ-I1I-Zensierung. Bei dieser Art der Zensierung ist die Anzahl der
Ausfille also fest und der Zensierungszeitpunkt ist das zuféllige Ereignis.

Da uns im weiteren Verlauf dieser Arbeit nur Typ-I-zensierte Daten begegnen werden,
beschrinken wir unsere Betrachtungen auf diesen Typ.

Definition 3.1 (deterministische Rechtszensierung)
Eine Auswahl von n Gerédten wird fiir begrenzte Zeiten cq,co,...,c, beobachtet, wobei
die ¢; fest sind und auch gleich sein kénnen aber nicht miissen. Fiir alle Beobachtungen

23
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gilt: T; < ¢; (unzensiert) oder T; > ¢; (zensiert). Sie bilden eine sogenannte determinis-
tisch rechtszensierte Stichprobe vom Typ I. Unsere Beobachtungen sind Realisierungen von
unabhéngigen Paaren (Y;, A;) mit:

Yz-:min(Ti,cz-):{ u % und Ai:]l(Tigci):{ u ¢

¢, firT;>c¢ 0, firT,>c
A A
> > Cl
T2 T2
. Ty
- 04
T5 T5

Zeit c Zeit

Abbildung 3.1: Deterministisch bzw. zufillig rechtszensierte Daten

Beispiel 3.1 (deterministisch rechtszensierte Beobachtungen)

Im Folgenden wird uns der Fall begegnen, dass Gerate zum Hersteller zuriickgelangen,
bei denen jedoch kein Fehler festgestellt werden kann. Diese Beobachtungen werden wir
als deterministisch rechtszensiert betrachten, denn wir gehen davon aus, dass sie bis zum
Zeitpunkt der Explantation (c¢;, i = 1,...,n) ohne Ausfall funktioniert haben und dass
wir nicht wissen, zu welchem Zeitpunkt t; > ¢; sie ausfallen wiirden.

Manche Geréte haben mehr als eine Fehlerursache. Wenn man an einer bestimmten Feh-
lerursache interessiert ist, kann man den Ausfall des Geréts durch eine andere Ursache als
zufillige Zensierung betrachten.

Definition 3.2 (zufillige Rechtszensierung)
Sind die Zensierungszeitpunkte C,Cs, . .., C, zufallige Ereignisse, dann sprechen wir von
zufdlliger Rechtszensierung. Hier erhalten wir Paare (Y;, A;), wobei

T, firT; <G
C,’, furTl>C’Z

1, firT, <C;

Yo = min(T3, G) = { 0, fir7;>C,

und Aizﬂ(TiSC'i)z{

sind, mit den zufalligen Zensierungspunkten C',Cs, ..., C, , die unabhingig von T; sind.

Verteilung bei Typ-I-Zensierung
Deterministische Rechtszensierung

Es sei Fr die Verteilungsfunktion der 7; (7; ~ Fr),i=1,...,n .
Ist die Rechtszensierung deterministisch, also gilt P(C; = ¢;) =
fiir die Verteilung der Y;:

, dann folgt daraus

FT(t) s fiir t < ¢

Fy(t) = P(Y; < t) = P(min(T}, ;) < t) = :
V(1) = P(¥; 1) = Plmin(T}, ) < ) {1’ i f o
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Zufillige Rechtszensierung

Fiir den Fall der zuféilligen Zensierung sei zusétzlich Fo die Verteilungsfunktion der C;
(C; ~ F¢). T; und C; seien fiir alle i voneinander unabhéngig. Dann ist die Verteilungs-
funktion Fy der Y; = min(7;, C;) mit A; = 1(7; < C;) bestimmt durch:

Fy(t) = P(Y; < 1) = P(Y; S t, Ay = 1) + P(Y; <, A; = 0) = FE(t) + F(t)

wobei F{!(t) die Verteilugsfunktion der unzensierten und Fy () die der zensierten Beob-
achtungen ist. Aus der Vorlesung |Lie05a] wissen wir:

Fu(t) =P(Y; <t,T; < C) = /(1 — Fo(z—))dFr(z) (3.1.1)

0
t

Fe(t) = P(Y; <1, > C)) = /(1 — Fr(z—))dFe(z) . (3.1.2)

0
Wegen
Fy(t) =P(Y; <t) =1-PY; > 1) =1-P(T; > )P(C; > t) =1 — (1 — Fr(t))(1 — Fo(t))
erhalten wir die im weiteren Verlauf dieser Arbeit benétigte Beziehung:

(1= () = (1= Fr(®)(1 - Fo(t)) (3.1.3)

[Wol99, S. 39-40], [ME9S, S. 34-35], [Lic08, S. 12], |Lie05a]

3.2 Links- und Intervallzensierung

Es ist auch denkbar, dass das interessierende Ereignis einer Beobachtung stattfand, bevor
man sie beobachtet hat. Der genaue Ereigniszeitpunkt ist also nicht bekannt.

Definition 3.3 (deterministische Linkszensierung)

Ist der Zeitpunkt eines Ereignisses schon geschehen jedoch aber unbekannt, dann wissen
wir iiber diese Beobachtung nur: T; < c¢;, wobei ¢; ein fester Zensierungszeitpunkt ist.
Sie wird als deterministisch linkszensiert bezeichnet. Wir erhalten hier Realisierungen von
unabhéngigen Paaren (Y;, A;) mit:

G, fﬁrﬂ<0i
T, firT;>c¢

1, fir T, > ¢

Findet das Ereignis also vor einem Beobachtungsbeginn ¢; statt, so bezeichnen wir die
Beobachtung als zensiert. Geschieht das Ereignis nach einem Beobachtungsbeginn c¢;, so
konnen wir den Zeitpunkt des Ereignisses genau bestimmen und die Beobachtung ist
damit unzensiert.
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1 A
Ausfall 1 “lagen Ausfall Slwax
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Abbildung 3.2: Links- bzw. intervallzensierte Daten

Definition 3.4 (deterministische Intervallzensierung)

Geréte, die zu einem unbekannten Zeitpunkt zwischen zwei Inspektionen ausfallen, also in
einem festen Intervall (c;y,,x, Cirax |, Nénnen wir deterministisch intervallzensiert. Unsere
Beobachtungen sind dann Realisierungen von unabhéngigen Paaren (Y;, A;) mit

Y, — Ciprax > fiir Cinern < 1; < Cinrax und A — 0, fir Cinrrn < 1; < Cinrax
' T; sonst (unzensiert) ' 1, sonst (unzensiert)

Linkszensierung ist identisch zur Intervallzensierung, bei der der Startzeitpunkt des In-
tervalls ¢;,,,, gleich null ist und Rechtszensierung ist eine Intervallzensierung mit dem
Endzeitpunkt ¢;,,,, gleich unendlich.

Somit ist Intervallzensierung eine Verallgemeinerung der Links- bzw. Rechtszensierung.

[Wol99, S. 39-40], [ME98, S. 34-35]

Beispiel 3.2 (deterministische Intervallzensierung)

Einen Ausfall, der einer unzensierten Beobachtung entspricht, erhalten wir nur dann, wenn
wir diesen in genau dem Moment wahrnehmen, in dem er eintritt. Das wiirde eine kon-
tinuierliche Beobachtung des Geriéts erfordern, was haufig nicht méglich ist. Oft wird in
Intervallen kontrolliert, ob ein Gerét noch arbeitet oder ob es schon ausgefallen ist. Das
bedeutet, wenn ein Gerét ausgefallen ist, kennen wir nur einen Zeitraum, in dem der Aus-
fall stattfand (c;,,,, <ti < ¢iy, .y ), und nicht den genauen Zeitpunkt. Solche beobachteten
Ausfalle nennen wir deterministisch intervallzensiert.

Bei nahezu allen Ausféllen von Geraten handelt es sich um solche intervallzensierten Beob-
achtungen. Meist werden die Geréte alle 6 Monate von Anwendern auf ihre Funktionstiich-
tigkeit kontrolliert, damit sind beobachtete Ausfille dieser Gerédte mit einer Intervalllinge
von 6 Monaten intervallzensiert.



Kapitel 4

Schatzen in nichtparametrischen
Survival-Modellen

Ist man sich nicht sicher, welcher Verteilung die beobachteten Daten zugrunde liegen,
kann man nichtparametrische Methoden zur Analyse der Zuverlédssigkeit verwenden.

Der Vorteil daran ist, dass man damit grofe systematische Fehler vermeidet, die in ei-
ner fehlerhaften Verteilungsannahme begriindet liegen. Leider sind bei der nichtparame-
trischen Analyse Vorhersagen zu Ereignissen, die auferhalb des beobachteten Bereichs
liegen, nicht moglich. Die Anzahl der Beobachtungen muss auch sehr grofs sein, um aus-
sagekraftige Ergebnisse zu erhalten.

Letztendlich basieren viele Verfahren zur nichtparametrischen Lebensdaueranalyse auf der
empirischen Verteilungsfunktion.

4.1 Empirische Verteilungsfunktion - Schatzen der Ver-
teilungsfunktion

Die Empirische Verteilungsfunktion ermoglicht eine schnelle und leichte, erste Beurteilung
der Verteilung der Daten. Vergleicht man sie mit der Verteilungsfunktion eines parame-

trischen Modells, so kann man grob abschétzen, ob die Verteilungsannahme fiir die Daten
korrekt war.

Definition 4.1 (empirische Verteilungsfunktion)
Esseien Yy, ..., Y, unabhéingig, identisch verteilte Zufallsgrofen (mit der Verteilungsfunk-
tion F'). Dann heifst die durch

~ 1 —
Fo(x) = EZ]I(—OO <Y <uz)
i=1

definierte Funktion empirische Verteilungsfunktion von Yy, ..., Y,.

Im Zusammenhang mit Lebensdauerdaten erhalten wir dann:

Anzahl der Beobachtungen < ¢
- .

~ 1 <&
F"(t):ﬁE 10<Y; <t)=
i=1

27
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Sind die Daten Typ-I-zensiert, das heift Y; = min(7;, C;) und A; = 1(7; < (), dann
lautet die Schétzfunktion fiir die Verteilung der unzensierten Beobachtungen:

Fu(t Z]lY<tA_1 Z]lY<t (4.1.1)
und fiir alle Beobachtungen zusammen:

ﬂwzggﬁmg@. (4.1.2)

|Lie05a||Bir07, S.503]

4.2 Schatzen der Hazardfunktion bei Typ-I-Zensierung

Essei T, ~ Fp, C; ~ Fo, Y; ~ Fy, Y; = min(T;,C;), A; = 1(T; < C;) und Arp(+) die
Hazardfunktion der T; fiir ¢ = 1,...,n. Dann gilt:

t

Ap(t) = /% wegen Gleichung (1.3.2), Seite 5
_ / (1 - Fo(e-) dFr(2)
(1 = Ep(z=))(1 = Fo(z—))

t
1—Fo(x—))dF
_ / ( 10(; ()) )T(l’) wegen Gleichung (3.1.3), Seite 25
— Fy(z—
/ dF
— /#((Z)) wegen Gleichung (3.1.1), Seite 25
— Fy(z—

0

und wir erhalten als Schatzfunktion fir die Hazardfunktion zunéachst:

N R R I (T PP N TP R
An(t)'_/l_ﬁy(x_) _/1_}’7,\1/(33_) dFY( )_zl_ﬁy(n_)AFy(Y;).

Wegen Gleichung (4.1.1) gilt:

ARH(Y) = Fp(¥:) - Fp(¥im) = - D[ < ¥) — 1(%; < V- A

1 — 1
== 1Y, =Y) A ==A;,
SO A=) A=

somit folgt:
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Definition 4.2 (geordnete Stichprobe)
Es seien (Y1,A1), (Y2, As), ..., (Yn,A,) die Beobachtungen einer zensierten Stichprobe.
Dann bezeichnen wir die, der Gréfse von Y; nach, geordneten Paare, das heifst

(Yi:na A(1))7 (}/2:717 A(?)); sy (Yn:'rw A(n)) )
als geordnete Stichprobe.
Die empirische Verteilungsfunktion der Beobachtungen an der Stelle Y., lautet:

1.k
v (Yien) = — Z]IY<YM:—I€:E, wobei 1 < k < n.

Damit ergibt sich fiir die Schétzfunktion der Hazardfunktion, also /A\n(t), schlieflich:

~ I 1Y <) Ay TR I(Vin <8) - Ay 1 m 1(Vin <#) - A
An(t):—ZA—:_Z = ():_Z 1 i—1 .
—= 1-FK(Y—) n‘= 1-FYin—) N - ()
1(Yin, <t)-A
:_Z @ (4.2.1)
n—i+1
|Lie0b5al

4.3 Schatzen der Hazardrate bei Typ-I-Zensierung

Wir verwenden an dieser Stelle wieder die Bezeichnungen des vorherigen Abschnitts.
Fiir die Hazardrate AA(-) der T;, i = 1,...,n gilt wegen Gleichung (1.3.4) auf Seite 6:

AF(x)
S(z—)

AA(x) =

und daher ist

Deshalb ergibt sich fiir die Schéatzfunktion der Hazardrate zusammen mit Gleichung
(4.2.1):

L(Vjm < 1) = 1V <] - Ag

= n—j+1
_ zn: 1Y, ) - Ay
= n—j+1
und somit letztendlich fiur ¢t = Y;., :
2 A
AN, (Y., , 4.3.1
(Vi) = 10 (131)

[Lie0bal
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4.4 Kaplan-Meier-Schatzer - Schatzen der Survival-
funktion bei Typ-I-Zensierung

Der Kaplan-Meier-Schiitzer beschreibt die Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir Daten, die
rechtszensiert sind. Dieser diskreten Treppenfunktion werden zu jedem Zeitpunkt, zu dem
ein weiterer Ausfall stattfindet, weitere Informationen hinzugefiigt.

Satz 4.1
Es seien (Y;, A;), fiiri = 1,. .., n, definiert wie zuvor und (Y., A(;)) die geordneten Paare.
Die Kaplan-Meier-Schatzfunktion fiir die Zuverlassigkeit lautet:

o~ A(i) n—1 A
t) = l——— | = _ . 4.4.1
Sn(t) H ( n—z‘+1> H (n—i+1> (44.1)
1:Y;n <t 1:Y3:n <t
BEWEIS: Nach Satz 1.2 auf Seite 6 gilt allgemein:
S(t) = exp [-A ()] [J(1 — AA(x)) .
<t

Des Weiteren lautet die Zuverléssigkeit fiir ¢ = Y., :

$050) = Speaien) | Sl [T wobet Y = 10=0, 50—
_ H SS&@”@) _ H S(Yin—) 5&1—9 )
HC- )
— ﬁ (1 —AA(Yin)), wegen Gleichung (1.3.4), Seite 6.

Fiir alle Werte von ¢ erhalten wir also eine Treppenfunktion:

n

f[ 1= AA(Y;n)) =) = T (1= AA(Yin)) -

:Y;n <t
Verwenden wir nun den Schétzer fir AA(Y;.,) aus Gleichung (4.3.1), so erhalten wir:
S.0= 1] (1 - Mn(nm)) .
©:Ygn <t

Insgesamt haben wir folgende Schatzfunktion fiir die Zuverlassigkeit:

1—ﬁn(t):§n(t):'H (1_n—A—z@+1> .

[Lie0bal



4.4. KAPLAN-MEIER-SCHATZER 31

Bemerkung 4.1
Haufig wird auch folgende sehr bekannte Formel zur Schatzung der Zuverldssigkeit ver-

wendet: p
a g — a4
Sn= T “*

Gt < <t

mit den Zeitpunkten t) <ty < ... <ty fiir k < n so, dass zu jedem t;y mindestens
ein Ausfall oder eine Zensierung gehort. We1terh1n nutzen wir folgende Bezeichnungen:
Sei n die Anzahl aller Gerdte, dann bezeichnen wir die Anzahl der Fehler zum Zeitpunkt
Ly mit d;, also:

Zn =tw) A, firi=1,... k.

Wenn wir die Anzahl der Zenszerungen zum Zeitpunkt t;) mit s; bezeichnen, also:
Z]l (1=4;), firi=1,...,k,

dann erhalten wir n;, also die Anzahl der ,gefihrdeten® Gerdite zum Zeitpunkt t(;), durch:

i—1 i—1
—E dj_é St o, fUI'Z:L,k
j=0 =0

-~

i—1

|

|
]
NgE

(Ye=t(;))

0k=1

.
S

=n—)Y 1(Yi <tu Z]lYk>t wobei t(g) := 0.
k=

—_

Das heifst, durch n; wird die Anzahl der unzensierten und nicht ausgefallenen Geréte
beschrieben.

BEWEIS: Diese Formel ergibt sich dhnlich wie die Formel aus Satz 4.1. Wir setzen ¢ := 0
und damit ist S(t()) = S(0) = 1. Auch hier gilt:
S(tw) Slte) t(g ﬁ S(t
S(tw) S(tw) tG-n)

und damit erhalten wir eine Treppenfunktion fiir £ > 0:

k Lt <t)
S(ta) } “ S(ta)
s - T 20 |
v i=1 Sti-) ity <t S(ti-1)

S(ty) =

Wir betrachten einen einzelnen Faktor und erhalten zusammen mit Gleichung (4.4.1) aus
Satz 4.1:

n—j A(j)
q . H <n—j+1 ) A
Sn<t(i)) . JYjin<t(s) . H ( n—y > &)
Sn(ti-1) 11 n—j-]|—1> J Vi n—j+1

j:i/j:n <t(i)
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Wir betrachten nun die Beobachtungen genauer, die gleich ¢(;) sind. Es gibt also ein j und
ein [ > 1, s0 dass: Y., = Yji1:n = ... = Y —1):n = () und wir setzen:

=g, dpi=j+1, .., =i+ (—1). (4.4.2)

Somit ist [ auch die Anzahl der Ausfille und Zensierungen zum Zeitpunkt ¢(;). Natiirlich
héngt [ vom Zeitpunkt ¢(;y ab und wir meinen mit [ stets /(7).
Die zugehorigen Ay, Ay, - - ., Ag,) setzen wir dementsprechend so, dass:

Awy =8¢, D) =8+, - Ba)=8gre-1)
wobei die Paare (Y;,:m, Auy)), -+, (Yium, Ag)) so sortiert sind, dass gilt:
Ay 2 By 2 -+ 2 Agiy -

Das heifst, wir sortieren die Paare so, dass zuerst die unzensierten und dann die zensierten
Beobachtungen zum Zeitpunkt ¢(; aufgelistet werden. Dann gilt:

§n<t(z)) B n—i, Agiy) n — iy Aiy) n — 1 Agy (4 ) 3)
Sultieny) \n—ir+1 n—iz+1 o \n—i+1 ’ =

undIm e {1,...,0} : 1 =A4,) > Ap,.,,) = 0. Dieses m ist dann die Anzahl der Ausfille
zum Zeitpunkt ¢;y und wir schreiben auch hier zur Verkiirzung m statt m(i). Nun lésst
sich Gleichung (4.4.3) umformen zu:

Ag”(t(“) __ftu mot  Poie (4.4.4)
n(t(zel)) n—iu1+1 n—ixy+1 n—21i,+1
Wegen (4.4.2) gilt:
n—ia=n—(1+1), n—is=n—(1+2), ..., n—ip=n—(i1+(m—1)).
Dies setzen wir in Gleichung (4.4.4) ein und kiirzen anschliefend:
§n(t(i)) _ on—ii n—@i—1 n—i+2  n—ij—m+l
§n(t(171))_n—i1+1 n—i; n—i;—1 " n—i—m+2
n—i+1-—m
= — _1 P (4.4.5)
Es war m gleich der Anzahl der Ausfille zum Zeitpunkt £(;), also gilt:
m=m(i) =d, . (4.4.6)

Und 4, ist genau der Index, so dass t;_1) = Y, —1.n < Yi: = L3, also ist:

i = (Z 1Y < t(i))> +1,
k=1
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und somit folgt:

n—ip+l=n—Y 1(Vi <ty)=n;. (4.4.7)
k=1 o

Nun brauchen wir nur noch (4.4.6) und (4.4.7) in Gleichung (4.4.5) einzusetzen und er-
halten letztendlich:

-~

Sultin) ™

Und somit erhalten wir die Gleichung:

i:t<i) <t Sn (t(z_l)) ’i:t(i>§t i

O

Beispiel 4.1 (Kaplan-Meier-Schitzer fiir das Gerdt aus Abschnitt 2.1)

In Abschnitt 2.2 haben wir ein parametrisches Modell fiir die Zuverldssigkeit unseres
Geridts entworfen, das auf der Idee beruht, die einzelnen Komponenten des Geréts zu
betrachten und aus den jeweiligen Zuverlédssigkeiten eine Gesamtzuverlassigkeit fiir das
Geriét zu erhalten. Die Parameter hierfiir stammen teilweise aus dem MIL-Handbuch?
und aus groben Schéitzungen, die auf Erfahrungen des Herstellers basieren.

Um zu beurteilen, wie gut sich unser Modell den realen Daten annéhert, werden wir nun
eine nichtparametrische Methode zur Berechnung der Survivalfunktion des gesamten Ge-
riats verwenden und beide Kurven vergleichen. Hierzu werden wir aus einem Datensatz
von tiber 20.000 Geréten die Informationen tiber die Lebensdauern und Ausféille der Ge-
rdte mithilfe des Kaplan-Meier-Schétzers auswerten. Dies realisieren wir mithilfe des frei
verfiigharen Programms R2.

Als Resultat erhalten wir die in Abbildung 4.1 dargestellten Kurven. Die Kaplan-Meier-
Schatzfunktion hort bei etwas mehr als 60 Monaten auf, da in dem verwendeten Datensatz
keine weiteren Informationen iiber altere Gerate vorhanden sind.

Wie man leicht sieht, schétzt die Survivalfunktion unseres modellierten Seriensystems die
Zuverlassigkeit der Geréte deutlich pessimistischer ein als die Kaplan-Meier-Schétzung.
Das kann daran liegen, dass wir entweder

- ein falsches Modell fiir unser System benutzen,
- mit einer oder mehreren falschen Verteilungsannahmen arbeiten oder
- schlechte Schatzwerte fiir die Parameter verwenden.

Bisher gehen wir davon aus, dass alle Elemente des Geréats in Reihe geschalten sind, das
heifst, das Gerat fallt aus, sobald eine Komponente ausfallt. Das wiirde bedeuten, dass
der Ausfall eines Widerstandes oder eines Kondensators zum Ausfall des gesamten Gerdts

1Dep91|
2Der Quellcode hierzu ist im Anhang A.1 zu finden.
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Abbildung 4.1: Vergleich: Zuverlassigkeit des Seriensystem vs. Kaplan-Meier-Schétztkt.

fithren wiirde. Ob dem so ist, ist allerdings ein elektrotechnisches Problem, zu dessen Lo-
sung eine genaue Analyse des Schaltplans des Geréts erforderlich ist, mit der wir uns im
Rahmen dieser Diplomarbeit nicht befassen.

Da die Argumente fiir die Verteilungsannahme jeder einzelnen Komponente aus Beispiel
2.1 auf Seite 17 geeignet erscheinen, werden wir uns auf das Schétzen der Parameter kon-
zentrieren.

Hierzu betrachten wir Tabelle 2.1 auf Seite 19 aus Beispiel 2.1 erneut und es féllt sehr
leicht auf, dass die Werte der Ausfallraten der Komponenten, deren Schiatzungen aus dem
MIL-Handbuch® stammen, um circa drei Gréfenordnungen schlechter sind, als die Werte
der Ausfallraten des Herstellers. Bei einigen Komponenten, wie zum Beispiel den Wider-
stdnden, konnte allein die hohe Anzahl im System die Ursache dafiir sein, bei anderen,
beispielsweise dem nur einmal vorhandenem Quarz, reicht dies als Erkldrung nicht aus.
Bei der Schéiitzung der Ausfallraten nach dem MIL-Handbuch® werden groRere Belas-
tungen der Bauteile vorausgesetzt, als dies fiir Geridte der Medizintechnik der Fall ist.
Diese arbeiten, bei fast konstanter Umgebungstemperatur und gut vor Erschiitterungen
geschiitzt, unter nahezu optimalen Bedingungen fiir elektronische Bauteile. Deshalb diirf-
te die Lebensdauer der Bauteile der Geréte deutlich hGher sein, als die der elektronischen
Komponenten, die nach dem MIL-Handbuch?® getestet wurden. Des Weiteren sind die Da-
ten aus dem MIL-Handbuch® nicht mehr die Neuesten. Es haben sich auch Mess- und
Schéatzmethoden weiterentwickelt. Andererseits sind die Informationen tiber Ausfille von
elektronischen Bauteilen des Herstellers zweifelsohne nicht so umfangreich, wie die fiir die
Angaben im MIL-Handbuch?.

Also werden wir uns im nachsten Kapitel mit Methoden zur Parameterschitzung beschaf-
tigen und versuchen damit einige Schatzungen fiir die Parameter aus Tabelle 2.1 auf Seite
19 zu verbessen.

3|Dep9l]



Kapitel 5

Schatzen in parametrischen
Survival-Modellen

In vielen Anwendungen ist es moglich eine Verteilung zu wéhlen, der die beobachteten Da-
ten vermutlich zugrunde liegen. Wir nehmen also an, eine bestimmte Verteilungsfunktion
F(t) = F(t; (V1,...,9)) zu unseren Daten zu kennen, und miissen nun die fehlenden Pa-
rameter 9 = (¥4, ..., 9Y}) schétzen. Dies geschieht anhand der Beobachtungen ty, to, . .., t,.

5.1 Maximum-Likelihood-Methode

Die Maximum-Likelihood-Methode (kurz: ML-Methode) wird allgemein als die beste Uni-

versalmethode fiir die statistische Analyse angesehen.

5.1.1 Idee und Theorie

Diese Methode wurde 1921 von R.A. Fisher entwickelt und basiert auf folgender Idee:
Gegeben sei eine Stichprobe vom Umfang n, das heiftt die n-malige unabhéngige Durch-
fithrung eines zufilligen Experiments liefert n Realisierungen der Zufallsgréfte T, die wir
mit tq, %o, ... t, bezeichnen. Die Verteilungsfunktion von 7" sei dem Typ nach bekannt mit
unbekanntem Parametervektor 1.

Nun maximieren wir, beziiglich des unbekannten Parameters 4, die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass in der Stichprobe die Werte ¢4, s, ..., t, beobachtet werden.

Hierfir definieren wir:

Definition 5.1 (Likelihood-Funktion)

Die Likelihood-Funktion L(9;(t1,...,t,)) ist fiir unabhdngige, stetige Zufallsgrofen mit
der Dichte f(t;9) und fiir unabhéngige, diskrete Zufallsgrofen mit den Einzelwahrschein-
lichkeiten f(t;;9) = P(T = t;) gegeben durch

n

L@; (t, ... ta)) = Hf(ti;lﬂ) :

i=1

Anschliefsend erhalten wir folgenden Schétzer:

35
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Definition 5.2 (Maximum-Likelihood-Schétzer)
Ein Schétzer 9 heifst Mazximum-Likelihood-Schdtzer (Maximum-Likelihood-Estimation,
kurz: MLE), wenn er die Likelihood-Funktion maximiert, das heifit:

o~

L: (t, ... t0)) > L@ (th,....ty)  firalled .

Fiir endlich viele Werte fiir 9 konnen wir die Maximalstelle direkt berechnen.

Im Fall von unendlich vielen Werten fiir 9 ist der Ubergang zur log-Likelihood-Funktion oft
besser. Das ist moglich, weil die Likelihood-Funktion wegen f(¢;;49) > 0 nie negativ wird,
und da wir hier L(¥;(ty,...,t,)) maximieren wollen, sind monotone Transformationen
erlaubt. Anschlieffend bestimmt man die Maximalstelle durch Ableitungsbildung.

Die log-Likelihood-Funktion definieren wir folgendermafsen:
[(9; (tr, .- tn)) = I L(D; (1, ... £,)) = > _In(f(t;9)) .
i=1

Ist L(Y; (ty,...,t,)) differenzierbar, ¥ ein einzelner unbekannter Parameter und der Maxi-
mum-Likelihood-Schétzer 9, g existiert, dann geniigt er der Gleichung

dIn L(V; (t1, ..., tn))

=0.
dd
Im allgemeinen Fall ist ¥ = (J1,95,...,9,), dann erhdlt man @MLE durch Losung des
Gleichungssystems:
In L(9;
Oln L(9; (t, ’tn)):O, firg=1,...;,rundr <n.

0,

Beispiel 5.1 (Normalverteilung)

Als Beispiel werden wir die ML-Schatzfunktionen fiir die Parameter p und o von normal-
verteilten Zufallsgréfien betrachten. Es seien also Z., . .., Z, unabhdngige, normalverteilte
Zufallsvariablen mit Erwartungswert p und Varianz o, das heifst:

f(z) = \/2;7 exp (— (Z2_U ‘3)2). Die Likelihood-Funktion lautet dann:

L((p;0); (2155 20)) = Hf(zi> = ﬁ“p (_Z (Zi2;2m ) '

=1

Die log-Likelihood-Funktion [(-) = In L(-) ist dann:

I((p,0); (21, 20)) = —g (In(27) + In (6%)) — =—; Z (z— p)°.

Um [(-) zu maximieren, bilden wir nun die Ableitungen nach p und o, setzen diese gleich
Null und Iésen das Gleichungssystem:

A - Y e Lo, m
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Aus Gleichung (I) erhalten wir die ML-Schétzfunktion fiir den Parameter fu:

n

Z<Zi_“):0 = ;zi:n,u = ﬁMLE:%;zi:Z.

i=1

Nun setzen wir das Ergebnis Jiyp in Gleichung (II) ein und es ergibt sich folgende
ML-Schétzfunktion fiir den Parameter o:

n n

~ 1
_ L 5)\2 2 2 - - L 5)2
2042 z)? 202 = Z(Zl zZ)" =no® = UMLE_nZ(Z’ z).

=1 i=1

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass unsere Daten unzensiert sind. Nun werden wir
den Fall der Zensierung betrachten.

5.1.2 Likelihood-Funktion bei Zensierung

Im Folgenden seien Fr(t;9) und fr(t;9) die Verteilungsfunktion bzw. die Dichte der
Zufallsgrofsen T1, Ty, . .., T,,. Die Beobachtungen (y1,d1), . . ., (Yn, 0n), die entweder zensiert
oder unzensiert sind, seien die Realisierungen der unabhingigen und identisch verteilten
zufélligen Paare (Y;, A;), firi=1,...,n.

Likelihood-Funktion bei deterministischer Rechtszensierung

Es sei Y; = min(7T;, ¢;) und A; = 1(7T; < ¢;), dann lautet die Likelihood-Funktion:

L(’ﬁ) <y17 61)7 yn7 n HfT yz; ]- - FT(yzqﬁ))l_ai . (5].].)

In mancher Literatur wird auch folgendes Produkt gebildet, das dasselbe Ergebnis liefert,
wobei die Indizes hier nicht dieselben sind wie in Gleichung (5.1.1):

Lty . toy,crsocny) = [ [ fr(t9) - [ ] 1L = Fr(ed)) .
j=1 k=1

Hier ist ny die zufallige Anzahl der unzensierten und ns die zuféllige Anzahl der zensierten
Beobachtungen, also gilt fiir die nichtzufillige Gesamtanzahl: n = ny; + nos. Da in dieser
Formel nicht nur die Beobachtungen und die zugehorige Indikatorfunktion zuféllig sind,
sondern auch die Anzahl der unzensierten und der zensierten Beobachtungen, werden wir
Gleichung (5.1.1) in allen weiteren Berechnungen verwenden.

Deterministische Rechtszensierung ist ein Spezialfall der zufélligen Rechtszensierung. Die
ausfiihrliche Herleitung der Likelihood-Funktion fithren wir deshalb nur fiir den allgemei-
nen Fall im néchsten Abschnitt durch.

Bilden wir nun die log-Likelihood-Funktion fiir L(¥; -) aus Gleichung (5.1.1), dann erhalten
Wwir:

L9 (y1,01), -, (Y 00)) = D [0:1n fr(yss9) + (1 = 6;) In(1 — Fr(y;;9))] .

i=1
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Likelihood-Funktion bei zufilliger Rechtszensierung

Hier sind die Zensierungspunkte C1, ..., C, zufillig und gentigen der Verteilung F(+) mit
der Dichte fo(+), somit ist Y; = min(7;, C;) und A; = 1(7; < C;). Dann ist wegen (3.1.1)
und (3.1.2)

t

J(1 = Fo(z—))dFp(z;9), fird=1

Fy(t;0) =P(Y; <t,A; =0)=<9 .

[(1 = Fr(z,9))dFe(x), fird=0
0

Wenn sowohl Fr(-) also auch Fo(+) stetig sind, kénnen wir die Ableitung bilden und diese
lautet dann:

o)A =Fe(t=))fr(t:9), fird=1
fitto) = {(1 — Fr(t;9))fe(t), fiird=0
= (1= Fe())’ fr(:9)° (1 = Fr(t;9))' 7 fe(t)'~° .

Hiermit erhalten wir die Likelihood-Funktion:

n

L@; (y1,61), -, (Y, 00)) = [ [(1 = Fowa)* Fr(is 8)* (1 = Fr(ys9)' " fo(y) '™ .

=1

Die log-Likelihood-Funktion berechnet sich analog zu der im deterministischen Fall.

Likelihood-Funktion bei deterministischer Linkszensierung
Es seien Y; = max(T}, ¢;) und A; = 1(7; > ¢;), dann lautet die Likelihood-Funktion:

n

L (y1,01), -y (Yn, 0n)) = H Frlyi®)% Fr(y; 9)% .

i=1

Auch hier wird gelegentlich folgendes Produkt verwendet, das dasselbe Ergebnis liefert:
LOity, ..ty crocny) = [ [ fr(t;9) - [ ] Pr(cs9)
j=1 k=1

wobei die Beobachtungen umnummeriert wurden und n, die zuféllige Anzahl der unzen-
sierten und ny die zufillige Anzahl der zensierten Beobachtungen ist.

Likelihood-Funktion bei deterministischer Intervallzensierung

Fir

Y; _ Ciprax > fiir Cipern < T; < Cinrax und Az _ 07 fiir Cipern < T; < Cinrax
T; sonst 1, sonst
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lautet dann die Likelihood-Funktion:

n

L("-97 (ylv 51)’ ) (ym 571)) = H fT(yi;'ﬂ)&i [FT<yi;19) - FT(yi - (C’iMAX - CiMIN);ﬂ)]l_éi :

i=1

Wenn wir ¢;,,,, = 0 setzen, erhalten wir hier den Spezialfall der Linkszensierung.

Dasselbe Ergebnis liefert auch folgendes Produkt, nachdem wir die Beobachtungen um-
nummeriert haben:

L(ﬂ; ;... vtm’ Clarrny -+ Cno arn s Clagaxs - -+ 5 Cng MAX)
ni no

= H fT(tJ';’l” H [FT(C]C]\/IAX;19> - FT(CkMIN;ﬂ)] )
j=1 k=1

mit n; unzensierten und n, intervallzensierten Beobachtungen.

Likelihood-Funktion bei gemischter Zensierung (deterministisch)

Es ist auch denkbar, dass in einer Stichprobe verschiedene Zensierungen gleichzeitig auf-
treten. Daher betrachten wir nun folgenden Fall.

Es seien
(CipsCin), fir T; > ¢, (rechtszensiert)
Yi = S (Cinprns Cinpax )y 10T Ciyyn < Ti < Ciyyay  (links- und intervallzensiert)
(T3, T3), sonst (unzensiert)
(0,0), firT; > ¢,
und A= (07 1>’ fir ¢y <Ti < Cigax o
(1,0), sonst

und ¢;,,,, = 0 bei Linkszensierung, dann lautet die Likelihood-Funktion:

L(ﬁv (yla 61)) c (yna (Sn))

= HfT(yil;‘ﬁ)‘sil (I:FT(yZQ’ﬂ) _ FT(yil;’ﬂ)](siz (1 _ FT(yil;’ﬂ))l_éiz)l&l ‘

=1

Auch folgendes Produkt, welches in einiger Literatur verwendet wird, liefert nach entspre-
chender Umnummerierung dasselbe Ergebnis:

L(ﬁ; By tnys Clarrns o5 Cng s Clarax -+ 5 Cng agaxs Clgs - -+ 5 Cng R)
ny n2 n3
= HfT(tj;ﬁ) ’ H [FT(chIAX;ﬁ) - FT(Cj]vIIN;ﬁ)] ’ H [1 - FT(CIR;Iﬂ)] )
j=1 k=1 I=1

fiir ny unzensierte, ny intervallzensierte und ngz rechtszensierte Beobachtungen, also ist
n =mny; + Ny + Na.
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5.1.3 Eigenschaften der Maximum-Likelihood-Schitzung

Die ML-Methode hat eine gute Motivation, denn es ist derjenige Parameter ML-Schéatzer,
der die Wahrscheinlichkeit maximiert, die gegebene Stichprobe zu erhalten.

Wenn der Stichprobenumfang grofs ist, dann hat die ML-Schétzung giinstige Eigenschaf-
ten:
Konsistenz

Sie ist konsistent, das heifst, wenn sich der Stichprobenumfang vergrofert, konvergiert der
Schétzer gegen den zu schétzenden Parameter. Um diese Eigenschaft fiir die ML-Schétzung
zu erhalten, benotigen wir noch folgende Voraussetzungen:

V1: Yy, ..., Y, sind unabhéngig identisch verteilt,

V2 (Dichte): Y; hat eine pu-Dichte f(y;;9).

3

Dann lautet die gemeinsame Dichte von Y = (Y1,...,Y,): fo)(y;9) = I f(yi;9) und
i=1
damit die Likelihood-Funktion: L(¥;y) = fn)(y; ).

V3 (Kompaktheit): Fiir den Parameterraum © (die Menge aller moglichen ) gilt:
© C R* und der ,wahre* Parameter ¢* (meist unbekannt) sei ein innerer Punkt von

O.
V4: Der Erwartungswert E y- (ln f(%iﬁ)) existiert, das heift:
Yi; 9
E - (ln —f((yll;ﬁg)> < o0
V5 (Stetigkeit): Die Ableitung der Dichte von Y; nach ¢ existiert und ist stetig in ¢, das
heift: 9 5
191_339 a_ﬂf(yiﬂ?j) = %f(yiﬂ?) :

Satz 5.1 (Schwache Konsistenz der MLE [Liu06])
Sei A, = {9 | & InL(V;y1,...,ya) = 0}.
Unter den Voraussetzungen V1 bis V5 existiert ein Schéitzer 9y g € A, und konvergiert

(in Wahrscheinlichkeit) gegen den ,wahren® Parameter ¥*, also: J MLE Lory ¥, das heilit:

v€>02P19* (‘gMLE_ﬁ*‘ >6> — 0.

n—o0

Asymptotische Erwartungstreue

Die ML-Schétzungfunktion ist asymptotisch erwartungstreu. Fiir n — oo erwartet man
im Mittel den zu schéitzenden Wert zu erhalten:

E(Q/g\]V[LE) — .
n—00
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Asymptotische Normalitat und asymptotische Effizienz

Die Schétzwerte der ML-Methode sind asymptotisch normalverteilt und die Bedingun-
gen fiir asymptotische Normalitét (Regularitdtsbedingungen, Bemerkung 5.1) sind fiir die
meisten Verteilungen, die in der Lebensdaueranalyse verwendet werden, erfiillt.
ML-Schétzer sind asymptotisch effizient. Das heifst, unter allen konsistenten Schétzern
hat keiner eine kleinere Varianz als der ML-Schétzer.

Fiir diese Eigenschaften benotigen wir folgende Bezeichnungen:

Definition 5.3 (Informationsmatrix, Fisher-Information)

EsseiY = (Yi,...,Y,) und die Y; unabhéngig identisch verteilt mit gemeinsamer Dichte
f)(y;9), wobei 9 = (¥y,...,9y) der zur Dichte gehérende Parametervektor ist. Wir
bezeichnen die (k x k)-Matrix Z(9), wobei

T(9) := Covy ((%%"—M) >

.....

—\7Y o0, o0, ot

als Information (oder Fisher-Information), die’Y iiber ¥ enthlt.

Aus der Vorlesung [Lie0O5al ist bekannt: Fiir unabhéngige Zufallsgrofen Xy, Xy gilt die
Beziehung;:

Z(9) = Ti(9) + I=(9) -

Sind die Zufallsgrofen X7, ..., X,, unabhéngig und identisch verteilt, dann erhalten wir
sogar:

(W) = n-Tu()

wobei Z; (9) die Fisher-Information einer Beobachtung ist.

Bemerkung 5.1 (Regularititsbedingungen)
Es sei f)(y;9) die gemeinsame Dichte der unabhingig identisch verteilten Yi,...,Y,.
Folgende Bedingungen bezeichnen wir als Regularitatsbedingungen:

(A1) Es existiert folgende AbleitungVy, V s,t =1,...,k :

9” f(n) (y; 19)
09,09,

und sie ist stetig auf © C R* (die Menge aller méglichen ¥), wobei © offen ist.

(A2) V9 € O gilt:

oln fi (Y9 O fo (Y9 1
Es <—f((91)9§ ))zo und Eﬁ( gﬁlgﬁt )-f(n)(y;ﬁ))zo.
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(A3) Fiir jedes ¥ € © gibt es eine Umgebung U(¥) und eine messbare Funktion M (-,19)
auf Y mit EgM(Y,9) < oo, so dass

9% log fin) (y;Y)
09,00,

' < M(y,9) V9 ecU®),Vy

gilt.
(A4) Die Matrix Z(9) ist positiv definit, das heifit:
Vo= (z,...,2)" #0 gilt: 2’Z(9)z >0,

und das bedeutet:
det(Z(d)) > 0.

Satz 5.2 (Asymptotische Normalitit und asymptotische Effizienz [Lie05a))
Unter den Regularitatsbedingungen (Al)-(A4) gilt: Jeder konsistente ML-Schétzer ist
asymptotisch normal und asymptotisch effizient, das heifst:

Jn (EMLE - 0) — N (0,7;(9)) Vo eo,
= Drire — Ne (9, 1271 (9)) = Ny (9.7, ' (9)) Vdeo.

Weitere Eigenschaften

Ist der Stichprobenumfang jedoch sehr klein, dann kann der ML-Schéatzer stark verzerrt
sein und es sollten andere Schitzverfahren verwendet werden.

Allerdings kann die ML-Methode auf verschiedenste Daten angewendet werden, wie zum
Beispiel stetige, diskrete, kategorische, gestutzte oder zensierte Daten, wahrend hier ande-
re Methoden, wie beispielsweise die Kleinste-Quadrate-Methode wenig zufrieden stellen.

[Bir07, S.511-513], [Hir83, S.70-72], [Wol99, S.58-59], [ME9S, S.154]

5.2 ML-Schatzung bei Exponentialverteilung

5.2.1 Unzensierte Daten

Zunachst berechnen wir die ML-Schatzfunktion fiir den Parameter A der Exponentialver-
teilung bei unzensierten Beobachtungen. Es seien 77, ..., T}, unabhéngige, exponentialver-
teilte Zufallsvariablen. Also ist f(¢;A\) = Ae " und dann lautet die Likelihood-Funktion

L(-): ) )
L(X; (t1,...,t)) = H)\e_)‘t" = \"exp [_)‘Zti] :

i=1

Es folgt fiir die log-Likelihood-Funktion I(-):

(A (tr, o ta)) =nln A=A ;.
=1
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Um [(-) zu maximieren, bilden wir die Ableitung nach A und setzen diese gleich Null:

Al (t, . t)) 1 =, n
o AT T At

1

=

Also lautet die ML-Schatzfunktion fir A:
~ 1
ALE = —— =
w ot
i—1

)

[|=+11 =

5.2.2 Deterministisch rechtszensierte Daten

Wir werden den gleichen Datensatz verwenden, wie in Beispiel 4.1, um an dieser Stelle
den Parameter A fiir die exponentialverteilte Lebensdauer eines IC’s aus diesem Datensatz
zu schitzen. In dem Datensatz kommen deterministische Rechtszensierungen vor und wir
werden auch solche Geréte als rechtszensiert (zum jetzigen Zeitpunkt) betrachten, die
noch fehlerfrei in Betrieb sind. Wir benétigen also die Likelihood-Funktion im Fall von
Exponentialverteilung mit deterministisch rechtszensierten Daten. Es sind

Ft;:\)=1—e™ und  f(LA) =e M

die Verteilungsfunktion bzw. die Dichte der Exponentialverteilung. Somit lautet die Like-
lihood-Funktion in diesem Fall:

n n

LN (y1,61)s -3 (s 60)) = T [ £ V(1= Flyas 0)'% = [T e )% (e )=

i=1 i=1
Fiir die log-Likelihood-Funktion erhalten wir:

n

l()\§ (2/1, 51)7 R (Z/na 5n)) = Z [5i In A+ 5z‘(—)\yz‘) + (1 - 6i)(_)‘yi)]

=1
=1 =1

Nun bilden wir die Ableitung und setzen diese gleich Null:

dl()\a (91751)7---7(9717571)) 1 i & !
=< 6= ui=0, (5.2.1)
A i=1 =1

dA

und es folgt daraus:
1 n n
TS
i=1 i=1

Somit erhalten wir als ML-Schatzfunktion fir \:

)

1»22151' ~ Anzahl der Ausfille
" Summe aller Lebensdauern
; Yi

)\MLE =
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Beispiel 5.2 (Rechtszensierung)

In unserem Datensatz (aus Beispiel 4.1 auf Seite 33) haben wir ca. 20.000 Beobachtungen
mit 8 IC-Austfille und einem Reedkontakt-Austall. Die Summe aller Lebensdauern betréagt
669.555,9 Monate und somit lautet der Schatzwert fiir die Ausfallrate der IC’s:

8 Ausfille y )
—1.19 - 1075 Ausfille _ | 43 . 10~4 Ausfille 599
669.555,9 Monate Monat — 2 Jabr (5.2.2)

/\MLE Ic =

Damit ergibt sich bei dieser Schitzung eine deutlich schlechtere Ausfallrate im Vergleich
zur Ausfallrate aus Tabelle 2.1 auf Seite 19:

N _ —4 Ausfill —7 Ausfille _ Y
Avre o =1,43-1077 =227 > 1,56 - 107" =227 = ¢ Tabelie 2.1 -

Die Ausfallrate der Reedkontakte schitzen wir mit diesem Datensatz wie folgt:

1 Ausfall
669.555,9 Monate

und es gilt auch hier:

AMLE Reed = = 1,49 - 1070 Ausfile _ § 79 1(=5 Ausfille (5 9 3)

N —5 Ausfille —9 Ausfille __ 7y
AMLE Reed = 1,79 - 1077 =225 > 2. 1077 20285 = Apeed Tabelle 2.1 -

Somit miissen wir unsere bisherigen Annahmen fiir die Werte der Ausfallraten der IC’s
bzw. der Reedkontakte aus Tabelle 2.1 (Seite 19) nach unten korrigieren. Die Ursache fiir
eine schlechtere Ausfallrate kann darin begriindet liegen, dass zur Bestimmung dieser ver-
schiedene Datensétze herangezogen wurden. Ein weiterer Grund kann die unterschiedliche
Herkunftt aus fertigungsbegleitender Kontrolle und den Felddaten sein. Die Ergebnisse, die
wir durch diesen Datensatz erhalten, sind in Tabelle 5.1 und grafisch in Abbildung 5.1
zusammengefasst.

Komponente Anz. | Vert. Par. | Schitzwert (Summe) | Quelle
Batterie 1 Weibull | g 6,55 Hersteller!
n 1,79 Jahre Hersteller!
to 9,02 Jahre Hersteller!
Schweiftverbindungen 4 Exp A2 1,56 - 1077 % Hersteller!
IC 1 | Exp A | 143107 AJﬁ Gl (5.2.2)?
Reedkontakt 1 | Exp Ao | 1,79-107° Agﬂ Gl. (5.2.3)2
Tantalkondensatoren 7 | Exp As | 1,32-107% A%%ne MIL-Hb.3
Keramikkondensatoren | 21 | Exp A6 1,81-107* A%}%lk’ MIL-Hb.3
Widerstinde 27 | Exp A7 | 1,64-107° AJﬁ MIL-Hb.3
Schweifiverbindungen 10 | Exp As | 1,56-1077 A%}Eﬁle Hersteller!
Durchfiihrung 1 | Exp Ao | 1,56 1077 Ausalle Hersteller!
Gehiuse 1 | Exp Ao | 1,56 1077 A};ﬁ Hersteller!
Quarz 1 | Exp A1 | 2,53-1074 AJ# MIL-Hb.3

Tabelle 5.1: Parameter fiir das System mit ML-Schitzung fiir IC bzw. Reedkontakt bei
ca. 20.000 Beobachtungen

! Angaben des Herstellers
2Datensatz mit ca. 20.000 Beobachtungen aus Beispiel 4.1 auf Seite 33
3MIL-Handbuch [Dep91]
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Abbildung 5.1: Zuverléssigkeit (Parameter aus Tabelle 2.1) und Zuverléssigkeit (Parame-
ter aus Tabelle 5.1)

Beispiel 5.3 (Rechtszensierung (grofierer Datensatz))
Betrachten wir nun Daten, die aus verschiedenen Lebensdauertests des Herstellers stam-
men.

Hier haben wir keinen Ausfall beim Quarz beobachtet und alle Quarze zusammen wurden
insgesamt 2.425.484 Jahre lang untersucht. Wir erhalten folgende Schiatzung:

0 Austalle  Ausille
2.425.484 Jahre ——Jahr -

Somit schitzen wir hier die Ausfallrate des Quarzes deutlich kleiner als die aus dem MIL-
Handbuch?, die eine der gréfiten Ausfallraten des gesamten Seriensystems war.

/)\\MLE Quarz — (524)

Das gleiche Ergebnis erhalten wir fiir Widerstédnde, deren Summe aller Lebensdauern
65.488.068 Jahre betrigt, wobei auch hier keine Ausfélle beobachtet wurden. Es gilt:

0 Ausfille L Aushille
65.488.068 Jahre —Jahr -

Wie zuvor hat hier die Verbesserung der Ausfallrate einen grofsen Einflufs, da unser Seri-
ensystem sehr viele Widerstdnde beinhaltet.

(5.2.5)

>\MLE Widerstiande —

Bei den Tantalkondensatoren wurden fiinf Ausfalle auf 16.978.388 Jahre Gesamtlebens-
dauer beobachtet, also ist

5 Ausfalle
16.978.388 Jahre

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit dem Wert aus Tabelle 2.1 (Seite 19), so erhalten wir:

— 2,04 . 107" Ausfille (5.2.6)

)\MLE Tantalkond. — Jahr

N — —6 Ausfille —4 Ausfille __
AMLE Tantalkond. = 1 = 2,06-10 Jahr <1,32-10 Jahr )\Tantalkond. Tab.2.1 (MIL-Hb.) »

4[Dep91]
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somit eine bessere Ausfallrate.

Ebenfalls fiinf Ausfille wurden bei den Keramikkondensatoren beobachtet, jedoch bei
einer Summe aller Lebensdauern von 50.935.164 Jahren und daher haben wir eine Aus-
fallrate von:

5 Ausfalle

/): eramikkond. = 9 82 10 8 Ausfille ] 527
MLE Keramikkond. = 55 935164 Jahre _Jahr_ (5.2.7)

Ahnliches ergibt sich auch hier beim Vergleich mit dem Wert aus Tabelle 2.1 (Seite 19):

6 Ausfille —4 Ausfille _ 7y
)\MLE Keramikkond."21 = 2 06-10~ ~Jahr < 1 81-10 ~Jahr /\Keramikkond.Tab.Z.l (MIL-Hb.)-

Zusammenfassend erhalten wir aus diesem grofseren Datensatz die in Tabelle 5.2 benann-
ten Parameterschitzungen. Letztendlich konnten wir alle vier Schétzwerte fiir Ausfallra-
ten, die wir zuvor aus dem MIL-Handbuch entnommen haben, durch eigene Schitzungen
verringern. Somit ist der Unterschied zwischen unsere Survivalfunktion des Systems und
der Kaplan-Meier-Schétzfunktion nun geringer.

Komponente Anz. | Vert. Par. | Schétzwert (Summe) | Quelle
Batterie 1 | Weibull | 3 6,55 Hersteller®
n 1,79 Jahre Hersteller®
to 9,02 Jahre Hersteller®
Schweikverbindungen 4 | Exp Ao | 1,56 107 Ausfille Hersteller
IC 1 | Exp | a | 14310+ Al 1 (5.2.2)8
Reedkontakt 1 | Exp Ao | 1,79-107° AJﬁ 1. (5.2.3)¢
Tantalkondensatoren 7 | Exp As | 2,06-107 A“Z%Irhe 1. (5.2.6)7
Keramikkondensatoren | 21 | Exp Xe | 2,06-107 AEZ%}le 1. (5.2.7)7
Widerstéinde 27 | Exp A7 | 0,00 Austille 1. (5.2.5)7
Schweikverbindungen 10 | Exp A | 1,56 - 10 7 Ausfille Hersteller
Durchfiihrung 1 | Exp Ao | 1,56-1077 AliHe Hersteller®
Gehause 1 | Exp Ao | 1,56-1077 Aggﬁﬂe Hersteller
Quarz 1 | Exp Aip | 0,00 Austalle L (5.2.4)7

Tabelle 5.2: Parameter fiir das System mit ML-Schétzung fiir IC, Reedkontakt, Tantal-
bzw. Keramikkondensatoren, Widerstande und Quarz

Die grafische Darstellung des Seriensystems mit den Schatzungen aus Tabelle 5.2 im Ver-
gleich zu den bisherigen Kurven zeigt Abbildung 5.2.

Fazit: Rechtszensierung

Mit eigenen Schétzwerten (siche Tabelle 5.2) erhalten wir eine Survivalfunktion, die sich
schon deutlich weniger von der Kaplan-Meier-Schétzfunktion® aus Beispiel 4.1 (Seite
33) unterscheidet als die Kurven, die iiberwiegend auf Daten aus dem MIL-Handbuch®
basieren (vgl. Tabelle 2.1, Seite 19 bzw. Tabelle 5.1, Seite 44). Das heift, wir konn-

5Angaben des Herstellers
Sbasierend auf dem Datensatz mit ca. 20.000 Beobachtungen

TgroRerer Datensatz aus Lebensdauertests des Herstellers
8|Dep9l]
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Abbildung 5.2: Vergleich der Systemzuverlassigkeit zu den verschiedenen Schétzungen

ten unsere Survivalfunktion durch eigene ML-Schétzungen weiter an die Kaplan-Meier-
Schétzfunktion, die unabhéngig von einer Verteilungsannahme ist, anndhern und somit
fiir unsere Anspriiche genauere Ausfallraten, als die aus dem MIL-Handbuch?, bestimmen.

5.2.3 Deterministisch rechts- oder intervallzensierte Daten
(Intervalllinge: 6 Monate)

In Abschnitt 5.2.2 haben wir folgende Formel verwendet, um die Likelihood-Funktion und
anschliefend Schéitzungen fiir die Parameter zu bestimmen (vgl. Gleichung (5.1.1), Seite
37):

n

L (91,00)s -+ (s 0n)) = T 790 (1 = Plysso))

=1

Hier wurde jedoch vorausgesetzt, dass die Ausfélle in unzensierter Form vorliegen. Dies ist
allerdings nicht der Fall, denn wir konnen, wie in Beispiel 3.2 auf Seite 26 schon erwéhnt,
davon ausgehen, dass die Gerédte nur alle sechs Monate kontrolliert werden. Somit sind
die beobachteten Ausfille nicht unzensiert.

Wir werden einige Parameter nun erneut schétzen und setzen fiir die intervallzensierten
Beobachtungen (die Ausfille) nun eine Intervalllainge von sechs Monaten voraus, das heifst:

9Dep9l]
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Ciyin = Ciyaxy — 0 Monate Vi . Zusammen mit
Cip » fir T; > ¢, (rechtszensiert)
Y= Ciyux, fUrci,.c—6<T;<ci,., (intervallzensiert)
T; sonst (unzensiert)
und

(0,0), furT; > ¢,
Ai = (0, 1) R fir Cirpax — 6 < T; < Cirrax
(1,0), sonst

wiirde sich folgende Formel fiir die Likelihood-Funktion ergeben:

L(>\7 (yl, 61)7 Tt (yTH 5“))

=TT 7N (P ) = Pl = 6:0)™ (1= Flya )" -

i1

Wir haben in unserem Fall keine unzensierten Beobachtungen. Somit ist §;, = 0 fiir alle ¢
und wir erhalten zusammen mit F(t;\) =1 — e :

n

L()\7 <y17 (51)7 o (ym 5n)) _ H (_ e—)\yz‘ + e—)\'(yi—G))éiQ (e—/\yz‘)lf&z

J/

:(e—,\yi)‘siz (ee,\,l)‘siz
_ H e—)\yi (66)\ N 1)&2 )
i=1
Die log-Likelihood-Funktion lautet dann:

n

IO (Y1, 61), - (Yn, 6)) = Z [~ Ayi + 0, In (5 —1)]

— _)\iyi + In (66’\_1) i% .
i=1 i=1

Damit gilt fiir die Ableitung dieser:

Al (41,01, (s 00)) _ © 6eP o~ 1
) = ;yzwte&_l;(sw_o_

Es folgt:

i=1 i=1 i=1 6> 0i, — > Ui
' 1

=1 1=
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und wir erhalten als ML-Schatzfunktion fiur \:

Z Yi

i=1
Z Yi — 6 Z 51'2
i=1 i=1

/):MLE =—1In (528)

Beispiel 5.4 (Rechts- oder Intervallzensierung (Linge: 6 Monate))

Wir betrachten erneut den Datensatz mit ca. 20.000 Beobachtungen (aus Beispiel 4.1,
Seite 33). Hier hatten wir acht IC-Ausfélle, einen Reedkontakt-Ausfall und die Summe
der Lebensdauern betrug 669.555,9 Monate. Wenn wir nun Gleichung (5.2.8) verwenden,
dann erhalten wir fiir diese beiden Komponenten folgende Ausfallraten:

1 ( 669.555, 9
n

AMLE IC (Ausfall Int.-zens.) — 7 ) =1,19487 - 10_5 Ausfille

6 \669.555,9 —6-8 Monat
_ —4 Ausfille
=1,43383 - 107" =22= |
wobei
AuLE 10 (Ausfall Int.—zens) = 1,43384 - 107+ Austille
> 1, 43378 - 10_4 A%ﬁifle = AMLE I1C Bsp. 5.2 (Ausfall unzens.) >
und
~ 1 669.555,9 2
A ee usfall Int.-zens.) — . : =1,49353 - 1070 Susfille
MLE Reed (Ausfall Int.-zens.) 6 n<669.555,9—6-1) Monat

—5 Ausfill
= 1,79224 - 1070 Austille

auch hier ist

> -5 sfélle
AMLE Reed (Ausfall Int.-zens.) — 1,79224 - 10 3ahr

—5 Ausfille _ Y
> 17 79223 - 10 ~Jahr AMLE Reed Bsp. 5.2 (Ausfall unzens.) -

Fazit: Betrachtung der Ausfille als intervallzensiert (Linge: 6 Monate)

Wie man leicht sieht, ist der Unterschied der beiden Schatzwerte aus diesem Beispiel und
Beispiel 5.2 nur sehr klein. Das liegt mit Sicherheit daran, dass die Anzahl der Ausfille,
die wir in Beispiel 5.2 als unzensiert und in diesem Beispiel als intervallzensiert betrachtet
haben, im Vergleich zur Gesamtanzahl von ca. 20.000 Geraten sehr klein ist.

Den grafischen Vergleich der Verteilungsfunktionen und der Ausfallraten der IC’s beider
Félle sehen wir in Abbildung 5.3. Die Kurven sind nahezu identisch und man muss sehr
stark in einen Bildausschnitt hineinzoomen, um iiberhaupt einen Unterschied erkennen zu
konnen.
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Beispiel 5.5

Es stellt sich die Frage, ob Intervallzensierung einen Einfluss auf den Schétzer hat, wenn
alle Daten intervallzensiert sind im Vergleich zum unzensierten Fall. Hierzu konnen wir
rein exemplarisch die Informationen iiber alle nicht ausgefallenen Geréte ignorieren und
nur die Geréte betrachten, die ausgefallen sind. Wir untersuchen also ausschliefslich die 8
ausgefallenen ICs'® und deren zugehérige Lebensdauern. Nun berechnen wir die Ausfall-
rate zu diesen 8 Geraten bei unzensierten Beobachtungen, zensieren die Beobachtungen,
berechnen die daraus resultierende Ausfallrate und vergleichen beide Ausfallraten mitein-
ander. Dann erhalten wir:

8 Ausfalle .
— .1 —2 Ausfille
211,7 Monate 3,78 1077 Sionat

9 Austille 1 211, 7 ~
< 4, 29 -10 2 % = 6 In (m) = )\MLE IC (nur Ausfille; Ausfall Int-zens.) - (529)

AMLE IC (nur Ausfélle; Ausfall unzens.) —

Hier ist der Unterschied zwischen unzensierten und intervallzensierten Beobachtungen
schon deutlich gréer, wie auch Abbildung 5.4 zeigt. In dieser Gréfsenordnung gilt also:
Sind alle Beobachtungen intervallzensiert, so ist die Ausfallrate deutlich schlechter als fiir
den Fall, dass alle Beobachtungen unzensiert sind.

5.2.4 Deterministisch rechts- oder intervallzensierte Daten
(Intervalllinge: Y; — 1 Monate)

Nun gehen wir einmal rein exemplarisch davon aus, dass wir uns nicht auf die Kontrollge-
riate oder Anwender verlassen konnen, die Geréte richtig auf ihre Funktionstiichtigkeit zu

0aus dem Datensatz mit ca. 20.000 Beobachtungen

IC

f/S@)
0.00014350
|

0.00014345
|

0.00014340
|

0.00014335
|

—— F(t), Ausfélle Intervall-zensieft
A, Ausfalle Intervall-zensiert

—— F(t), Ausfalle unzensiert

—— A, Ausfalle unzensiert

T T T T T T T

364.90 364.95 365.00 365.05 365.10 365.15 365.20

Verteilungsfunktion, F(t) und Ausfallrate, A(t)

0.00014330
|

Zeit, tTage

Abbildung 5.3: Vergleich der Verteilungsfunktionen und der Ausfallraten des 1C’s
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untersuchen. Das bedeutet, falls ein Gerét mit einem Fehler zum Hersteller zuriick kommt,
wissen wir nur, dass es einen Monat nach dem Produktionsdatum noch funktioniert hat,
namlich dann, als es den Hersteller verlassen hat. Auflerdem wissen wir, dass alle Beob-
achtungen grofer als ein Monat sind. Die Intervalllinge aus Abschnitt 5.2.3 verldngert
sich somit auf Y; — 1 und es gilt fiir alle Ausfalle:

Civrnv = Cinvax — (Y; - 1) =1.

Zusammen mit der Tatsache, dass wir keine unzensierten Beobachtungen haben, sei wei-
terhin:

v — {CZ'R , fir T; > ¢, (rechtszensiert, kein Ausfall beob.)

Civax , furl1<T;<g¢,,, (intervallzensiert, Ausfall beob.)

und
A 0, firT; > ¢y .
Yo, fir 1 < T < iy

Fiir die Likelihood- und die log-Likelihood-Funktion ergibt sich nun mit F/(t; \) = 1— e~ :

L (1, 00), - (s 00)) = [T [F (s ) = FQ V] 1= Bl )]
T e e
TN (Y1,61)s s (Yny 0n)) = Z(s In (e — e ) — )\Z(l — 6y - (5.2.10)

IC (nur die 8 Ausfélle)

o
g -| —— F(t), Ausfalle Intervall-zensieft
A, Ausfalle Intervall-zensiert

% —— F(t), Ausfalle unzensiert
= —— A, Ausfélle unzensiert
=
1
e 3 |
< o
g
5l
=
s
s
2]
E
- 9 |
S o
=)
ping
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2
=

19
2 o
% o
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=]
]
)
>

Zeit, tMonate

Abbildung 5.4: Vergleich der Verteilungsfunktionen und der Ausfallraten der 8 IC-Ausfille
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Beispiel 5.6 (Rechts- oder Intervallzensierung (Lénge: Y; — 1 Monate))
Wir kehren erneut zuriick zu dem Datensatz mit ca. 20.000 Beobachtungen (aus Bei-
spiel 4.1, Seite 33). Wenn wir nun [(-) aus Gleichung (5.2.10) mithilfe von R beziiglich A
maximieren (vgl. Anhang A.2), erhalten wir fiir den IC folgende ML-Schétzung:

N —5 Ausfill —4 Ausfill
AMLE IC (Ausfall Int-zens., Linge: (Y; — 1) Mon.) — 1,195 10 ﬁz: =1.434-10 %-

Diese Schétzung der Ausfallrate ist nur leicht gréfer als die aus Beispiel 5.4:

N _ —4 Ausfille
>\MLE IC (Ausfall Int-zens., Linge: (Y; — 1) Mon.) — 1.434-10 ~Jahr

—4 Ausfille
> 1, 4338 - 10 3:;5; <€ = )\MLE‘ IC Bsp. 5.4 (Ausfall Int-zens., Linge: 6 Mon.)
—4 Ausfille __ §
> 1,4337- 107" =22% = AMLE IC Bsp. 5.2 (Ausfall unzens.) -

Fiir den Reedkontakt ergibt sich folgende ML-Schéatzung:

N —6  Ausfll —5 Ausfill
)\MLE Reed (Ausfall Int-zens., Liange: (Y; — 1) Mon.) — 17 49354 - 10 ﬁz: = 17 79225 - 10 fTare?

mit dhnlichen Ergebnissen wie zuvor:

N _ —5 Ausfille
AMLE Reed (Ausfall Int-zens., Linge: (Y; — 1) Mon.) = 1.79225 - 1077 =52

—5 Ausfille __ 7y
> 17 79224 - 10 Jahr AMLE Reed Bsp. 5.4 (Ausfall Int-zens., Linge: 6 Mon.)

—5 Ausfill 5\
> 17 79223 - 10 {lg_hare = >\MLE Reed Bsp. 5.2 (Ausfall unzens.) -

Fazit: Betrachtung der Ausfille als intervallzensiert (Linge: Y; — 1 Monate)

Auch hier zeigt sich, wie in Beispiel 5.4, dass die Verschlechterung der Ausfallrate durch
die Vergroferung der Intervalllinge verschwindend gering aufgrund der kleinen Anzahl
der Ausfille im Vergleich zur Gesamtanzahl der Beobachtungen ist. Wir haben es mit so
kleinen Ausfallraten zu tun, dass Intervallzensierung hier keine Rolle spielt. Daher lohnt
sich ein grafischer Vergleich an dieser Stelle nicht.

Beispiel 5.7

Vergleichen wir nun wieder die Ausfallraten, die wir erhalten, wenn wir nur die acht IC-
Austille mit jeweils unterschiedlicher Zensierung betrachten. Wie zuvor berechnet, ist
nach Gleichung (5.2.9):

0N _ —2 Ausfille
)\MLE IC (nur Ausfille; Ausfall unzens.) — 37 78-10 Monat

und

N —2 Ausfille
)\MLE IC (nur Ausfalle; Ausfall Int-zens., Linge: 6 Mon.) — 47 29-10 "Monat

Und desweiterin erhalten wir nun mithilfe von R:

~ o —2 Ausfille
>\MLE IC (nur Ausfille; Ausfall Int-zens., Linge: (Y; — 1) Mon.) — 147 53 - 10 Monat

Wie man deutlich sieht, spielt in dieser Gréenordnung bei dem Vergleich zwischen Beob-
achtungen, die entweder alle unzensiert, alle intervallzensiert mit kurzen Intervallen oder
alle intervallzensiert mit langen Intervallen sind, die Lange des Intervalls eine groke Rolle.
Je ungenauer wir wissen, wie lange der Ausfall schon her ist, desto héher wird die Ausfall-
rate. Denn der Ausfall kénnte, bei einem langen Intervall, deutlich friiher stattgefunden
haben, als bemerkt. Hierzu kénnen wir Abbildung 5.5 betrachten.
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IC (nur die 8 Ausfalle)

o
g — —— F(t), Ausfall unzensiert
A, Ausfall unzensiert

LU“)/ —— F(t), Ausfall Int.—zens. (6 Mon.)
= A, Ausfall Int.—zens. (6 Mon.)
= S —— F(t), Ausfall Int.—zens. (Y; -1 Mo
= A, Ausfall Int.—zens. (Y; =1 Mon.)
<
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Abbildung 5.5: Vergleich der Verteilungsfunktionen und der Ausfallraten der 8 IC-Ausfille

5.2.5 Fazit: Parameterschatzung mit Zensierung bei Exponenti-
alverteilung

Innerhalb des Abschnitts 5.2 konnten wir fiir unser parametrisches Modell fiir die Sys-
temzuverlissigkeit viele Parameter durch eigene Schitzungen!! verbessern, und damit
dieses Modell an die tatsdchlichen Gegebenheiten annéhern, indem wir den Unterschied
zwischen der Survivalfunktion unseres parametrischen Modells und einer nichtparametri-
schen Schiitzung der Survivalfunktion!?, beruhend auf realen Beobachtungen, verringern
konnten.

Anschliefend haben wir den Einfluss von Intervallzensierung auf einige unserer Schét-
zungen'® untersucht und stellten fest, dass dieser, sogar bei sehr langen Intervallen, ver-
nachléassigbar klein ist. Die Ursache dafiir lag darin, dass nur die Informationen {iber die
beobachteten Ausfille von unterschiedlich langen Intervallen betroffen sind. Da es in un-
seren Daten aber sehr wenige Ausfélle unter den Beobachtungen gibt, wird nur ein sehr
geringer Teil der Information durch eine gréfsere Unsicherheit dariiber, wann der Ausfall
stattfand, beeinflusst und damit dndert sich am Ende der Schatzwert kaum. Sind jedoch
sehr viele Beobachtungen einer Stichprobe intervallzensiert und vergréffert man nun die
Lange der Intervalle, so sind Auswirkungen auf den Schéitzwert zu erkennen.

' Maximum-Likelihood-Schitzungen; einige basieren auf dem Datensatz mit ca. 20.000 Beobachtungen,
andere basieren auf Lebensdauertests des Herstellers

12K aplan-Meier-Schitzung, basierend auf dem Datensatz mit ca. 20.000 Beobachtungen

13fiir die Schitzungen des IC’s und des Reedkontakts
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5.3 ML-Schatzung bei Weibull-Verteilung

In diesem Abschnitt folgt die Berechnung der ML-Schétzfunktionen fiir die Parameter 7
und S der Weibull-Verteilung, die haufig in der Lebensdaueranalyse genutzt wird.

5.3.1 Unzensierte Daten

Zunachst betrachten wir den Fall unzensierter Beobachtungen. Es seien 77, ..., T}, unab-
hangig, Weibull-verteilte Zufallsvariablen, also lautet deren Dichte:

ft) = %tﬁ_lexp [— (%)B] .

Dann erhalten wir die folgende Likelihood-Funktion:

LB, (t, . 1)) = ﬁf(ti) = <n’iﬂ>" <ﬁti>ﬁlexp [_i (%)5] .

i=1 7j=1

Es folgt fiir die log-Likelihood-Funktion:
n 1 n
i=1 j=1

Um l(p, 0521, ..., z,) zu maximieren, bilden wir nun die Ableitungen nach 7 und j, setzen
diese gleich Null und 16sen das Gleichungssystem:

(t, - - In7y 1 o
dlB,m; (tr, - ) _ 1 —nlng+ Y It - (—MZt%—Bthlnti) L0, (I)
= L

dﬁ B =1 775 =1
di(B,n; (tr, ..., 1)) nB | B 50
a == +nﬁ+1;ti_0. (II)

Aus Gleichung (II) folgt:

. NSV
1 1
W . ( 53.1)

i—1 g i=1
n Z tz = - n
i=1 i=1 % > tiﬁ i=1 % > tf
i=1 i=1
n
n St Int;
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Schlieklich erhalten wir folgende Gleichung:

n -1
S t7Int; L
8= =1n—5 - > Int . (5.3.2)
>t i=1
=1

Um den Schéatzer BMLE zu erhalten, 16st man Gleichung (5.3.2) nach § auf, indem man
zum Beispiel das Newton-Verfahren oder eine Mathematik-Software benutzt.

Setzen wir dann das Ergebnis, also Sypg, in Gleichung (5.3.1) ein, so erhalten wir auch
den Schétzer ﬁMLE-

5.3.2 Deterministisch rechtszensierte Daten

Im Fall von deterministischer Rechtszensierung haben wir die unabhéngigen Beobachtun-
gen (Y, A;) fir ¢ = 1,...,n mit ¥; = min(7},¢), A; = 1(T; < ¢;) und den zufilligen
Ausféllen T; sowie den festen Zensierungszeitpunkten c;.
¢ B
()

F(t) = 1 —exp [— (%)ﬁ

sind die Verteilungsfunktion beziehungsweise die Dichte der 71, ...,T,,. Zu den Beobach-
tungen (y1,01),- - -, (Yn, 6,) erhalten wir die Likelihood-Funktion:

B 51
und f(t) = —=t"""exp
0 ="2

n

L(B,m; (Y1,01)5 - - 5 (Yn, 0n)) = H Fly)® (1= F(y:)'™"

und somit lautet die log-Likelihood-Funktion:

n

AN n
8. (31 62)s s (g 60) = = 3 (%) #2200 B+ (3~ D)

=1
Zyz (Inf — Blur) Za+ —1)Y Gilny .
i=1

Ahnlich wie in Abschnitt 5.3 gilt:

dl(ﬁ?ﬁa (y1751)7"'7<yna n lnn . 8 1 .
a3 Zyl ﬁzyi Iny; + B—lnn Zéi
i=1 =1
—i—z&lnyi;o,
i=1

dl(ﬁ77]7 (y )6 )77<yn75n)) ﬁ - !
1 (1]177 :nﬂﬂ;yf Z =
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Nach einigen Umformungen erhalten wir somit:
1/ n -1

Syl Zy Iy, Y lny
i=1 =1
und b=

Z d; Z yi Z i
i=1 i=1 i=1

’]7:

Auch hier verwendet man entweder eine Software oder ein Approximationsverfahren, um
Buye zu berechnen und um damit 7,7, zu erhalten.

Beispiel 5.8 (Rechtszensierung bei Weibull-Verteilung)

Wir betrachten einen Datensatz von knapp 50.000 Beobachtungen zu einer Komponen-
te, fiir deren Ausfallzeiten wir eine zweiparametrige Weibullverteilung annehmen. Die
tiberwiegende Mehrheit der Beobachtungen besteht aus rechtszensierten Daten, also Be-
obachtungen ohne Ausfille. Die ca. 150 beobachteten Ausfélle behandeln wir zunéchst

als unzensierte Beobachtung. Damit erhalten wir folgende nach  und n zu maximierende
log-Likelihood-Funktion:

1B, (Y1,01), - -, (Yns 6n)) Zé In[f (yi; 8,71 +21— — F(y;; 8,m)] -

-~

(i )-(4)" <f>
Mithilfe von R (vgl. Anhang A.3) erhalten wir die Schitzwerte

—~ R 8
BMLE Ausfall unzens. — 07 356 und "M LE Ausfall unzens. — 47 04 - 10° Monate .

5.3.3 Deterministisch rechts- oder intervallzensierte Daten

In diesem Fall haben wir es mit rechts- oder intervallzensierten Daten zu tun, wobei kei-
ne Beobachtung unzensiert ist. Somit erhalten wir folgende unabhéngige Beobachtungen
(Y, A)) firi=1,...,n mit

v — {(CZ'R, Cin), fir T; > ¢, (rechtszensiert, kein Ausfall beob.)

(Cirgins Cingax)s T Ciyprn < T < ciyuy  (intervallzensiert, Ausfall beob.)

A {o, fiir T} > ¢,

. )
17 fiir Cipern < T < Cirrax

wobei die 7; zuféllige Ausfélle und ¢;,,, ¢;,,,, bzw. ¢;,, . feste Zensierungszeitpunkte sind.
Mit ansonsten den selben Bezeichnungen fiir f(-) und F(-), wie in Abschnitt 5.3.2, lautet
die Likelihood-Funktion:

n

L(ﬁ,”?; (yh(gl)’ yn’ n H ymva yuvﬁ’ [\1 B y’tu 777j o .

i=1 R

ooy e ey
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Damit erhalten wir folgende log-Likelihood-Funktion:

LB m; (Y1,01), -+, (Y, 0n))
_ Za In <exp [_ (%)ﬁ] e [_ (%)ﬂ]) . XZ}“ 5 (%)ﬂ |

Nun miissen wir nur noch (5, 7; (y1,01), .- ., (Yn, 0»)) maximieren, zum Beispiel mit R,
um die gesuchten Schétzfunktionen zu erhalten.

Beispiel 5.9 (Rechts- oder Intervallzensierung)

Der Datensatz aus Beispiel 5.8 enthélt leider keine so genauen Ausfalldaten wie zuvor an-
genommen, sondern nur intervallzensierte Ausfélle. Wir verwenden wieder R (vgl. Anhang
A.4) zur Berechnung der Parameterschétzungen und erhalten:

—~ o~ 10
BMLE Ausfille Int.-zens. — 07 284 und TIMLE Ausfille Int.-zens. — 27 06 - 10" Monate .

Diese Ergebnisse sind jedoch mit Vorsicht zu genieken, da das Verfahren hierbei friihzeitig
abgebrochen wurde, weil es das Iterationslimit erreichte.

Den Vergleich der Ausfallraten zu den Beispielen 5.8 und 5.9 zeigen die Abbildungen 5.6
und 5.7.
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— F(t), Ausfalle unzensiert

— f(t), Ausfalle unzensiert

—— F(t), Ausfalle Intervall-zensie
f(t), Ausfalle Intervall-zensier
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Abbildung 5.6: Vergleich der Ausfallraten mit Rechtszensierung und unzensierten bzw.
intervallzensierten Ausfillen

5.3.4 Fazit: Parameterschitzung mit Zensierung bei Weibull-
Verteilung

Ahnlich wie bei den exponentialverteilten Daten konnten wir auch in diesem Datensatz nur
sehr wenige Ausfille beobachten, weshalb sich eine Intervallzensierung dieser Ausfélle am
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Verteilungsfunktion, F(t) und Dichte f(t)

— F(t), Ausfélle unzensiert
— f{(t), Ausfélle unzensiert
— F(t), Ausfélle Intervall-zensie
g — f(t), Ausfélle Intervall-zensier

T T T T T T
0e+00 2e+09 4e+09 6e+09 8e+09 le+10

Zeit, tMonate

Abbildung 5.7: Vergleich der Ausfallraten mit Rechtszensierung und unzensierten bzw.
intervallzensierten Ausfillen, andere Zeitachse

Ende nur wenig auf den Verlauf der Dichte- oder Verteilungsfunktionskurven auswirkt (vgl.
Abb. 5.6). Lediglich in zeitlichen Dimensionen, die die Lebensdauer eines Menschen um ein
Vielfaches iibersteigen, werden Unterschiede im Verlauf der Verteilungsfunktionskurven
deutlich erkennbar (vgl. Abb. 5.7).



Kapitel 6

Konfidenzintervalle fur
Parameterschatzungen

Im Allgemeinen weichen unter anderem auch erwartungstreue oder konsistente Schétzun-
gen von dem zu schitzenden Parameter ¢ ab. Daher stellt sich die Frage nach der Genau-
igkeit der Schatzung und somit nach den Schranken fiir die Abweichungen. Wir suchen
zufillige Intervallgrenzen ¥y und 9o, wobei die Zufalligkeit durch die Abhangigkeit von
den Beobachtungen t1, ..., t, beschrieben ist. Dieses Intervall ¢, Jo] soll den unbekann-
ten, zu schatzenden Parameter ¢} mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit tiberdecken,
so dass also

Py(Iy <9 <o) 21—« (6.0.1)

gilt. Gesucht werden moglichst kleine Intervalle.

Definition 6.1 (Konfidenzintervall, Uberdeckungswahrscheinlichkeit)

FEin zufélliges Intervall KI = [Jy;00] = {0 | Yy <9 <V} mit Eigenschaft (6.0.1) heifit
Konfidenzintervall fiir ¢ zum Niveau o

1 — « aus Gleichung (6.0.1) heift Uberdeckungswahrscheinlichkeit.

Bei geringem Stichprobenumfang ist zur Konstruktion dieses Intervalls eine Verteilungs-
annahme notig.

Ist der Stichprobenumfang grofs genug, dann kann man den Zentralen Grenzwertsatz nut-
zen und die unbekannte Verteilung durch die Normalverteilung approximieren.

[L&u04|

6.1 Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervalle

Wir nehmen eine bestimmte Verteilung mit Dichte an, konstruieren damit die Likelihood-
funktion L(-) und definieren dann:

Definition 6.2 (Relative Likelihood-Funktion)
Ist ¥ ein eindimensionaler Parameter, so heifft der Quotient von L(V;(ty,...,t,)) und

L(@MLE; (t1,...,t,)), wobei 1/9\MLE die ML-Schéatzung ist, relative Likelihood-Funktion und

99
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wir bezeichnen ihn mit RL(V; (ty,...,t,)). Es ist also:
L(0; (t1,...,tn))
L@Oure; (tr,- -, ta))

Die Form und Grofenordnung von L(9; (t1,...,t,)) relativ zu L(ﬁMLE; (t1,...,t,)) iber
alle moglichen Werte von 1 beschreiben den Informationsgehalt, den die Beobachtungen
t;;i = 1,...,n iiber ¥ haben. Mit RL(9; (t1,...,t,)) lasst sich die Wahrscheinlichkeit
fiir die Beobachtungen unter den Werten 9 relativ zur Wahrscheinlichkeit dieser Beob-
achtungen unter der ML-Schétzung ), beurteilen. Das heifst zum Beispiel, dass fiir
RL(; (t1,...,t,)) = 0,2 die Wahrscheinlichkeit der Beobachtungen fiinf mal gréfer un-

-~

RL(9; (t, ... 1)) = fiird €0 .

ter Yy r als unter 9y ist.

Definition 6.3 (Profil-Likelihood-Funktion)
Im allgemeineren Fall ist 9 = (¥4, ..., 9}) und wir definieren die Profil-Likelihood-Funktion
fiir ¥; dann wie folgt:

RL;(V;; (t1,...,t,)) = max L(wl:”’ﬁk%(tl"“’tn))
Ietici Vit On o L(Oypm; (b oo tn)

Aus der Vorlesung [Lie05al ist bekannt, dass im Allgemeinen gilt, falls Py vorliegt:

, fird €6 .

L('BMLE; (t1, ... ty)) 2
n [RL;i(V;; (t )] =2In (1917“"793}%}5+1 ..... 0 L0 (. L)) ) X
(6.1.1)
Wir suchen nun eine Menge KI1;(V; prp) = {9 | ...} € O, so dass
n—o0

gilt, also einen asymptotischen Konfidenzbereich. Wegen Gleichung (6.1.1), erfiillt

L(9: e
—21In max Aw’ (- s tn)) <Xii_.¢ (6.1.3)
V1,0 0i-1,0541,, 0k L(Q?MLE; (tb . ’tn)) ’

die Ungleichung (6.1.2).

KIL(0; ymrg) = {ﬁi

Definition 6.4 (Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervall)
Wir nennen die Menge KI;(¥; yirr) aus Gleichung (6.1.3) Likelihood-Quotienten-Konfi-
denzintervall (kurz: LQ-Konfidenzintervall) fiir ; zum Niveau c.

[ME98, S. 157-159, 179-180], [Lie05a

LQ-Konfidenzintervall fiir die ML-Schatzung des Parameters \ der
Exponentialverteilung bei deterministischer Rechtszensierung

An dieser Stelle bestimmen wir allgemein die Likelihood-Quotienten-Konfidenzgrenzen fiir
die ML-Schatzung des Parameters A der Exponentialverteilung, wobei wir von Daten aus-
gehen, die rechtszensiert sind. Im Anschluss werden wir anhand der Daten aus Beispiel 5.2
(Seite 44) und Beispiel 5.3 (Seite 45) konkrete Likelihood-Quotienten-Konfidenzgrenzen
berechnen.
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Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervall fiir XMLE # 0 (es wurden Ausfille
beobachtet):

Wir betrachten die Ausfille wieder, wie in den genannten Beispielen, als unzensierte
Beobachtungen und alle ,Nicht-Ausfille als rechtszensiert. Somit erhalten wir fiir die
Likelihood-Funktion L(A; (y1,...,Yyn)):

n

LN (41,61), - (yny 00)) = [ [(Ae W) (e )1

=1

und es folgt:

L(A; - \- e i Z Sy \
In A( ’ (y17 51)7 ) (yn7 n —In H < (§ ) ( eA )
L()‘MLE; (y1;51)7 (yn,5 )) im1 AMLEe AI\ILE Yi e*/\MLE Yi

( ) Z
AMLE _>‘]WLE Yi

n

= Z [51‘(111)\ In )\MLE) yzO\MLE - /\)}
i=1

= (In\— ln/)\\MLE) Zéi + </)\\MLE - A) Zyi-

i=1 i=1

Damit erhalten wir das 95% Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervall, also das Likeli-
hood-Quotienten-Konfidenzintervall zum Niveau 0, 05, durch:

KI()\\MLE) = {)\ —2 [(ln)\ — IH/XMLE) Zél + (}:MLE — )\) Zy’] < X%;O,%}
=1

i=1

~ = ~ = 3,84

=1 =1

Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervall fiir /)\\MLE =0 (es wurden keine Aus-
fille beobachtet):

In manchen Féllen kommt es vor, dass keine Ausfélle beobachtet werden (§; = 0 Vi), dann

erhalten wir eine ML-Schitzung gleich null, also e = 0. Wir verwenden hier folgende
Likelihood-Funktion zur Berechnung des Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervalls:

L (o) = [ e™
=1

Es gilt nun:

. {i()\;(yl,...,yn»))_ln(ﬁ eA_—AyZ >_(XMLE_)\)iyi.

LA vre: (Y1, Un T e WMLEY i=1

=exp[(AarrE—N)yi]
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Das 95% Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervall lautet also wie folgt:

KIwrp) = {A

- )\MLE_ Zyz<X1095} :

Da wir den Fall mit null beobachteten Ausfillen betrachten, haben wir: XMLE = 0 und
Vi:d; =0, das heifit Vi : y; = ¢;, also folgt:

)‘icl 3, 84} _ {A

= [0; 3’54 ] : (6.1.5)

Bemerkung 6.1
Sind die Beobachtungen Objekte einer Studie, die fiir alle Objekte zu einem festen Zeit-
punkt angefangen hat und fiir alle zum gleichen Zeitpunkt endet, so haben wir den Spe-

zialfall: ¥V i : ¢; = ¢, das heift: Y ¢; = n - c. Somit gilt:
i=1

2-n-c

~ 3,84

Damit erhélt man an dieser Stelle eine klare Abhéangigkeit zwischen der Linge des Kon-
fidenzintervalls und der Grofe der Stichprobe (n). Das heifst, wenn wir die Anzahl der
Beobachtungen verdoppeln, dann halbiert sich die Lange des Konfidenzintervalls.

Beispiel 6.1 (LQ-Konfidenzintervall fiir XMLE mit det. Rechtszensierung)

Nun kommen wir zuriick zu den Daten und deren Bezeichnungen aus Beispiel 5.2 (Seite
44) und Beispiel 5.3 (Seite 45). Wir werden die Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervalle
fiir die ML-Schétzungen aus Tabelle 5.2 (Seite 46) bestimmen.

Zunéchst betrachten wir die Komponenten, deren Schitzwerte der Ausfallraten ungleich
Null waren. Wir verwenden also Gleichung (6.1.4) zur Berechnung der Likelihood-Quotien-
ten-Konfidenzintervalle. Der R-Quellcode fiir diese Berechnungen der entsprechenden
Grenzen befindet sich im Anhang in Abschnitt A.5.

Das 95% Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervall fiir zum Beispiel :\\MLE ¢ aus Glei-

chung (5.2.2) auf Seite 44 mit ) y; = 669.555,9 Monate und 8 IC-Ausféllen berechnet
i=1
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sich wie folgt:

KIlic = KI(wpe1c) = KI(1,19 - 1077 Ausfille

Monat
={X|8-(InA+11,34) + 669.555,9 - (1,19 - 107> — ) > —1,92}
= {X|8In\—669.555,9 -\ > —100,6}
= ... an dieser Stelle weiter mit R
={A]0,55-107° < XA <2,22-107°}

(O 55-10" 5 Ausfalle . 2 29.10~ 5 Ausfa]le) ]

Monat

Dementsprechend erhalten wir fiir h\ vrpic =1,43-1074 Af}sl;f”e aus Tabelle 5.2 auf Seite
46:

K[[C' — <O 66 - 10" 4 Ausfa]le . 2 6710~ 4 A321;?;16> .

In Tabelle 6.1 sind die Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervalle fiir die restlichen ML-
Schétzungen (ungleich null) aus Tabelle 5.2 zu finden, die wir analog verfahrend berechnen
konnten.

Komponente | Marze (Ausfille/Jahr) | LQ-KI fiir Ayyzp (Ausfille/Jahr)
Reedkontakt! 1,79-107° (0,10-107°; 7,89 -107°)
Tantalkondensatoren? 2,94-1077 (1,06 - 10~ 7 : 6,33-10" )
Keramikkondensatoren? 9,82-107% (3,52-107% ; 21 10-107%)

Tabelle 6.1: Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervalle

Betrachten wir nun die Komponenten, deren Ausfallraten wir gleich Null schatzten. Wir
benutzen also Gleichung (6.1.5).

Fiir die Widerstande betrégt: Z ¢; = 65.488.068 Jahre (vgl. Gleichung (5.2.5), Seite 45)

=1
und damit erhalten wir fo]gendes Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervall:

3,84 )
KI iderstand = 0: ’ Ausfalle |:O 2 93.10" 8 Ausfal]e] )
— - Widerstand [ " 2.65.488.068 Jahr Jahr

Beim Quarz lautet: Y, ¢; = 2.425.484 Jahre (vgl. Gleichung (5.2.4), Seite 45), wir erhalten

=1
also das Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervall:

. 3’ 84 Ausfille 7 Ausfille
K[Quarz = [O ' 9.9 495484 Jahr [O 7 9210~ Johr ] .

Die Ergebnisse sind grafisch in Abbildung 6.1 dargestellt.

1XMLE aus Tabelle 5.2, Seite 46
X\ rE aus Gleichung (5.2.6), Seite 45
3X\mrE aus Gleichung (5.2.7), Seite 46
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Abbildung 6.1: Systemzuverléssigkeit zu Tabelle 5.2 (Seite 46) mit den zugehorigen LQ-
Konfidenzgrenzen

6.2 Normal-Approximations-Konfidenzintervalle

Angenommen der Stichprobenumfang ist sehr grof, dann kénnen wir auch den Zentralen
Grenzwertsatz als Approximation benutzen. Es gilt dann fiir die Schétzfunktion ¢ die
Annahme, dass die Verteilung des Quotienten —=2— gegen die Standardnormalverteilung

v/ Var (9)

konvergiert:
£ Lﬁ/\ ~ N(0,1), das heifst P Lﬁ/\ <z | — P(2).
Var () Var () e
Dann ist
Pl —u_e < 19_19/\ <y_e | =1—«
Var (1)

= P(@—ul_«;- Var(@)ﬁﬁﬁg—l—ul_g-\/Var(g))zl—a,

wobei uj_a das (1 — §)-Quantil der Standardnormalverteilung ist.
Somit erhalten wir das approximative Konfidenzintervall

KI = [5—1/4_3 -/ Var (0) ; 3—|—u1_% : \/Var(ﬁ)} .

Nun fehlt uns nur noch die Varianz der Schatzfunktion, die wir mithilfe der beobachteten
Informationsmatriz finden konnen.
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Definition 6.5 (Beobachtete Informationsmatrix)

Esseix = (xy,...,2,) und z;, i = 1,...,n unabhdngige, identisch verteilte Beobachtun-
gen mit der Dichte f(x;;9), wobei ¥ € R¥ der (moglicherweise unbekannte) Parameter-
vektor ist.

Die zugehorige log-Likelihood-Funktion lautet also:

[(9;2) = Zlnf(xi;'ﬂ).

Dann heifst die Matrix J(-) mit
T x) = -V [(9;2)|9—0-

02 1(9x) 0%(%;x) 021(9;x)
92 00,00, 09,00,
9% 1(9z) O%(¥x) LRICED)
. 09209, 02 T 992009,
9?2 1(9;x) 02%1(¥;x) 921(9;x)
995091 00,992 992

beobachtete Informationsmatriz an der Stelle 9*.

Bemerkung 6.2 ([LieO5a])
Die Fisher-Information Z(¥) (vgl. Definition 5.3, Seite 41) ist unter den Regularitédtsbedin-
gungen aus Bemerkung 5.1 (Seite 41) der Erwartungswert der beobachteten Information:

() = — (E19 (az mf‘”)(X”"l)))s’t_l —E (VYT 1(9; X))

09,00,
= Ey(T(9; X)) .
Bemerkung 6.3 ([ME98|, S. 186-187)
Man kann die Kovarianz-Matrix 250k der ML-Schétzungen durch die Inverse der beob-

achteten Informationsmatrix schétzen, wenn diese existiert. Das heifst, wenn J(-) nicht-
singular ist, gilt:

=1,...,

=J (5MLE; 93) B -

'51%LE
Also gilt insgesamt:
Var (0,)  Cov (¥1,05) --- Cov (dh,dy)
~ Cov (192, 191) Var (?92) .-+ Cov (192, ’l9k>
Ivre : . - .
Cov (U5, 01) Cov (Jp, ) -+  Var(dy)
82 1(9:x) 821(9:x) 21@z)\ !
T 992 T 90,092, T T 99,100k
_2i®m) R | Pl@e)
_ 99200, 902 90209,
210w 0B 221(8:2) D=0 s D=0
9900 99,99, T 907

[Liu04], [Lie05b|, [LCI8, S. 116]
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NA-Konfidenzintervall fiir die ML-Schiatzung des Parameters )\ der
Exponentialverteilung bei deterministischer Rechtszensierung

Wir betrachten auch hier dieselben Schétzfunktionen wie in Abschnitt 6.1, zu denen
wir nun jedoch die Normal-Approximations-Konfidenzintervalle anstatt der Likelihood-
Quotienten-Konfidenzintervalle bestimmen werden.
Da es sich hier um die ML-Schétzfunktionen des Parameters A der Exponentialverteilung
handelt, ben6tigen wir also die Varianz von Ay g.

Normal-Approximations-Konfidenzintervall fiir XM e 7 0 (es wurden Ausfille
beobachtet):
Wie in Abschnitt 6.1 lautet auch hier die Likelihood-Funktion:
- NG /16
LN (y1,61), -y (Yn,y 0n)) = H ()\e ’\yl) (e Ayz)
i=1

und es gilt daher:

~ O?l(X;y,0) 9*In L()\;y,0)
j (AMLE7y76) = _—8A2 )\:XMLE— _—aAQ )\:/)\\MLE
9 (% 21 0i — Zlyz>
— - - wegen (5.2.1)
oA A=AMLE

Weiterhin ist:

L R = 1 (/)\\MLE>2 </>\\MLE)2
Var (AMLE> = = j <)\MLE;y75) - i 61 - Anzahl der AUSféHe’
=1

AMLE

weshalb das approximative Konfidenzintervall fiir /):MLE zum Niveau o = 0,05 wie folgt
lautet:

~ h) ~ h)
KI=|Muzp—1,96- —22 s Nypp + 1,96 - o
>0 > 0i

i=1 =1

Wie man leicht sieht, ist der grofe Vorteil an Normal-Approximations-Konfidenzinter-
vallen, dass man sie, im Vergleich zu den Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervallen,
praktisch mit dem Taschenrechner berechnen kann.
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Bemerkung 6.4 (Anzahl der Ausfille < 3)
An dieser Stelle ist zu beachten, dass Ausfallraten nicht negativ sein konnen. Wenn jedoch
folgendes gilt:

D 6 <1,9 N Anzahl der Ausfille < 3,
=1

dann erhalten wir eine negative untere Schranke fiir die Ausfallrate. Das macht aber
keinen Sinn, weshalb wir in diesem Fall die untere Schranke des Konfidenzintervalls auf
null setzen. Dadurch verkiirzt sich die Lange des Konfidenzintervalls, womit wir sogar eine
grofsere Genauigkeit erzielen.

Normal-Approximations-Konfidenzintervall fiir XMLE = 0 (es wurden keine
Ausfille beobachtet):

Wie in Abschnitt 6.1 lautet auch hier die Likelihood-Funktion:
LG (s yym) = [ e
i=1

und es gilt daher:

J (XMLE;y> = —%

- _82 In L()\;y)
~ - ON2

A=AMLE

A=AMLE A=AarLE

=0.
Somit existiert die Inverse von J (:\\M I E;y) nicht.

Bemerkung 6.5 (Anzahl der Ausfille = 0)
Konnten wir keine Ausfille beobachten, so ist die zweite Ableitung der Log-Likelihood-

Funktion nach A gleich null, die Inverse von [J (XMLE;y) nicht existent, und somit ist es

nicht moglich, die Varianz von /):M i auf diese Art und Weise zu schéatzen.
Beispiel 6.2 (NA-Konfidenzintervall fiir XMLE mit Rechtszensierung)
Sehen wir uns erneut die ML-Schéitzungen der vier Komponenten aus Beispiel 6.1 an

und berechnen die zugehorigen Normal-Approximations-Konfidenzintervalle zum Niveau
a = 0,05, also die 95% Konfidenzintervalle.

Fiir zum Beispiel die Schétzung /)\\MLE o0 = 1,43 .1074 A;Z—frﬂe aus Tabelle 5.2 (mit 8
IC-Ausféllen) berechnen wir:

1,43-1074
V8

damit erhalten wir insgesamt die Ergebnisse in Tabelle 6.2.

1,43-107%

:1,43-107* + 1,96 - ,
NG

Klie=11,43-107*— 1,96
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Komponente ‘ e (Ausfille/Jahr) ‘ NA-KI fiir Aypp (Ausfille/Jahr)
Ict 1,43-107% 0,44 - 1074 2,43 - 10_4]
Tantalkondensatoren® 2,94-1077 [0,36-1077; 5,53 -1077]
Keramikkondensatoren® 9,82-1078 [1,21-1078; 18,42 - 1078

Tabelle 6.2: Normal-Approximations-Konfidenzintervalle

Beim Reedkontakt wurde nur ein Ausfall beobachtet und wir erhalten fiir
AVLE Reed = 1,79 -107° A(’}Z—ﬁue aus Tabelle 5.2 folgendes Konfidenzintervall:

Klgeoa = [~1,72:107 At 5511075 At

Die untere Grenze des Konfidenzintervalls ist negativ, daher setzen wir diese gleich null,
wie in Bemerkung 6.4 erwéhnt. Es ergibt sich schliefslich folgendes Konfidenzintervall:

_ Ausféalle . . —5 Ausfalle
K Ieea = |0 23080 5 5,31 1077 Asfile]

o
o
g
—
[ee]
(o]
9
(=}
= @ .
A :
X
2
0 N
Qa |
Eo . \
T o [
- ;
N @ h
—— Kaplan-Meier-Schatzfkt. (Abb.4.1 {
- - untere NA-KI-Grenze zu MLE '
S | - - untere LQ-KI-Grenze zu MLE §
2 —— Survivalfunktion mit MLE (Tab. 5.2 i
- =+ obere NA-KI-Grenze zu MLE \
- - obere LQ-KI-Grenze zu MLE
o
(2]
3 -
e T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120
Monate

Abbildung 6.2: Systemzuverlissigkeit zu Tabelle 5.2 (Seite 46) mit den zugehorigen LQ-
und NA-Konfidenzgrenzen

Fiir die Parameter Ayrg widerstand = 0 und AypE Quar- = 0 kénnen wir laut Bemerkung

4XMLE aus Tabelle 5.2, Seite 46
SAure aus Gleichung (5.2.6), Seite 45
SX\yrE aus Gleichung (5.2.7), Seite 46



6.3. VERGLEICH ZWISCHEN LQ- UND NA-KONFIDENZINTERVALLEN 69

6.5 keine Normal-Approximations-Konfidenzintervalle bilden. Um dennoch einen groben
grafischen Vergleich zwischen den Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervallen und den
Normal-Approximations-Konfidenzintervallen zu erhalten, setzen wir die Intervalllinge
fiir die Parameter )\MLE Widerstand = 0 und h\ MLE Quar- = 0 auf null. Wir erhalten somit

Abbildung 6.2.

6.3 Vergleich zwischen Likelihood-Quotienten- und
Normal-Approximations-Konfidenzintervallen

Die Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervalle eignen sich auch bei starker Zensierung.
Selbst wenn man keinen Ausfall beobachtet, kann man anhand der Informationen tiber
die Zeit, die eine Komponente ohne Ausfall gearbeitet hat, Konfidenzgrenzen bestimmen.
Ein weiterer Vorteil ist, dass die Likelihood-Quotienten-Konfidenzgrenzen immer im De-
finitionsbereich des Parameters liegen.

Vergleicht man die Langen der jeweiligen Konfidenzintervalle (vgl. Tabelle 6.3) miteinan-
der, so sind hier kaum grofte Unterschiede zwischen Normal-Approximations- und Like-
lihood-Quotienten-Konfidenzintervallen feststellbar. Die Normal-Approximations-Konfi-
denzintervalle sind lediglich etwas kiirzer als die Likelihood-Quotienten-Konfidenzinter-
valle.

Komponente Lange des LQ-KI | Liange des NA-KI
IC 2,01-107* 1,99-10~%
Reedkontakt 7,79-107° 5,31-107°
Tantalkondensatoren 5,27-1077 5,16 - 1077
Keramikkondensatoren 1,76 -1077 1,72-1077
Widerstinde 2,93-1078 k.A.

Quarz 7,92-1077 k.A.

Tabelle 6.3: Vergleich der Léngen der verschiedenen Konfidenzintervalle

Haben wir jedoch sehr wenig Ausfille beobachtet, so kann es passieren, dass die Normal-
Approximations-Konfidenzintervalle die Grenzen des Definitionsbereiches des Parameters
iiberschreiten oder bei gar keinen beobachteten Ausféllen nicht einmal bestimmbar sind.

6.4 Der Einfluss von Zensierung auf Likelihood-Quo-
tienten-Konfidenzintervalle

In diesem Abschnitt werden wir anhand von simulierten Daten, den Einfluss von Zensie-
rung auf die Lange der Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervalle und damit auf die Giite
eines Schétzers untersuchen.

Hierzu simulieren wir mit R unterschiedlich grofe Stichproben, deren Beobachtungen ex-
ponetialverteilt mit A = 1,5-10~* % sind. Dies entspricht ungefdhr der Ausfallrate,
die wir fiir den IC unseres Gerétes geschitzt haben (vgl. z.B. Tabelle 6.2, Seite 68).
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Zunéchst berechnen wir die ML-Schétzung mit den zugehorigen Konfidenzgrenzen fiir
unzensierte Beobachtungen. Bei einer Stichprobengrofe von 100 Beobachtungen erhalten
wir:

> ki95 . unz<—function(dat){ ... siehe Anhang A.6.1, Seite 95 }

> Ti<-rexp(100,1.5e—4)

> cat ("MLE_=",ki95 .unz(Ti)[2],";.95% LQ-KI = [",ki95 . unz(Ti)[1],",",
+ ki95 .unz(Ti)[3],"];\n_Lange=",ki95 . unz(Ti)[3] —ki95.unz(Ti)[1],"\n")

MLE = 0.0001250851 ; 95% LQ-KI = [ 0.0001021437 , 0.0001512285 |;
Linge — 4.90848e—05 |,

fiir 1.000 Beobachtungen:

> Ti<-rexp(1000,1.5e—4)

> cat ("MLE_=",ki95.unz(Ti)[2],";.95% LQ-KI = [",ki95.unz(Ti)[1],",",

+ ki95.unz(Ti)[3],"];\n_Lange=",ki95 .unz(Ti)[3] —ki95 .unz(Ti)[1],"\n")

MLE = 0.0001515608 ; 95% LQ-KI = [ 0.0001423602 , 0.0001611495 |;
Lange = 1.878933e—-05 ,

und fiir 10.000 Beobachtungen lautet das Ergebnis:

> Ti<-rexp(10000,1.5e—4)

> cat ("MLE_=",ki95 .unz(Ti)[2],";.95% LQ-KI = [",ki95 .unz(Ti)[1],",",

+ ki95.unz(Ti)[3],"];\n_Lange=",ki95 . unz(Ti)[3] —ki95.unz(Ti)[1],"\n")

MLE = 0.0001499300 ; 95% LQ-KI = [ 0.0001470106 , 0.0001528878 |;
Lange = 5.877212e—06 .

Wir sehen, dass alle ML-Schéitzungen recht nahe an der Ausfallrate (A = 0,00015) liegen,
nach der wir die Beobachtungen erzeugt haben. Dieser ,wahre” Parameter A wird in allen
Fallen von den 95% Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervallen iiberdeckt. Man erkennt
jedoch auch deutlich, dass sich mit steigender Gréfe der Stichprobe der Schétzwert an den
wahren Parameter annéhert und sich auch die Lange des Konfidenzintervalls verringert.

6.4.1 Der Einfluss von Rechtszensierung
Zeitpunkt der Rechtszensierung

Um den Einfluss von Rechtszensierung zu untersuchen, erzeugen wir uns erneut exponen-
tialverteilte Beobachtungen, zensieren diese zu unterrschiedlichen Zeitpunkten und be-
rechnen die jeweiligen ML-Schétzungen erneut. Da die Grofe der Stichprobe wieder einen
Einfluss auf die Ergebnisse hat, werden wir die Ergebnisse einer Stichprobe mit 5.000
Beobachtungen mit denen fiir eine Stichprobe mit 10.000 Beobachtungen vergleichen.
Wir zensieren die Daten zunichst nach einem Jahr, dann nach 10 Jahren, dann nach 102
Jahren usw. bis schlieflich nach 10° Jahren und berechnen jeweils die ML-Schétzungen
mit entsprechenden Konfidenzgrenzen wie folgt:

ki95 . rc<—function(dat ,cR){ ... siche Anhang A.6.2, Seite 95 }
CPoints<—c(1,10,100,1000,10000,100000)
truePar<-1.5e—4

Ti.l<-rexp (5000, truePar); Ti.2<-rexp(10000,truePar)
KI95.unz.1<—1:3; KI95.unz.1<-ki95 .unz(Ti.1)
KI95.unz.2<—1:3; KI95.unz.2<-ki95 .unz(Ti.2)

VvV V VIV
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KI95.rz.l1<-matrix (rep (CPoints ,4) ,nrow=length ( CPoints))
KI95. rz .2<-—matrix (rep (CPoints ,4) ,nrow=length ( CPoints))
for (j in 1:length(CPoints)){

KI95.rz .1]j ,]<-ki95.rz(Ti.1,CPoints|[j])

KI95.17.2[j ,|<—ki95.12(Ti.2,CPoints|j])

}

Die grafische Darstellung der berechneten Werte zeigt Abbildung 6.3, links fiir 5.000 Be-
obachtungen und rechts fiir 10.000 Beobachtungen.

+ + 4+ VvV VvV

Anteil zensierter Beobachtungen von insgesamt 1000 Beobachtungen Anteil zensierter Beobachtungen von insgesamt 10000 Beobachtungen
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Abbildung 6.3: ML-Schétzung mit LQ-Konfidenzgrenzen bei unterschiedlichen Zensie-
rungspunkten fiir 1.000 Beobachtungen (blau) und fiir 10.000 Beobachtungen (griin)

Wie wir sehen, spielt der Zeitpunkt der Rechtszensierung eine entscheidende Rolle. Je
spéter wir zensieren, das heifst je langer wir beobachten, desto kiirzer ist das Konfidenz-
intervall und desto genauer ist die Schiatzung. Auch wenn zum Beispiel nach 100 Jahren
Beobachtung der Anteil der zensierten Daten immernoch sehr hoch ist, so ist die Schét-
zung jedoch deutlich genauer als nach einem Jahr Beobachtung.

Die Grofe der Stichprobe beeinflusst die Lange der Konfidenzintervalle vor allem dann,
wenn sehr frith zensiert wird. Wenn wir die Langen der Konfidenzintervalle jeweils fiir die
Rechtszensierung nach einem Jahr miteinander vergleichen, so ist das Konfidenzintervall
bei 1.000 Beobachtungen ungeféhr viereinhalbmal so lang wie das bei 10.000 Beobach-
tungen. Betrachten wir den Fall, bei dem nach 10 Jahren zensiert wird, so dndert sich
die Lange nur noch um den Faktor drei. Den folgenden Quotienten kénnen wir fiir jeden
einzelnen Fall betrachten:

Lange des Konfidenzintervalls bei 1.000 Beobachtungen

:= Fakt
Lange des Konfidenzintervalls bei 10.000 Beobachtungen aen

und erhalten somit Tabelle 6.4.

Es lasst sich sagen, dass eine Vergroferung der Stichprobe bei spiterer Zensierung (hier
ab ca. 10 Jahren), immer zu einer dhnlichen Verbesserung der Giite des Schétzers fiihrt.
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Zeitpunkt der Rechtszensierung | 1 | 10 | 100 | 1.000 | 10.000 | 100.000
Faktor | 442317308 ] 3,07 | 320 | 320

Tabelle 6.4: Verhéltnis zwischen der Liange der Konfidenzintervalle bei 10.000 Beobach-
tungen und bei 1.000 Beobachtungen

Anteil der rechtszensierten Beobachtungen

Die vorangegangenen Betrachtungen in Abhéngigkeit vom Zeitpunkt der Rechtszensie-
rung zu beurteilen, ist nur dann giinstig, wenn man eine recht genaue Vorstellung von
der Grofenordnung der ML-Schéatzung hat. Fiir eine ML-Schétzung in einer anderen Gro-
fsenordnung als in unserem Beispiel muss man natiirlich auch andere Rechtszensierungs-
zeitpunkte betrachten, um dhnliche Ergebnisse zu erhalten. Daher ist es vorteilhaft, den
Einfluss der Rechtszensierung in Abhéngigkeit vom Anteil der rechtszensierten Daten zu
untersuchen. Nach erneuter Simulation erhalten wir somit Abbildung 6.4.
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Abbildung 6.4: ML-Schétzung mit LQ-Konfidenzgrenzen bei unterschiedlichen Zensie-
rungspunkten fiir 1.000 Beobachtungen (blau) und fiir 10.000 Beobachtungen (griin)

Wenn wir auch hier das Verhéltnis der Konfidenzintervalllingen beider unterschiedlich
grofer Stichproben berechnen (Tabelle 6.5), so stellen wir fest, dass die Faktoren sich von
denen aus der vorherigen Simulation etwas unterscheiden. Sind 100% der Daten zensiert,

Anteil der Rechtszens. | 100% | 99,9% | 99% | 95% | 90% | 50% | 1%
Faktor | 0,60 | 3,20 |2,68]394]374]330]335

Tabelle 6.5: Verhéltnis zwischen der Léange der Konfidenzintervalle bei 10.000 Beobach-
tungen und bei 1.000 Beobachtungen

so ist hier das Konfidenzintervall bei 1.000 Beobachtungen nur noch ungefiahr halb so lang
wie das bei 10.000 Beobachtungen. Bei spéterer Rechtszensierung, also einem hoheren
Anteil an unzensierten Daten, ist der Faktor wieder annéahernd konstant.
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Fazit

Nach mehrfacher Simulation stellte sich heraus, dass die Lage und Léange des Konfidenzin-
tervalls bei sehr starker Zensierung (100% zensierte Daten) sehr stark von der Stichprobe
abhéngen, das heifst fiir verschiedene Stichproben sehr unterschiedlich sein kénnen. Wer-
den jedoch Ausfille beobachtet (z.B. bei 99,9% und weniger zensierten Daten), so néhert
sich die Giite des Schétzers mit steigender Anzahl von unzensierten Beobachtungen, in
beiden Stichproben gleichméfig, der Giite des Schétzers bei unzensierten Beobachtungen
an. Somit wird die Giite des Schétzers recht gleichméfig durch eine Vergroferung der
Stichprobe verbessert.

6.4.2 Der Einfluss von Intervallzensierung
Lange der Intervalle

Ahnlich wie fiir den Fall der Rechtszensierung werden wir nun den Einfluss von Inter-
vallzensierung auf die Konfidenzintervalllinge untersuchen. Hierzu erzeugen wir uns zwei
Stichproben, eine mit 1.000 Beobachtungen und eine weitere mit 10.000 Beobachtungen,
zensieren diese im Nachhinein, wobei wir das Zensieren fiir verschiedene Intervalllingen
wiederholen und vergleichen dann die Auswirkungen dieser Zensierungen. Der R-Quellcode
hierfiir kann wie folgt lauten:

ki95 . iz<—function(dat ,cR){ ... siche Anhang A.6.3, Seite 96 }
truePar<-1.5e—4

Ti.l<—rexp(1000,truePar); Ti.2<-rexp(10000,truePar)
tmp<—min (max(Ti.1) ;max(Ti.2))%/%10000
IntLengths<—c(1000,5000,(1:tmp)=*10000)

KI95.unz.1<—1:3; KI95.unz.1<-ki95 .unz(Ti.1)

KI95.unz.2<—1:3; KI95.unz.2<-ki95 .unz(Ti.2)

KI95. iz .l1<-matrix(rep (IntLengths ,4) ,nrow=length (IntLengths))
KI95. iz .2<-—matrix (rep (IntLengths ,4) ,nrow=length (IntLengths))
for (j in 1:length(CPoints)){

KI95.iz.1[j ,]<—ki95.iz (Ti.1,CPoints[j])

KI95.iz.2[j ,|<—ki95.iz (Ti.2,CPoints[]])

}
und das Ergebnis konnen wir in Abbildung 6.5 betrachten.

Des Weiteren kénnen wir uns nun das Verhéltnis der Konfidenzintervalllingen beider
Stichproben berechnen lassen, indem wir erneut folgenden Quotienten bilden:

Lange des Konfidenzintervalls bei 1.000 Beobachtungen
Lange des Konfidenzintervalls bei 10.000 Beobachtungen

:= Faktor,

mit den in Tabelle 6.6 berechneten Ergebnissen.

Abbildung 6.5 zeigt, dass bei Ausfallraten in dieser Grofenordnung (A = 1,5- 10_4%,
das heifit ca. ein Ausfall alle 6.666,6 Jahre) selbst eine Intervallzensierung mit Wartungs-
intervalllingen von bis zu 10.000 Jahren zu anndhernd so langen Konfidenzintervallen
fiihrt wie bei unzensierten Daten. Das heifst, die Genauigkeit des Schéatzers wird durch

solch eine Zensierung kaum verschlechtert. Dies ist bei beiden Stichprobengrofen der Fall.
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Abbildung 6.5: ML-Schétzung mit LQ-Konfidenzgrenzen bei unterschiedlich langen Zen-
sierungsintervallen fiir 1.000 Beobachtungen (blau) und fiir 10.000 Beobachtungen (griin)

Zensierungsintervalllinge | 1.000 | 5.000 | 10.000 | 20.000 | 30.000 | 40.000 | 50.000
Faktor | 313 | 3,07 | 311 | 3,04 | 320 | 518 | 2,67

Tabelle 6.6: Verhéltnis zwischen der Léange der Konfidenzintervalle bei 10.000 Beobach-
tungen und bei 1.000 Beobachtungen

Vergleicht man hingegen die zwei unterschiedlich grofen Stichproben miteinander, so ist
das Konfidenzintervall der Stichprobe mit nur 1.000 Beobachtungen ca. dreimal so lang
wie das Konfidenzintervall der Stichprobe mit 10.000 Beobachtungen (vgl. Tabelle 6.6).

Ab einer Wartungsintervalllinge von 20.000 Jahren ist ein leichter Unterschied zu unzen-
sierten Daten in beiden Stichproben erkennbar, der sich nun mit noch langeren Wartungs-
intervallen weiter vergrofert.

Fazit

Nach wiederholten Simulationen lésst sich auch fiir den Fall der Intervallzensierung sagen,
dass der Faktor aus Tabelle 6.6 bei starker Intervallzensierung (hier ab Wartungsintervall-
langen von ca. 40.000 Jahren) sehr stark schwankt. Das bedeutet, dass man nicht mehr so
genau sagen kann, welchen Einfluss eine Vergroferung der Stichprobe hat. Die Lage und
Léange des jeweiligen Konfidenzintervalls bei sehr starker Zensierung (40.000 und 50.000
Jahre Wartungsintervalle) héngen auch hier sehr stark von der einzelnen Stichprobe ab.
Andererseits wird an dieser Stelle auch deutlich, dass bei Ausfallraten in dieser Gro-
fenordnung (10™*) erst Wartungsintervalle, die linger als 10.000 Jahre sind, iiberhaupt
eine erkennbaren Einfluss auf die Lange des Konfidenzintervalls haben. Praktisch gesehen
macht es also keinen Unterschied, ob wir Wartungsintervalle von einem Jahr oder 20 Jah-
ren ansetzen. Die Giite des Schétzers bleibt anndhernd die gleiche. Sie wird iiberwiegend
durch die Gréfse der Stichprobe bestimmt.



Kapitel 7

Verteilung einer gemischten Population

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Frage beschéftigen, wie wir die Zuverlassigkeit
von mehreren Produkten beschreiben, deren Verteilungsdichten sich darin unterscheiden,
dass einige Parameter verschieden sind.

7.1 Theoretischer Hintergrund

Es seien n Geréte gegeben. Die jeweiligen Lebensdauern Ti,...,T, seien Zufallsgrofsen
aus der gleichen Verteilungsfamilie P = {Py | ¥ € R*}.
Wir gehen davon aus, dass wir die n Geréte in [ disjunkte Gruppen G, ..., G, einteilen

konnen, so dass die Lebensdauern der Gerédte aus derselben Gruppe die gleiche Vertei-
lungsfunktion haben. Das heifst, sind die Lebensdauern der Gerdte aus der Gruppe G;
Zufallsgrofen mit der Verteilung Py,, ¥9; € R¥, dann schreiben wir fiir die Ausfallwahr-
scheinlichkeit, die Dichte und die Zuverlassigkeit auch F;(t;9;), fi(t;9;) und S;(¢;9;).

Es seien nun n; > 0 Geréte in der i-ten Gruppe, so dass gilt:
!
Zni:n und G,NG;=0 fir i#jundi,je[l,...,1I].
i=1

Dann sind die l
n.
7r - ur ¢ mi ; v
die a-priori-Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass ein Gerét zur i-ten Gruppe gehort. Fiir ab-
solut stetige Verteilungen F;(-) ist die Funktion f;(-), wenn F;(¢;9;) = fg fi(t; ;) dt gilt,
die Lebesgue-Dichte. Fiir diskrete Verteilungen sei f;(-) die Wahrscheinlichkeitsfunktion
fi(t;9;) = Py, (T = t). Dann definieren wir:

Definition 7.1 (Mischung der Dichten)
Folgende gewichtete Summe heifst Mischung der Dichten fi(t;91), fa(t;92), ..., fi(t;9):

l
fo (t; (01,92, ...,9)) == mei@;m). (7.1.1)

)
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Dann ist fq)(t; (91,92, ...,9;)) wieder eine Dichte. Wir zeigen das exemplarisch fiir den
stetigen Fall. Es gilt:

l

o0 l oo
/Zﬁifi(t;ﬂi)dt:Zﬁi/fi(t;’ﬂi)dt:Zﬂi'l
0 0 ‘

1.

/f(l>(t; (91,9,,...,9)))dt
0

=1 i=1

Fiir die Zuverlassigkeit gilt:

I 0
S(l)(t, (191,’!92,,19;)) :/f(l)(t, (191,’(92,,’191)) dt:ZWl/fz(t,’ﬂl)dt

(.
i=1

t t

l
=32 mifi(t:9:)
l

= mSi(t;9;). (7.1.2)

i=1
Beide Eigenschaften gelten fiir diskrete Verteilungen ebenso.

Analog lésst sich auch folgende Eigenschaft zeigen:

l
Fuy(t; (91,9s,....9)) = Y _mF(9,). (7.1.3)
=1

7.2 Eine gemischte Population beziiglich unterschiedli-
cher Aufbauzahlen

Wir wollen nun die Ausfallwahrscheinlichkeit aller aktiven Geréte bestimmen, wobei wir
wissen, dass sich unter der Gesamtheit aller Geréte sowohl jiingere als auch éltere Ge-
riate befinden, die jedoch aus derselben Baureihe stammen. Aus diesem Grunde werden
wir diese Gesamtheit als eine gemischte Population betrachten, die sich in Untergruppen
aufteilen lasst, je nachdem in welchem Jahr das Gerédt in Betrieb genommen wurde. Das
heifst, der entscheidende Parameter, der je nach Untergruppe unterschiedlich sein wird,
ist ein Lageparameter, den wir mit ¢y bezeichnen.

Nehmen wir an, wir betrachten einen Zeitraum von [ Jahren, in dem alle zu untersuchen-
den Gerate aktiviert wurden, das heift wir haben [ disjunkte Gruppen Gfi,...,G;. Die
Gruppe G enthalt also alle im ersten Jahr aktivierten Gerate und die Gruppe G alle aus
dem [-ten Jahr, usw.

7.2.1 Verteilung und Zuverlassigkeit der gemischte Population

Die Verteilung der Gerédte aus der Gruppe G; fiir ¢ = 1,...,[ sei durch das parametrische
Modell, das sich aus Beispiel 2.1 (Seite 17) zusammen mit den Parametern aus Tabelle
5.2 (Seite 46) ergibt, und dem entsprechenden Lageparameter ¢, bestimmt.

F(t, to;) sei die Ausfallwahrscheinlichkeit der Gerite aus der i-ten Gruppe, wobei der
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Lageparameter t; > 0 genau der Zeitpunkt (also das Jahr) ist, zu dem die Geréte in
Betrieb genommen wurden. Das heifit, wir haben:

F(t,to;i) =0 fir t< tO;i und ¢ = 1,...,[.
Damit gilt fiir die Verteilungsfunktion der Lebensdauer eines Geréts der i-ten Gruppe:
F(t7 t();i) = FSystem(t - tO;i) =1- SSystem(t - tO;i)a fiir ¢ Z tO;i

wobei Sgystem(-) die Zuverlédssigkeit eines einzelnen Geréts ist, das wiederum ein Serien-
system aus verschiedenen Komponenten ist. Sgystem(-) lautete wie folgt (vgl. Gleichung
(2.2.4), Seite 18):

11

exp [— > A+ (t— tO;i)] , fir (t —toy) <7
—

SSystem(t - tO;i) = ’ ’

N B 11
exp |— (—(t_t(;;z) 7) -2 A (E— to;z‘)] , i (E—toq) >y
j=

(7.2.1)
zusammen mit den Parametern aus Tabelle 5.2, wobei wir den dritten Parameter ¢, der
Weibull-Verteilung aus dieser Tabelle in v := ¢, umbenennen, um an dieser Stelle Ver-
wechslungen zu vermeiden.

Falls ¢ < ¢, ist, dann lautet die Zuverlassigkeit der i-ten Gruppe: Ssystem(t — to.) = 1.
Somit ist auch die Verteilungsfunktion explizit gegeben durch:

11
1-— exp | — Z )\j . (t — to;»] > fiir (t - tO;i) < Y
=2
FSystem(t - tO;i) = ’ 8 11 .
1—exp|— (W) — > N (t— tO;z’)] , fir (6 —toy) >
j=2

Auch hier setzen wir Fgysem(t — to,;) = 0 flir den Fall, dass t < ty, gilt.

Sei nun n; die Anzahl der Geréte der i-ten Gruppe und n die Anzahl aller Gerite, also die
Summe der n;, firi = 1,..., [, dann kénnen wir wegen der Gleichungen (7.1.2) und (7.1.3)
somit recht einfach die Gesamtzuverlissigkeit bzw. die Gesamtverteilung der Population
bestimmen:

l
n;
S(l) (t, (tO;la Z50;27 s atO;l)) = Z ESSystem(t - tO;i)' (722)
=1

l
1
F(l) (tu (t();la 250;27 cee 7t0;l)) = _F,S'ystem(t - tO;i)- (723)
=1 n
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7.2.2 Dichte der gemischten Population

Da in unserem Fall die Verteilungsfunktion Fyystenm(-) absolut stetig ist, ist die Dichte der
Lebensdauer eines Geréts der i-ten Gruppe gegeben durch:

dFS stem<t - tOz)
stem(t — to:) = Y 7
fSy t ( 05 ) d(t — t[);i)

( 11
11 — 3 A (t—tow)
<Z >‘j> e =T fiir (£ —to4) <7
i=2

(t—to.)— )" L ’
IR R e G I PV
(é(M) +Z&->e( " ) BN ) 3y
\

(7.2.4)

n n =2

Und wieder setzen wir fgysiem(t — to;) = 0 fiir den Fall, dass t < ¢, gilt.

Zusammen mit Gleichung (7.1.1) erhalten wir somit die Dichte der gesamten Population:

l
Z U
f(l) (t, (t();la t0;27 cee 7t0;l)) — EfSystem(t - tO;i)' (725>
=1

7.2.3 Hazardfunktion und Ausfallrate der gemischten Population

Aufgrund der Beziehung Agerie(t) = > Ai(t) (vgl. Gleichung (2.2.2), Seite 17), erhalten
=1

1=
wir die Hazardfunktion der Lebensdauer eines Geréts der i-ten Gruppe aus:

11
Z /\j . (t — tO;i)> fiir (t — tO;i) <7

ASystem(t - tO;i) - ]:i . 8 11 . (726)
(%) FX N (0= tog), i (1= tog) >

Analog gilt auch hier fiir ¢ < ¢p,; : Agystem(t — t0.) = 0.

Fiir die Hazardfunktion der gesamten Population haben wir jedoch keine Formel, die sich
aus einer gewichteten Summe ergeben wiirde. Da wir aber S((¢; o1, o2, - - . , toy) kennen
und diese Funktion als Summe von absolut stetigen Funktionen wieder absolut stetig
ist, konnen wir folgende Formel, die nur in absolut stetigen Modellen gilt, anwenden:
A(-) = —In(S(+)) (vgl. Gleichung (1.3.5), Seite 6). Damit ist also:

A(l) (t; (t0;17 to;g, . 7t0;l)) = — IH(SU) (t; (to;l, to;g, . 7t0;l>>>- (727)

Auf gleiche Art und Weise wie bei der Hazardfunktion kénnen wir auch die Ausfallrate ei-
nes Geréts der i-ten Gruppe ermitteln. Wegen Ageie(t) = > Ai(t) (vgl. Gleichung (2.2.3),
i=1

Seite 17), gilt:

11

Z )\j, fiir (t — tO;i) <7
)\System(t - tO;i) - =2 (728)

1
Bt —tog) =) + 22)% fiir (£ —to;) >
]:
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Natiirlich setzen wir auch hier fir ¢ < to,; : Asystem (t — to;i) = 0.

Um die Ausfallrate der gemischten Population zu bestimmen, nutzen wir fiir absolut
stetige Modelle die Beziehung A\(-) = f(-)/S(+) (vgl. Gleichung (1.2.2), Seite 4). Wie zuvor
erwahnt ist Sq)(t; (to,1, %02, - - -, toy)) absolut stetig, damit auch Fi(t; (o1, o2, - - -, toy))
und somit ist auch fq)(¢; (0,1, %02, - - -, toy)) absolut stetig. Also gilt letztendlich:

fot; (o, to, - - - tog))
)\(l) (ta (t0;17 t0§27 e 7t0§l)) = S(l) (t (tOA]_ t0.2 o tOZ)) . (729)

Beispiel 7.1 (gem. Population bzgl. unterschiedl. Aufbauzahlen)
Wir betrachten die Jahre 2004 bis 2009. In diesen Jahren wurden die in Tabelle 7.1 auf-
gelisteten Gerateanzahlen eines bestimmten Typs in Betrieb genommen.

Jahr | Aufbauten Bezeichnung

2004 1.984 =mny

2005 5275 =ns

2006 4.293 = ngs

2007 4.567 =ny

2008 4.333 = n;

2009 185 =mng
Summe 20.637 =n

Tabelle 7.1: Aufbauten von Geraten einer Baureihe

Zu diesen Aufbauten, den Parameter aus Tabelle 5.2 und den Gleichungen (7.2.1) und
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Abbildung 7.1: Dichten (durchgezogene Linien) und Verteilungsfunktionen (gestrichelte
Linien) zu den Gruppen der Jahre 2004 bis 2009 und der gemischten Population

(7.2.2) kénnen wir die Verteilungsfunktionen fiir die Gruppen, also Fsysien (t — (2003 +1))
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fir i = 1,...,6, und fiir die gemischte Population, Fg(t; (2004,2005,...,2009)) bestim-
men. Diese und die entsprechenden Dichten, die sich mithilfe der Gleichungen (7.2.4) und
(7.2.5) ergeben, sind in Abbildung 7.1 zu sehen.

Nun kénnen wir sehr leicht die Anzahl der Geréte bestimmen, die voraussichtlich zu einem
bestimmten Zeitpunkt noch intakt bzw. schon ausgefallen sind. Hierbei wissen wir, dass
unser Modell natiirlich nur eine Nédherung sein kann.

Wir méchten zum Beispiel wissen wieviele Geradte der gesamten Population am 1. Janu-
ar 2011 nicht mehr funktionieren. Dazu berechnen und erhalten wir (vgl. Quellcode im
Anhang Abschnitt A.7.1, Seite 98, Zeile 90):

Fi)(2011; (2004, 2005, . .., 2009)) = 7,93 - 107",

das heiflt, bis Anfang 2011 sind ca. 0,08% der gesamten Population, also 0,08% von
6

n = >, n; = 20.637 Gerdten, ausgefallen, also rund 16 Geriéte.
i=1

Anfang Juli 2018 werden es dann schon (vgl. Seite 98, Zeile 92):

F(6)(2018, 5; (2004, 2005, . . ., 2009)) = 0.834 ,

also ca. 83% dieser n = 20.637 Gerate sein.

Haufig interessiert uns auch die Ausfallrate der gesamten Population. Wir benétigen die
Dichte der gesamten Population, um diese, also A)(t; (2004, 2005, .. .,2009)), zu berech-
nen (vgl. Gleichung (7.2.9)). Fiir die Ausfallraten der einzelnen Gruppen nutzen wir Glei-
chung (7.2.8) und erhalten insgesamt Abbildung 7.2.
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Abbildung 7.2: Ausfallraten zu den Gruppen der Jahre 2004 bis 2009 und der gemischten
Population

Der entsprechende R-Quellcode zu allen Grafiken dieses Beispiels ist im Anhang in Ab-
schnitt A.7.1 zu finden.
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Beispiel 7.2 (gem. Population mit manipulierten Parameterwerten)
Angenommen in einem der Jahre wurden fehlerhafte Komponenten eingebaut, dann stellt
sich die Frage, wie sich das auf die Ausfalle der gesamten Population auswirkt.

Dazu setzen wir exemplarisch den Parameter 7y, der die Garantielebensdauer der Bat-
terie beschreibt, in Gruppe 3, also den Gerdten aus dem Baujahr 2006, einmal von
YBatterie = 9,02 (vgl. Tab. 5.2) auf Ypayerie = 3 Jahre. Zusétzlich manipulieren wir noch
die Ausfallrate der Widerstéande aus Gruppe 2 von A\yjpgwiderstinde = 0 (vgl. Tab. 5.2) auf
)\Widerstéinde =1- 10_4-

Die sich dadurch ergebenden Dichten und Verteilungsfunktionen kénnen wir in Abbildung
7.3 betrachten.

—— Gruppe 1 —— Gruppe 5 —— Gruppe 1 —— Gruppe 5

—— Gr. 2 (fehlerh. Widerstande) Gruppe 6 —— Gr. 2 (fehlerh. Widerstande) Gruppe 6

—— Gr. 3 (fehlerh. Batterie) —— gem. Popul. mit Fehlern —— Gr. 3 (fehlerh. Batterie) —— gem. Popul. mit Fehlern
Gruppe 4 gem. Popul. ohne Fehler T Gruppe 4 gem. Popul. ohne Fehler
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Abbildung 7.3: Dichten (durchgezogene Linien) und Verteilungsfunktionen (gestrichelte
Linien) mit manipulierten Werten im Vergleich zur vorherigen Kurve (grau) der gemisch-
ten Population

Wie werden sich diese Manipulationen wohl auf die Anzahl der Geréte der gesamten Po-
pulation auswirken, die am 1. Januar 2011 nicht mehr funktionieren? Dazu berechnen wir:
(vgl. Quellcode im Anhang Abschnitt A.7.2, Seite 99, Zeile 27):

Fle) 10a(2011; (2004, 2005, .. ., 2009)) = 0,186 ,

das heifst, bis Anfang 2011 sind hier schon ca. 18,6% der gesamten Population (n = 20.637)
ausgefallen, also rund 3.840 Geriéte. Die Zuverlassigkeit hat sich hier stark verschlechtert.
Die Ursache dafiir liegt darin, dass durch die fehlerhafte Batterie in Gruppe 3 ein grofser
Teil der Geréate aus Gruppe 3 am 1. Januar 2011 schon nicht mehr funktioniert.

Anfang Juli 2018 werden es dann (vgl. Seite 99, Zeile 29):

Flo) 1m10a(2018, 5; (2004, 2005, . . ., 2009)) = 0,834 ,

also ca. 83% dieser n = 20.637 Geréte sein. Zu diesem Zeitpunkt wirken sich die Manipu-
lationen im Vergleich zu Beispiel 7.1 nicht mehr erkennbar aus.
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Abbildung 7.4: Ausfallrate mit manipulierten Werten im Vergleich zur vorherigen Kurve
(grau) der gemischten Population

Die entsprechenden Ausfallraten (kumulierten Ausfallraten) zeigt Abbildung 7.4.

Der R-Quellcode zu diesem Beispiel (eine Fortsetzung des Quellcodes des vorherigen Bei-
spiels) befindet sich im Anhang in Abschnitt A.7.2 auf Seite 99.



Kapitel 8

Kurze Einfiihrung in die Beziehung
zwischen Lebensdauer und Belastung

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass alle Komponenten des Systems unabhéngig sind,
also unabhéngig voneinander und von duferen Einfliilssen ausfallen. Es ist aber auch denk-
bar, dass verschiedene Ursachen zu einer erhohten Belastung einer bestimmten Kompo-
nente fithren, z.B. eine Fehlfunktion einer anderen Komponente oder starke Temperatur-
schwankungen. Dies kann sich auf die Lebensdauer T' der ersten Komponente auswirken.

Es sei nun T eine zuféllige Lebensdauer, die von einer erkldrenden Variable Z abhéngt. Z
konnte beispielsweise die Temperatur oder eine andere Belastung (Stromstéarke usw.) sein.
Des Weiteren gehen wir in unserem Fall davon aus, dass unsere Kovariate unabhéngig von
der Zeit ist. Da es in vielen Féllen auch mehrere Einflussgrofsen geben kann, beschreiben
wir p Kovariaten durch einen p-dimensionalen Vektor Z = (Z,..., Z,). Die Kovariaten
kénnen sowohl stetig als auch diskret sein.

8.1 PH-Modell (Proportional Hazard Model)

Das PH-Modell beschreibt die Beziehung zwischen der Ausfallrate bei gegebenen Kova-
riaten und der Ausfallrate unter Normal- oder Anfangsbedingungen:

At | 2) = At | 20) 9(2),

=:A0(t)

fir alle t > 0, wobei ¢(-) eine positive Funktion mit ¢ (2zo) = 1 ist.

Ist ¢(-) > 1, dann erhoht sich die Anzahl der Ausfille zum Zeitpunkt ¢ im Vergleich zur
Anzahl unter Normalbedingungen zum selben Zeitpunkt ¢, daher ist (¢ | 2) > Ao().

Ist umgekehrt 0 < 9(-) < 1, so wird die Anzahl der Ausfille zum Zeitpunkt ¢ verringert,
also gilt: A(t | z) < Ao(2).

Fiir die Zuverlassigkeit S(t | z2) = P(T' > t | Z = z) folgt in absolut stetigen Modellen

83
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aus:

die Beziehung;:
S(t | 2) = [S(t | 20)]"®.
——
=:5p(t)

Damit erhalten wir fiir die Verteilungsfunktion des PH-Modells:

F(t]2) =1 [1 - F(t] 20)]"®.
———
::Fo(t)

[Wol99, S. 211-215], [ME9S, S. 455], [Lie08]

8.1.1 PH-Modell bei dreiparametriger Weibullverteilung

Sei Ty ~ Weibull(3,n,~) weibullverteilt und die zuféllige Lebensdauer unter Normalbe-
dingungen, dann erhalten wir fiir die Zuverlassigkeit bei gegebenem Z = z:

" 8 () " B
— 1 fF —
2 Y 1 i
S0 12) = 5o = |- (1) | = e |- (v227)
n n
B
t—1
= eX —
p 1
P(z) P
—— B=3,n=1000, y=500, Y(z)=1 —— B=3,n=1000, y=500, Y(z)=1
—— B=3,n=1000, y=500, Y(2)=0.5 —— B=3, n=1000, y=500, (2)=0.5
$=3, n=1000, y=500, (z)=2 B=3, n=1000, y=500, (z)=2
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g g |
o o
g o
g 8 A
= 3 T o
= 8 — a
g © =
s ©
8 :
8 4 2
o
° 3
g
o
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Abbildung 8.1: Dichten bzw. Ausfallraten der Weibullverteilung im PH-Modell mit ver-
schiedenen Kovariaten
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Somit gilt bei gegebenem Z = z: T ~ Weibull(3, —1+, 7).

¥(z)P
Im Allgemeinen gilt jedoch, dass T' (bei gegebenem Z = z mit ¢(2) # 1) und T} nicht zur
selben Verteilungsfamilie gehoren, das heilst das PH-Modell dndert, aufer bei Weibullver-
teilung, die Form der zugrunde liegenden Verteilungsfunktion. [ME98, S. 117, 457]

Um die Auswirkungen verschiedener Kovariaten auf Dichte und Ausfallrate im PH-Modell
miteinander zu vergleichen, betrachten wir Abbildung 8.1.

8.1.2 Anwendung des PH-Modells

Dieses Modell wird héufig dann eingesetzt, wenn die Ausfallraten zu verschiedenen Kova-
riaten bekannt sind, der Effekt der Kovariaten (also 1)(z)) jedoch unbekannt ist und man
diesen Effekt auf die Ausfallrate untersuchen, also schitzen mochte.

8.2 Modell der Beschleunigten Lebensdauer
ALT-Modell (Accelerated Lifetime Model)

Im Unterschied zum PH-Modell kénnen wir die Auswirkungen der Kovariaten 71, ..., 2,
direkt auf die Lebensdauer T durch das bekannte Modell der Beschleunigten Lebensdauer
(Accelerated Lifetime Model (ALT)) beschreiben. Wir setzen voraus, dass unsere Kovaria-
ten eine Grundlebensdauer 7T}, die nicht von den Kovariaten abhéngt, um einen positiven
Faktor ¢(Z) reduziert (bzw. verldngert):
1o
T=—Fr, wobei () >0
0(2) "
Ist ¢(-) > 1, dann beschleunigt dieses Modell die Zeit in dem Sinne, dass die Zeit unter z
schneller verlauft als unter Normalbedingungen, daher ist T' < Tj.
Ist umgekehrt 0 < ¢(-) < 1, so wird die Zeit verlangsamt, also gilt: 7' > Tj.

Die bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit von 7' bei gegebenem Z = z lautet:

Stlz)=P(T>t|Z=2)=P(Io>t-9(2)|Z=2) =25 ¥(2)),

wobei Sy(-) = P(Ty > -) die Uberlebenswahrscheinlichkeit der Grundlebensdauer Tj ist.
Gleiches gilt fiir die Verteilungsfunktion:

F(t]z) = Fo(t-¢(2))

Fiir die Ausfallrate des ALT-Modells im absolut stetigen Fall folgt:

At | 2) = - S SRR s e v vl

= 9(2) - Ao(t - ¥(2))

[LLO8, S. 225-226], [Wol99, S. 216-217], [ME9S, S. 430-431]
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8.2.1 ALT-Modell bei dreiparametriger Weibullverteilung

Im ALT-Modell lautet die Verteilungsfunktion von 7' bei gegebenem Z = z, mit der
Grundlebensdauer Ty ~ Weibull(5, 7, 7):

z) -t — B _ 2 \7?
F(t|z):F0(t.¢(z)):1_eXp[_(W)lzl_exp _( nw)) |

¥(2)

also gilt: T" ~ Weibull(, %, ﬁ)

Abbildung 8.2 zeigt den Einfluss verschiedener Kovariaten auf Dichte und Ausfallrate im
ALT-Modell.
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Abbildung 8.2: Dichten bzw. Ausfallraten der Weibullverteilung im ALT-Modell mit ver-
schiedenen Kovariaten

Vergleicht man Abbildung 8.2 mit Abbildung 8.1, so sieht man deutlich, dass das ALT-
Modell mit verschiedenen Kovariaten eine Verschiebung der Zeitachse bewirkt, was beim
PH-Modell nicht der Fall ist.

8.2.2 Anwendung des ALT-Modells

Beim ALT-Modell gilt es eine unbekannte Grundlebensdauer zu untersuchen, wobei man
den Effekt von bestimmten Kovariaten auf die Lebensdauer des Gerates kennt. Man be-
schleunigt also den Lebensdauerprozess des Gerdtes durch bestimmte Kovariaten, erhélt
die geschitzte Lebensdauer unter diesen Kovariaten und kann nun Riickschliisse auf die
Lebensdauer unter Normalbedingungen ziehen.



Kapitel 9

Ausblick

An einigen Stellen dieser Arbeit haben wir uns auf spezielle Félle eingeschriankt, um uns
auf bestimmte Punkte konzentrieren zu kénnen.

So haben wir in Kapitel 2 unser Modell auf ein einfaches Seriensystem beschrankt und
angenommen, dass unser Gerét ausfallt, sobald eine einzelne Komponente nicht mehr ar-
beitet. In unserem Gerét sind beispielsweise mehrere Widerstande enthalten und es wiirde
also ausfallen, wenn ein Widerstand defekt wére. Dies ist erfahrungsgemafs nicht so. Man
hétte an dieser Stelle auch mit Redundanz arbeiten kénnen, indem man zum Beispiel alle
Widerstande zu einem Block zusammenfasst und diesen mithilfe der sogenannten k-aus-
n-Redundanz beschreibt. Dieser Block gilt solange als nicht defekt, solange mindestens k
der insgesamt n Widerstdnde funktionieren. Man kénnte also die Struktur unseres Modells
erweitern, um realitdtsnahere Ergebnisse zu erhalten.

Fiir die meisten Komponenten unseres Geréts haben wir zur Beschreibung der Lebens-
dauer die Exponentialverteilung benutzt. Dieser Ansatz kdnnte erneut tiberdacht werden,
da man fiir einige Komponenten eine konstante Ausfallrate anzweifeln konnte.

Weiterhin sind wir davon ausgegangen, dass unser Gerdt unabhéngig von dufteren Einfliis-
sen arbeitet. Wir wissen, dass unser Gerét spéitestens dann ausfillt, wenn seine Batterie
leer ist. Es ist auch bekannt, dass das Gerédt unterschiedlichen Belastungen ausgesetzt
ist und sich die Batterie somit unterschiedlich schnell entladt. Diesen Punkt kénnten wir
mithilfe der in Kapitel 8 vorgestellten Theorie modellieren und somit eine weitere Verbes-
serung des Modells erreichen.

Ziel dieser Arbeit war es, wichtige Modellierungsmoglichkeiten und Analyseverfahren dar-
zustellen. Einige der erhaltenen Aussagen kénnen auch unter allgemeineren Bedingungen
weiter untersucht werden.
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Anhang A
R-Quellcode

A.1 R-Quellcode zu Beispiel 4.1
Abbildung der Kaplan-Meier-Schatzfunktion

Im Folgenden werden wir die Kaplan-Meier-Schatzfunktion fiir unser System anhand des
in Beispiel 4.1 (Seite 33) erwdhnten Datensatzes von R berechnen und darstellen lassen.
Hierzu laden wir die entsprechenden Daten aus einer Datei namens lifedataforr.txt,
die aus einer Tabelle mit folgendem Tabellenkopf und den dazugehorigen Eintrdgen be-
steht (hier werden nur einige exemplarisch genannt):

Group | Age.month | Age.quarters | Status | Failuretype
1| 2004.25 7.7 2 C No

4170 | 2005.25 35.54 11 F IC

Tabelle A.1: Exemplarischer Inhalt der Datei: 1ifedataforr.txt

> library (survival)

Lade notiges Paket: splines

>

> lifedata<-read.table("lifedataforr.txt" 6 header=T)
> attach(lifedata ); names(lifedata)

[1] "Group" "Age.month" "Age.quarters" "Status" "Failuretype"
>

> g<—1

> onRisk<—function(i,g){ sum(Group—g)—

+ sum( Group=—g&Status=—"C"&Age . month<Age.month|[i])—

+ sum( Group=—g&Status—"F"&Age. month<Age.month|[i]) }

> failures<—function(i,g)

+ sum(Group—g&Status—"F"&Age . month—Age. month|1i|)

> x<—1

> survKMyears<—function (t,g){

+ for (i in which((Groupt+Age.month/12)<t&Status—"F"&Group—¢)){
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90 ANHANG A. R-QUELLCODE
+ x=ifelse (failures(i,g)!=0,(onRisk(i,g)—failures(i,g))/
+ onRisk(i,g),1)*x }

+ x }

> survKMmonth<—function(t,g){

+ for (i in which(Age.month<t&Status—"F"&Group—¢)){

+ x=ifelse(failures(i,g)!=0,(onRisk(i,g)—failures(i,g))/
+ onRisk(i,g),1)*x }

+ x }

> survKM<—function (t,g){

+ ifelse (t>1900, survKMyears(t,g), survKMmonth(t,g)) }

>

>

> parTab3l<-read.table("parTab31l.txt" 6 header=T)

> attach(parTab31); parTab3l

T31.Block .Name T31.Anz T31.Vert T31.P1 T31.P2 T31.P3
1 Batterie 1 WBL 6.54620e+400 1.79195 9.0197
2 Durchfithrung 1 EXP 1.56000e—07 NA NA
3 Gehé&use 1 EXP 1.56000e—07 NA NA
4 1C 1 EXP 1.56000e—07 NA NA
5 Keramik. Kondesatoren 21 EXP 8.60870e—06 NA NA
6 Quarz 1 EXP 2.52889e¢—04 NA NA
7 Reed 1 EXP 2.00000e—-09 NA NA
8 Schweifsverbindungen 4 EXP 3.90000e—08 NA NA
9 Schweifverbindungen 10 EXP 1.56000e—08 NA NA
10 Tantal.Kondensatoren 7 EXP 1.89200e—-05 NA NA
11 Widerstande 27 EXP 6.06783e—07 NA NA
>

VVVA+VA+VYVA++++++VFV+HV VY

tNull<—0;t<—0;parWerte<—0

survEXP<—function (t,lambda, tNull){
ifelse (t—tNull >0,pexp(t—tNull ,lambda,lower. tail=FALSE) ,1) }
survWEIBULL<—function (t ,bta,eta , tNull){
ifelse (t—tNull >0,pweibull (t—tNull ,bta ,eta ,lower. tail=FALSE) 1) }
survSystem<—function (t,parWerte){
faktoren<—1:length (parWerte|,1])
for (i in 1:length(faktoren)){
faktoren |[i|<—ifelse (parWerte|i,3|=="EXP",
survEXP (t,parWerte |1 ,2]|*xparWerte|[i,4],0),
survWEIBULL (t , parWerte |1 ,4] , parWerte [i ,5] , parWerte[i,6])) }
prod(faktoren) }

plot (0,1 ,xlim=c(0,120),ylim=c(0.99,1),col=0,

xlab="Monate" ,ylab="Zuverlassigkeit ,_S(t)")

for (i in 0:11) { lines(c(0,120),c(0,0)+(0.99+0.001xi),1ty=3,
col="gray")}

for (i in 0:13) { lines(c(0,0)+i*10,c(0.99,1),1ty=3,col="gray")}

tKM<—seq (0, ceiling (max(Age.month)) ,0.5)



65

66

67

68

69

70

71

72

73

© oo ~ =] w - w [ -

NN N NN NN NN R e e e
o0 N o G A W N = O © 0 N O ook W N = O

N
©

A.2. R-QUELLCODE ZU BSP. 5.5 (MLE EXPONENTIALVERTEILUNG) 91

yKM—KM; for (i in 1:length(tKM)) yKM|i]|=survKM (tKM][i], Group)
lines (tKM,yKM, Ity =1,col="red" ,1wd=2)

t31<—seq(0,120,0.5); y31<-t31

for (i in 1:length(t31))

y31[i]<—survSystem (t31[i]|/12,parTab31)

lines (t31,y31,lty=1,lwd=2,col="blue")

legend (5,0.9927 ,c("Kaplan—Meier—Schéatzfunktion",
"parametr._Modell: _Seriensystem") lty=1,lwd=2,col=c("red" ,"blue"))

+ VvV VvV +V VYV VYV

A.2 R-Quellcode zu Beispiel 5.6
MLE fiir Exp(A) bei Rechts- und Intervallzensierung
(Intervalllinge: Y; — 1 Monate)

An dieser Stelle werden wir das Maximum der log-Likelihood-Funktion berechnen, jeweils
fiir IC- und Reedkontakt-Daten, die wir aus der Datei lifedataforr.txt (vgl. Anhang
A.1) erhalten.

> library (survival)

Lade notiges Paket: splines
>
> lifedata<-read.table("lifedataforr.txt" 6 header=T)
> attach(lifedata ); names(lifedata); 1<-0
[1] "Group" "Age.month" "Age.quarters" "Status" "Failuretype"
> summary (lifedata );

Group Age . month Age. quarters Status Failuretype
Min . 12004 Min . : 2.59 Min . : 0.00 C: 1531 IC 8
Ist Qu.:2006 1st Qu.:19.61 1st Qu.: 6.00 F: 9 No :20628
Median :2006 Median :32.75 Median :10.00 R:19097 Reed: 1
Mean 12007 Mean :32.44 Mean :10.29
3rd Qu.:2008 3rd Qu.:45.21 3rd Qu.:15.00
Max . 12009 Max. :62.85 Max . :20.00
>
>

> logL .IC<—function(1)

+ sum(( Failuretype=—"IC")*log (exp(—1)—exp(—1*Age.month)))—
+ lxsum(Age.month*(1—(Failuretype=—="IC")))

>

> logL .Reed<—function(1)

+ sum(( Failuretype=—"Reed" )*log (exp(—1)—exp(—1*Age.month)))—
+ lxsum(Age. month*x(1—(Failuretype=—"Reed")))

>
> lambdalC<-seq(1l.1e—5,1.3e—5,1e—10); ILIC<-lambdalC

>

> for(i in 1l:length(ILIC)){ ILIC|i|<-logL.IC(lambdaIC[i]) }
>
>

lambdalC [which (1LIC=—max(1LIC) )|
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> lambdaReed<—seq(1.48e¢—6,1.51e—6,le—11); lLReed<—lambdaReed

>

> for(i in 1l:length(ILReed)){ 1LReed|[i]|<—logL.Reed(lambdaReed[i]) }

>

> lambdaReed [which (1LReed=—max(1LReed )) |

[1] 1.49354e—06

A.3 R-Quellcode zu Beispiel 5.8
MLE fiir Weibull(3,7n) bei Rechtszensierung

Der betrachtete Datensatz aus Beispiel 5.8 (Seite 56) hat folgende Struktur:

minage.month | status | maxage.month

2 0.25 F 1.17

30000 0 S 30.05

Tabelle A.2: Exemplarischer Inhalt der Datei: weibulldata.txt

Zur Berechnung des Maximums der log-Likelihood-Funktion I(-) werden wir die R-Funk-
tion optim verwenden. Diese minimiert eine Funktion zu vorgegeben Parametern, also
wenden wir optim auf —[(-) an und erhalten somit unser Maximum. In unserem Fall ver-
wenden wir die Standardmethode von optim, die Nelder-Mead-Methode (auch Downhill-
Simplex-Verfahren), zur Berechnung der Ergebnisse.

1 > library (survival)

> Lade notiges Paket: splines

3 >

1+ > wbdata<-read.table("weibulldata.txt" header=T)

5 > attach(wbdata); names(wbdata)

6 [1] "minage.month" "status" "maxage . month" "fehler .mode"
7 > summary(wbdata)

8 minage . month status maxage . month fehler .mode
9 Min. : 0.000000 F: 139 Min . . 0.07 A 48

10 1st Qu.: 0.000000 S5:47841 1st Qu.:23.21 B : 79

11 Median : 0.000000 Median :32.12 C: 12

12 Mean : 0.006114 Mean :32.10 No:47841

13 3rd Qu.: 0.000000 3rd Qu.:40.01

14 Max. :28.930000 Max. :54.64

15 >

16 > weibull.lik . rightcensored<—function(theta ,x, delta){
17+ bta<—theta|[1]; eta<—theta|[2]
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+ v<—ifelse (delta=—"F" ,dweibull(x, bta ,eta ,log=TRUE) ,
+ pweibull(x,bta,eta ,lower=FALSE, log=TRUE))
+ logl<— sum(v); return(—logl) }
>
> eta.strt<—mean(maxage.month)
>
> optim(c(0.1,eta.strt),weibull.lik .rightcensored ,
+ x=maxage.month, delta=status)
$par
[1] 3.560852e—01 4.043123e+08
$value
[1] 1318.085
$counts
function gradient
309 NA
$convergence
[1] O

par beinhaltet die gesuchten Parameter § und 7, value ist der Wert des Maximums
von [(+), counts gibt die Anzahl der Aufrufe der Funktion weibull.lik.rightcensored
bzw. des Gradienten wahrend der Berechnung an und convergence= 0 bedeutet, dass
das Verfahren erfolgreich konvergierte.

A.4 R-Quellcode zu Beispiel 5.9
MLE fiir Weibull(3,7) bei Rechts- und Intervallzen-
sierung

An dieser Stelle verwenden wir wieder den Datensatz und die Methode aus Anhang A.3
zur Berechnung der ML-Schétzung.

> library (survival)

Lade notiges Paket: splines

>

> wbdata<-read.table("weibulldata.txt" header=T)

> attach(wbdata); names(wbdata)

[1] "minage.month" "status" "maxage.month" "fehler .mode"

V

weibull.lik .int ANDrightcensored<—function (theta ,xmin,xmax, delta){
bta<—theta [1]; eta<—theta [2]

v<—ifelse (delta=—"F" ,log (pweibull (xmax, bta ,eta)—

ifelse (xmin==0,0,pweibull (xmin, bta ,eta))),

pweibull (xmax, bta , eta ,lower=FALSE, log=TRUE) )

logl<—sum(v); return(—logl) }

eta . strt<—mean(maxage.month)

vV V VYV + 4+ + + +V

minage . month . rounded<—floor (minage . month*10) /10
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>
> optim(c(0.1,eta.strt),weibull.lik.intANDrightcensored ,
+ xmin=minage . month.rounded ,xmax=maxage . month , delta=status)
$par
[1] 2.834713e—01 2.062237e+10
$value
[1] 1218.164
$counts
function gradient
001 NA
$convergence
[1] 1

Hier ist zu beachten, dass convergence= 1, das bedeutet, dass das Iterationslimit maxit
erreicht wurde.

A.5 R-Quellcode zu Beispiel 6.1
Likelihood-Quotienten-Konfidenzintervalle

Wir berechnen nun die LQ-Konfidenzintervalle fiir die ML-Schétzungen aus Tabelle 5.2
(Seite 46).

> library (survival)

Lade notiges Paket: splines

>

KIMin<—function (mle , sumDelta ,sumY, xStart ){

uniroot (function (x) sumDeltaxlog (x)—sumY#*x+
(qchisq (0.95,1) /2—1log (mle)*sumDeltatmle*sumY) ,c(xStart ,mle) ,
tol=xStart/le50) }

KIMax<—function (mle , sumDelta ,sumY,xEnd){
uniroot (function (x) sumDeltaxlog (x)—sumY#*x+|
(qchisq (0.95,1) /2—log (mle)*sumDeltatmlexsumY ) ,c(mle,xEnd) ,
tol=xEnd/1e50) }

~ KIMin(1.194822¢—5,8,669555.9,1c—9)$root
[1] 5.460142e—06

> KIMax(1.194822¢—5,8,669555.9,1c—4)$root
[1] 2.224093e—05

>

~ KIMin(1.433786e—4.,8,669555.9/12,1e—8)$ro0t
[1] 6.55217e—05

> KIMax(1.433786¢—4.8,669555.9/12,1e—3)$r00t
[1] 0.0002668912

>

>

~ KIMin(1.792233¢—5,1,669555.9/12,1c—9)$r00t
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(1

] 1.022629¢—06

> KIMax(1.792233e—5,1,669555.9/12,1e—4)$root

[1
>
>
>

| 7.891237e—05

> KIMin(2.94492e¢—7,5,16978388,1e—10)$root

[1

] 1.056051e—0

> KIMax(2.94492e¢—7,5,16978388,1e—4)$root

[1
>
>
>

| 6.329452e—07

> KIMin(9.816401e—8,5,50935164,1e—12)$root

[1

] 3.520172e—08

> KIMax(9.816401e—8,5,50935164,1e—6)$root

1

] 2.109817e—07

A.6 R-Quellcode zu Abschnitt 6.4

A

Einfluss von Zensierung

.6.1 Definition von ki95.unz() aus Abschnitt 6.4

ki95 . unz<—function (dat){
n<—length(dat); mle<—1/mean(dat)
xStart<—mle/le4; xEnd<—mlex10
fkt<—function(x) n*log(x/mle)+ (mle—x)*sum(dat)+qchisq(0.95,1)/2
Min<—uniroot (fkt ,c(xStart ,mle), tol=xStart/1e50)
Max<—uniroot (fkt ,c(mle,xEnd) , tol=xStart /1e50)
c(Min$root ,mle ,Max$root )

}

.6.2  Definition von ki95.rz() aus Abschnitt 6.4.1

ki95 . rz<—function (dat ,cR){

n<—length (dat)

dataCens<—ifelse (cR—dat <0,cR, dat)

delta<—ifelse (cR—dat <0,rep (0,n),rep(1,n))

mle<—sum(delta) /sum(dataCens)

xStart<—mle/le4; xEnd<—mlex10

fkt . mleNeqO<—function (x){
sum(delta)=*log(x/mle)+(mle—x)*sum(dataCens)+qchisq(0.95,1)/2 }

Min<—ifelse (mle==0,0,
uniroot ( fkt . mleNeq0,c(xStart ,mle), tol=xStart/1e50)S$root)

Max<—ifelse (mle==0,qchisq(0.95,1) /(2*sum(dataCens)),
uniroot ( fkt . mleNeq0,c(mle,xEnd) , tol=xStart/1e50)$root)

partCens<—l—-sum(delta)/n
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+ ¢ (Min, mle ,Max, partCens)
+ o

A.6.3 Definition von ki95.iz() aus Abschnitt 6.4.2

> ki95.iz<—function(dat,1){

+ n<-length(dat)

+ MaxT<—max(dat)*1.5; reps<—MaxT%/%1; Clnt<—(0:reps)=l
+ Cilnt<—matrix(rep (ClInt ,n), byrow=T,nrow=n)

+ dataCensMin<—dat

+ for (j in 1:n){

+  dataCensMin | j |<-max(Cilnt [j, Cilnt [j,|<=dat[]j]])

+

+ mle<—(1/1)*log(mean(dataCensMin)+1)—(1/1)+*log (mean(dataCensMin ))
+ fkt<—function(x){

+  (mle—x)#sum(dataCensMin)+n*xlog(l1—exp(—x=*1))—

+ nxlog(l—exp(—mlex1))+qchisq(0.95,1)/2

+ )

+ xStart<—mle/1el0; xEnd<-—mlex1000; tole<—xStart/lel0
+  Min<—uniroot ( fkt ,c(xStart ,mle), tol=tole)$root

+ Max<—uniroot (fkt ,c(mle ,xEnd), tol=tole)$root

+ ¢ (Min, mle ,Max)

+ o}

A.7 R-Quellcode zu Beispiel 7.1 und Beispiel 7.2
Verteilung einer gemischten Population

Fiir die Anteile der einzelnen Gruppen an der Gesamtpopulation werden wir hier die
Informationen aus Datei lifedataforr.txt (vgl. Tabelle A.1) verwenden (siehe dazu
z.B. Zeile 23). Die fehlenden Parameter bezichen wir aus Tabelle 5.2 (siche dazu die
Zeilen 8 bis 21).

A.7.1 R-Quellcode zu Beispiel 7.1

> library (survival)

Lade notiges Paket: splines

>

> lifedata<-read.table("lifedataforr.txt" 6 header=T)

> attach(lifedata ); names(lifedata)

[1] "Group" "Age.month" "Age.quarters" "Status" "Failuretype"
>

> parTab62<-read.table("parTab62.txt" header=T)
> attach(parTab62); parTab62

T62. Block .Name T62.Anz T62. Vert T62.P1 T62.P2 T62.P3
1 Batterie 1 WBL 6.54620e+00 1.79195 9.0197
2 Durchfiihrung 1 EXP 1.56000e—07 NA NA
3 Gehause 1 EXP 1.56000e—-07 NA NA
4 1C 1 EXP 1.43379e¢—04 NA NA
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5 Keramik. Kondesatoren 21 EXP 9.81640e—08 NA NA
6 Quarz 1 EXP 0.00000e-+00 NA NA
7 Reed 1 EXP 1.79223e-05 NA NA
8 Schweifverbindungen 4 EXP 3.90000e—-08 NA NA
9 Schweifsverbindungen 10 EXP 1.56000e—08 NA NA
10 Tantal.Kondensatoren 7 EXP 2.94492e—-07 NA NA
11 Widerstande 27 EXP 0.00000e-+00 NA NA
> t<—seq(2004,2020,0.1); parWerte<—0

VVVVVVVVA++VVtH+-VVVF+-t++++F++YV++FF++++F+++VVYVVY

ni<—1:6; for (j in 1:6) ni|j]<sum((2003+ j<=Group )&(Group<2004+j))
n<—sum( ni)

fSystemGi<—function (t, parWerte){
bta<—parWerte [1 ,4]|; eta<—parWerte |1 ,5]; gammal—parWerte|[1 ,6]
summandlambda<—2:length (parWerte | ,1])
for (i in 1:length(summandlambda)){
summandlambda | i |[<-parWerte[i+1,2|*parWerte[i+1,4] }
sumlambda<—sum (summandlambda )
ifelse (t<0, 0,
ifelse (t<gamma, sumlambdaxexp(—sumlambdaxt ),
((bta/eta)*((t—gamma)/eta )~ (bta—1)+sumlambda)x*
exp(—((t—gamma) /eta)” bta—sumlambdaxt) ) }
FSystemGi<—function (t,parWerte){
bta<—parWerte [1 ,4]|; eta<—parWerte |1 ,5]; gamma<—parWerte |1 ,6]|
FSFaktor<—1:length (parWerte|,1])
FSFaktor [1]<—ifelse (t<=gamma, 1 ,
pweibull (t—gamma, bta ,eta ,lower. tail=FALSE))
for (i in 2:length(FSFaktor)){
FSFaktor|i|<—ifelse (t<=0,1,
pexp(t,(parWerte[i,2]*xparWerte|[i,4]) ,lower. tail=FALSE)) }
(1—prod (FSFaktor)) }

yfGi<—matrix(c(t,t,t, t,t,t), byrow=T, nrow=6)

for (j in 1:6){

for (i in 1:length(t)){
yfGi|j,i]|<—fSystemGi(t[i]—(2003+j),parTab62) } }

yFGi<—matrix(c(t,t,t,t,t,t),byrow=T, nrow=06)

for (j in 1:6){

for (i in 1l:length(t)){
yFGi[j,1]<-FSystemGi(t[i]—(2003+]),parTab62) } }

yfMixed<—t; summand<—yfGi

for (j in 1:6) summand|j,|<-ni[j]|/nxyfGi[j,]

for (i in 1:length(yfMixed)) yfMixed|[i|<-sum(summand|,i])
yFMixed<—t ; summand<—yFGi

for (j in 1:6) summand|[j ,|<—ni|j]|/n*xyFGi|j ,]|

for (i in 1:length(yFMixed)) yFMixed|i|<-sum(summand|,i])
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plot (0,1 ,xlim=c(2004,2020),ylim=c(0,0.005),col=0,xlab="Jahre",
ylab="Dichte ,__f(t)")

for (i in 0:10){lines(c(2004,2020),c(0,0)+0.0005x%i ,1ty =3,
col="gray")}

for (i in 0:16){lines(c(2004,2004)+1i,c(0,0.005),1ty=3,col="gray")}
for (j in 1:6){lines(t,yfGi[j,],lty=1,lwd=1,col=j+1)}

for (j in 1:6){lines(t,yFGi[j,|,lty=4,lwd=1,col=j+1)}

lines (t,yfMixed, Ity =1,lwd=2,col=1)

lines (t,yFMixed, Ity =4,lwd=2,col=1)

legend (2004 ,0.005,c("Dichte_einzelne _Gruppen",
"Dichte_gemischte_Population" " Verteilungsfkt._einzelne_Gruppen"
"Verteilungsfkt._gemischte_Population"), lty=c(1,1,4,4),
lwd=c(1,2,1,2),col=c(4,1,4,1),bg="white")

plot (0,1 ,xlim=c(2004,2020) ,ylim=c(0,1.4),col=0,xlab="Jahre",
ylab="Dichte ,__f(t)")

for (i in 0:14){lines(c(2004,2020),c(0,0)+0.1%i,lty=3,col="gray")}

for (i in 0:16){lines(c(2004,2004)+i,c(0,1.4),1ty=3,col="gray")}

for (j in 1:6){lines(t,yfGi[j,],lty=1,lwd=1,col=j+1)}

for (j in 1:6){lines(t,yFGi[j,],lty=4,lwd=1,col=j+1)}

lines (t,yfMixed , 1ty =1,lwd=2,col=1)

lines (t,yFMixed, Ity =4,lwd=2,col=1)

legend (2004 ,1.4,c("Dichte_einzelne _Gruppen" ,
"Dichte_gemischte_Population" ," Verteilungsfkt._einzelne_Gruppen",
"Verteilungsfkt._gemischte_Population"), lty=c(1,1,4,4),
lwd=c(1,2,1,2),col=c(4,1,4,1),bg="white")

yFMixed | which (t==2011)]

[1] 0.0007933307

>

yFMixed [which(t==2018.5)]

[1] 0.8335863

V

>
>
+
+
+
+
+
+
+
+
>
>
>
+
+
>
>

lambdaSystemGi<—function (t,parWerte){
bta<—parWerte [1 ,4]|; eta<—parWerte |1 ,5]; gamma<—parWerte|[1 ,6]
lambdaSSummand<—1:length (parWerte | ,1])
lambdaSSummand [1]|<—ifelse ( t<-gamma, 0,
dweibull (t—gamma, bta , eta)/
pweibull (t—gamma, bta , eta ,lower. tail=FALSE) )
for (i in 2:length (lambdaSSummand)){
lambdaSSummand | i |<—ifelse (t<=0, 0, parWerte|i,2|*parWerte[i,4])}
sum (lambdaSSummand) }

yLambdaGi<—matrix(c(t,t,t,t,t,t), byrow=T, nrow=6)
for (j in 1:6){
for (i in 1l:length(t)){
yLambdaGi|j , i |<-lambdaSystemGi(t|i]—(2003+j),parTab62) } }

yLambdaMixed<—t
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>
>
>

for (i in 1:length(t)) yLambdaMixed|i|<—yfMixed|[i]/(1—yFMixed|[i])

A.7.2 R-Quellcode zu Beispiel 7.2 (mit manipulierten Werten)

parTab62BattMod<—parTab62

parTab62BattMod [ T62. Block . Name—"Batterie" ,6]|<-3
parTab62WidMod<—parTab62

parTab62WidMod [ T62. Block . Name="Widerstédnde" ,4|<-le—4

yfGiMod<—yf{Gi

for (i in 1:length(t)){

yfGiMod [3 , 1 |<—fSystemGi(t[i] —(2003+3),parTab62BattMod) }
for (i in 1:length(t)){

yfGiMod [2 , i |<—fSystemGi(t[i]|—(2003+2),parTab62WidMod) }
yFGiMod<—yFGi

for (i in 1:length(t)){

yFGiMod [3 , i |<—FSystemGi(t[i]—(2003+3),parTab62BattMod) }
for (i in 1:length(t)){

yFGiMod |2, i |<—FSystemGi(t[i]—(2003+2),parTab62WidMod) }

yfMixedMod<—yfMixed ; summand<—yfGiMod

for (j in 1:6) summand|j ,|<-ni[j]|/nxyfGiMod|j ,]|

for (i in 1:length(t)) yfMixedMod|i|<-sum(summand]|,i|)
yFMixedMod<—yFMixed ; summand<—yFGiMod

for (j in 1:6) summand|j ,|<-ni|j]|/n*xyFGiMod]|j .|

for (i in 1:length(t)) yFMixedMod|i|<—sum(summand],i])
yFMixedMod | which (t ==2011)]

[1] 0.1860573

>

yFMixedMod [ which (t ==2018.5)]

[1] 0.8335863

Y

V+V VYV +YV+VYVYVVY

yLambdaGiMod<—yLambdaGi
for (i in 1:length(t)){

yLambdaGiMod |3 , i |<—lambdaSystemGi(t|[i]—(2003+43),parTab62BattMod) }
for (i in 1:length(t)){

yLambdaGiMod |2 , i |<—lambdaSystemGi(t[i]—(200342),parTab62WidMod) }

yLambdaMixedMod<—yLambdaMixed
for (i in 1:length(t)){
yLambdaMixedMod [ i |[<—yfMixedMod [i] /(1—yFMixedMod|[i]) }
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Anhang B

Symbole und Abkiirzungen

i-ter deterministischer Zensierungszeitpunkt (s. S. 23)

i-ter zufalliger Zensierungszeitpunkt (s. S. 24)
Exponentialverteilung mit Parameter A (hier stets die Ausfallrate)
Erwartungswert der Zufallsgrofe X

Verteilungsdichte

Verteilungsfunktion, Ausfallwahrscheinlichkeit (s. S. 1ff.)

absolut stetiger Anteil von F(+)

stetiger Anteil von F(+)

reiner Sprunganteil von F(-)

singulérer Anteil von F'(-)
=F(z)—F(z—)=P(T'<z)-P(T'<z)=P(T =x)
Verteilungsfunktion der i-ten Komponente eines Systems
Verteilungsfunktion der Zufallsvariable Y

Verteilungsfunktion der unzensierten Beobachtungen aus Y7, ...,Y,
Verteilungsfunktion der zensierten Beobachtungen aus Y7,...,Y,
=P(T < t)

empirische Verteilungsfunktion (s. S. 27)

Fisher-Information, Informationsmatrix (s. S. 41)

Beobachtete Informationsmatrix (s. S. 65)

Konfidenzintervall (s. S. 59)

Likelihood-Funktion (s. S. 35)

log-Likelihood-Funktion

Logarithmische Normalverteilung mit den Parametern p und o
Normalverteilung mit Erwarungswert p und Varianz o
k-dimensionale Normalverteilung mit Erwarungswertvektor g und
Kovarianzmatrix X

Wahrscheinlichkeit des zufélligen Ereignisses A

Reliability Block Diagram

Relative Likelihood-Funktion (s. S. 59)

i-te Komponente eines Systems (s. S. 15)
Uberlebenswahrscheinlichkeit, Zuverlissigkeit

Schétzfunktion der Zuverléssigkeit, Kaplan-Meier-Schétzer (s. S. 30ff.)
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Si(+) Uberlebenswahrscheinlichkeit der i-ten Systemkomponente

T zufillige Lebensdauer

t Realisierung der Zufallsgrofe T

T; zufillige Lebensdauer der i-ten Komponente eines Systems oder der
i-ten Beobachtung einer unabhéngigen Stichprobe

T, zufillige Lebensdauer der i-ten Beobachtung einer der Grofe nach
geordneten Stichprobe (s. S. 29)

to Lageparameter

Var (X) Varianz der Zufallsgrofe X

Weibull(3,77) Weibullverteilung mit den Parametern /3 und n

Formparameter der Weibull-Verteilung (s. S. 8)
Indikatorfunktion der i-ten Beobachtung (,,Zensierungsindikator®)
Indikatorfunktion der i-ten Beobachtung einer der Grofe nach
geordneten Stichprobe (s. S. 29)

Gammafunktion (s. S. 10)

Skalenparameter der Weibull-Verteilung (s. S. 8)

Parameter der Exponentialverteilung (s. S. 7)

Ausfallrate, Hazardrate (s. S. 3)

Hazardfunktion, integrierte Ausfallrate, kumulierte Hazardrate (s. S. 5)
Schétzfunktion der Hazardfunktion (s. S. 28)

Ausfallrate der i-ten Komponente eines Systems

Lageparameter der Normalverteilung (s. S. 11),

Erwartungswert einer Zufallsgroffe mit Normalverteilung
a-priori-Wahrscheinlichkeit (s. S. 75)

Parameter einer Verteilungsfamilie

b=

3

) > S

= >
= 3
o/~
N—

3

y o

Schétzfunktion fiir den Parameter v
Skalenparameter der Normalverteilung (s. S. 11)
Varianz einer Zufallsgroffe mit Normalverteilung

Q. 9 <
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