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Introducción

La teoŕıa sobre Procesos de ramificación surge a principios del siglo XX: el origen se atribuye a
los estudios realizados, independientemente, por Bienaymé en Francia y por Galton y Watson en
Inglaterra, con objeto de investigar las razones de la extinción de determinadas ĺıneas familiares de
la aristocracia. Se considere como punto de partida el siguiente problema planteado por F. Galton
en la revista “Educational Times”, en 1874:
(Problema 4001) Consideremos una población de la que sólo nos interesan los varones adultos, i en
número y que representan apellidos distintos e independientes. Su ley de población es tal que, en cada
generación, un r0 por ciento de los varones adultos tienen hijos varones que no alcanzan ninguno la edad
adulta, un r1 por ciento tienen un sólo hijo varón que alcanza la edad adulta, un r2 por ciento tiene dos,
y aśı sucesivamente hasta un r5 por ciento que tienen cinco. Encontrar (1) ¿qué proporción de apellidos
se extinguirán después de n generaciones?; y (2) ¿cuántos individuos habrá del mismo apellido en una
generación formada por j personas?
La primera respuesta a este problema, fue enviada a Galton por el reverendo H.W. Watson. La
respuesta aportada por Watson no era totalmente satisfactoria y el problema de la probabilidad
de extinción permaneció, al menos en parte, sin solucion durante otro medio siglo. En 1922, R.A.
Fisher consideró dicho problema en un contexto genético, trasladándolo al estudio de la progenie
de un gen mutante. La importancia de su trabajo reside en que por primera vez los Procesos de
Galton-Watson fueron aplicados en Genética. A partir de entonces, los procesos de ramificación han
sido utilizados como modelos matemáticos para describir procesos emṕıricos, no sólo relacionados
con la bioloǵıa, sino también con la F́ısica nuclear, la Medicina, las ciencias de la Computación, la
Demograf́ıa, etc.

Durante el siglo XX se ha desarollado ampliamente, occupando en la actualidad un lugar desta-
cado dentro del contexto general de la teoria sobre Procesos estocasticos, habiéndose publicado
numerosas monograf́ıas sobre su teoŕıa y aplicaciones, entre las que citaremos por su especial sig-
nificación las de Harris [13], Athreya & Ney [1], Jagers [15], Sewastjanow [23], Pakes [22], Haccou,
Jagers, Vatutin [12].

Las notas son estructuradas en 3 caṕıtulos. El primer caṕıtulo incluye varias propiedades
(Markov, martingala, extinción, cuasi-estacionaridad, condicionamiento a la no extinción) del
proceso de ramificación simple de Bienaymé-Galton-Watson (BGW), un proceso de tiempo
discreto. En el caṕıtulo dos se introduce el proceso de ramificación BGW de tiempo continuo y
se estudian sus propiedades como proceso de Markov, y como martingala. Tambien, se analiza lo
que resulta cuando se condiciona la dinámica a la no extinción en el futuro lejano. Se discute la
similitud con el caso de tiempo discreto. El tercero caṕıtulo incluye ĺımites de procesos de BGW
para densidad de población grande. Aśı se costruye -entre otras cosas- el proceso de difusión de
Feller. Se mencionará unas propiedades cualitativas t́ıpicas.

Deseo expresar mi agradecimiento especialmente a mis compañeros Sylvie Méléard, Maria
Emilia Caballero, Begoña Fernandez, Luis Gorostiza, Manuel Molina Fernández y Miguel González
Velasco por su material [20], [3], [8], [10], [19] y [21] que me prestaron muy generosamente.
Quiero hacer patente mi especial reconocimiento a Sophie Pénisson y Michael Högele por haberme
ayudado a concevir estas notas, y entre otras cosas haber dibujado algunas figuras y haber
corregido mis inumerables faltas en español.

Berĺın, abril de 2010
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1. Unas propiedades de los procesos de Bienaymé-Galton-

Watson de tiempo discreto (BGW)

1.1. Definición

Consideramos una población sujeta a reproducción. En el instante n = 0 hay X0 individuos.
Al transcurrir el tiempo, despues de un tiempo de vida igual a 1, los individuos se reproducen
independientemente según una ley de ramificación r := (rj)j∈N. Los nuevos individuos - después de
un tiempo de vida igual a 1 - se reproducen independientemente con las mismas reglas.

El proceso de BGW es la sucesión de variables aleatorias (Xn)n∈N -con espacio de estados N-
representando el número de individuos de las generaciónes sucesivas, definida del siguiente modo: Xn+1 =

i∑
k=1

Yn,k si Xn = i ≥ 1

Xn+1 = 0 si Xn = 0.

Las variables aleatorias (Yn,k)n,k son independientes e idénticamente distribuidas de ley r. Intuitivo,
Yn,k representa el número de descendientes del individuo k-ésimo de la n-ésima generación.

En estas notas, supondremos siempre que la ley r no es degenerada, es decir : r0 > 0 y r0+r1 < 1.

Ejemplos

BGW con reproducción binária: ver figura 1a
r2 = 1− r0, rj = 0 por j 6∈ {0, 2}. Cuando r0 = r2 = 1/2 se llama cŕıtica.

Reproducción de segmentos de ADN de largo N :
r0 = b, r1 = (1− b)(1− aN), r2 = (1− b)aN , rj = 0 para todos j ≥ 3. (a, b ∈]0, 1[)

propuestos por Watson:

• (W1): r= U{0,1,2}, asi r0 = r1 = r2 = 1
3

ver [9], p. 141

• (W2): r= B5,1/4, ver [9], p.142 y figura 1b.
Asi

r0 r1 r2 r3 r4 r5(3

4

)5
5

34

45
10

33

45
10

32

45
5

3

45

1

45

≈ 0,237 0,396 0,264 0,088 0,014 0,001

Modelo geométrico de parámetro a ∈ [0, 1] : r = Ga
rj = a(1− a)j para j ≥ 0.

Modelo cuasi-geométrico (a, b) - o geométrico modificado en 0- :
r0 = b, rj = (1− b)a(1− a)j−1 para j ≥ 1. (Si a = b, es geométrico.)
Ejemplo de A. Lotka [18] y figura 2. Estatisticas estimádas:
r0 = 0, 4981; r1 = 0, 2103; r2 = 0, 1270; r3 = 0, 0730; r4 = 0, 0418; r5 = 0, 0241 · · · r10 =

4



n0

X  = 23X  = 30

(a) BGW binário

n0

X  = 143X  = 20

(b) Proceso BGW propuesto por Watson (W2)

Figura 1: Procesos de ramificación de tiempo discreto
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0, 0005 · · · aproximádo por
r0 = 0, 4828; r1 = 0, 2289; r2 = 0, 1279; r3 = 0, 0714; r4 = 0, 0399; r5 = 0, 0233 · · · r10 = 0, 0012
que se interpretan como un modelo cuasi-geométrico con los parámetros a ≈ 0, 4414 y b ≈
0, 4828.

1.2. Propiedad de ramificación

Los descendientes de un individuo de cualquier generación forman un proceso equivalente al
total.

El proceso iniciado en X0 = i es la suma de i copias independientes de X iniciadas en 1:

∀i , k P
(
(Xn+k)n≥0 ∈ ·|Xk = i

)
= P

(
(

i∑
j=1

X(j)
n )n≥0 ∈ ·

)
donde P(X(j) ∈ ·) = P(X ∈ ·|X0 = 1)

1.3. Propriedad de Markov y clasificación de los estados

Un proceso de BGW X es una cadena de Markov porque su comportamiento futuro sólo depende
del presente independientemente del pasado: para todos n ∈ N, i, j ≥ 1, x0, x1, · · · ∈ N,

P
(
Xn+1 = j|X0 = x0, X1 = x1, · · · , Xn = i

)
= P

( i∑
k=1

Yn,k = j|X0 = x0, X1 = x1, · · · , Xn = i
)

= P
( i∑
k=1

Yn,k = j
)

=
∑

k1+···+ki=j

rk1 · · · rki = (r?i)j = P(Xn+1 = j|Xn = i)

y
P(Xn+1 = j|X0 = x0, X1 = x1, · · · , Xn = 0) = 0 si j 6= 0 y 1 si no .

Su matriz de transición P = (Pij)i,j≥0 veŕıfica

Pij := P(Xn+1 = j|Xn = i) = (

i︷ ︸︸ ︷
r ? · · · ? r)j.

El estado 0 es absorbente, porque si Xn = 0 entonces Xm = 0 para todos m ≥ n.

Teorema 1 : Clasificación de estados
Sea X un proceso de BGW no degenerado. El estado 0 es el único estado recurrente, es decir

P(Xn = 0 para algún n ∈ N|X0 = 0) = 1.

El resto de estados son transitorios: sea i ≥ 1;

P(Xn = i para algún n ∈ N|X0 = i) < 1.

La unica distribución estacionaria (o de equilibrio) π es trivial: π0 = 1 y πi = 0 si i ≥ 1.
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Demostración: 0 es absorbente entonces es recurrente:
Sea Ti el primer tiempo positivo de visita a i. P(T0 < +∞|X0 = 0) = P(T0 = 1|X0 = 0) = 1, de
donde 0 es recurrente. El tiempo de vuelta a 0 es casi seguramente finito.
Sea i ≥ 1.

P(Ti = +∞|X0 = i) ≥ P(X1 = 0|X0 = i) ≥ (r0)i > 0,

de donde i es transitorio. El tiempo de vuelta a i puede ser infinido.
Sea π una distribución estacionaria. Es una ley que es invariante sobre la dinamica de reproducción:
Si la ley de X0 es π, entonces para cada tiempo n la ley de Xn se queda igual a π; en particular,

π0 = P(X1 = 0) =
∑
i≥0

P(X1 = 0|X0 = i)P(X0 = i) =
∑
i≥0

(r0)iπi > π0

excepto si πi = 0 para cada i ≥ 1. �

1.4. Función generatriz y momentos

Se toma la notación f para la función generatriz de la ley r:

f(s) := E(sYn,k) = E(sX1 |X0 = 1) =
∑
j≥0

rj s
j, 0 ≤ s ≤ 1.

La función f es continua, crece y es estrictamente convexa en el caso no degenerado.

Ejemplos :

Reproducción binaria: f(s) = r0 + r2s
2 = 1 + r2(s2 − 1).

En el caso llamado cŕıtico r0 = r2 = 1/2, f(s) = 1
2
(1 + s2)

(W1): f(s) =
1

3
(1 + s+ s2) =

1

3

1− s3

1− s

(W2): f(s) =
(3 + s

4

)5

.

Modelo geométrico (a) : f(s) =
a

1− (1− a)s
.

Reproducción cuasi-geométrica (a, b): f(s) = b+ (1− b) as

1− (1− a)s
. (Ver la figura 2)

El valor medio m de la ley r representa el número promedio de individuos generados en una
reproducción:

m =
∑
j≥0

j rj = E(X1|X0 = 1) = f ′(1−).

Supondremos siempre en estas notas que m < +∞. Se consideran tres casos:
m < 1 : ramificación subcŕıtica
m = 1: ramificación cŕıtica
m > 1 : ramificación supercŕıtica

7



Figura 2: A. Lotka: The extinction of families (1931). Tabla y iteración de la función generatriz f
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Supondremos tambien que existe el segundo momento de la ley de reproducción :

σ2 :=
∑
j≥0

(j −m)2 rj = Var(X1|X0 = 1).

Ejemplos :

Reproducción binaria: m = 2r2. Es cŕıtica solo si r2 = 1/2 (⇒ r0 = 1/2).

(W1): m = 1 y σ2 = 2/3.

(W2): m = 5
4

y σ2 = 15
16

.

Modelo geométrico (a) : m =
1− a
a

y σ2 =
1− a
a2

.

Reproducción cuasi-geométrica (a, b): m =
1− b
a

(En el caso de Lotka m ≈ 0,5172
0,4414

= 1, 17. El modelo es supercŕıtico.)

Proposición 2 : Estructura iterativa de la función generatriz de BGW
Si se nota fn(s) := E(sXn|X0 = 1) la función generatriz de Xn cuando X0 = 1, entonces

fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (n veces ) y E(sXn|X0 = i) = (fn(s))i, i ≥ 1.

Demostración: por inducción

E(sXn+1 |X0 = 1) =
∑
i≥0

E(1I{Xn=i}s
Xn+1|X0 = 1) =

∑
i≥0

E(1I{Xn=i}s
∑i
k=1 Yn,k |X0 = 1)

=
∑
i≥0

E(1I{Xn=i}|X0 = 1)(E(sY |X0 = 1))i =
∑
i≥0

P(Xn = i|X0 = 1)f(s)i = fn ◦ f(s). �

Asi la respuesta a la pregunta (2) de Galton:

P(Xn = j|X0 = i) =
1

j!

∂j

∂sj
(fn(s)i)|s=0

Ejemplos

Reproducción geométrica (a): se prueba que

fn(s) =


mn(1− s) +ms− 1

mn+1(1− s) +ms− 1
si a 6= 1/2,

n(1− s) + s

(n+ 1)− ns
si a = 1/2 (caso critico) .

con m = (1− a)/a.
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Reproducción cuasi-geométrica (b, a): (Ver la figura 2)
Se prueba por inducción que, en el caso no cŕıtico a 6= 1− b,

fn(s) = bn + (1− bn)
ans

1− (1− an)s

donde bn := 1−mnan y an :=
a+ b− 1

b− (1− a)mn
(m =

1− b
a

).

Los momentos
Se verifican por inducción las siguientes igualdades:

∀n ∈ N, E(Xn) = mn E(X0)

y Var(Xn|X0 = 1) =

{
nσ2 si m = 1

mn−1m
n − 1

m− 1
σ2 si m 6= 1.

Demostración: por inducción

E(Xn+1|X0 = 1) = f ′n+1(1) = (fn ◦ f)′(1) = f ′(1)f ′n ◦ f(1) = m E(Xn|X0 = 1). �

Ejemplos

(W1): E(Xn) = E(X0) y Var(Xn) = 2
3
nE(X0)

(W2): E(Xn) = E(X0)(5
4
)n y Var(Xn) = 15

4
(5

4
)n−1((5

4
)n − 1)E(X0)

1.5. Unas martingalas asociadas

Normalizando el proceso BGW (se m ∈]0,+∞[), se define la sucesión Wn :=
1

mn
Xn.

Proposición 3 : Primera propiedad de martingala
Sea Fn la σ-álgebra definida por Fn := σ(X0, · · · , Xn). Entonces, el proceso normalizado

Wn :=
Xn

mn

es una martingala no negativa con respecto a (Fn)n. Por lo tanto W := ĺımnWn existe casi segura-
mente y 0 ≤ W < +∞.

Demostración. Una martingala debe verificar:

∀n ∈ N, E(Wn+1|Fn) = Wn.

Pero E(Xn+1|Fn) = E(Xn+1|Xn).

Ademas E(sXn+1 |Xn = i) = f(s)i

⇒ ∂

∂s
E(sXn+1 |Xn = i) = E(Xn+1s

Xn+1−1|Xn = i) = if ′(s)f(s)i−1;

( por s = 1) E(Xn+1|Xn = i) = if ′(1) = mi;

10



Figura 3: Convergencia de Wn = Xn
mn

por lo tanto

E(Wn+1|Fn) =
1

mn+1
E(Xn+1|Fn) =

1

mn+1
mXn = Wn c.s.

Se sabe que cada martingala no negativa converge c.s. (ver [24] Teorema 2.21 o [28] §11.5) entonces
existe W .
Si m ≤ 1, Xn → 0 c.s. y W ≡ 0.
Si m > 1, {W > 0} = {Xn → +∞}. �

Proposición 4 : Una familia de martingalas

Para cada función h acotada, el proceso (h(Xn)−
n−1∑
k=0

(P−Id)h(Xk))n es una martingala con respecto

a (Fn)n.

Demostración. Sea Zn := h(Xn)−
∑n−1

k=0(P − Id)h(Xk).

E(Zn+1 − Zn|Fn) = E(h(Xn+1)|Xn)− h(Xn)− (P − Id)h(Xn).

Pero E(h(Xn+1)|Xn = i) =
+∞∑
j=0

Pij h(j) =: Ph(i)

⇒ E(h(Xn+1)|Xn) = Ph(Xn)

y ∀n ∈ N E(Zn+1 − Zn|Fn) = 0 �
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Comentario: En el caso critico m = 1, la función h = Id es armónica nel sentido que
(P − Id)h ≡ 0:

((P − Id)h)(i) =
∑
j≥0

Pijh(j)− h(i) =
∑
j≥0

jPij − i = E(X1|X0 = i)− i = mi− i = 0.

Entonces, se verifica otra vez que Xn es una martingala.

1.6. La probabilidad de extinción

La probabilidad de extinción de la n-ésima generación P(Xn = 0|X0 = 1) vale fn(0). (Respuesta
a la prejunta (1) de Watson). La probabilidad de extinción es el limite de fn(0) y representa la
probabilidad del suceso de {Xn → 0}. Ella constituyó el punto de arranque del estudio del BGW.
Se buscan condiciones para que el proceso no se extinga. Dichas condiciones dependen en gran
medida del valor experado m de la ley de reproducción. Esto originó la clasificación de los BGW
en los tres tipos supercŕıtico, cŕıtico y subcŕıtica, según m > 1,m = 1 o m < 1.

Teorema 5 : Probabilidad de extinción

Caso (sub)cŕıtico, m ≤ 1:
La población se extingue casi seguramente, es decir,

X∞ = ĺım
n
Xn = 0 c.s.⇔ ∀i ∈ N, P(Xn = 0 para algún n|X0 = i) = 1

Caso supercŕıtico, m > 1:
La población sobrevive con probabilidad positiva, es decir,

X∞ = ĺım
n
Xn ∈ {0,+∞} existe c.s. y P(X∞ = +∞|X0 = i) = 1− qi

donde q es la unica ráız en [0,1[ de la ecuación f(s) = s.

Demostración: El tiempo aleatorio de extinción T0 es el primer tiempo positivo de visita a 0,
T0 = ı́nf{n ∈ N : Xn = 0}. Entonces {T0 < +∞} = ∪↗n{Xn = 0} = {X∞ = 0}. Aśı

P(T0 < +∞|X0 = i) = ĺım
n

P(Xn = 0|X0 = i) = ĺım
n

P(Xn = 0|X0 = 1)i = ĺım
n

(fn(0))i.

La prueba del teorema es inmediata si se toma en cuenta el siguiente lema.

Lema 1 ĺımn fn(0) = q donde q es la ráız la mas pequeña en [0,1] de la ecuación f(s) = s.
Cuando m ≤ 1, q = 1 y cuando m > 1, q < 1.

Demostración de este lema:
- Si m ≤ 1, s 7→ f ′(s)− 1 ≤ 0 crece para todo s ∈ [0, 1], luego s 7→ f(s)− s decrece estrictamente
desde el valor r0 > 0 hasta el valor 0. Es decir q = 1.
Dado que f crece,

0 < f(0) ≤ f2(0) · · · ≤ fn(0) · · · ,

entonces fn(0) ∈ [0, 1] crece y tiende a q cuando n → ∞, donde q = 1 es el único punto fijo de f
en [0,1].

12



- Si m > 1, s 7→ f ′(s)− 1 toma valores negativas y después positivas, entonces s 7→ f(s)− s decrece
a partir de r0 y despues crece hasta el valor 0; De donde existen valores negativos y (teorema de
las valores intermediarias) un valor q ∈]0, 1[ tale que f(q)− q = 0.
Dado que f crece,

0 < r0 = f(0) ≤ f2(0) · · · ≤ fn(0) · · · ,

entonces fn(0) crece y tiende a la ráız más pequeña de la ecuación f(s) = s, que es exacto q.
�

Ejemplos:

Reproducción binaria supercŕıtica, r2 > 1/2:

q es la ráız la mas pequeña de r2 q
2 − q + 1− r2 = 0. Entonces q =

1− r2

r2

.

(W1): BGW cŕıtico.
f1(0) f2(0) f3(0) f4(0) f5(0)
≈ 0,333 0,481 0,571 0,641 0,675

q = ĺımn fn(0) es ráız de 1
3
(1− 2x+ x2) = 0, entonces q = 1.

(W2):
f1(0) f2(0) f3(0) f4(0) f5(0) f6(0) f7(0) f8(0) f9(0) f10(0)
≈ 0,237 0,346 0,410 0,450 0,477 0,496 0,510 0,520 0, 527 0,533

BGW supercŕıtico, q = ĺımn fn(0) es la única ráız en [0, 1) de

x5 + 15x4 + 90x3 + 270x2 − 619x+ 243 = 0.

Se calcula: q ≈ 0, 553.

Reproducción geométrica (a).
La probabilidad de extinción de la n-ésima generación vale

fn(0) =


mn − 1

mn+1 − 1
si a 6= 1/2,

n

n+ 1
si a = 1/2 (caso critico) .

En el caso supercritico m > 1 ⇔ a < 1/2, la probabilidad de sobrevivir de la n-ésima
generación es de

P(Xn > 0|X0 = i) = 1−
(
1−mn m− 1

mn+1 − 1

)i
.

Entonces

q = ĺım
n

mn − 1

mn+1 − 1
=

1

m
=

a

1− a
Ver la figura 4 con a = 1/3,m = 2. Luego

P(Xn > 0|X0 = 20) = 1−
(
1− 2n

2n+1 − 1

)20 ≈ 1− (1/2)20

a partir de n ≥ 3.

13



Figura 4: r=geométrica (1
3
) y X0 = i = 20 (m = 2). (a) Tamaño de la población hasta n = 20. (b)

Tiempo de sobreviviencia de cada familia. Cf [12] p.114

En el caso subcŕıtico m < 1,

P(Xn = 0|X0 = i) =
(
1−mn 1−m

1−mn+1

)i
que converge a 1 cuando n→∞ a velocidad exponenciál.
Ver la figura 5, con m = 0, 95 y i = 10.

Reproducción cuasi-geométrica (b, a): (m = (1− b)/a).
La probabilidad de extinción de la n-ésima generación vale

fn(0) = bn = 1− (a+ b− 1)mn

b− (1− a)mn
.

En el caso supercritico 1− a > b:

q = 1− ĺım
n

mn(a+ b− 1)

b− (1− a)mn
= 1− a+ b− 1

a− 1
=

b

1− a

Aplicación al modelo de Lotka: q ≈ 0, 86 (ver la figura 2).

1.7. Estimación práctica del tiempo de extinción

1.7.1. Los cálculos

Se puede estimar, solo con los dos primeros momentos de la ley r, la probabilidad de extinción
de la n-ésima generación cuando la población inicial es i ≥ 1.

Teorema 6 Sea X un proceso de BGW donde la ley de reproducción tiene m como valor medio y
σ2 como varianza.

14



Figura 5: r=geométrica (0,51) y X0 = i = 10 (m = 0, 95). Probabilidad de extinción de las
generaciones hasta n = 50. Cf [12] p.117

Para cada i ≥ 1

iP(Xn > 0|X0 = 1)P(Xn = 0|X0 = 1)i−1 ≤ P(Xn > 0|X0 = i) ≤ iP(Xn > 0|X0 = 1)

En particular, en el caso subcŕıtico m < 1 y cuando n→ +∞,

i (1−m)
mn+1

σ2
≤ P(Xn > 0|X0 = i) = P(T0 > n|X0 = i) ≤ imn

Demostración: Primera desigualdad:

P(Xn > 0|X0 = i) = 1− fn(0)i = (1− fn(0))(1 + fn(0) + fn(0)2 + · · · fn(0)i−1)

≥ (1− fn(0)) i fn(0)i−1

= iP(Xn > 0|X0 = 1)P(Xn = 0|X0 = 1)i−1

Segunda desigualdad:

P(Xn > 0|X0 = i) = 1− fn(0)i = (1− fn(0))(1 + fn(0) + fn(0)2 + · · · fn(0)i−1)

≤ (1− fn(0)) i

= iP(Xn > 0|X0 = 1)

Cuarta desigualdad:

P(Xn > 0|X0 = 1) =
∑
j≥1

P(Xn = j|X0 = 1) ≤
∑
j≥1

j P(Xn = j|X0 = 1)

= E(Xn|X0 = 1) = mn

Tercera desigualdad:

P(Xn > 0|X0 = 1)P(Xn = 0|X0 = 1)i−1 ≥ P(Xn > 0|X0 = 1)(1−mn)i−1.

Para n grande y m < 1 vale (1−mn)i−1 ≈ 1. Entonces queda por probar el siguiente lema.
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Lema 2 La estimación para n grande vale P(Xn > 0|X0 = 1) ≥ 1−m
σ2

mn+1.

Demostración. (En esta prueba supondremos la condición inicial X0 = 1).
Primero, E2(Xn1I{Xn>0}) ≤ E(X2

n)E(1I2
{Xn>0}) = E(X2

n)P(Xn > 0) .

Entonces P(Xn > 0) ≥ E2(Xn)/E(X2
n) = m2n/E(X2

n).
Estimación del segundo momento E(X2

n): E(X2
n) = f ′′n(1) + E(Xn) = f ′′n(1) +mn. Además

f ′′n(1) = f ′′(1)(f ′n−1(1))2 + f ′(1)f ′′n−1(1) = f ′′(1)m2(n−1) +mf ′′n−1(1)

= f ′′(1)(m2n−2 +m2n−3 +m2n−4 + · · ·mn−1)

= (σ2 +m2 −m)mn−1 1−mn

1−m
,

luego

f ′′n(1) +mn = mn−1(σ2 1−mn

1−m
+mn+1).

Entonces

P(Xn > 0|X0 = 1) ≥ m2n

mn−1(σ2 1−mn
1−m +mn+1)

≈ 1−m
σ2

mn+1 �

1.7.2. Aplicación a la extinción de las ballenas negras en el Atlántico Norte

Cf [4], [12], [25] Lecture 3 y http://www.rightwhale.ca
La unidad de tiempo representa un año. La ley de reproducción en este modelo es:

r0 = b, r1 = (1− b)(1− a), r2 = (1− b)a,

donde b es la probabilidad que una ballena hembra se muera durante el año siguiente, en el año
1994 esta probabilidad fue estimada en 0,06 [4]; y a es la probabilidad que una ballena engendre
una ballena hembra pequeña durante el año siguiente, esta probabilidad fue estimada en 0,038.
Entonces,

m = r1 + 2r2 = (1− b)(1 + a) ≈ 0, 976 < 1 : reproducción subcŕıtica!

Cálculo de σ2: σ2 = r1 + 4r2 −m2 = m(1−m) + 2(1− b)a ≈ 0, 095.
En el año 1994, la población de ballenas negras hembras en el Atlántico Norte era de i ≈ 150. Si
sus condiciones de vida no cambian, aplicando el teorema 6, esta población no se extinguirá antes
de n años con probabilidad superior a 0,99, si

i (1−m)
mn+1

σ2
≥ 0, 99⇔ 150 · 0, 024

(0, 976)n+1

0, 095
≥ 0, 99⇔ n ≤ 150,

entonces no antes del año 2144.
Al contrario, esta población se extinguirá antes de n años con probabilidad superior a 0,99 si

imn ≤ 0, 01⇔ 150 · (0, 976)n ≤ 0, 01⇔ n ≥ 395 ,

entonces antes del año 2389, con probabilidad superior a 0,99, no habrá más ballenas negras hembras
en el Atlántico Norte.
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1.7.3. El valor medio del tiempo de extinción T0 en el caso (sub)cŕıtico

Ya se sabe que en este caso T0 < +∞ c.s. Nos interesa estimar el valor medio de T0, en particular
para valores iniciales i grandes.

Teorema 7 En el caso cŕıtico m = 1, para cada i ≥ 1

E(T0|X0 = i) = +∞.

Al contrario, en el caso subcŕıtico m < 1, para cada i ≥ 1,

E(T0|X0 = i) < +∞.

Además, si la ley r satisface
∑

j j log(j + 1)rj < +∞, cuando i es grande:

E(T0|X0 = i) ≈ log i

| logm|
Demostración.

E(T0|X0 = i) =
∑
n≥0

P(T0 > n|X0 = i) =
∑
n

P(Xn > 0|X0 = i) =
∑
n

1− fn(0)i

Caso cŕıtico: Se puede probar que para n grande,

fn(0) ≈ 1− 2

σ2n
.

Luego

1− fn(0)i ≈ 1− (1− 2

σ2n
)i ≈ 2i

σ2n
.

La serie
∑

n 1/n diverge, entonces E(T0|X0 = i) = +∞.
Caso subcŕıtico: Se ha visto en el teorema 6 que fn(0) ≥ 1−mn. Entonces

E(T0|X0 = i) ≤
∑
n

1− (1−mn)i.

Para n grande, 1− (1−mn)i ≈ imn y la serie
∑

nm
n converge; luego E(T0|X0 = i) < +∞.

En [12] Theorem 5.4 (ver los apéndices) los autores demostraron (con las notaciones N en lugar de
i y τ en lugar de T0) las estimaciones

(
log i− log log i

| logm|
− 1)(1− 1

ic1

) ≤ E(T0|X0 = i) ≤ log i

| logm|
+

2−m
1−m

,

donde c1 > 0. Se completa la prueba del teorema observando que los términos de izquierda y de
derecha son equivalentes a log i

| logm| para i grande. �

Ejemplos:

Reproducción geométrica cŕıtica:

fn(0) = 1− 1

n+ 1
⇒ E(T0|X0 = i) =

∑
n

1− (1− 1

n+ 1
)i ≈

∑
n

i

n+ 1
= +∞

Tiempo medio de extinción de las ballenas negras:

i = 150 grande y m ≈ 0, 976 < 1 ⇒ E(T0|X0 = i) ≈ − log 150

log 0, 976
≈ 206 ∈ [150, 395]
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1.8. Distribución cuasi-estacionaria de BGW

Antes de extinguirse, a menudo, el proceso subcŕıtico muestra un comportamiento cuasi-
estacionario. Su distribución es invariante sobre la dinámica de reproducción condicionada a la
no extinción.

Teorema 8 : Existencia y cuasi-estacionaridad de la distribución de Yaglom
Sea X = (Xn)n un proceso de BGW subcŕıtico y no degenerado, de ley de reproducción r. Existe
una ley de probabilidad sobre N∗, que denotamos r̄ = (r̄i)i≥1, llamada distribución de Yaglom,
definida por

∀i ≥ 1, r̄i = ĺım
n→+∞

P(Xn = i|Xn > 0);

además, si f̄ es la función generadora de la ley r̄,

∀s ∈ [0, 1], 1− f̄ ◦ f(s) = m (1− f̄(s)). (1)

Esta ley es cuasi-estacionaria, es decir

X0 ∼ r̄ ⇒ ∀n ≥ 1, P(Xn = ·|Xn > 0) = r̄.

Demostración. En primer lugar, se muestra que existe un ĺımite de la función generadora condi-
cionada f̄n, definida como: f̄n(s) := E(sXn|Xn > 0).

f̄n(s) =
E(1IXn>0 s

Xn)

P(Xn > 0)
=

E((1− 1IXn=0) sXn)

1− P(Xn = 0)

=
fn(s)− fn(0)

1− fn(0)
= 1− 1− fn(s)

1− fn(0)
∈ [0, 1].

Es claro que 1−fn(s)
1−fn(0)

≤ 1. Demostramos que n 7→ 1−fn(s)
1−fn(0)

crece.

1− fn+1(s)

1− fn+1(0)
=

1− f(fn(s))

1− fn(s)
· 1− fn(0)

1− f(fn(0))
· 1− fn(s)

1− fn(0)
≥ 1− fn(s)

1− fn(0)
,

ya que la función u 7→ 1−f(u)
1−u crece (hasta el valor m) y entonces tiene un valor más grande para

u = fn(s) que para u = fn(0). Asi, para cada s ∈ [0, 1] existe el ĺımite de la sucesión n 7→ 1−fn(s)
1−fn(0)

;

definimos f̄(s) igual al complemento a 1 de este ĺımite.
Para probar la ecuación (1), se nota que:

1− f̄(s) = ĺım
n

1− fn+1(s)

1− fn+1(0)
= ĺım

n

1− fn(f(s)))

1− fn(0)
ĺım
n

1− fn(0)

1− f(fn(0))
,

donde el segundo ĺımite es 1− f̄ ◦ f(s) y ĺımn
1−fn(0)

1−f(fn(0))
= ĺımu→1

1−u
1−f(u)

= 1
m

.

Mostramos ahora que r̄ es cuasi-estacionaria: Se nota Pr̄ la ley P(·|X0 ∼ r̄). Note que

Pr̄(X1 = 0) =
∑
i≥1

P(X1 = 0|X0 = i) r̄i =
∑
i≥1

(r0)i r̄i = f̄(r0)

y Er̄( s
X1) =

∑
i≥1

f(s)i r̄i = f̄ ◦ f (s).
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Ahora,

Er̄(s
X1|X1 > 0) =

Er̄(1IX1>0 s
X1)

Pr̄(X1 > 0)
=

Er̄( s
X1)− Pr̄(X1 = 0)

1− Pr̄(X1 = 0)
=
f̄ ◦ f(s)− f̄(r0)

1− f̄(r0)
.

Se puede calcular f̄(r0) usando la ecuación (1):

1− f̄ ◦ f(0) = m(1− f̄(0))⇒ f̄(r0) = 1−m(1− 0) = 1−m.

Entonces Er̄(s
X1|X1 > 0) =

f̄ ◦ f(s)− 1 +m

m
= 1− 1− f̄ ◦ f(s)

m
=(1) f̄(s),

es decir P(X1 = ·|X1 > 0, X0 ∼ r̄) = r̄. La prueba para n > 1 es semejante. �

Ejemplos

Reproducción geométrica Ga subcŕıtica (a > 1/2).
Sea f̄n(s) := E(sXn|Xn > 0).

f̄n(s) =
fn(s)− fn(0)

1− fn(0)
=

ans

1− (1− an)s
⇒ ĺım

n
f̄n(s) = (1− 1− a

a
)

s

1− 1−a
a
s

=: f̄(s)

ya que ĺımn an := 1− 1−a
a

.

En este caso, la distribućıon de Yaglom r̄ es una ley geométrica de parámetro 2− 1

a
= 1−m

sobre N∗ definida por

r̄i = (1− 1− a
a

)(
1− a
a

)i−1, i ≥ 1.

Reproducción cuasi-geométrica subcŕıtica, 1− b < a. (Por ejemplo a = 0, 65 y b = 0, 4).

f̄n(s) =
fn(s)− fn(0)

1− fn(0)
=

ans

1− (1− an)s
⇒ ĺım

n
f̄n(s) = (1− 1− a

b
)

s

1− 1−a
b
s

=: f̄(s)

ya que ĺımn αn := 1− 1−a
b

.

En este caso, la distribućıon de Yaglom r̄ es una ley geométrica de parámetro
a+ b− 1

b
sobre

N∗ definida por

r̄i = (1− 1− a
b

)(
1− a
b

)i−1, i ≥ 1.

1.9. El proceso condicionado a la no extinción en el futuro lejano

Al lugar de condicionar la dinámica de reproducción a la no extinción en el tiempo presente, se
puede condicionar a la no extinción en un tiempo futuro lejano. Como se compórta

P(Xn = ·|Xn+k > 0)

cuando k es grande?
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Teorema 9 : Existencia del proceso condicionado
Sea X = (Xn)n un proceso de BGW subcŕıtico y no degenerado, de ley de reproducción r verificando∑

j(j log j) rj < +∞. Existe un proceso de Markov X∗ = (X∗n)n definido por

P(X∗n = j) = ĺım
k→+∞

P(Xn = j|Xn+k > 0).

Su matriz de transición P ∗ veŕıfica:

(P ∗ij)
n := P(X∗n = j|X∗0 = i) =

j

imn
P n
ij,∀i, j ≥ 1. (2)

A veces, este proceso se llama Q-proceso en la literatura.

Demostración:

P(Xn = j|X0 = i,Xn+k > 0) =
P(X0 = i,Xn = j,Xn+k > 0)

P(Xn+k > 0|X0 = i)P(X0 = i)

=
P(Xn+k > 0|Xn = j,X0 = i)P(Xn = j|X0 = i)P(X0 = i)

(1− fn+k(0)i)P(X0 = i)

=
P(Xn+k > 0|Xn = j)P(Xn = j|X0 = i)

1− fn+k(0)i

=
1− fk(0)j

1− fn+k(0)i
P n
ij.

Kolmogorov demostró la siguiente estimación:

Si
∑
j

(j log j) rj < +∞, ∃c > 0, P(Xn = 0) = fn(0) ≈n 1− cmn.

Ver [25] Chapter 3 Theorem 1 por una demostración. (De hecho, en el ejemplo r = Ga,

fn(0) =
1−mn

1−mn+1
≈n 1− (1−m)mn.)

Entonces,

1− fk(0)j

1− fn+k(0)i
≈k

1− (1− cmk)j

1− (1− cmn+k)i

≈k
1− (1− jcmk)

1− (1− icmn+k)
=

j

imn
.

Se puede verificar la propiedad de Markov para X∗ :

P(X∗n+l = j|X∗0 , · · · , X∗l−1, X
∗
l = i) = (P ∗ij)

n �

Ademas, el proceso condicionado muestra un comportamiento estable cuando n es grande.

Proposición 10 Sobre las mismas hipótesis que en el Teorema antes, existe una distribución esta-
cionaria r∗ para X∗ igual a la distribución de Yaglom sesgada:

r∗j = c j r̄j.
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Demostración:

ĺım
n

(P ∗1j)
n = j ĺım

n

P n
1j

mn
.

Pero r̄j = ĺım
n

P(Xn = j|Xn > 0) = ĺım
n

1

1− fn(0)
P n

1j

= ĺım
n

1

1− (1− cmn)
P n

1j =
1

c
ĺım
n

P n
1j

mn

⇒ ĺım
n

(P ∗1j)
n = c j r̄j. �
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2. Unas propiedades del proceso BGW de tiempo continuo

En el modelo de Bienaymé-Galton-Watson de tiempo discreto cada individuo vive una unidad
de tiempo, y por lo tanto todos los individuos que coexisten pertenecen a la misma generación. Al
contrario, en el proceso de ramificación BGW de tiempo continuo (BGWc) X = (Xt)t cada uno de
esos individuos tiene una duración de vida aleatoria, al término de la cual se muere o se produce un
número aleatorio de individuos decendientes. Asi coexisten siempre varias generaciónes. Como en
el modelo discreto, los nuevos individuos viven, mueren y se reproducen independientemente con
las mismas reglas. Cada individuo inicial genera un árbol aleatorio, como se muestra en la Figura
6a. La ramificación se refiere a la estructura de árbol. Las ramas representan las ĺıneas de descen-
dencia y su evolución temporal. El proceso estocástico al tiempo t, Xt, es el número de individuos
presentes al tiempo t.
Ademas, supongamos que las leyes probabiĺısticas de vida de cada individuo son las mismas, expo-
nenciales de parámetro α - que notamos Exp(α); la reproducción de cada individuo tiene la misma
ley r (supongamos que r1 = 0).

2.1. El BGWc como proceso markoviano de salto puro

Definición 1 Un proceso X = (Xt)t≥0 a valores en un espacio E numerable es un proceso de
salto puro si existe una succesión (Zn)n ∈ E con Zn+1 6= Zn y una succesión de tiempos aleatorios
τ0 = 0 < τ1 < · · · < τn < · · · tal que

∀t > 0, Xt =
∑
n≥0

1Iτn≤t<τn+1 Zn.

De esta forma τn es el tiempo en el que ocurre el n-ésimo salto, y Zn es el (n+ 1)-ésimo estado en
E visitado por el proceso X.
Además, X veŕıfica la propriedad markoviana si ∀0 ≤ t1 < · · · < tk < tk+1 y x1, · · · , xk+1 ∈ E,

P(Xtk+1
= xk+1|Xt1 = x1, · · · , Xtk = xk) = P(Xtk+1

= xk+1|Xtk = xk).

El proceso es homogéneo si P(Xt = ·|Xs) = P(Xt−s = ·|X0).

La propriedad de Markov dice que la probabilidad condicional de un futuro estado en el tiempo tk+1,
dado el estado presente en el tiempo tk y todos los estados pasados, solo depende del presente estado
y es independiente del pasado. Al proceso de tiempo discreto Zn = Xτn se llamara el esqueleto del
proceso de tiempo continuo X. Si X es markoviano, su esquelto (Zn)n es una cadena de Markov.

Teorema 11 Sea X = (Xt)t≥0 un proceso BGW de tiempo continuo. Es un proceso markoviano
homogéneo de salto puro a valores en N. El proceso esqueleto (Zn)n de estados visitados es un BGW
y los tiempos aleatorios (τn+1 − τn)n≥0 son independientes. Además, si Zn = i, la distribución del
tiempo τn+1 − τn transcurrido en i es Exp(iα).

Ver la figura 6b.
Demostración. Por la construcción hecha, el esqueleto (Zn)n del proceso X es un BGW. Si Z0 vale
i, es decir que el número de individuos en la población al tiempo iniciál es i. El primero salto de
la población ocurre cuando il primero de estos i individuos muere y se reproduce, entonces en el
tiempo mı́n{V1, · · · , Vi} donde Vk es la duración aleatoria de la vida del k-ésimo individuo. Se sabe
que ∀k ≥ 1, Vk ∼ Exp(α).

22



Lema 3 Sean V1 y V2 dos v.a.i. con distribución exponencial con parámetros α1 y α2 respectiva-
mente. Entonces mı́n{V1, V2} ∼ Exp(α1 + α2) .

Por la demostración (ver también Proposición 3.3.2 en [26]), se observa que para x > 0,

{mı́n{V1, V2} > x} = {V1 > x} ∩ {V2 > x} ⇒ P(mı́n{V1, V2} > x) = e−α1xe−α2x = e−(α1+α2)x. �

Esto implica que il primero salto del proceso de ramificación BGWc dado Z0 = i, sará en el instante

τ1 = mı́n{V1, · · · , Vi} ∼ Exp(α + · · ·+ α) = Exp(iα).

La propriedad de Markov es consecuencia del hecho que (Zn)n es una cadena de Markov y de la
falta de memoria de la distribución exponencial: si V es una v.a. exponencial con parámetro α,
para x, y > 0,

P({V > x+ y} ∩ {V > x})
P(V > x)

=
e−α(x+y)

e−αx
= e−αy ⇒ P(V > x+ y|V > x) = P(V > y).

Luego,

P(τn+1 − τn > x|Xτn = i) = e−iαx ⇒ P(τn+1 − τn ∈ ·|Zn = i) = Exp(iα). �

2.2. Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Desde ahora en adelante P (t) denotará la matriz (infinita) con entradas las probabilidades de
transición del proceso BGWc:

Pij(t) = P(Xt = j|X0 = i), i, j ∈ N.

Teorema 12 Sea X = (Xt)t≥0 un proceso BGW de tiempo continuo y (P (t))t sus matrices de
transición. Ellas verifican la propriedad de semigrupo u ecuación de Chapman-Kolmogorov

∀s, t > 0, P (t+ s) = P (s)P (t) = P (t)P (s). (3)

Demostración. (ver también Teorema 3.4.1 en [26])
Utilizando las propriedades de uno proceso de Markov homogéneo de tiempo continuo tenemos que:

Pij(t+ s) = P(Xt+s = j|X0 = i) =
∑
k∈N

P(Xt+s = j,Xt = k|X0 = i)

=
∑
k∈N

P(Xt+s = j|Xt = k)P(Xt = k|X0 = i)

=
∑
k∈N

Pkj(s)Pik(t) = (P (t)P (s))ij �
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~ Exp(  )α

X  =5tX  =20

(a) La genealoǵıa
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~ Exp(    ) 2α
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~ Exp(    ) 5α

 2
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(b) El proceso de salto puro

Figura 6: El proceso BGWc
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2.2.1. El generador infinitesimal

Proposición 13 Existen las derivadas respecto de t por t = 0 de la matriz de transición P (t):

∂

∂t
Pii(t)|t=0 = − ĺım

t→0

1− Pii(t)
t

=: Qii, i ∈ N.

qi := −Qii es la tasa (o velocidad) de salida del proceso X del estado i.
En el caso del BGWc qi = iα. En particular, q0 = 0 y el estado 0 es absorbente.

Para cada j 6= i ∈ N,
∂

∂t
Pij(t)|t=0 = ĺım

t→0

Pij(t)

t
=: Qij.

Qij es la tasa (o velocidad) de salto del proceso X de un estado i a otro j.
En el caso del BGWc

si j ≥ i− 1, j 6= i, Qij = iα rj−i+1; si j < i− 1, Qij = 0 y Qii = −iα.

La matriz ∂
∂t
P (t)|t=0 =: Q, cuyas entradas son (Qij)i,j∈N, se llama generador infinitesimal del

proceso markoviano X. Ella veŕıfica para cada i ∈ N,
∑

j Qij = 0.

Demostración.

1− Pii(t) = P(Xt 6= i|X0 = i)
t→0
≈ P(τ1 < t|X0 = i) = 1− e−iαt

t→0
≈ iαt

⇒ ĺım
t→0

1− Pii(t)
t

= ĺım
t→0

iαt

t
= iα.

Sea j 6= i.

Pij(t) = P(Xt = j|X0 = i)
t→0
≈ P(τ1 < t, Z1 = j|X0 = i)

= P(τ1 < t) P(Z1 = j|Z0 = i) = (1− e−iαt) P(Y = j − (i− 1))

⇒ ĺım
t→0

Pij(t)

t
= ĺım

t→0

1− e−iαt

t
rj−i+1 = iα rj−i+1.

y
∑

j Qij =
∑

j
∂
∂t
Pij(t)|t=0 = ∂

∂t

∑
j Pij(t)|t=0 = ( ∂

∂t
1) = 0. �

Forma de la matriz Q, generador infinitesimal de un BGWc general.

Q = α


0 0 0 0 . . .
r0 −1 r2 r3 . . .
0 2r0 −2 2r2 . . .
0 0 3r0 −3 . . .
...

. . . . . .


En particular, para cada función h acotada,

Qh(i) = iα
( ∑
j≥i−1,j 6=i

rj−i+1h(j)− h(i)
)

= iα
∑
k≥0

rk

(
h(i+ k − 1)− h(i)

)
(4)
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Ejemplo con reproducción binária cŕıtica:

Q = α


0 0 0 0 . . .

1/2 −1 1/2 0 . . .
0 1 −2 1 . . .
0 0 3/2 −3 . . .
...

. . . . . .


2.2.2. Las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante y hacia atrás

Teorema 14 Se cumplen las siguientes ecuaciones diferenciales que describen la evolución tempo-
ral de la ley de probabilidad del proceso.

Ecuación de Kolmogorov hacia atrás:

∀t ≥ 0
∂

∂t
P (t) = QP (t) y P (0) = Id. (5)

Además, para cada función h acotada, la función u(i, t) := E(h(Xt)|X0 = i) resuelve la
ecuación diferencial

∂

∂t
u(·, t) = Qu (·, t), u(0) = h. (6)

Ecuación de Kolmogorov hacia adelante:

∀t ≥ 0
∂

∂t
P (t) = P (t)Q y P (0) = Id. (7)

Además, la ley de probabilidad de Xt, notada µt, resuelve la ecuación diferencial de Fokker-
Planck

∂

∂t
µ(t) = µ(t)Q. (8)

Demostración. (Ver también Teorema 3.4.4 en [26]) Probaremos (5) ya que (7) se demuestra razo-
nando de manera análoga. Utilizando la ecuación de Chapman-Kolmogorov (3):

∂

∂t
P (t) = ĺım

h→0

P (t+ h)− P (t)

h
= ĺım

h→0

P (h)P (t)− P (t)

h
= QP (t).

Por otro lado,
∂

∂t
µj(t) =

∂

∂t

∑
i

µi(0)Pij(t) =
∑
i

µi(0)
∂

∂t
Pij(t)

(7)
=
∑
i

µi(0)
∑
k

Pik(t)Qkj

=
∑
k

µk(t)Qkj = (µ(t)Q)j �

Corolario 15 La matriz de transición P (t) del proceso BGWc resuelve las ecuaciónes diferenciales
de Kolmogorov:

∀i, j ∈ N,
∂

∂t
Pij(t) = iαr0Pi−1,j(t)− iαPij(t) + iα

∑
k≥1

rk+1Pi+k,j(t), Pij(0) = δij. (9)

Por ejemplo, si la reproducción es binaria cŕıtica (r0 = r2 = 1/2),

∀i, j ∈ N,
∂

∂t
Pij(t) =

iα

2
(Pi+1,j(t) + Pi−1,j(t)− 2Pij(t)).
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2.3. La ley del proceso al tiempo t

La ley del proceso BGWc Xt al tiempo t se define por su función generatriz:

F (s, t) := E(sXt |X0 = 1) =
∑
j≥0

P(Xt = j|X0 = 1) sj =
∑
j≥0

P1j(t) s
j.

La serie converge uniformemente con t, al menos para |s| < 1 (Ver [26], Apéndice B).

2.3.1. La función generatriz del proceso al tiempo t

Proposición 16 Estructura diferenciál de la función generatriz de BGWc
La función generatriz F (s, t) verifica para todos 0 ≤ s ≤ 1, t > 0 la siguiente ecuación diferencial:

∂

∂t
F (s, t) = f̃(F (s, t)), F (s, 0) = s (10)

donde f̃(s) := α(f(s)− s).

Demostración. De la ecuación (6) por u(i, t) = E(sXt|X0 = i) (h(j) = sj), es fácil ver que

∂

∂t
F (s, t) =

∂

∂t
u(1, t) = (Qu(·, t))1 =

∑
j≥0

Q1ju(j, t) =
∑
j≥0

Q1ju(1, t)j.

Utilizando la Proposición 13, Q1j = αrj, j 6= 1 y Q11 = −α. Entonces

∂

∂t
F (s, t) = α(

∑
j≥0

rjF (s, t)j − F (s, t)) = f̃(F (s, t)). �

Ejemplos:

Reproducción binaria cŕıtica (m = 1): f̃(s) = α
2
(1− s)2.

F verifica
∂

∂t
F (s, t) =

α

2
(1− F (s, t))2, F (s, 0) = s.

Entonces

F (s, t) = 1− 1− s
1 + α

2
t(1− s)

.

Reproducción binaria no cŕıtica:

f̃(s) = α
(
r2(1− s)2 + (1− 2r2)(1− s)

)
= α(1− s)

(m
2

(1− s) + 1−m
)

Entonces

F (s, t) = 1− 1− s
e−α(m−1)t + m

2(m−1)
(1− e−α(m−1)t)(1− s)

.

(W1): f̃(z) = α
3
(1− z)2 y

F (s, t) = 1− 1− s
1 + α

3
t(1− s)

.
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(W2): f̃(z) = α((3+z
4

)5 − z) y F verifica

∂

∂t
F (s, t) = α

((3 + F (s, t)

4

)5 − F (s, t)
)
, F (s, 0) = s.

Reproducción cŕıtica de tipo γ-estable : f̃(s) = 1− s+ c(1− s)γ con γ ∈]1, 2] y c ≥ 0.
Entonces

F (s, t) = 1− 1− s(
1 + c(γ − 1)t(1− s)γ−1

)1/γ−1
.

2.3.2. Los primeros momentos

Se sabe que el valor esperado de la variable Xt, si existe, está dado por: E(Xt) = ∂
∂s
F (s, t)|s=1.

Calculando la derivada respecto de s en la ecuación (10), concluimos que m(t) := E(Xt) es solución
de la ecuación

∂

∂t
m(t) =

∂

∂s
f̃(F (s, t))|s=1 = f̃ ′(F (1, t))m(t) = f̃ ′(1) m(t) = α(m− 1) m(t)

⇒ E(Xt) = eα(m−1)t E(X0).

La constante ρ := α(m− 1) se llama parámetro de Malthus.
Aśı, de manera semejante al modelo discreto BGW asociado, se encuentran tres casos distintos:
ρ = 0⇒ (Xt)t cŕıtico y ∀t > 0,E(Xt) = E(X0);
ρ < 0⇒ (Xt)t subcŕıtico y ĺımt→+∞ E(Xt) = 0;
ρ > 0⇒ (Xt)t supercŕıtico y ĺımt→+∞ E(Xt) = +∞.

Además, cuando X0 = 1, E(X2
t − Xt) =

∂2

∂s2
F (s, t)|s=1, y calculando la segunda derivada

respecto de s en la ecuación (10), concluimos que v(t) := E(X2
t |X0 = 1) es solución de la ecuación{

∂
∂t
v(t) = f̃ ′′(F (1, t))m2(t) + ρv(t) = (ασ2 +mρ)e2ρt + ρv(t)

v(0) = 1

⇒ E(X2
t |X0 = 1) =

{
(ασ2 +mρ) e2ρt−eρt

ρ
+ eρt si ρ 6= 0,

ασ2 t+ 1 si ρ = 0

y

Var(Xt|X0 = 1) =

{
(ασ2 + ρ(m− 1)) e2ρt−eρt

ρ
si ρ 6= 0,

ασ2 t si ρ = 0.

2.4. El ”problema”de martingalas

Proposición 17 : Una familia de martingalas

Para cada función h acotada, el proceso
(
h(Xt) − h(X0) −

∫ t

0

(Qh)(Xτ )dτ
)
t>0

es una martingala

respecto a la filtración (Ft)t, donde Ft := σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t).

Demostración. (Ver [5], Chapter 9-1) Se debe mostrar que, si Zt = h(Xt)−h(X0)−
∫ t

0
(Qh)(Xτ )dτ ,

∀s < t, E(Zt|Fs) = Zs.
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Pero,

E(Zt|Fs) = E(h(Xt)|Fs)− h(X0)−
∫ s

0

E
(
Qh(Xτ )|Fs

)
dτ −

∫ t

s

E
(
Qh(Xτ )|Fs

)
dτ

=
(
P (t− s)h

)
(Xs)− h(X0)−

∫ s

0

Qh(Xτ )dτ −
∫ t

s

(
P (τ − s)Q

)
(h)(Xs)dτ

=
(
P (t− s)h

)
(Xs)−

∫ t−s

0

(
P (τ)Q

)
(h)(Xs)dτ − h(X0)−

∫ s

0

Qh(Xτ )dτ

=
(
P (t− s)−

∫ t−s

0

P (τ)Qdτ
)(
h
)
(Xs)− h(X0)−

∫ s

0

Qh(Xτ )dτ

(7)
= h(Xs)− h(X0)−

∫ s

0

Qh(Xτ )dτ.

Comentarios:

Ademas, esta familia de martingalas caracteriza el proceso (Xt)t como un proceso markoviano
asociado al generador infinitesimal Q.

Existe una version un poco mas general: si h : R+ × N → R es acotada y diferenciable en t,(
h(t,Xt)− h(0, X0)−

∫ t

0

(∂h
∂t

(τ,Xτ ) +Qh(τ,Xτ )
)
dτ
)
t>0

es una martingala.

Asi se puede mostrar que
Xt

eρt
es una martingala: se toma h(t, i) := e−ρti. De un lado ∂h

∂t
= −ρh.

Pero, de otro lado,

Qh(t, i) = e−ρt
(
iα

∑
j≥i−1,j 6=i

rj−i+1j − i2α
)

= e−ρtiα
(∑
k≥0

rk(k + i− 1)− i
)

= e−ρtiα(m− 1) = ρh(i).

Entonces ∂h
∂t

+Qh ≡ 0.

2.5. Tiempo de extinción y probabilidad de extinción

Asumamos en esta sección que X0 = 1. la probabilidad e(t) que la población sea ya extinguida
en el tiempo t es:

e(t) := P(Xt = 0) = F (0, t).

Proposición 18 : Relación impĺıcita de la probabilidad de extinción
Sea e(t), t > 0 la función de distribución del tiempo aleatorio de extinción T0, e(t) := P(T0 ≤ t). En
otras palabras, e(t) es la probabilidad que la población sea ya extinguida en el tiempo t. La función
e(·) verifica la relación impĺıcita:

∀t > 0,

∫ e(t)

0

1

f̃(s)
ds = t.

Demostración. Dada la definición de la función generatriz F

e(t) = P(Xt = 0) = F (0, t), e(0) = 0 y ĺım
t→+∞

e(t) = s0.
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Ya que F verifica la ecuación (10), ∂
∂t
e(t) = f̃(e(t)), e(0) = 0. Sea Φ(t) una acumulada de la función

1
f̃
: Φ(t) =

∫ t
0

1
f̃(s)

ds. Es bien definida por t < s0, porque f(s) > s⇒ f̃(s) 6= 0.

∂

∂t
(Φ(e(t))− t) = Φ′(e(t))

∂

∂t
e(t)− 1 =

1

f̃(e(t))

∂

∂t
e(t)− 1 = 1− 1 = 0.

Entonces la función t 7→ Φ(e(t))− t es constante y Φ(e(t))− t ≡ Φ(e(0))− 0 = 0. �

Ejemplos:

Reproducción binaria cŕıtica (r0 = r2 = 1
2
, ρ = 0):

F (s, t) = 1− 1− s
1 + α

2
t(1− s)

⇒ e(t) = 1− 1

1 + α
2
t

t grande
≈ 1− 2

αt
.

En particular, análogamente a lo establecido en la sección 1.7.3, el valor medio del tiempo de
extinción es infinito:

E(T0) =

∫ +∞

0

P(T0 > t) dt =

∫ +∞

0

(1− e(t)) dt ≈
∫ +∞ 2

αt
dt = +∞.

Reproducción binaria no cŕıtica:

F (s, t) = 1− 1− s
e−ρt + m

2(m−1)
(1− e−ρt)(1− s)

⇒ e(t) = 1− 2(m− 1)

(m− 2)e−ρt +m

Caso subcŕıtico, ρ < 0 : ĺımt→+∞ e(t) = 1, es decir que la problación se extingue casi segura-
mente. Ahora, el valor medio del tiempo de extinción es finito:

E(T0) =

∫ +∞

0

(1− e(t)) dt ≈
∫ +∞ 2(m− 1)

m− 2
eρt dt < +∞.

Caso supercŕıtico, ρ > 0 :

ĺım
t→+∞

e(t) =
2

m
− 1 = q :

la problación sobrevive con una probabilidad igual a 2(m−1)
m

.

Reproducción cŕıtica de tipo γ-estable :

F (s, t) = 1− 1− s(
1 + c(γ − 1)t(1− s)γ−1

)1/γ−1
⇒ e(t) = 1− 1(

1 + c(γ − 1)t
)1/γ−1

y

E(T0) ≈ (
1

c(γ − 1)
)1/γ−1

∫ +∞ 1

t1/(γ−1)
dt < +∞

dado que 1/(γ − 1) > 1.
Entonces este proceso se extingue mas rápidamente que el binario cŕıtico.
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2.6. El proceso BGWc condicionado

Nos interesamos a la situación del BGWc (sub)critico antes de su (c.s.) extinción. Como en el
caso discreto, se puede condicionar la dinámica a la no extinción en un futuro lejano. Asi, para
cada tiempo t > 0 y cada suceso B[0,t] ∈ Ft que depende de los valores del proceso hasta el tiempo
t, mostramos que

P(B[0,t]|X0 = i,Xt+θ > 0)

converge cuando θ es grande.

Teorema 19 : Existencia del proceso condicionado a la no extinción en un tiempo
futuro cuasi-infinito.
Sea X = (Xt)t un proceso de BGWc subcŕıtico y no degenerado, de ley de reproducción r con
momento segundo finito. Existe un proceso de Markov X∗ = (X∗t )t definido por

P(X∗t = ·|X∗0 = i) = ĺım
θ→+∞

P(Xt = ·|X0 = i,Xt+θ > 0).

Ademas, su ley tiene una densidad sovre Ft con respecto a la ley de X:
para cada tiempos t1 < · · · < tk < t:

P(X∗t1 = i1, · · · , X∗tk = ik|X∗0 = i) = E(e−ρt
Xt

i
1I{Xt1=i1,··· ,Xtk=ik}|X0 = i) (11)

Demostración:

P(Xt = j|X0 = i,Xt+θ > 0) =
P(Xt = j,Xt+θ > 0|X0 = i)

P(Xt+θ > 0|X0 = i)

=
P(Xt+θ > 0|Xt = j)P(Xt = j|X0 = i)

1− P(Xt+θ = 0|X0 = i)

=

(
1− P(Xθ > 0)j

)
P(Xt = j|X0 = i)

1− F (0, t+ θ)i

=
1− F (0, θ)j

1− F (0, t+ θ)i
P(Xt = j|X0 = i)

De manera semejante al caso tiempo discreto, se busca una estimación de F (0, t) para t grande.

Si
∑
j

j2 rj < +∞, ∃c > 0, P(Xt = 0) ≈t 1− c exp(ρt).

(Ver [13] p. 109.) Entonces,

1− F (0, θ)j

1− F (0, t+ θ)i
≈θ

1− (1− cjeρθ)
1− (1− cieρ(t+θ))

= e−ρt
j

i

y

ĺım
θ→+∞

P(Xt = j|X0 = i,Xt+θ > 0) = e−ρt
j

i
P(Xt = j|X0 = i).

Para verificar (11) es simple de mostrar que, para t1 < · · · < tk < t,

P(X∗t1 = i1, · · · , X∗tk = ik|X∗0 = i) = E
(
e−ρtk

Xtk

i
1I{Xt1=i1} · · · 1I{Xtk=ik}|X0 = i

)
y de utilizar la propiedad de martingala de e−ρtXt �.
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3. Limites de procesos de BGW cuando la población es

numerosa

Se muestran varias ventajas del estudio del sistema ĺımite.
- Primero, a menudo la estructura del ĺımite es más sencilla y se puede interpretar mejor el com-
portamiento qualitativo.
- Muchas veces el número de parámetros que determinan el proceso ĺımite se reduce en relación al
proceso original.

Cuando una población es muy numerosa, en lugar de considerar el número de individuos conviene
estudiar la ”densidad”de individuos. Este enfoque, que se usa en f́ısica estad́ıstica, se emplea para
obtener los procesos con estado continuo.

3.1. Limite determinista

Consideremos el proceso de Bienaymé-Galton-Watson, pero en lugar de uno solo individuo
inicial, ahora habrá muchos individuos iniciales, X

(N)
0 , con X

(N)
0 ≈ N x, x ∈ R+. Antes supusimos

impĺıcitamente que cada individuo tiene una masa unitaria, y ahora los individuos tendrán masas
muy pequeñas 1

N
.

3.1.1. BGW de tiempo discreto renormalizado

Sea (X̌
(N)
n )n := ( 1

N
X

(N)
n )n el nuevo proceso de densidad de poblaćıon. El proceso X̌(N) toma sus

valores en 1
N

N ⊂ R+.
Suponemos que los primero y segundo momentos de la ley de reproducción existen y estudiamos

en primer lugar el comportamiento de los dos primeros momentos de X̌
(N)
n . Según §1.4

E(X̌(N)
n ) =

1

N
E(X(N)

n ) =
X

(N)
0

N
mn N→+∞−→ xmn

Var(X̌(N)
n |X

(N)
0 ) =

1

N2
Var(X(N)

n |X
(N)
0 ) =

X
(N)
0

N2
Var(Xn|X0 = 1) ≈N

x

N
Var(Xn|X0 = 1)

N→+∞−→ 0

Aśı, el limite de X̌
(N)
n para N grande parece ser determinista, entonces igual a su esperanza, y

tiene un desarollo en el tiempo dado por xmn. No es muy interesante.

3.1.2. BGWc renormalizado

Sea (X̆
(N)
t )t≥0 := ( 1

N
X

(N)
t )t≥0 ∈ 1

N
N ⊂ R+ el nuevo proceso de densidad de poblaćıon.

Se puede estudiar el comportamiento en N de los primeros momentos, como en el caso discreto.
Se harà en ejercicio.
Se puede tambien estudiar el comportamiento de la transformada de Laplace de la variable aleatoria
renormalizada X̆

(N)
t , definida por

L̆Nt (λ) := E(exp(−λX̆(N)
t ))

= E((e−λ/N)X
(N)
t ) =

(
E
(

(e−λ/N)Xt |X0 = 1
))X(N)

0

= (F (e−λ/N , t))X
(N)
0
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Porque

F (e−λ/N , t) = E
(

(e−λ/N)Xt
)
≈N E

(
(1− λ

N
)Xt
)
≈N E

(
1− λXt

N

)
≈N 1− λE(Xt)

N
= 1− λeρt

N
,

si X
(N)
0 ≈N N x ⇒ L̆Nt (λ) ≈N

(
1− λeρt

N

)Nx
⇒ ĺım

N→+∞
L̆Nt (λ) = exp

(
− λxeρt

)
,

que se interprete como la transformada de Laplace de la función determinista X̆
(∞)
t ≡ xeρt. Es

solución de la ecuación diferencial de Malthus:

∂

∂t
X̆

(∞)
t = ρ X̆

(∞)
t , X̆

(∞)
0 = x. (12)

Si el parámetro de Malthus ρ es positivo, X̆
(∞)
t explode asintóticamente, si ρ = 0 X̆

(∞)
t es constante,

y si ρ < 0 X̆
(∞)
t converge a 0 por t grande.

3.2. Limite difusión

Para evitar un limite determinista, se toma muchos individuos iniciales, cada uno de masa
pequeña, pero se acelera ademas el tiempo de modo que en una unidad de tiempo ocurrirán muchas
ramificaciones. Tambien se hace que las leyes de ramificación dependen de N (tienen primero y
segundo momento finidos, notados m(N) y (σ(N))2).
Ver [7] cuando la leye de ramificación no depende deN , [12] Capitulo 4 para explicaciónes heuŕısticas
y [17] para una descripción completa de las condiciones suficientes y necesarias para la convergencia
de BGW renormalizados hacia procesos de ramificación muy generales con estado continuo.

3.2.1. BGW de tiempo discreto renormalizado

Para cada N definimos el proceso estocástico en tiempo continuo

X̃
(N)
t :=

1

N
X

(N)
[Nt] con X

(N)
0 ≈N N x, ([y] := sup{n ∈ N, n ≤ y}).

Aśı, las ramificaciones ocurren en los instantes
i

N
, i = 1, 2, · · · , y cada individuo tiene masa 1/N .

Ejemplo: el caso f (N) geométrica no cŕıtico con parámetro a(N) :
Como antes, se estudia la convergencia de la transformada de Laplace del proceso renormalizado.

L̃Nt (λ) := E(exp(−λX̃(N)
t ))

= E((e−λ/N)X
(N)
[Nt]) =

(
E
(

(e−λ/N)X
(N)
[Nt] |X(N)

0 = 1
))X(N)

0

= (f
(N)
[Nt](e

−λ/N))X
(N)
0
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n0

X  = 23X  = 30

(a) BGW binário

t0

...

...

...

(b) BGW binário renormalizado

Figura 7: BGW renormalizado
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Se sabe que, en el caso no cŕıtico,

f
(N)
[Nt](s) =

(m(N))[Nt](1− s) +m(N)s− 1

(m(N))[Nt]+1(1− s) +m(N)s− 1
donde m(N) = (1− a(N))/a(N).

Ejercicio : Verifiquen que cuando m(N) = 1 + b
N

la función L̃Nt (λ) converge. Identificar la forma
de la transformada de Laplace ĺımite.

Vuelvemos al caso general. Aqui tambien estudiamos en primer lugar el comportamiento del
primero momento:

E(X̃
(N)
t ) =

X
(N)
0

N
(m(N))[Nt] ≈N→+∞ x (m(N))[Nt].

Una condición necesaria para la convergencia de (m(N))[Nt] es que r(N) sea asintóticamente cŕıtica:

m(N) N→+∞
≈ 1 +

b

N
, b ∈ R. En este caso ĺım

N→+∞
E(X̃

(N)
t ) = xebt.

Analizando el segundo momento:

Var(X̃
(N)
t ) =

1

N2
Var(X

(N)
[Nt]) =

X
(N)
0

N2
Var(X

(N)
[Nt]|X

(N)
0 = 1) ≈N

x

N
Var(X

(N)
[Nt]|X

(N)
0 = 1)

Peró, si b 6= 0,

Var(X
(N)
[Nt]|X

(N)
0 = 1) = (σ(N))2 (m(N))[Nt]−1 (m(N))[Nt] − 1

m(N) − 1

≈N (σ(N))2 (1 +
b

N
)[Nt] (1 + b

N
)[Nt] − 1

(1 + b
N

)− 1

≈N N (σ(N))2 ebt
ebt − 1

b

Asi, si ĺımN σ
(N) =: σ, ĺım

N→+∞
Var(X̃

(N)
t ) = xσ2ebt

ebt − 1

b
.

De otro lado, si b = 0 ( ⇔ ĺımN N(m(N) − 1) = 0 ),

Var(X̃
(N)
t ) ≈N

1

N
x(σ(N))2 [Nt]→N x σ2 t.

Teorema 20 Costrucción del proceso limite via su transformada de Laplace

Si las tres condiciónes m(N) ≈N 1 +
b

N
, ĺımN σ

(N) = σ y ĺımN

∑
j≥tN j

2r
(N)
j = 0 son realizadas, y

si ĺımN X̃
(N)
0 = x, entonces por cada t > 0, X̃

(N)
t converge hacia un proceso X̃∞t definido por su

transformada de Laplace

L̃t(λ) := E
(

exp(−λX̃∞t )|X̃∞0 = x
)

= exp(−xut(λ))

donde la función ut verifica (15).
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Esbozo de la demostración: ([7], Appendix II o [11] Theorem 3.2)

L̃Nt (λ) := E
(

exp(−λX̃(N)
t )

)
= E

(
(e−λ/N)X

(N)
[Nt]

)
=

(
E
(

(e−λ/N)X
(N)
[Nt]|X(N)

0 = 1
))X(N)

0

=
(
f[Nt](e

−λ/N)
)X(N)

0

Como f(e−λ/N) ≈N 1 + (e−λ/N − 1)(1 +
b

N
) +

1

2
(e−λ/N − 1)2((σ(N))2 −m(N) + (m(N))2) +O(1/N3)

≈N 1− λ

N
− (bλ− 1

2
(σ2 + 1)λ2)

1

N2
+O(1/N3)

⇒ log f(e−λ/N) ≈N − λ
N
−
bλ− σ2

2
λ2

N2
+O(1/N2);

luego L̃Nt+1/N(λ) ≈N (f[Nt](f(e−λ/N)))Nx ≈ L̃Nt
(
−N log f(e−λ/N)

)
≈ L̃Nt

(
λ+

bλ− σ2

2
λ2

N
+O(1/N2)

)
.

Si ĺım
N
L̃Nt (λ) =: L̃t(λ) ella verifica

∂L̃t
∂t

(λ) = (bλ− σ2

2
λ2)

∂L̃t
∂λ

(λ). (13)

Notando L̃t(λ) =: exp(−xut(λ)), la función ut verifica tambien

∂

∂t
ut = (bλ− σ2

2
λ2)

∂

∂λ
ut, u0(λ) = λ. (14)

La unica solución de este ecuación es

ut(λ) =


λebt

1 + λσ2(ebt − 1)/2b
si b 6= 0,

λ

1 + λσ2t/2
si b = 0 (caso critico) .

� (15)

La función ut se llama a veces cumulante y es también solución de la ecuación diferencial no lineal:

∂

∂t
ut = but −

σ2

2
u2
t .

Utilizando la propiedad de Markov, se puede tambien mostrar que las distribuciones finito-
dimensionales (X̃

(N)
t1 , · · · , X̃(N)

tk
) convergen.

En general, la convergencia débil de las distribuciones finito-dimensionales no es una condición
suficiente para la convergencia de los procesos, considerados como funciones aleatorias a valores en
D([0, T ]; R), el espacio de todos los mapeos de [0, T ] en R, continuos por la derecha, con ĺımites
por la izquierda. En D([0, T ]; R), se define la métrica

d(f, g) := ı́nf
θ∈Θ

(
sup
t∈[0,T ]

|f(t)− g(θ(t))|+ sup
s,t∈[0,T ],s 6=t

| log
θ(t)− θ(s)
t− s

|
)
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donde Θ es la clase de todas las funciones continuas, estrictamente crecientes, del intervalo [0, T ]
sobre śı mismo. La métrica d induce una topoloǵıa llamada de Skorohod. El espacio D([0, T ]; R)
con esta topoloǵıa es un espacio métrico, separable y completo. Ver [2].
Una condición adicional suficiente para la convergencia de la sucesión de los procesos es su compaci-
dad relativa. El milagro con los procesos de BGW renormalizados consiste en que su convergencia
en D([0, T ]; R) ya es una consecuencia de la convergencia de sus distribuciones uni-dimensionales.
Ver [11] Theorem 3.4.

3.2.2. BGWc renormalizado

Para cada N definimos el proceso estocástico en tiempo continuo

X̂
(N)
t :=

1

N
X

(N)
t

donde X
(N)
t es un BGWc con parametros α(N) y r(N). Cada individuo tiene masa 1/N . Acortamos

la duración de vida aleatoria de cada individuo en función de N para crecer el numero medio de
ramificaciones en una unidad de tiempo (es decir: ĺımN α

(N) = +∞).

Como antes, se controla la convergencia de X̂
(N)
t utilizando su transformada de Laplace.

L̂Nt (λ) := E
(

exp(−λX̂(N)
t )

)
= E

(
(e−λ/N)X

(N)
t
)

=

(
E
(

(e−λ/N)X
(N)
t |X(N)

0 = 1
))X(N)

0

= (F (N)(e−λ/N), t)X
(N)
0 ≈N (F (N)(e−λ/N), t)Nx

En primar lugar analisamos un
Ejemplo : reproducción binaria no cŕıtica. Ver figura (8).

Se calcula

F (N)(s, t) = 1− 1− s
e−α(N)(m(N)−1)t + m(N)

2(m(N)−1)
(1− e−α(N)(m(N)−1)t)(1− s)

para s = e−λ/N .
Ejercicio: Mostrar que, cuando m(N) = 1 + b

N
( ⇒ r(N) es asintoticamente cŕıtica: r

(N)
0 = 1

2
−

b
N
, r

(N)
2 = 1

2
+ b

N
, σ(N) → 1) y cuando α(N) = Nα, entonces

ĺım
N
L̂Nt (λ) =


exp

(
− x λeαbt

1 + λ(eαbt − 1)/2b

)
si b 6= 0,

exp
(
− x λ

1 + λαt/2

)
si b = 0 (caso critico) .

De hecho, las condiciones ρ(N) = α(N)(m(N) − 1)
N→ ρ (= αb) y σ(N) N→ σ son cuasi necesarias y

suficientes para la convergencia de los procesos X̂(N) en general.
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t0

X  = 2tX  = 30

~ Exp(  )α

Figura 8: BGWc binario

Teorema 21 Costrucción de la difusion de Feller como proceso limite

Si las tres condiciónes m(N) ≈N 1 +
b

N
, ĺım

N
σ(N) = σ y sup

N

∑
j≥0

j3r
(N)
j < +∞ son realizadas, si

α(N) = Nα y ĺımN X̂
(N)
0 = x, entonces los procesos X̂(N) convergen hacia un proceso markoviano

Y de generador infinitesimal A donde

∀h ∈ C2
b (R+), Ah(x) = αb xh′(x) + α

σ2

2
xh′′(x).

Llamaremos al proceso Y : difusion de Feller, con parámetros (αb, ασ2).

Esbozo de la demostración: (Ver Theorem 1.3 in [5])
Se hace en tres pasos:
(i) Se muestra la convergencia de los generadores infinitesimales Q̂(N) asociados a X̂(N) hacia A
(ii) Se muestra que las leyes de los procesos X̂(N) son relativamente compactas.
(iii) Se verifica que el problema de martingala asociado a A tiene una única solución.

Sobre (i)
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Sea h ∈ C2
b (R+) y x = i

N
∈ 1

N
N.

Q̂(N)h(x) =
∂

∂t
|t=0

(
P̂ (N)(t)h

)
(
i

N
) =

∂

∂t
|t=0

(
P (N)(t)h(

·
N

)
)

(i)

= α(N)i
∑
k≥0

r
(N)
k

(
h(
i+ k − 1

N
)− h(

i

N
)
)

= N2αx
∑
k≥0

r
(N)
k

(
h(x+

k − 1

N
)− h(x)

)
= N2αx

∑
k≥0

r
(N)
k

(k − 1

N
h′(x) +

1

2
(
k − 1

N
)2h′′(x) +O(

k3

N3
)
)

= αxN(m(N) − 1)h′(x) +
1

2
αx
∑
k≥0

r
(N)
k (k −m(N) +m(N) − 1)2h′′(x) +O(

1

N
)

N→ αb xh′(x) +
σ2

2
αxh′′(x) = Ah(x).

Sobre (ii)
Las leyes de los procesos X̂(N) son relativamente compactas como probabilidades sovre D([0, T ]; R)
si (Ver en [5], el criterio de Aldous)

∀t ≤ T,∀ε > 0,∃Cε ⊂ R compacto : ı́nfN P(X̂
(N)
t ∈ Cε) ≥ 1− ε

Para cada familia (τN)N de tiempos de paro limitados pour T , ∀ε > 0,∃δ > 0 y N0 asi que

sup
N≥N0

sup
θ≤δ

P(|X̂(N)
τN+θ − X̂

(N)
τN
| > ε) ≤ ε.

Para mostrar esta ultima desigualdad, se verifica para la variación cuadrática de la parte martingala
de X̂(N) y para su parte a variación limitada.

Sobre (iii) (Ver [24] §5.6.2)
Primero, verificamos que cada solución del problema de martingalas asociado con A es también
solución debil de la ecuación diferencial estocástica

Yt = x+

∫ t

0

σ
√
αYs dBs +

∫ t

0

αb Ys ds, (16)

donde B es un movimiento Browniano.
Aplicando el problema de martingala a la función h = Id, se consigue:

Ȳt := Yt −
∫ t

0

A(Id)(Ys) ds = Yt −
∫ t

0

αb Ys ds es una martingala locale.

Como es ademas integrable, es una martingala.
Se quiere probar que la variación cuadrática de la martingala Ȳt es igual a

∫ t
0
ασ2Ys ds, para poder

representarla como
∫ t

0
σ
√
αYs dBs. Probamos de mañera equivalente que

Ȳ 2
t −

∫ t

0

ασ2Ys ds = Y 2
t − 2Yt

∫ t

0

αb Ys ds+
(∫ t

0

αb Ys ds
)2

−
∫ t

0

ασ2Ys ds es una martingala;
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Se sabe ya, aplicando el problema de martingala a la función h(x) = x2, que

Y 2
t −

∫ t

0

A(h)(Ys) ds = Y 2
t −

∫ t

0

(2αb Y 2
s + ασ2Ys) ds es una martingala.

Entonces, es suficiente probar que la diferencia

2Yt

∫ t

0

αb Ys ds−
(∫ t

0

αb Ys ds
)2

− 2

∫ t

0

αb Y 2
s ds es una martingala.

Se consigue, utilizando la formula de integración por partes:

Yt

∫ t

0

Ys ds =

∫ t

0

YsYs ds+

∫ t

0

∫ s

0

Yr dr dYs =

∫ t

0

Y 2
s ds+

∫ t

0

∫ s

0

Yr(αbYs) drds+ mart.

=

∫ t

0

Y 2
s ds+

1

2

∫ t

0

∫ t

0

αb YrYs drds+ mart. =

∫ t

0

Y 2
s ds+

1

2
αb
(∫ t

0

Ys ds
)2

+ mart. .

Ahora, como el coeficiente de difusion x 7→ σ
√
αx de la ecuación (16) es una función Hölder-

continua, los resultados clasicos permiten de concluir que la solución es unica. �

3.2.3. Unas propiedades de la difusión de Feller

Proposición 22 Universalidad de la difusión de Feller
El proceso X̃∞ costruido como limite de BGW renormalizados es tambien una difusión de Feller
Y con parámetros (b, σ2).

Demostración
Verificamos que, por α = 1, la transformada de Laplace de Yt es tambien solucion de la ecuación
(13).
Aplicando el problema de martingala a la función h(x) = e−λx se consigue

e−λYt −
∫ t

0

A(h)(Ys) ds = e−λYt −
∫ t

0

(
σ2

2
λ2 − bλ)Yse

−λYs ds es una martingala.

Entonces

E(e−λYt) = e−λx +

∫ t

0

(
σ2

2
λ2 − bλ) E

(
Yse
−λYs

)
ds

⇒ ∂

∂t
E(e−λYt) = (bλ− σ2

2
λ2)

∂

∂λ
E(e−λYt)

que es exactamente la ecuación diferencial (13). Como la transformada de Laplace caracteriza la
ley de una variable aleatoria, la demostración es finita. �

Asi, los processos BGW y BGWc renormalizados convergen hacia el mismo proceso ĺımite (si
se toma α = 1).

La difusión de Feller verifica la propiedad de ramificación:
el proceso Y iniciado en Y0 = x1 + x2 es la suma de dos copias independientes de Y iniciadas
en x1 y en x2, ya que la transformada de Laplace es multiplicativa con respecto a Y0.
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Figura 9: Simulación de t 7→ Yt con el parámetro b = 0.

(α = 1) El parámetro b, coeficiente de la deriva del proceso, se interprete como un coeficiente
de velocidad condicionada:

ĺım
ε→0

E
(Yt+ε − Yt

ε
|Yt
)

= b Yt

(α = 1) El segundo parámetro σ2 aparece como el coeficiente de la fluctuación cuadtrática
condicionada del proceso:

ĺım
ε→0

1

ε
Var
(
Yt+ε − Yt|Yt

)
= σ2 Yt.

Asi se presente que las trajectorias del proceso Y ya que tienen una variación cuadrática
finita, no tienen variación finita. (ver figura 9).

Cuando b = 0 (resp. b ≤ 0) el proceso se llama cŕıtico (resp. subcritico). En estos casos, c.s.
el proceso toma el valor 0 y despues, se queda en 0. Es la extinción del proceso.

En el caso subcritico, se puede tambien condicionar la difusion Y a la no extinción en un
futuro lejano (Ver [16]). Se obtiene una otra difusion Y ∗, de generador infinitesimal

A∗h(x) = Ah(x) + σ2h′(x) = (b x+ σ2)h′(x) +
σ2

2
xh′′(x).

Y ∗ es una solución debil de la ecuación diferencial estocástica

Yt = x+

∫ t

0

σ
√
αYs dBs +

∫ t

0

(αb Ys + σ2) ds. (17)
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Figura 10: Apéndice Estimación de la probabilidad de sobreviviencia Cf. [12]
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Figura 11: Apéndice Estimación del valor medio del tiempo de extinción Cf. [12]
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