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������������� ����� ��� ����� ��� �������� ����������� �� ��� � ��� ������������ � � �����
������ �� � ������� �����

SΛ � ¡¢£ ¤¥¦§¨©¡¢ ª«§ ¬� ­���� ���������� ����������� �� � « ¦¡®¯
¥  ¨ ° ¬§ª¥¦¬± ² ������

S
�� ����� �� �� �� � ³���� ��� ��� ������ ª« ©¢ ª«§ ¬� ± ´� ������ ��

Λ
���� �µ ª©¨¬ª� � ������ ¶ ³���� �� ��³���� ¶ �µ

Zd
± ·���� ��� ���������� ����������� ������

P (dσ|σ′)
�
σ, σ′ ∈ SΛ� �� � ������� � ������ ¶ ��� ����������¸ ���� ������ ��� ������� ������

�����
{σk : k ∈ Λ}

��� �������������� ��� ������������� ������� �«§¦§¹ ¹¬¹ ¥«®§¨©¢¤� ±
º��� ����������� ���������� �� ��� � ��� µ������ �µ ��� ��� ��»��� µ��� ��� ��� �� ���
� ��� ��� � �� ¼���� ��� ����� ¶ ­���� ���� ��� ���� �� ������� �� ���� ��� � ���� �ª ¬½¥ ¬¢¯
¨©§¹ ¥«®§¨©¢¤� ± ¾� ���������� �� ����� ����� ��� ­ ��� ��¿������� �������¸ ¶ �� �� ��� ��� ��
��³�� ��� À� �� ��� ��³���� ���

SZd ­ ������ ������¸ �� ���������� ��� � ±
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������������� ����� ��� ����� ��� ­��� ³��� ������� �� � ����� ������ �� ��� �� À� ¶ �����
������� ��� ��������� �� º��� �� �� ± ������ ± ´� ��µ�� �� ����� ������ µ�� ������ ��������
���������� ��µ��� ������ ��� ���� �µ �������� ������������ �µ ����� ��� ����� ��� ����� ��� ¶
­���� ¶ ���� µ�� ���������� ��� � ����������¸ �������� ������ � ��� �� � � µ���� �� ������� ¶
� ����¸�±±± ��� �� ���� ���� � ������ ����� �� ������� ��� �� �� �¸� ����������� ���� ������
������� º�� ����������� ­���� ����� �� ��� �� ������� ��� ������� �µ � ��������� ��� ���
��� ��� � �� ������� ± ��� �� ���� � ������ ��� µ����­ ��¸ µ��� 	 �� ���������� �� ����� ��������
��� � ��¿������� �������¸ ����� ��� ¶ µ�� � ¸���� � ������

µ
¶ ����� �� �� ��������� ­�� ��

��������� � ��� µ�� ­����
µ

�� ����������± � ������� ¶ ����� �
 ���� ¼ ���� � ������� ��
SZ2���� ���� �� ��� ��� ��� ���� �� ���������� �������� �� � ������� ��µ ± º������ � ±� ��

� �­ ��� ����� �� ±
�������¸ � ���� ��� ������������ �µ � ������� ����������� ����� �� ­���� ������� ������
��� � �� ������ �� ��� ��� � ��� � ��� ­ ��� ��� ���� ���� ��� � ��¸����� �������� ­ ��� ����
��� �µ ����� ����� ��� ± º�� ���¸���� ���� ��� �� µ��� ��� ������� ­��� �µ �� ����� ��� ��
���� ���
��� ­�� ���� ���� ������������ �� �������¸��� ��� ��¸���� � ���� ���� �µ � �����
������ ± �������¸ ������¿��� µ�� ��� ������� ��� ������ ��� ��­ ����������� ��­��µ�� �����
�µ �������¸����� ��µ ± � �¸¸��� ����
�� ± ´� ��µ�� �� � ������� ������ ��� º�������� ������ ��
� � ��� �
 ������� �����­ ��� ������������ �� � ���¸� ���� � �µ ������������� ��� ���� ± ���
�������� ¶ �������¸ ������¿��� ��� ���� �� ³������� ������ ��µ ± ��������º������ ��� �����
��¸��� ������� ��� �� ����������� � �������� ���� ������� � �� ¼���¸�� �� �� ± ���� ��� ± ���
��� �������� �µ ��� ��� � ���� ������� �µ � �������� ����� ��� ��µ ¼��»���� ������� �� � ���
��������� ¾���������¸ �������� ·����� � ¶ �������¸ ��¸�� ���� ­��� ������� �� ��� ���� ����
µ�� �������� � �¸¸��� ������ � ���� ������� ± º�� ���� ¸� �� ���� �� ������ ������ ��� ·������
������ ±
º�� ³��� ��� �µ � �������¸ �µ ������������� ����� ��� ����� ��� �� �� ����������� ������
���� ���� ������� 
 �� º��� �� �� ± ������� ± ¾� ­�� ���� ���� �� � ��� ����
� �� ����� ��� �
��¸������� ��������� µ�� ��� ­��� ����� �� � ­��� ��� ������� � ��­��� ��� ����� ± � �������¶
��� �������¸ ����������� �� ���� ��� �� ­�� ���� �� ����� ��� � ��������� ��� ��� �����
��������� µ�� �
��������� ��¸������� µ�� ���������� ��� ���� ����� ����� �� ± º��� ���� ������
������ �� ��� µ��� ���� ��� �������¸ ��������� ��� ���������� ����� � ��­��� ���³¸��������
��� ������ ©¢  ¦¬§ª©¢¤  ¡¥« ¹©¢¤� ± ¾� ����� ��� ·��� ������ ��� ������� ¸��� ��� � ���������
��� ��� ����� ��������� µ�� ��� �
 ������� �µ � ���������¸ ��� ������� �������¸ �������¸ �µ �­�
��������� ��»������ ��� ��

SZd ­����
S

��� ��� � ������� ����� ± � � �� �������� �� ���� ­��� ¶
��� ����������� ��������� �µ ��� ��� ��� ������� ����� �� � � ��� ��� �������� ��������� ��
�� ��� ��¿������� �������¸ ���� ± ¾� ���� ��� �� ¶ ­� ¸��� ��������� ��� ��� ����� ���������
µ�� ��� �
 ������� �µ �� ���������¸ �������¸ �µ ��� ³���� ������ �µ ������ �� ��»����� ���
����� ��� ± � � ��� � ������� �
�� ���� ����� �� �� ������� � ¶ ����� �� � ¸�� ���­��� ���������¸
�������¸ �µ �­� ��� ��� � ������

N
�µ ��� ­ ���

N > 3
± �������� ¶ ­� ¸��� ���� ��

�
������ ��¸������ �� ������������ �µ ���� �������¸ ± ¾� �� � ���� �µ ¸�������� ������������ ¶ ��
��� ����� ��� ���������� �� ������ ����� ¶ ����� �� ��������� ¾���������¸ �������� ·����� � ±
´� ���� ¸��� ������� �
�� ���� ��� ¸������ ������������ �µ ��� ����������� �������¸ ± º��
� ��������� �µ �������¸ ����� �� � ��� ��� ��� �� ������ µ��� ��� ��� �� ����� ����� � ­���
��� ������� ���­��� µ��� ��»����� ��� ����� ��� ­�� ���µ�� ±

�



¾� ������� � ­� ����� ��� � ��� ������ ¶ ��� ��� ��� �
 ������� ¶ ����� ��� � ��������� ���
��� ����� ��������� �µ � ����������� �� �³������ � ±�� ¶ �µ �� ���������¸ �������¸ �µ �������
��� ����� ��� �º������ � ±
� ± ��������� � ±� ������ ��� �
 ������� �µ ��� � ��������� ����
����¸ �µ �� ���������� ��� ± ¾� ������� �
�� ���� ��� ���� ��������� ± ¾� ������� 
 ­� �����
����� ������� ¶ ��� ����� ��� � �� ������� ���� ���� ���� � � 
 ±�� �µ ��������� � ��­��� ���
��»����� �������¸ ± ´� ���� ������� �� ������� � ��� � ���µ�� �����¿������ �µ ��� �������¸ ±
¾� ������� � ­� �������� ��� ���� ­����

S
�� � ��������� ������� ��� ± � ������ ��� µ���

���� � �������¸ �µ �­� ��� � �� �� ���������� ¶ �­� ���������
�� ���� ����� ���� �� ���
���� �� ���� �� ���������¸ �������¸ �µ

N
��� ����� ��� �� ��� �
 ��� ­���

N > 3
± �

¸������������� �µ º������ � ±
 ��� ��������� � ±� �� ��� ���� ­����
S

�� ��������� ��������
������� �� ��������� ±
� ������¶ ��� �� ������ ���� ��� � ��������� µ�� ����������¸ ��������� ������� ���� ������
��� �� µ��� ����������¸ À��� �� ����� ��� À ­���� ��� ��� ����� ��� ������� �� ��� ��� �
��� � ¶ ��� ¸���� �µ ���� ± ¾� � ���� ����������¸ ��� ��

(Sr)Zd ­����
r

�� ��� ������ �µ
����� �� ����� ��� ��� ± ��� ���� �µ

S
�� ������� ������� ¶

(Sr)
�� ��� ��������� ������� ������� ±

��� ��������� ��� ��� � ������� ���������� �� ���� ����� ��� ����������� � ������� ±

� ���~����~� �~� �� �~ ���� ���

���
S

�� � ³���� ��� ¶ ­ ��� � ������� ����� ������� ��
4

± ���
s 4 s′

���� ����
s 6= s′

��
������� ­ ���

s � s′
± ���

P
������� � ��� ����� ��� �� ��� ������� �����

SZd ¶ ­����
� ���� � ��� ����� �¸������ � ����� ����� ��

SZd ­���� ���������� ����������� ������
P����³�� ¶ µ�� ��� ���³¸�������

η ∈ SZd ¶
σ = (σk)k∈Zd ∈ SZd ¶

P ( dσ | η ) = ⊗
k∈Zd

pk( dσk | η ),

­���� µ�� ��� ����
k ∈ Zd

¶
pk( . |η)

�� � ����������� � ������ ��
S

¶ ������ ¥«®§¨©¢¤ ¦¥ ¹¬± ¾�
����� ­���� ¶ ¤ ©�¬¢ ¨	 ¬ « ¦¬�©¡¥ª ¨©° ¬ ª¨¬«

(n−1)
¶ ��� ��� ���� ������

(ωk(n))k∈Zd

�� ��� �
n��� ª©° ¥¹¨§¢ ¬¡¥ª¹
 §¢® ©¢®¬« ¬¢®¬¢¨¹
 ¥«®§¨¬®¶ ���� ��� ��������¸ �� ��� �������������

����
pk( . | (ωk′(n − 1))k′∈Zd)

± ´� ­ ��� ������
P = ⊗

k∈Zd
pk

± ��� �� ����� � ���� ��� ���
����� ��� ���������� ���� ��� �� ��� ­���� � ����

∀k ∈ Zd, ∃ Vk b Zd, pk( . |η) = pk( . |ηVk
),­���� ��� ��������

Λ b Zd
� ����

Λ
�� � ³���� ������ �µ

Zd
± ��� ��� ������

∆
�µ

Zd
¶ ���

µ�� ��� ���³¸��������
σ

���
η

�µ
SZd ¶ ��� ���³¸�������

σ∆η∆c

�� ��³��� ��
σk

µ��
k ∈ ∆

¶
ηk

����­���� ± ���
σ∆ ≡ (σk)k∈∆

��� ±
���

ν
����������� � ������ ��

SZd ��¿���� �� ­ ��� ��� �����
σ

�³��� ���������� �� ���
������� ������¸�� ¶

νP
��µ��� �� ��� ��­ �� ��� �

1
�µ ��� ��� ����� ��� ­ ��� ��­

ν
��

��� �
0
	
νP (dσ) =

∫

P (dσ|η)ν(dη)
± � ����������

νP (n) = (νP (n−1))P
�� ��� ��­ �� ��� �






n
�µ ��� ������ ����� ��¸ ��������¸ �� ��� ��� ����� ���

P
��� ������� ��­

ν
± ��� ����

µ�������
f

��
SZd ¶

P (f)
������� ��� µ������� ��³��� ��

P (f)(η) =
∫

f(σ)P (dσ|η)
±

��� �� ��­ ��³�� ��� � ������� �µ ��� ������� �������¸
4

± º­� ���³¸��������
σ

���
η

�µ
SΛ �­ ���

Λ ⊂ Zd
� �����µ�

σ 4 η
�µ
∀k ∈ Λ, σk 4 ηk

± � ���� µ�������
f

��
SΛ ­ ��� �� � �

���������¸ �µ
σ 4 η ⇒ f(σ) 6 f(η)

± º��� �­� ����������� � �������
ν1

���
ν2

�����µ� ���
��� ������� �������¸

ν1 4 ν2

�µ ¶ µ�� ��� ���������¸ µ��������
f

��
SΛ ¶

ν1(f) 6 ν2(f)
¶ ­ ��� ���

��������
νi(f) =

∫

f(σ)νi(dσ)
± � � � ����� ����� ¶ � ��� ����� ���

P
��

SΛ �
Λ ⊂ Zd

� ��
���� �� � � §¨¨¦§ ¨©�¬ �µ µ�� ��� ���������¸ µ�������

f
¶
P (f)

�� ����� ���������¸ ± ¾� �� �¿��������
�� ��� ���� ����

µ1 4 µ2 ⇒ µ1P 4 µ2P
­����

µ1, µ2

��� ����������� � ������� ��
SZd ±

���~����~ � �| ���~����~��� ���� ��~� � � �	
 ��~�� ����
�¬¨

P 1, P 2, . . . , P N 
¬ N
« ¦¡
§
©¹©ª ¨©   ¬¹ ¹¥ ¹§¦ §¥¨¡° §¨§ ®
¢§° © ª� � ©¨	

P i = ⊗
k∈Zd

pi
k � �¬

 §¹ ¹ ����������� �������¸ ¡� ¨	 ¬
(P i)16i6N

§ � §¦�¡�©§¢ ®
¢§° © ª
Q

¡¢
(SZd

)N ∼ (SN)Zd �
�	 © 	 ©ª § � �� ®
¢§° © ª ¨¡¡� §¢® � ©¨	 ° §¦¤ ©¢§¹ª ¨	 ¬

P i � � ¨ ° ¬§¢ª ¨	§¨
Q = ⊗

k∈Zd
qk

� ©¨	

∀i ∈ {1, . . . , N}, ∀si ∈ S, ∀ζ i ∈ SZd

,

pi
k(s

i | ζ i) =
∑

sj∈S,j 6=i

qk

(

(s1, . . . , sN)
∣

∣

∣ (ζ1, . . . , ζN)
)

.
���

��� �� ��­ ��������� � ������ �µ ����� � ��­��� ��� ����� ��� ��
SZd ±

���~����~ � �� �}~������~�
N ��� �� � � �	
 ��~�� ���� �¬¨

(P 1, P 2, . . . , P N) 
¬ §
N

¯
¥« ¹¬ ¡� � �� ®
¢§° © ª �	 ¬¦¬

N > 2
§¢®

P i = ⊗
k∈Zd

pi
k �1 6 i 6 N � � � ¨ ©ª ª§©® �° ¡¢¡¨¡¢ ¬����������¸ ©� �

∀ζ1 4 ζ2 4 . . . 4 ζN
�

P 1( . | ζ1) 4 P 2( . | ζ2) 4 . . . 4 P N( . | ζN)
���

·����
P ( . |σ)

�� � ������� � ������ ¶ ��������¸ �� ����������� � ±� �� º��� �� �� ± ������
��������� ��� �� �¿�������� �� 	
∀ζ1 4 ζ2 4 . . . 4 ζN

¶
∀k ∈ Zd

¶
p1

k( . | ζ1) 4 p2
k( . | ζ2) 4 . . . 4 pN

k ( . | ζN)
�
�

� ��� �� ��­ ��� � ��� ������ ��� 	
������� � �� �¬¨

S 
¬ § ¨¡¨§¹ ¹
 ¡¦®¬¦¬® ª«§ ¬� �¬¨
(P i)16i6N
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N
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¢§° ¯
© ª ¡¢

SZd � � ¨ ¬� ©ª¨ª § ª
¢ 	¦¡¢¡¥ª  ¡¥« ¹©¢¤
Q

 §¹ ¹¬® ���������¸ �������¸ ¡�
(P 1, P 2, . . . , P N)� ©¨	 ¨	 ¬ � ¡¹ ¹¡� ©¢¤ « ¦¡« ¬¦¨
 � � ¡¦ §¢
 ©¢ ©¨©§¹  ¡¢£ ¤¥¦§¨©¡¢

σ1 4 σ2 4 . . . 4 σN
�
∀n > 1

�
Q

(

ω1(n) 4 . . . 4 ωN(n)
∣

∣

∣ (ω1, . . . , ωN)(0) = (σ1, . . . , σN)
)

= 1
���

�



©� §¢® ¡¢¹
 ©�
(P 1, . . . , P N)

©ª ©¢  ¦¬§ª©¢¤ ��¬ � ©¹ ¹ ®¬¢ ¡¨¬ ¨	 ¬ ¡¢ ¬ � ¬  ¡¢ª¨¦¥  ¨ 

 P 1 ~ P 2 ~ . . . ~ P N �
���� ���� ��� ���� ���� �µ ���������¸ ��� ����� �� ����� ��� �������¸ ��� ���  ¡§¹¬ª  ¬¢  ¬
« ¦¡« ¬¦¨
 ± ¾� � ���� ¶ �µ �­� ��� ������� ���� ��� ��� � ����� µ�� ��� � ��� � ¶ ���� ���� ����
��� ��� ��� ������� ��� ��­���� ­ ��� ���� ��� ��� � ����� µ��� ���� ��� � �� ±
��� � � 
 ±
 ­ ��� ����� ¶ µ�� � ��� ����� ���

P
¶ ���� �µ

P
�� �� ���������� ����� ��� ����

µ�� ���
N > 2

¶ ���
N

�����
(P, P, . . . , P )

�� ���������¸ ± �� �� � ������ �����¿����� �µ º���
���� � ±
 �� ���
	��� ����� � �� �¬¨

S 
¬ § ¨¡¨§¹ ¹
 ¡¦®¬¦¬® ª«§ ¬�
P 
¬ § � �� ®
¢§° © ª ¡¢

SZd §¢®
N > 2 �� ¨ ¬� ©ª¨ª §¢ ©¢  ¦¬§ª©¢¤  ¡¥« ¹©¢¤

P = P ~N ���
©� §¢® ¡¢¹
 ©�

P
©ª §¨¨¦§ ¨©�¬�

��� � � 
 ±� �� � � ���­� �� ������� 
 ¸���� � ��������� ������������ �������� µ�� ������¸ �µ
��

N
����� �µ ��� ����� ��� �� ���������¸ �� ��� �������������� �µ ��� � ���

P
± ´� ���

�� �� ��� µ����­ ��¸ �
�� ���� ±
����� �� � � � ��� ��� � � ������~� �	
 ��~�� ���
���

S = {−1, +1}
��� ���

(P βi,hi)16i6N

� µ�� ��� �µ
N

��� ����� ��� ��
{−1, +1}Zd��³��� ��

∀k ∈ Zd
¶
∀η ∈ {−1, +1, }Zd ¶

∀s ∈ {−1, +1}

pi
k(s | η) =

1

2

(

1 + s tanh(βi

∑

k′∈Zd

K(k′ − k)ηk′ + βihi)
)

,
���

­����
(βi)16i6N

��� � ������� ���� ������� ¶
(hi)16i6N

���� ������� ¶ ���
K : Zd → R

��
�� ����������� µ������� ���­��� ����� ­���� �� ��� � ����� ��� ��� ³���� ���¸�

R > 0
�©�¬�µ�� ���

k
�µ

Zd
���� ����

‖k‖
1

> R
����

K(k) = 0
¶ ­ ���

‖k‖
1

=
∑d

i=1 |ki|
� ±

º��� �
�� ��� �� �� �� ������� µ�� ��� �µ ��� ����� ��� ± ��� �µ ���� µ��� ��� ��� � ���
¸������ ���� �� ��¸ ��� ���������� ��� ����� ��� ��

{−1, +1}Zd �­���� � ���� �� ��� ���
�� ����� ��� �������� �� ����������� � ������� ���� ���������� � ±� ±� �� ����� ������� ± ´ ���
βi = β

¶ µ��
h1 6 . . . 6 hN

¶ ���
N

�����
(P β,hi)16i6N

�� ���������¸ ± �� ��� ����� ���� ¶
���� ���� �� ��� ����

hi = 0
¶ ��� ����� �����

β1 6 . . . 6 βN

���� ��� �� ��� ���
N

�����
(P βi,0)16i6N

�� ���������¸ ± �������� µ�� ��������
β1 = 1

2

¶
β2 = 3

¶
d = 2

¶
K

���� ����
Vk = {k − e1, k + e1, k − e2, k + e2}

­����
(e1, e2)

�� � ����� �µ
R2 ± ��������� �
� �� µ����

����������¸
k = 0

¶
ζ1
V0

���������¸ �µ µ���
−1

¶ ���
ζ2
V0

�µ �����
−1

��� ���
+1

±
����� �� � � �~ ���������� �	
 ��~�� ���
���

P β,h
��� � ��� ����� ��� ��³��� ������ �� ��� �������¸ ���� ��� �

β > 0
¶
h ∈ R

� ±
º��� ����� ��� �� ���������� �µ ��� ���� �µ

K(.) > 0
����� ��µ ± ����������� � ±� ±� �� �����

������� ± ��� � � ��� ������ ���� ����� �µ ���� ����� ¶ ��� �� ��µ�� �� � �� ��� �� �� ± ������
��� ����� ����� � ±

�



����� �� � � �~ ���������� �	
 ��~�� ��� � ���
#S = q � q > 2���

S = {1, . . . , q}
�
q > 2

� ¶ ��� �������� ��� �������¸ ����

∀k ∈ Zd, ∀s ∈ S, ∀σ ∈ SZd

, pk(s|σ) =
eβNk(s,σ)

∑

s′∈S eβNk(s′,σ)

���
­����

β > 0
���

Nk(s, σ)
�� ��� ������ �µ

σk′

�
k′ ∈ Vk

� ­���� ��� ���¸�� ����
s

± ¾� ��
���������� µ�� ���

β
������¸����� ±

� � ��� � � � ��� �� �~ ���� ���

����� � �� ���� ������� ����
S

�� � ������� ������� ��� ± ��� �� ���� ���� ����� ��� ����
��� ���� ���� ­ ���

S = {−, . . . , s, s + 1, . . . , +}
­���� ­� ������ ­ ���

+
����� ±

−
� ���

������������ ���¿��� � �
 ���� ����� ± � ������ � ����� �µ
S

��� µ��
s ∈ S

¶
(s + 1)

�������
��� ���� ���� ��� ��

S
���� ���� ����� �� ��

s′′ ∈ S
¶
s � s′′ � s + 1

±
� ���� ������ µ�������

f
��

SZd �� ���� ¹¡ §¹ �µ
∃Λf b Zd, ∀σ ∈ SZd

, f(σ) = f(σΛf
)
±

����� � �| �	 ¬¢
S

©ª § ¨¡¨§¹ ¹
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� ©ª ¬½¥©�¯
§¹¬¢¨ ¨¡

∀k ∈ Zd, ∀ζ1
4 ζ2

4 . . . 4 ζN ∈ (SZd

)N , ∀s ∈ S

F 1
k (s, ζ1) > F 2

k (s, ζ2) > . . . > F N
k (s, ζN),

���
�	 ¬¦¬

F i
k(s, σ)

©ª ¨	 ¬ ¦¬«§¦¨©¨©¡¢ � ¥¢  ¨©¡¢ ¡�
pi

k(.|σ)
�

F i
k(s, σ) =

∑

s′6s
pi

k(s
′|σ) (s ∈ S, σ ∈ SZd

, i ∈ {1, . . . , N}).
���

� ��� � � º�� �� ��������� �
�
⇒

��� �� �����¸��µ��­��� ����¸ ��� ���������¸ µ�������
f(s′) =

11s′>s

± º� ����� ���
⇒

�
� �� �� ����¸� �� ��� ��� ���� ¶ µ�� ��� µ�������
f : S → R

¶

pi
k(f |σ) = f(+) +

∑

s�+
(f(s)− f(s + 1))F i

k(s, σ).
����

2

� ��� � � � ������� � �� ´� �
����� ��� ­�� �� ��������� �
�������� ��� �������¸
P 1~P 2~

. . . ~ P N
± ���

n
�� � ³
 �� ��� � ¶ ��� ��� �� ������� � ��­ �� ���������

(ω1, . . . , ωN)(n + 1)
∈ SN

¶ ���­ ��¸ ��� ���³¸�������
(ω1, . . . , ωN)(n)

± ���
(Uk)k∈Λ

�� � µ�� ��� �µ ����� ������
����������� ����������� ���µ��� ��­ � ��

]0, 1[
± ·���� ­� ��� �����������¸ � �����������

�������¸ ¶ �� �� ����¸� �� ��³�� ��� ���� µ�� � ³
 �� ����
k ∈ Zd

± ��� ����
r

� ����������� �µ
��� ������ ��������

Uk

± ²�� ��� µ����­ ��¸ §¹¤ ¡¦©¨	° ©  ¦¥¹¬ �� ������ ��� �����
ωi

k(n + 1)

�



µ�� ���
i (1 6 i 6 N)

	











�µ
F i

k(s− 1, ωi(n)) < r 6 F i
k(s, ω

i(n)), s � −,
����¸�

ωi
k(n + 1) = s�µ

0 6 r 6 F i
k(−, ωi(n))

����¸�
ωi

k(n + 1) = − .

����

º��� ���� ������� ���� �� ��� ��³������ �µ ��� �������¸ � ��­��� ��� ��
n

���
n+1

��������¸
��

∀k ∈ Zd,

(

ωi
k(n + 1)

)

16i6N

=
(

(

F i
k( . , ωi(n))

)−1
(Uk)

)

16i6N­����
(F i

k)
−1 ������� ��� ���� ����������� �����µ��� �¸���������� ������� �����������

�����µ��� � �µ ���
F i

k

����������� µ�������

(F i
k)
−1(t) = inf

4
{s ∈ S : F i

k(s) > t}, t ∈]0, 1[.

� ������¶ ��� ��� ���� ��� ���������� ��� ������� � ��­��� ��� ��� �������
i

��� �� µ��� ���
µ��� ���� ­� ��� ��� ª§° ¬ �����������

r
�µ

Uk

µ�� §¹ ¹ ��� ��� ������� ± º�� µ��� ���� ����
�������¸ ��������� ��� ������� �������¸ �� ���� ���� �� ����� ��������¸ �� ���� ������������ ¶
­��� ��� � ����������� �µ

(P 1, . . . , P N)
�� ����� �� ¶ ����� �� �� �¿�������� �� ����� ���

���� � � 
 ±�� ±
� �����������¶ ��� ��������� ��� �� ���������± � ���� � �� �
 ���� � ����������� �������¸
(qk)k∈Zd

�µ
N

��� ����� ��� ��
SZd ­���� ��������� ��� ���������� �������¸ ± ¾� � ����

���� µ��
ζ1 4 . . . 4 ζN

¶
qk( . |(ζ1, . . . , ζN)) > 0

���� ��
(SN)+ ­����

(SN)+ �� ��� ������
{(s1, . . . , sN) : s1 4 . . . 4 sN}

�µ
SN

± ���
s ∈ S

¶
1 6 i < N

¶ ���
ζ1 4 . . . 4 ζN

�� ³
�� ±
²���¸ ��� ��������� ��� �� ���

i
��� � ��¸���� �µ � �������¸ ¶ ­� ����

F i
k(s, ζ

i) =
∑

(s1,...,sN )∈Ai
s

qk((s
1, . . . , sN)|(ζ1, . . . , ζN)),

­����
Ai

s = {(s1, . . . , sN) ∈ (SN)+ : si 4 s}
± � ���� ����

Ai
s = Ai+1

s t ∆i
s

­ ���
∆i

s =
{s1, . . . , sN) ∈ (SN)+ : si � s 4 si+1}

�
t

������� ��� ���� ���� ������ ± � ������ ���� ����

F i
k(s, ζ

i) = F i+1
k (s, ζ i+1) +

∑

(s1,...,sN )∈∆i
s

qk((s
1, . . . , sN)|(ζ1, . . . , ζN))

­���� ��� ���� ���� �� ��� ��¸����� ±
2
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 ���� ��� ���������� �������¸ �������� 	

����� � �� �¬¨
N

§¢®
N ′ 
¬ ¨� ¡ ©¢¨¬¤ ¬¦ª ª¥  	 ¨	§¨

1 6 N < N ′ � �¬¨
(P 1, . . . , P N ′

) 
¬
N ′

� �� ®
¢§° © ª � �	 ¬ « ¦¡� ¬ ¨©¡¢ ¡� ¨	 ¬  ¡¥« ¹©¢¤
P 1~P 2 . . .~P N ′ ¡¢ §¢


N
 ¡°« ¡¢ ¬¢¨ª

(i1, . . . , iN )
 ¡©¢  ©®¬ª � ©¨	 ¨	 ¬  ¡¥« ¹©¢¤

(P i1, . . . , P iN ) �
�



� ��� � � ��������¸ �� ��� ������������ �µ ��� ���������¸ �������¸ ¶ ���� ������ ��� � � �������
�����¸��µ��­��� ±

2

����� � �� �¬¨
P 
¬ § � �� ®
¢§° © ª ¡¢

SZd � � ¨ ©ª §¢ §¨¨¦§ ¨©�¬ ®
¢§° © ª ©� §¢® ¡¢¹

©� � � ¡¦ §¹ ¹

N > 2
� ¨	 ¬

N
¯¥« ¹¬

(P, P, . . . , P )
©ª ©¢  ¦¬§ª©¢¤ �

� ��� � � ����� �
P

�� ���������� ± ���
k ∈ Zd

� � ³
�� ¶ ��� ���
f

�� � �� ��� ���������¸
µ������� ��

S
± ¾� � �� � � ���������� �� � µ������� ��

SZd ���� ����
∀σ ∈ SZd ¶

f(σ) = f(σk)
±

·����
P (f) = pk(f)

�� �� ���������¸ µ������� ¶ �������� �
� ����� ­ ���
pi

k = pk, ∀i
± º��

�¿��������� �
�
⇐⇒

��� ¸����
(P, . . . , P )

���������¸ µ�� ���
N > 2

±
� �����������¶

(P, P )
�� ����� �� �� �� ���������¸ ± º��� �������� ��� ����� ­ ��� ��� ��� �

����� ��� �� ��� �­� ��� ������� ± ���
f

� � �� ���������¸ µ������� ��
SZd ���� ����

∃k ∈
Zd, ∀σ ∈ SZd ¶

f(σ) = f(σk)
± ��������¸ �� ��� µ������ ���� ¶ ­� �������� ����

P (f)
��

���������¸ ± � ����������¶ ­� ��� ����� ��� ��� � ������ µ�� ��� �� ��� µ�������� ¶ � ������ �µ
��� ������� µ��� �µ ��� ������� ± ·����

S
�� ³���� ¶

SZd �� ��� ���� ¶ ��� � ������� ��¸�� ���
¸���� ��� ���������� ±

2

� ��� � � � 	��� ����� � �� º��� ������ �� � ������ �����¿����� �µ º������ � ±
 ��� ��� � � 
 ±
 ±
��� ���� ����� �� �����µ� ��� ��������

P
�� ������ ��� �������¸

P ~P ~. . .~P
�µ

N
��� ��

��� ��� � ���������� ��� ����� ���
P

± ²���¸ ��� ��� ���������� ���� ���� �µ ��� �����������
�������¸ ���� � � 
 ±�� ¶ ­��� ��� ����� ��� �� ���� ��� ������� ��� ��������� ¶ ��� � ��¸����
�µ

P ~N ′ ��
N

��� ������� ������ ��
{1, .., N ′}

�� ��� ��� � �� ��� �������¸
P ~N

± ·� ���
��������

P
��� � � ���� �� ������ ��� �������¸

P ~N
µ��

N
���¸� ����¸� ±

2

� 
�� �������~�

¾� ���� ������� ¶ ��� �� ³��� ¶ µ�� ����� ��� ��
SΛ �

Λ b Zd
� ���� ������ �� � ��� ��

SZd ��µ ±
µ����� ����� ¶ ¸��� � ���������� ���� ���� µ�� ��� � �µ ����� ���������� � ������� ����� ����
���� � ±�� ± º�� �������� � ��­��� ����� � ������� ��� ��� ���������� � ������� µ�� ��� ���
����� ��� ��

SZd �� ���� ����������� ����� ������� � ±�� ± ¾� �� �����¸��� �� º������ � ±
 ��
� �¸¸��� ������ ­ ��� ��� �������¸� ���� �µ ��� ³���� ����� � �������� ± ¾� ���������� ¶ ����
­� ����� ��� ����������� � ��­��� ������� ��� ��� ��� ��� ����� ��� ��� ��µ ± �¿������� ����
��� ����� ± ���� ������� � ±� ����� ���¿�������� ��� �����¸ ��� � �������� �µ ��� ��� ­ ���
��� ��� �µ ����� ���������� ³���� ����� � ��� ± ·�� ���� ����� ������ µ�� ������������ ±
���

P = ⊗
k∈Zd

pk

�� �� ���������� ��� ����� ��� ��
SZd ± ­����

S
�� ¶ �� �� ��� ��������

������� ¶ � ������� ������� ����� ±

�
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���
Λ b Zd

�� � ³���� ������ �µ
Zd

¶ ������ ³���� ����� � ± ´� ���� £ ¢©¨¬ �¡¹¥° ¬ � ��
®
¢§° © ª ­ ��� 
¡¥¢®§¦
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τ
�
τ ∈ SZd ��

τ ∈ SΛc � ¶ ��� � ����� ����� ��
SΛ­���� ���������� �����������

P τ
Λ

�� ��³��� �� 	

P τ
Λ(dσΛ | ηΛ ) = ⊗

k∈Λ
pk( dσk | ηΛτΛc ).

����

¾� � �� � � ������³�� ­ ��� ��� µ����­ ��¸ ��³���� ����� � ��� ����� ��� ��
SZd 	

P τ
Λ(dσ | ηΛ ) = ⊗

k∈Λ
pk( dσk | ηΛτΛc )⊗ δτΛc (dσΛc)

��
�
­���� ��� ����� �µ

Λ
������ ��������¸ ��

P τ
Λ

¶ ��� ����� �µ
Λc

��� ��� ��� ������ �µ����� À ��
��� �����

τ
± ´� ����� � ���� ��� ³���� ����� � ��� ����� ���

P τ
Λ

��� ����������� ��� �� ��
������ � ����� ������ ± º��� ���� ��� �� ��� ��� ���� ��� ���������� ����������� � ������ ¶
������

ντ
Λ

�©�¬� ντ
ΛP τ

Λ = νt
Λ

� � µ������� ���
P τ

Λ

�� ��¸���� ¶ ­���� � ����
limn→∞ ρΛ(P τ

Λ)(n) = ντ
Λ�� ��� ­��� ����� ¶ µ�� ��� ������� ���������

ρΛ

±
� ��� ����� ��������� µ�� ��� �������������� ��� ������������ �µ

P τ
Λ

�� µ�� �������� �� ����� �
���� ��� ����� ��� ������� ��� ¢ ¡¢ ®¬¤ ¬¢ ¬¦§¨¬ ���� ± ¾� � ���� 	

∀k ∈ Zd, ∀η ∈ SZd

, ∀s ∈
S, pk( s | η ) > 0

± º�� µ����­ ��¸ ����������� ������ ���� ��� ³���� ����� � ���������� � ���
����� ���������� ­ ��� �
���� �� �������� ���������� �����µ� ��� � ������� ������ �������� ¶
­���� � ���� ��� ������� ���¼ ���� � ������� ± ¾� ��� ���� �� ����� ����

S = {−1, +1}
���

µ��
P

�������� �� ���� ������ ­�� ���­� �� � �� ��� �� �� ± ������ ±
� ������� ��~ � �| �¬¨

ν+
Λ �¦¬ª« � ν−Λ � 
¬ ¨	 ¬ ¥¢©½¥ ¬ ª¨§¨©¡¢§¦
 « ¦¡
§
©¹©¨
 ° ¬§ª¥¦¬ §ªª ¡¯

 ©§¨¬® � ©¨	 ¨	 ¬ £ ¢©¨¬ �¡¹¥° ¬ � �� ®
¢§° © ª
P+

Λ �¦¬ª« � P−Λ � � ©¨	
+++ �¦¬ª« � −−−� ¬� ¨¦¬° §¹
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  ¡¢®©¨©¡¢ � �¬¨
Λ ⊂ Λ′ b Zd � �¡¹ ¹¡� ©¢¤ ©¢ ¬½¥§¹©¨©¬ª 	 ¡¹® � ¡¦ §¢


σ
�

ν−Λ′(.|σΛ′\Λ) < ν−Λ (.)
§¢®

ν+
Λ′(.|σΛ′\Λ) 4 ν+

Λ (.).
����

� ��� � � � ���� ��� ��� ¶ ����¸ �
� ���� ��� ���� �µ ���
(P+

Λ′, P
+
Λ ⊗ δ+Λ′\Λ

)
����� ±

(P−Λ ⊗

δ−Λ′\Λ
, P−Λ′)

��
SΛ′ �� ���������¸ ± ² ���¸ ��� ���������¸ �������¸ ��³��� �� º������ � ±
 ¶ ­�

����� ¶ µ�� ��� ������� ���������
σ

¶ ��� µ��
n > 1

¶

P+
Λ′ ~

(

P+
Λ ⊗ δ+Λ′\Λ

)

(

f(ω2(n))− f(ω1(n))| (ω1, ω2)(0) = (σ, σ)
)

> 0 ,

­����
f

�� ��� ���������¸ µ������� ��
SZd ± º���

P+
Λ′(f(ω(n)) | ω(0) = σ) 6 P+

Λ ⊗ δ+Λ′\Λ
(f(ω(n)) | ω(0) = σ).

������¸
n

¸���¸ �� ��³����¶ ��� ����¸ ³���� ����� � ��¸�������¶ �� �����
ν+

Λ′ 4 ν+
Λ ⊗ δ+Λ′\Λ

±
�����¸�����¶

ν−Λ ⊗ δ−Λ′\Λ
4 ν−Λ′

±

�



���
σΛ′\Λ ∈ SΛ′\Λ ± ���

B
� � ��� �����

B = {ω ∈ SΛ′
: ωΛ′\Λ = σΛ′\Λ}

± �������� � ��¿�����
�µ ����� ������ ¶ ����������� ����������� ������ ���������

(Zn)(n>1)
¶ ­ ��� ������������

ν+
Λ′

±
���

Y
� � � ������ �������� ­ ��� ������������

ν+
Λ ⊗ δ+Λ′\Λ

± ���
N

� � ��� �������¸ ��� �
inf{n > 1 : Zn ∈ B}

± ´� ����� ���� ��� ��� ������¶
∀n > 1

¶
Zn 4 Y

± ·� �� �����
ZN 4 Y

¶
­���� �� ������������ � ����

ν+
Λ′(.|σΛ′\Λ) 4 ν+

Λ (.)
± º�� ����� ���¿������ �� ������ �� ���

��� � ­��±
2

� ������� ��~ � �� �¬¨
Λ b Zd � �	 ¬ ° ¬§ª¥¦¬

ν+++
Λ �¦¬ª« � ν−−−Λ � ©ª ¨	 ¬ ° §� ©° §¹ �¦¬ª« � ° ©¢©° §¹�° ¬§ª¥¦¬ ¡� ¨	 ¬ ª ¬¨

{ντ
Λ : τ ∈ SΛc

} � �¬¨
ν+++

§¢®
ν−−−

®¬¢¡¨¬ ¨	 ¬ ° §� ©° §¹ §¢® ¨	 ¬ ° ©¢©° §¹
¬¹¬° ¬¢¨ª ¡� ¨	 ¬ ª ¬¨

S
¡� ª¨§¨©¡¢§¦
 ° ¬§ª¥¦¬ª ¡¢

SZd §ªª ¡ ©§¨¬® ¨¡ ¨	 ¬ � �� ®
¢§° © ª
P �

�
¡¹ ¹¡� ©¢¤ ¦¬¹§¨©¡¢ª 	 ¡¹® �

ν+++ = lim
L→∞

ν+++
B(L) ⊗ δ(+++)B(L)c

= lim
n→∞

δ+++P (n) ����

ν−−− = lim
L→∞

ν−−−B(L) ⊗ δ(−−−)B(L)c
= lim

n→∞
δ−−−P

(n),
����

�	 ¬¦¬ � ¡¦
L

©¢¨¬¤ ¬¦�
B(L)

©ª ¨	 ¬ 
§¹ ¹
B(0, L)

� ©¨	 ¦¬ª« ¬ ¨ ¨¡ ¨	 ¬ ¢¡¦°
‖k‖

1
=

∑d
i=1 |ki|

�
k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Zd ��¢ «§¦¨© ¥¹§¦�

P
§®° ©¨ª § ¥¢©½¥ ¬ ª¨§¨©¡¢§¦
 ° ¬§ª¥¦¬

ν
©� §¢® ¡¢¹
 ©�

ν−−− = ν+++ �
� ��� � � � ���� ����� ����

τ 4 τ ′ ⇒ ντ
Λ 4 ντ ′

Λ

± ���
τ

��
τ ′

�� �­� �������� ���������� ����
����

τ 4 τ ′
��� ���

f
� � �� ���������¸ µ������� ��

SZd ± ¾� �� ���� �� ����� ����
(P τ

Λ, P τ ′

Λ )�� � ���������¸ ���� ¶ ����
P τ

Λ ~ P τ ′

Λ

��������� ���������� ����� ± ���
σ ∈ SZd �� �� �������

��������� ± � ������ ¶
σΛτΛc 4 σΛτ ′Λc

¶ �� ��� �
n

���� ���¿������ �� ��������� ¶ ��� ����¸ ���
� ����������� �µ

f
¶ ­� ���� 	

P τ
Λ ~ P τ ′

Λ

(

f(ω2(n))− f(ω1(n))| (ω1, ω2)(0) = (σ, σ)
)

> 0 .

º���
P τ

Λ(f(ω(n)) | ω(0) = σ) 6 P τ ′

Λ (f(ω(n)) | ω(0) = σ).º�� ³��� ������ µ����­ � ������¸
n

¸���¸ �� ��³����¶ ��� ����¸ ³���� ����� � ��¸�������± º��
�
���� ����� �µ

ν+
Λ

���
ν−Λ

µ����­ � ±
º��� ¶ ���� ����

limL→∞(ν−−−B(L) ⊗ δ(−−−)B(L)c
)

���
limL→∞(ν+++

B(L) ⊗ δ(+++)B(L)c
)

�
 ��� ��� �� � ����
�������� �µ ��� µ����­ ��¸ ��¿������ 	

(ν−B(L) ⊗ δ(−−−)B(L)c
)L

���
(ν+
B(L) ⊗ δ(+++)B(L)c

)L

± º��� ��� ��
µ��� ��� µ��� ����

℘Λ ν+++
Λ′ 4 ν+++

Λ

­����
Λ b Λ′ b Zd

¶ ���
℘Λ

������� ��� ���� ������ ��
Λ

¶ ­���� �� ������ ������� ����¸ ��� ���������¸ �������¸
(P+++

Λ′, P
+++
Λ )

± ·����
ν+++
B(L)

��
P+++

Λ

�
����������¶ ����� ±

ν−−−B(L)

��
P−−−Λ

����������� ��� ��� ���
limL→∞(ν−−−B(L) ⊗ δ(−−−)B(L)c

)
���

limL→∞(ν+++
B(L) ⊗ δ(+++)B(L)c

)
���

P
�����������±

���
ν

�� �
P

����������� � ������ ¶ ���
L

��� �������� ����¸�� ± ·���� ��� �������¸
P−B(L) ~ P ~ P+

B(L)��������� ���������� ����� ¶ ����¸ ³���� ����� � ��¸�������¶ ��� ��� ����� 	

ν−−−B(L) ⊗ δ(−−−)B(L)c
4 ν 4 ν+++

B(L) ⊗ δ(+++)B(L)c
.

��



´� ���� ���� 	
lim

L→∞
ν−−−B(L) ⊗ δ(−−−)B(L)c

4 ν 4 lim
L→∞

ν+++
B(L) ⊗ δ(+++)B(L)c

.
����

�� ��� ����� ���� ¶ �� �� ���� �� �����
δ+++P 4 δ+++

¶ �� ����¸
P

À� ��������� ���¶
(δ+++P (n))n∈N

��
���������¸ ± �����¸�����¶

(δ−−−P
(n))n∈N

�� ���������¸ ± º��� ¶ ��� ��� ���
limn→∞ δ−−−P

(n) ���
limn→∞ δ+++P (n) �
 ��� ¶ ��� ���� ��� ���������

P
����������� � ������� ±

���
ν

� � �
P

����������� � ������ ± � ������
P

�� ���������� ���
δ−−− 4 ν 4 δ+++

¶ ­� ���� 	

lim
n→∞

δ−−−P
(n)

4 ν 4 lim
n→∞

δ+++P (n).
����

²���¸ ��� µ��� ���� ��� � �������
limL→∞(ν−−−B(L) ⊗ δ(−−−)B(L)c

)
¶
limL→∞(ν+++

B(L) ⊗ δ(+++)Λc )
¶
limn→∞ δ−−−P

(n)���
limn→∞ δ+++P (n) ���

P
�����������¶ ­� ����� �� ���� ���¿�������� ���� ��� ���� ± ����

�������� µ����­ ±
2

� �� �¡°«§¦©ª ¡¢ ¡� £ ¢©¨¬ � ©¢£ ¢©¨¬ �¡¹¥° ¬ � ��

º�� ��� ����� ���
P

�� ��� ��³���� ����� � �����
SZd ���������� �� ���� ���������� ��

����� �� �� � � ����������� ��������� ��� ª«§ ¬ 	 ¡° ¡¤ ¬¢ ¬¡¥ª� ± ¾� � ���� 	
∀k ∈ Zd

¶
∀s ∈ S

¶
∀η ∈ SZd ¶

pk( s | η ) = p0( s | θ−kη )
¶ ­����

θk0(σ)
��³��� ��� ����������� �µ � ���³¸�������

σ
�µ

SZd ­ ���
θk0(σ) = (σk−k0)k∈Zd

± � �� ��� ���� ��������¸ �� ��� ������������ �µ ���
�������¸ �� º������ � ±
 ¶ �µ ��� ��� ����� ��� �� � � ������� ��� ����������� ��������� ¶ ��
�� ��� ������� ����� ��� ±
� � ����������� � ±� ���­ � ¶ �� ����� �� ����� ��� � ���� ���� �µ � ��� ����� ���

P
��

SZd����� �� �������¸� �� ��� ³���� ����� � ���������� ����� ���
P τ

Λ

��
SΛ ­ ���

Λ b Zd
± ¾�

���������� ¶ ����� ��� � ���� ������� �� ���­� ± ·� ¶ ��� �� ����� ��� µ����­ ��¸ ����������� � ±�
­���� �� ������� ��������� ��� ������ ± º��� ��� �
��������� ���� �� ��� ��� �� ����� ����� �
�� ���­ ���� �
��������� ��¸������� �µ ��� ����� ���

P
�� �¿�������� �� ��� �������� ¶ ­ ���

�
��������� �� ��� ��
L

¶ �µ ��� ¿������� (

∫

σ0 dν+++
B(L) −

∫

σ0 dν−−−B(L)

) ± º� ���� ��� ¶ ���
� �������� �µ ���� ��¿����� �� ������� �� ��� ��� �µ

(ρ(n))n>0

­����

ρ(n) = P

(

ω1
0(n) 6= ω2

0(n)

∣

∣

∣

∣

(ω1, ω2)(0) = (−−−,+++)
)

,
����

­ ���
P

��� �������¸ ���������� �� ��������� � ±� ±
���

Λ ⊂ Zd
± ���

P+++
Λ

����� ±
P−−−Λ

� � � ��� ����� ��� ��
SΛ ��³��� �� ��
� ­ ��� ��� � �
 �� ��

����� ± � ���� ��� �������� ���������
+++

����� ±
−−−

� ± � ���� ���� ��� ������ ������� µ��� 	
����� � �� �� ¨	 ¬ � �� ®
¢§° © ª

P
©ª §¨¨¦§ ¨©�¬ ¨	 ¬¢

(P−−−Λ , P, . . . , P, P+++
Λ )

©ª ©¢  ¦¬§ª©¢¤ �
§¢® ¨	¥ª ¨	 ¬ ©¢  ¦¬§ª©¢¤  ¡¥« ¹©¢¤

P−−−Λ ~ P ~ . . . ~ P ~ P+++
Λ

 §¢ 
¬ ®¬£ ¢ ¬® �
� ������� ��~ � �� �¬¨

σ, η ∈ SZd 
¬ ª¥  	 ¨	§¨
σ 4 η � �	 ¬ � ¡¹ ¹¡� ©¢¤ ©¢ ¬½¥§¹©¨
 	 ¡¹®ª �

��



P

(

ω1
0(n) 6= ω2

0(n)

∣

∣

∣

∣

(ω1, ω2)(0) = (σ, η)
)

6 ρ(n) 6 P−−−Λ ~ P+++
Λ (ω1

0(n) 6= ω2
0(n) |(ω1, ω2)(0) = (−−−,+++))

����
�	 ¬¦¬

(ρ(n))n∈N∗

©ª ®¬£ ¢ ¬® 
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�

¡¦ ¬§ 	 ©¢ ©¨©§¹  ¡¢®©¨©¡¢
ξ

¡¢
SZd §¢® � ¡¦ §¢
 ¨©° ¬

n
� ©¨ 	 ¡¹®ª �

P−−−Λ

(

ω(n) ∈ .
∣

∣

∣ω(0) = ξΛ(−−−)Λc

) ����
4 P

(

ω(n) ∈ .
∣

∣

∣ω(0) = ξ
)

4 P+++
Λ

(

ω(n) ∈ .
∣

∣

∣ω(0) = ξΛ(+++)Λc

)

.

�	 ¬ ª ¬½¥ ¬¢  ¬
(ρ(n))n∈N∗

©ª ®¬ ¦¬§ª©¢¤ � §¢®
P

©ª ¬¦¤ ¡®©  ©� §¢® ¡¢¹
 ©�
limn→∞ ρ(n) = 0 �� ¡¦¬¡�¬¦�

sup
σ

∣

∣

∣

∣

P (f(ω(n))|ω(0) = σ)− ν(f)
∣

∣

∣

∣

6 2 |‖ f |‖ ρ(n)
����

�	 ¬¦¬
ν

®¬¢¡¨¬ª ¨	 ¬ ¥¢©½¥ ¬ ª¨§¨©¡¢§¦
 ° ¬§ª¥¦¬ §¢® �	 ¬¦¬ � ¬ ®¬£ ¢ ¬� � ¡¦ ¬§ 	
f

 ¡¢¨©¢¥ ¡¥ª� ¥¢  ¨©¡¢ ¡¢ ¨	 ¬  ¡°«§ ¨
SZd §¢® � ¡¦ §¹ ¹

k
©¢

Zd
�

∆f (k) = sup
{∣

∣

∣

∣

f(σ)− f(η)
∣

∣

∣

∣

: (σ, η) ∈ (SZd

)2, σ{k}c ≡ η{k}c

}

,
��
�

§¢® ¨	 ¬ ª ¬° ©¯¢ ¡¦°
|‖ f |‖=

∑

k∈Zd ∆f (k) �
� ��� � � º�� ����µ �µ ��� ��µ� ���¿������ �� ���� �� �����¸��µ��­��� ����¸ ��� ��� ����������
���� ���� 
 ±� ± º�� ��¸�� ���¿������ ��� �� µ��� ��� ���������¸ ���������� ����� ���� ����
��� ��� ���������� ���� ���� �µ ��� �������¸

P−−−Λ ~ P ~ P ~ P+++
Λ

±
·���� ��� �������¸

P−Λ ~ P ~ P+
Λ

�� ���������¸ ¶ ���� �� � �����¿����� �µ ��� µ��� ���� ���
������� ���������

ξ
��

SZd �� ���� ����
ξΛ(−−−)Λc 4 ξ 4 ξΛ(+++)Λc

±
º�� � ����������� �µ ��� ��¿�����

(ρ(n))n∈N∗

��� �� µ��� ��� ����������� ���� ���� �µ ���
���������¸ �������¸

P
±

¾µ
P

�� ��¸���� ¶ ����� ��� � � ���� ��� ���������� � ������ ��
SZd ��� ��

limn→∞ ρ(n) = 0
±

� �����������¶ ���
f

�� � �� ��� µ������� ± ��� ���
σ, η

���³¸�������� ��
SZd ¶ ��� �� ­ ���� 	

∣

∣

∣

∣

P (f(ω(n))|ω(0) = σ)− P (f(ω(n))|ω(0) = η)
∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

P

(

f(ω1(n))− f(ω2(n))

∣

∣

∣

∣

(ω1, ω2)(0) = (−−−, σ)
)

∣

∣

∣

∣

����

+
∣

∣

∣

∣

P

(

f(ω1(n))− f(ω2(n))
∣

∣

∣

∣

(ω1, ω2)(0) = (−−−, η)
)∣

∣

∣

∣

.

·����
f

�� �� ��� ¶ µ�� ���
ξ1, ξ2 ¶ ∣

∣

∣

∣

f(ξ1)− f(ξ2)
∣

∣

∣

∣

������� ���� ��
ξ1
Λf

���
ξ2
Λf

­���� ��»��
���� �� � ³���� ������ �µ ����� ± ² ���¸ ������ ������¸ ���³¸�������� � ��­���

ξ1
Λf

���
ξ2
Λf­� ­���� 	

��



|f(ξ1)− f(ξ2)| 6
∑

k∈Λf
∆f(k)11σk 6=ηk

¶ ��� �� ����¸ ��� ����������� ���������� ����� �����
��� ��� ��µ� ���� �µ ���� ¶ ­� ������

∣

∣

∣

∣

P (f(ω(n))|ω(0) = σ)− P (f(ω(n))|ω(0) = η)

∣

∣

∣

∣

6 2 |‖ f |‖ ρ(n),
����

­���� ���¿������ �� ����¸� �� �������� ��� ���������� ��� �� ����� ���� ±
2

� ��������� ������� �� �~ ����� ����

¾� ��� �� �� ������� ¶
S

�� � ��������� ������� ����� ± ´ ���
S

�� ������� ������� ¶ � ���������
��� ��� ����� ��������� µ�� �
 ������� �µ �� ���������¸ �������¸ �µ ��� ����� ��� �� ¸����
�� ������� 
 �� ��� ���¿������ ��� ± ¾� �� ���� �� ���� �µ ��� ����������� µ�������

Fk(., σ)
�
σ¸����� �µ ��� �����������

pk( . |σ)
��µ ��� ������

[x, +]
�µ

S
� ± ¾� ­��� µ����­ � ¶ ­� ³��� ������

����� ������� � ±�� �������� ������ �µ ��� ¶ ­�� ¸��� � ��������� ��� ��� ����� ��������� µ��
��� �
 ������� �µ �� ���������¸ �������¸ �µ �­� ��� ����� ��� ± º�� ¿������� ­���� ��­
� ���� ����� �� ��� ¸���������� µ�������

Fk(Γ, σ)
��³��� �� ∑

s′∈Γ pk(s
′|σ)

­����
Γ

�� ��
����� �µ

S
���� � �³������ � ±�� ±

� ����������� ¶ ����� �� � ¸�� � ��­��� �������¸ �­� ��� �� �� ����� ����� ��� ± º�� �
 �
�� ���� � ��� � ��������� ���� ���­ ���� ¶ ���� ­��� ��� ��� ��� ��� ��� � ��� �������¸
�µ ����� ���� ����� ��� � �� ��� �
 ��� ± ·� ­� ������ ���� ��������� ���� �µ ����� ���
·��� ������ �� ��� ��� ����� µ�� ��� �
 ������� �µ �� ���������¸

3
��������¸ ­���

S
�� ���

��������� ������� ����� ±
º���� ���������
�� ���� ���� �� �
�� ���� � ±� ��� � ±� �� � ��� ��� � ������ ���� �� �µ
��� ����������� � ������� µ�� ��� �µ ������������� ¶ ����
 �� �� � ��������� ������� ��� ¶ ­����
��� ��� ���������� � ������� ± ���

(Qα)α∈A

�� � µ�� ��� �µ ����������� ������������� �� �
³���� ���

S
����
�� �� � ��������� ������� ���

A
± ¾� � ��� ��� � ������ ���� �� ¶ ��� �������

��³�� ��� ������
(Qα)α∈A

�� ��� ����������� � ������� �µ
α14A α2

�� �����
Qα14S Qα2

± ¾�
�� ���� ���������� � ������� �µ �� �
 ��� � ������ �µ

S
������� ������ ���������

(Xα)α∈A
¶

��³��� �� ��� � ����������� ����� ¶ ���� ���� ��� ������������ �µ
Xα

��
Qα

���
α14A α2�� �����

Xα14S Xα2

� ±� ±
¾� ��� ���� ��� �
 ������� �µ � �������¸ �µ ���

N
��� ����� ���

(P 1, . . . , P N)
�� ����� ¶ µ��

���
k ∈ Zd

³
�� ¶ ��� ������ �µ ����������� ������������� ��
S (pk(.|σVk

))σVk
∈SVk

¶ ­���� ��
����
�� �� ��� ��������� ������� ���

SVk
¶ �� ���������� � ������� ± ¾� ��� ���������
�� ����

��������� ���� ¶ ��� ������������� ��� �������������� � ������� ��� ��� ���������� � ������� ±
��� �� ��³�� 	
���~����~ � �| � ª¥
ª ¬¨

Γ
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x ∈ Γ, y ∈ S, x 4 y ⇒ y ∈ Γ �¦¬ª« � x ∈ Γ, y ∈ S, x < y ⇒ y ∈ Γ� �

���� ���� ��� ��������� µ������� �µ �� ������ ����� ± ��­������ �� �� ���������¸ ����� ±
���������¸� µ������� ± �������� ¶ º������ � �� � �� �� �� �� ± ������ ����� ���� �­� � �������
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S µ1, µ2

��� ���� ����
µ1 4 µ2

�µ ��� ���� �µ
µ1(Γ) 6 µ2(Γ)

µ�� ��� �������
Γ

�µ
S

¶ ­����
�� �¿�������� ��

µ1(Γ) > µ2(Γ)
µ�� ��� ��­������

Γ
�µ

S
±

� ������� ��~ � �� �������·�����¬¨
P 1

§¢®
P 2 
¬ � �� ®
¢§° © ª ¡¢

SZd � �	 ¬¦¬
S
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∀k ∈ Zd, ∀σ 4 η, ∀Γ
¥« ¯ª ¬¨ ©¢

S ⇒
∑

s∈Γ
p1

k(s|σ) 6
∑

s∈Γ
p2

k(s|η).
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P 1 = P 2 = P
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S = {0, 1}2
­ ��� ��� ������� ������� ����� ����������� �� � �¸��� � ��� �­����

(0, 1)
���

(1, 0)
��� ��� ��� �������� ± ���

P = ⊗
k∈Zd

pk

�µ�� ��� ��� ������
d

� ­ ���
pk( . |σ) = pk( . |σk)�� µ����­ �







































pk( . |(0, 0)) = 1
2
(δ(0,0) + δ(1,0))

pk( . |(1, 0)) = 1
2
(δ(0,0) + δ(1,1))

pk( . |(0, 1)) = 1
2
(δ(0,1) + δ(1,0))

pk( . |(1, 1)) = 1
2
(δ(1,0) + δ(1,1)).

����

¾� �� ��� ��� �� ����� ���� ��� ����� ��� �� ���������� ± � ����������� ¶
P ~4 ��� ��� �
 ��� �����

(pk( . |(0, 0)), pk( . |(1, 0)), pk( . |(0, 1)), pk( . |(1, 1)))
�� � ��� ����������� � ������� µ�� ���

­���� �� ��� ���������� � ������� ��µ ± �
�� ��� � ±� �� � ��� ��� � ������ ������ ± � �� ���
���� ��� �� �� µ��� � ���������� �µ ����� ������

S
������� � ����� ������ ¶ ­���� ����������

����������� ��
p0(.|.)

± º��� �
�� ��� ����� ��� �����
 ������� �µ � �������¸ �µ µ��� ��� �� ����
� ����� ����� ±
����� �� �

���
S = {x, y, z, w}

¶ ���������� ­ ��� ��� µ����­ ��¸ ������� �����
x 4 z, y 4 z, z 4 w

���
x

���
y

��� ��� ��� ������� ��µ ± � �¸��� � �� �� ± ��� ���� ��� ��� ������
d = 1

± �������� ���
���

P = ⊗
k∈Z

pk

­ ���
pk( . |σ) = pk( . |σ{k,k+1})

�� µ����­ � 	






















































pk( . |(x, y)) = 1
2
(δx + δy) pk( . |(y, z)) = δz

pk( . |(x, z)) = 1
2
(δx + δw) pk( . |(z, x)) = δz

pk( . |(z, y)) = 1
2
(δy + δw) pk( . |(x, x)) = δx

pk( . |(z, z)) = 1
2
(δz + δw) pk( . |(y, x)) = δz

pk( . |(y, y)) = δy pk( . |
�����­ ���

) = δw

����

¾� �� �� ���������� ��� ¶ ������������ �� ���������¸ � �������� �������¸
P ~4 ��� ��� �
 ���

��



�����
(pk( . |(x, y)), pk( . |(x, z)), pk( . |(z, y)), pk( . |(z, z)))

�� � �������������� � �������
µ�� ��� ­���� �� ���� ��� ���������� � ������� ��µ ± �
�� ��� � ±� �� � ��� ��� � ������ ���� ��� ±

(1, 1)

(1, 0) (0, 1)

(0, 0)

QQ��

QQ ��

�� � uXK^Z[G a

w

z

x y

�
�

@
@

�� � uXK^Z[G {
� IHROG vb

��� �� ��­ ������� ��� � ¸������������� �µ ��� � ��� ������� ¶ º������ � ±
 ��� ��������� � ±� ¶
­��� ��� ���� �����

S
� ����¸� �� � �� ����� �����

Z
�µ ��������� ������� ���� ����������

�� � ��� ��� � ������ ������ ��� ������ ¹©¢ ¬§¦¹
 ¡¦®¬¦¬® ª«§ ¬ª± º�� ³¸��� � ��� ¸���� ��
�
�� ��� �µ ���� � ����� ¶ ��� ��� ���� ����� ����������� �� � �¸��� 
 �� ��� � ����¸ �� ����
����� ±
´� ���� « ¦¬®¬ ¬ªª ¡¦ ����� ± ª¥   ¬ªª ¡¦� �µ

s
�
s ∈ S

� ��� ���� ���
s′

���� ����
s 4 s′

����� ±
s < s′

� ���
s 4 s′′ 4 s′ ⇒ s′′ ∈ {s, s′}

����� ±
s < s′′ < s′ ⇒ s′′ ∈ {s, s′}

� ±
S

�� ���� ��
� ����¸ �� �����

Z
­��� ¶ µ�� ���

s ∈ S
���� ��� �µ ��� µ����­ ��¸ ���������� � ����� 	

• s
��� ��� �
����� ��� ��������� ��� ��� ����������� �

• s
��� ��� �� ����������� ��� �� � ��� �­� ���������� �

• s
��� ��� �� �������� ��� �� � ��� �­� ������������ ±

¾� � ���� ��� ��� ��³�� ��
S

� ������� ������ �����
6n

�� ��������¸ ��� ���� ���� �µ
S
	
{s1, . . . , sn}

�­����
n = #S

� ��� �����¸
si 6n sj

�µ
i 6 j

± º�� ³¸��� � �� � ¸���� ���
������� ������ ����� ������������¸ �� ��� �
�� ��� �µ ³¸��� � ��� ± ���� ���� ���� ������
����� �� �� ¸������ ��� ���������� ­ ��� ��� ������� �����

4
���¸������ ��³��� ��

S
±

� �³�� ¶ µ��
si ∈ S

�
1 6 i 6 n

� ¶ ��� ������
(←, si]

�µ
S

­ ���

(←, si] = {sj ∈ S : sj 6n si}.
����

� �� ��� ��� ����
(←, s]

�­ ���
s ∈ S

� ��� ������ ������ �� ��­����� �µ
S

± ��� �������� ¶
�� � �¸��� � ��� ¶

(←, s5]
�� �� ������ ���

(←, s6]
�� � ��­����� ± º�� ¸���������� µ�������

Fk(Γ, σ)
���������� � �µ��� � ���� �� �� ���� ���� ��� ����������� �µ

(←, s]
	

Fk(s, σ) = pk( (←, s] | σ) =
∑

s′∈(←,s]
pk(s

′|σ) s ∈ S, σ ∈ SZd

.
�
��

´ ���
S

�� � �������� ������� ��� ��� � ����������� ��������� �
� �� �¿�������� �� ���
µ����­ ��¸ ���������� µ�� ��� ¸���������� ���������� ����������� µ�������� ���� � � � ±� �� � ���
��� � ������ ���� ��� 	

��



∀k ∈ Zd, ∀(ζ1, ζ2, . . . , ζN) ∈ (SZd

)N
���� ����

ζ1 4 ζ2 4 . . . 4 ζN , ∀s ∈ S,

∀s
���� ����

(←, s]
��­����

F 1
k (s | ζ1) > F 2

k (s | ζ2) > . . . > F N
k (s | ζN)

�
 ��
∀s

���� ����
(←, s]

�����
F 1

k (s | ζ1) 6 F 2
k (s | ζ2) 6 . . . 6 F N

k (s | ζN)
�
��

´� ��� ��­ ����� 	
� ������� ��~ � ��
�	 ¬¢

S
©ª § ¹©¢ ¬§¦¹
 ¡¦®¬¦¬® ª« ©¢ ª«§ ¬� �	 ¬¡¦¬° � ±
 §¢® �¡¦¡¹ ¹§¦
 � ±� 	 ¡¹® �

� ��� � � º�� ����µ �µ ���� ������� ������ �� ��� µ����­ ��¸ ������������ ± ��� �� ��³�� ���
¸���������� ����������� �����µ��� ¶ µ��

σ ∈ SZd ���
k ∈ Zd

³
�� 	

(Fk( . , σ))−1(t) = inf
6n

{sk : t < Fk(sk, σ)} t ∈]0, 1[,

­���� ��� ��³��� �� ¸���� �� ���� �µ ��� ������ �����
6n

± ������������ �µ ��� ���������¸
�������¸ ���� �� � �µ��� ������ �� ��� µ����­ ��¸ ��������� ���� � ��­��� ��� �

n
���

n + 1
	

∀k ∈ Zd,

(

ωi
k(n + 1)

)

16i6N

=
(

(

F i
k( . , ωi(n))

)−1
(Uk)

)

16i6N

.

º�� ��������� �µ ���� �������¸ ­ ��� ��� ������� ������
4

�� ������� �� ��� � � � ±� �� � ���
��� � ������ ���� �� ±

2

s4 s8

s3 s5 s7 s9

s2 s6 s10

s1

@
@

�
�

@
@

�
�

�
�

@
@

�
�

@
@

�
�

�� � uXK^Z[G ` d ITW ZKOTIK[ UOQGO
4

s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10

�� � uXK^Z[G ` d ITW TUTK[ UOQGO
6n

� IHROG y b

z u v

y x w

�
�

@
@ �

�

� IHROG s b
��




��~�� �������~��

º�� ������ ������ �± � �� ��� ��� ¼ ± ����� µ�� ����µ�� ��� � ���� ¶ � ± � �¸¸����� µ��
� ��������¸ ��� ��µ������ � ��� ��� � ������ ���� �� ¶ ��� · ± �� ��� µ�� ����µ� � ������¸ ���
��� � �����¸ ��� ������ ����� ������� �µ ���� ��� �� ±

� �����~���
���� ¶ � ± � ±¶ ���� ± ���� � ����� ������ �� ����¿��������� �������� ������ � ± ´���� ·���

����³� ������� ��¸ �� ± ¾�� ±¶ � ���� ��¸� ¶ �� ±
��������º������ ¶ � ±¶ ������¸��� ¶ � ±¶ ���� ± º�����¿��� �� ������¸� �� ³������� ± ��� ± ¾��� ±

� ���� �������� 
 � ¶ ���� �� � ±
� �� ��� ¶ �±¶ ����� ¶ �±�� ±¶ �� ���¶ · ±¶ ���� ± ·��������� � ������� ��� ����� ���������� µ�� �

����� �µ ������������� �������� ����� ��� ± �·�¾� 	 ����������� ��� ·��������� � ¶ ��� ��� ±
� �­ ��� ¶ � ± � ±¶ ���� ± ·���������� ��� ������������ �������� �� � ����� ������ � ± ����� ±

� ��� ± ���� ± �� ��� ¶ �

���� ±
������� ¶ ´ ±¶ ��
� ± �
���� �� �� ������� �� ������� ��� ���� ���������� �� � ����� � ��

������ ³�� � À����� ± � �� ± � ��� ± ²���� ¾���������� ± � ¶ ��� ��� ±
� ��� ¶ � ± � ±¶ � ������ ¶ � ±¶ ��� � ± ·��������� � ����������� ��� ���������� � �����������± ��� ±

������ ± �� ��� ¶ �
����� ±
¼���¸�� ¶ � ±¶ � �¸¸����� ¶ � ±¶ � ��� ¶ � ±¶ ���� ± º�� ������ ¸��� ���� �µ �¿��������� ������ ¶

����� º���������� ��� �������� ������ ��� ± ��� ± �� ± ������ �� ����� ¶ ������ ¶ �� ± ��
��� ±

¼��»���� ¶ � ±¶ ���� ± �������¸ � ������ µ�� � ����� ��������� ± ¾� 	 ·������ �� �����������
��� ��¸���� ������± ������ �� ����� ¶ � �­ ���� ¶ �� ± ���
 ±

� ����� ¶ º ± � ±¶ ���� ± �� ������ �µ ��³���� ����� ± ����³� � ± � ��� ± � ¶ ��
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