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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Die Sammelbilder

Bei Sammelbildern handelt es sich um Bilder, die zu Serien zusammengefasst werden.
Oft werden diese bestimmten Produkten als Rabatt beigelegt, um dem Kéufer einen
zusétzlichen Anreiz zu bieten, dieses Produkt weiterhin zu kaufen, da er die Serie ver-
vollsténdigen moéchte. Es kommt auch vor, dass die Bilder einer Serie direkt verkauft
werden. In beiden Fillen kann der K&ufer dabei nicht wéihlen, welches Bild der Serie er
kauft bzw. als Draufgabe bekommt.

Fin Vorgédnger der Sammelbilder war das Kaufmannsbild, das der Kaufmann schon vor
iiber hundert Jahren zum Einkauf dazu vergab. Dieses Kaufmannsbild &hnelte einer
Ansichtskarte, auf deren Riickseite sich neben der Werbung der Firma auch Platz fiir
die Abrechnung befand. Anfangs wurden verschiedene Einzelbilder verteilt bis die Bilder
dann Seriengestalt erhielten. Spéater wurden die Bilder nicht mehr vom Kaufmann dazu
gegeben, sondern direkt den Produkten beigelegt, die hauptséichlich Nahrungs- oder
Genussmittel (wie Schokolade, Kaffee-Ersatz oder Zigaretten) waren. (s. [Was81] S. 9-
11)

Zur Aufbewahrung der Bilder diente zun#chst z.B. ein Holzkéstchen an der Wand bis
es textlose Alben gab, in die man die Bilder einstecken konnte. Hier war natiirlich ein
Anreiz, das Album voll zu bekommen. Dieser wurde noch verstirkt, als es Alben fiir
bestimmte Serien gab, in denen jedes Bild der Serie einen genauen Platz mit Erliuterung
hatte. Leere Stellen fallen in einem solchen Album deutlich mehr auf. (s. [Was81] S. 11)
Heutzutage gibt es auch Bilder, die direkt gekauft und in ein Album eingeklebt werden.
Beliebte Motive sind hier z.B. Sportler oder Filmmotive.

1.2 Das Sammelbilderproblem

Da man das Motiv eines Sammelbildes beim Kauf nicht wihlen kann, kann es vorkom-
men, dass man einige Motive mehrfach besitzt, wihrend man andere Motive noch gar
nicht erhalten hat.

Als Sammelbilderproblem bezeichnet man daher die Frage, wieviele Produkte bzw. Bil-
der man kaufen muss, um eine Serie solcher Sammelbilder zu vervollsténdigen. Weiterhin
kann man sich fragen, wieviele verschiedene Bilder man besitzt, nachdem man eine be-



stimmte Anzahl an Produkten bzw. Bildern gekauft hat.

Die Antwort auf diese Fragen hingt von verschiedenen Faktoren ab, diese sind:
e Die Anzahl verschiedener Bilder, die zu der Serie gehoren,

e die Wahrscheinlichkeit fiir jedes einzelne Bild, in einer bestimmten Packung zu
sein,

e die Anzahl verschiedener Bilder in einer Packung,
e die Moglichkeit der Kooperation mit anderen Sammlern.

Wir betrachten in dieser Arbeit nur Situationen, in denen die Wahrscheinlichkeit, ein
bestimmtes Bild zu erhalten, fiir jedes Bild gleich ist. In der Realitét besteht jedoch fiir
die Firmen die M6glichkeit, einzelne Bilder zuriick zu halten, um die Anzahl der Packun-
gen, die man kaufen muss bis man die Sammlung vervollstdndigt hat, zu vergréfiern.

Als Modell fiir dieses Problem kann man entweder direkt die oben beschriebene Situation
verwenden oder ein Urnenmodell. In dem Urnenmodell liegen so viele unterscheidbare
Kugeln, wie es verschiedene Bilder einer Serie gibt, in einer Urne. Es wird eine bestimm-
te Anzahl an Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen und anschliefend wieder in die Urne
zuriickgelegt. Dies wird so lange wiederholt bis jede Kugel mindestens ein Mal gezogen
wurde. Dabei entspricht die Anzahl der Kugeln, die ohne Zuriicklegen gezogen wird, der
Anzahl verschiedener Bilder in einer Packung.

Es gibt zahlreiche Anwendungen des Sammelbilderproblems, die sich nicht auf das Sam-
meln von Bildern beziehen. Einige davon sind:

e Auf einer Wiese grasen N Kiihe. Pro Stunde trinkt eine zufillige Anzahl von Kiithen
aus einem verseuchten Brunnen. Wie lange wird es im Durchschnitt dauern bis &
(bzw. alle) Kiihe verseucht sind?

e In einer Stadt sind N Spritzen unter Drogensiichtigen im Umlauf. Es gibt ein
,Spritzen-Austausch-Programm®, wo man benutze Nadeln gegen sterile Nadeln
austauschen kann, damit die Ansteckungsgefahr mit Infektionskrankheiten verrin-
gert wird und die alten Spritzen ordnungsgeméfl entsorgt werden kénnen. Pro Tag
wird dort eine zufillige Anzahl an Spritzen ausgetauscht. Wie lange dauert es im
Durchschnitt bis k& Spritzen (bzw. alle Spritzen) aus der urspriinglichen Population
ausgetauscht wurden?

e Ein Professor hat eine Liste mit N Klausuraufgaben. Ein Programm wahlt fiir jede
Klausur zufillig s Aufgaben aus dieser Liste aus. Wieviele alte Klausuren muss ein
Student im Durchschnitt kennen, damit er k& (bzw. alle) Aufgaben aus der Liste
kennt?



1.3 Gliederung der Arbeit

Diese Arbeit verfolgt das Ziel, einen Uberblick iiber die verschiedenen wahrscheinlich-
keitstheoretischen Methoden zu liefern, die benutzt werden kénnen, um spezielle Pro-
blemstellungen beziiglich des Sammelbilderproblems zu l6sen. Die verschiedenen Metho-
den werden verglichen und bestimmte Strategien fiir den Sammler bzw. den Produzenten
auf ihre Effektivitit gepriift.

In Kapitel 1 wurde bereits auf die Geschichte der Sammelbilder eingegangen und das
Sammelbilderproblem in seinen Variationen erléutert sowie einige Anwendungsméglich-
keiten angefiihrt.

Wie wir in Kapitel 2 sehen werden, benutzte man anfangs vor allem die Kombinatorik,
um erste Fragestellungen beziiglich des Sammelbilderproblems zu 16sen. Da man andere
Fragestellungen mit dieser Methode jedoch nicht 16sen konnte, wurden dafiir Ansétze
mit Hilfe von anderen Theorien entwickelt. Diese verschiedenen Ansétze werden in den
Kapiteln 3 bis 5 diskutiert.

In Kapitel 3 16sen wir einige Fragestellungen mit Hilfe von Martingalen.

Zunichst nehmen wir an, dass man die Bilder einzeln bekommt und nicht mit anderen
Sammlern kooperiert. Wir beantworten die Fragen, wieviele dieser Bilder man durch-
schnittlich erwerben muss bis man die Sammlung vervollstéindigt hat sowie wieviele
verschiedene Bilder man im Durchschnitt besitzt, nachdem man bereits eine bestimmte
Anzahl Bilder erworben hat.

Anschliefend nehmen wir an, dass es zwei Sammler gibt, die kooperieren in der Form,
dass ein Sammler die Bilder erwirbt und die Bilder, die er doppelt hat, an den zweiten
Sammler verschenkt. Hier stellen sich die Fragen, wieviele Bilder dem zweiten Sammler
noch zu seinem Set fehlen, wenn der erste Sammler sein Set gerade vervollstdndigt hat,
und wieviele Bilder beide zusammen kaufen miissen bis beide Sets vollsténdig sind.
Abschlielend betrachten wir die Situation, dass man die Bilder in Biindeln einer be-
stimmten Grofle bekommt. Die Bilder innerhalb eines Biindels sind hierbei alle verschie-
den. Es findet jedoch keine Kooperation zwischen den Sammlern statt. In diesem Fall
stellen wir fest, wieviele verschiedene Bilder wir durchschnittlich besitzen, nachdem wir
eine bestimmte Anzahl solcher Biindel erhalten haben.

Waihrend wir in Kapitel 3 davon ausgegangen sind, dass die Grofie der Biindel konstant
ist, nutzen wir in Kapitel 4 die Theorie der Markov-Ketten, um die Anzahl der Biindel zu
bestimmen, die man durchschnittlich benétigt, um die Sammlung zu vervollstdndigen,
wenn die Grofle der Biindel eine Zufallsvariable ist und keine Kooperation stattfindet.
Anschlielend werden wir mit Hilfe der Kopplung von Markov-Ketten eine Approxima-
tion dieser Anzahl bestimmen, wenn die Setgréfie hoch ist.



Aus Kapitel 3 geht hervor, wieviele Bilder zwei kooperierende Sammler im Durchschnitt
einzeln erwerben miissen, um ihre Sets zu vervollstdndigen. In Kapitel 5 werden wir
allgemeiner die durchschnittliche Anzahl der einzelnen Bilder bestimmen, die eine be-
stimmte beliebige Anzahl kooperierender Sammler durchschnittlich benétigt, um ihre
Sammlungen zu komplettieren.

Auch in diesem Fall werden wir eine Approximation dieser benttigten Bilder bestimmen,
wenn viele Bilder zum gewtiinschten Set gehoren.

In Kapitel 6 kommen wir auf einige Fragestellungen zuriick, die wir bereits gelost haben,
und kommen mit kombinatorischen Ansétzen auf gleiche Ergebnisse, jedoch ergeben sich
zum Teil noch andere Moéglichkeiten der Approximation.

Kapitel 7 liefert eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse sowie einen Ausblick auf
weitere Fragestellungen beziiglich des Sammelbilderproblems.



Kapitel 2

Entwicklung der Losungsansatze

2.1 Abraham De Moivre, Pierre Simon Laplace und Leonhard
Euler

De Moivre beschéftigt sich 1756 in [DeM56] mit der Frage, wie hoch die Wahrscheinlich-
keit ist, dass beim n-maligen Wurf eines Wiirfels, der (p + 1) Seiten hat, f bestimmte
Seiten mindestens ein Mal auftreten (Problem XXXIX).

Dazu entwickelt er Formeln fir f = 1,f =2, f = 3 und f = 4 und leitet daraus eine
Formel fiir alle f € N ab.

Da die Anzahl sémtlicher Ergebnisse nach n-maligem Wiirfeln (p + 1)™ und die Anzahl
moglicher Ergebnisse ohne Vorkommen der Eins p™ ist, gibt es

(p+1)" —p"

verschiedene Moglichkeiten, eine Eins zu wiirfeln.

Betrachtet man die Ergebnisse, bei denen eine Eins, aber keine Zwei gewtirfelt wird, so
erhélt man davon p"” — (p — 1)" verschiedene. Dazu nimmt man an, dass die Seite des
Wiirfels, auf dem die Zwei steht, entfernt wird. Die Anzahl der Moglichkeiten, dass nun
eine Eins in n Wiirfen vorkommt, ist p™ — (p — 1)". Wird die Seite Zwei jetzt wieder
hinzugefiigt, erhélt man das oben erwahnte Ergebnis. Daraus kann man schlieflen, dass
es

(p+D)"=p" =" —(@-D)"=@+1)"=2p"+(@-1)"

Moglichkeiten gibt, die Eins und die Zwei zu wiirfeln.

Auf die gleiche Weise, stellt man fest, dass es p” — 2(p — 1)" + (p — 2)™ Moglichkeiten
gibt, die Eins und die Zwei ohne die Drei zu wiirfeln, also ist die Anzahl der Ergebnisse,
so dass die Eins, die Zwei und die Drei gewiirfelt wird

(p+1)"=2p"+(—-1)"] =" —2p—-1)"+(p—2)"]
=@+1)"=3p"+3p-1)"-(p—-2)"



Analog kann man feststellen, dass es
(p+1)"—4p" +6(p—1)" —4(p—2)"+ (p—3)"

Moglichkeiten gibt, eine Eins, Zwei, Drei und Vier zu wiirfeln.

Daraus schlieit De Moivre, dass fiir f € N die Wahrscheinlichkeit, dass beim n-maligen
Wurf eines Wiirfels, der (p 4+ 1) Seiten hat, f bestimmte Seiten mindestens ein Mal
auftreten

f
> (Dp+1—-k)"(-1)*
(p+1)"

ist.

Ein #hnliches Problem 16st Laplace (s. [Tod65]): Bei einer Verlosung mit n Losen werden
r Stiick gleichzeitig gezogen und anschlieend zuriickgelegt. Gesucht ist die Wahrschein-
lichkeit, dass nach x Mal Ziehen alle n Lose gezogen wurden.

Dazu berechnet er zunéchst die Wahrscheinlichkeit, dass nach x Mal Ziehen m bestimm-
te Lose gezogen wurden, und setzt anschlieflend m = n.

Die Probleme von De Moivre und Laplace stimmen nahezu iiberein und auch ihre
Losungsmethoden sind im Wesentlichen gleich.

Bei De Moivre ist n* die Anzahl aller moglichen Félle. Die entsprechende Anzahl in
Laplaces Problem ist ¢(n,r)", wobei ¢(n,r) die Anzahl von Kombinationen aus n Lo-
sen ist, wenn man r gleichzeitig nimmt. Wenn eine Seite des Wiirfels entfernt wurde,
gibt es bei De Moivre (n — 1)* verschiedene Kombinationen, bei Laplace entspricht das
d(n—1,7)" usw.

Die Wahrscheinlichkeit, dass m bestimmte Lose gezogen wurden, ist also nach Laplace

m

Z (7;)(?(77, - k? T)x<_1)k
¢(n,r)*

Auch Euler beschiftigte 1783 sich mit diesem Problem in [Eul83]. Er gibt die Formel fiir
die Wahrscheinlichkeit an, dass alle n Bilder nach x Mal Ziehen gezogen wurden, wenn
man immer r Lose gleichzeitig zieht. Sie stimmt mit der Formel von Laplace fiir m =n
tiberein. Er nimmt jedoch keinen Bezug auf De Moivre und Laplace.



2.2 Andrej Andrejewitsch Markov

Markov stellte sich 1912 in [Marl2] (auf Seite 101 bis 105) ebenfalls einige Fragen
beziiglich des Sammelbilderproblems. Er verwendete hierbei ein Urnenmodell, das wie
folgt aussieht:

In einer Urne befinden sich N Zettel, die von 1 bis N nummeriert sind. Man zieht aus
dieser Urne s Zettel, notiert deren Nummern und legt sie zuriick in die Urne. Diesen
Vorgang wiederholt man k£ Mal.

Markov stellte sich nun die Fragen

(i) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ bestimmte Nummern nicht erscheinen?

(ii) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ bestimmte Nummern nicht erscheinen,
aber | andere bestimmte Nummern erscheinen?

(iii) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass [ bestimmte Nummern erscheinen?
(iv) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass nur [ bestimmte Nummern erscheinen?

(v) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Nummern erscheinen?

Bezogen auf das Sammelbilderproblem entspricht das Modell dem Sammeln von N Bil-
dern, die man in Packchen mit jeweils s verschiedenen Bildern kaufen kann. Es werden
k Piackchen gekauft und die Nummern, die (nicht) erscheinen sind, entsprechen Bildern,
die (nicht) in den gekauften Péckchen enthalten sind.

Markov stellt fest, dass es (]: ) mogliche Kombinationen von s aus den N Zahlen gibt
und somit (];7 ) verschiedene Moglichkeiten, s Zettel aus N Zetteln zu ziehen. Bei k

Wiederholungen gibt es also (];[ )k Moglichkeiten.

N S_Z) g verschiedene Moglich-

Wenn ¢ bestimmte Zahlen nicht gezogen werden, so gibt es (
keiten.
Da alle Moglichkeiten gleich wahrscheinlich sind, ist somit die Wahrscheinlichkeit, dass

in k Ziigen 7 bestimmte Zahlen nicht gezogen werden,

Die Anzahl der Moglichkeiten dafiir, dass ¢ bestimmte Zahlen aq,...,a; nicht gezogen
werden, aber eine andere bestimmte Zahl b; gezogen wird, ist die Anzahl der Moglich-
keiten, dass i bestimmte Zahlen nicht gezogen werden, verringert um die Anzahl der
Moglichkeiten, dass sowohl aq, ..., a; als auch b; nicht gezogen werden, und somit

N-—N\* /N—i-1\"
st () (1)

10



Maochten wir nun noch die Anzahl der Moglichkeiten errechnen, dass die ¢ Zahlen aq, . . ., a;
nicht gezogen werden, die Zahlen by und by aber schon, so miissen wir davon die Anzahl
der Moglichkeiten abziehen, dass bs nicht gezogen wird, aber b;. Diese Anzahl entspricht

N—i—-1\* [/N—i—2\F
st () ()

und somit ist die Anzahl der Moglichkeiten, dass a1, ..., a; nicht gezogen werden, aber
b1 und b27
N —i\* N—i—1\" (N—i-2\"
AzZN—’i—Q = AZN—i—l — AZN—i—Q — < < ) _ 2( s ) + < ) > )

Davon schliefit Markov darauf, dass die Anzahl der Moglichkeiten, ¢ bestimmte Zahlen
nicht zu ziehen, aber [ andere bestimmte Zahlen zu ziehen,

l

; k
Ny Yy ()

t=0

ist.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, i bestimmte Zahlen nicht zu ziehen, aber [ andere be-
stimmte Zahlen zu ziehen, liegt somit bei
A'Zn_iy
M
Die Wahrscheinlichkeiten (iii), (iv) und (v) sind Spezialfille dieser Wahrscheinlichkeit

mit

(iii): =0, (iv:i=N—1, (v):i=0,l= N.

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle N Nummern erscheinen, ist somit

Az, LN\ [(N =N —s)\*
Ph = (JSV)O T4 (=1) (t)( (N —t— s)INI ) ' 21)

Dies ist also die Wahrscheinlichkeit, dass in k& Péckchen, die jeweils s verschiedene Bilder
enthalten, alle IV Bilder, die es gibt, mindestens ein Mal enthalten sind.

2.3 George Polya

Dieses Ergebnis nutzt Polya 1930 in seinem Artikel ,Eine Wahrscheinlichkeitsaufgabe
zur Kundenwerbung® (s. [Pol30]). Er beschiftigt sich mit der Fragestellung, wieviele
Produkte man kaufen muss bis man ein ganzes Set an Bildern vervollstindigt hat, von
denen jeweils eine bestimmte Anzahl in einer bestimmten Ware enthalten sind. Als Bei-
spiel fithrt er an, dass eine Firma damit wirbt, dass in jeder Packung ihrer Ware zwei

11



Blumenbilder zu finden sind. Insgesamt gibt es 72 verschiedene Blumenbilder. Wenn
man alle diese 72 Blumenbilder gesammelt hat, dann erhélt man eine kostenlose Pramie.
Aus der Sicht der Produktionsfirma méchte man nun wissen, wieviele Produkte man pro
Pramie durchschnittlich verkauft.

Dazu macht Polya zwei Annahmen:

(i) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Bild in einer Packung enthalten ist,
ist fiir jedes Bild gleich.

(ii) Jeder K#ufer sammelt die Bilder bis er seine Kollektion zusammen hat und es
findet kein Tausch unter den Kéufern statt.

Er weist darauf hin, dass diese Annahmen wohl nicht der Realitdt entsprechen, da es
Leute gibt, die die Bilder nicht sammeln und einfach wegschmeiflen, oder welche, die mit
anderen Sammlern tauschen. Auch hat die Produktionsfirma die Moglichkeit, bestimmte
Bilder in kleinerer Auflage drucken zu lassen als andere, so dass die Wahrscheinlichkeit,
dass ein solches in einer Packung enthalten ist, deutlich geringer und somit die Voraus-
setzung (i) nicht erfiillt ist. Da aber durch die Moglichkeit der Nichteinhaltung dieser
Voraussetzungen beide Seiten begiinstigt werden kénnen, erscheint ihm die durchschnitt-
liche Anzahl unter den obigen Voraussetzung zumindest als eine gute erste Orientierung.

Polya betrachtet den allgemeinen Fall, dass es IV verschiedene Bilder gibt, von denen
jeweils s Stiick in einem Paket enthalten sind. Gesucht ist die Anzahl der Pakete T, die
man unter diesen Bedingungen kaufen muss, um alle N verschiedenen Bilder zu erhalten.
T ist hierbei von N abhéngig.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Kéufer die Sammlung mit dem k. Bild abschliefit,
ist die Wahrscheinlichkeit, dass er nach k Paketen seine Sammlung vollstdndig hat, nach
(k — 1) Paketen jedoch noch nicht. Die Wahrscheinlichkeit py (bzw. px_1), dass er seine
Sammlung nach k (bzw. (k — 1)) Kédufen abgeschlossen hat, ist bekannt (z.B. aus Markov
[Marl2] s. (2.1)). Somit ist also die Wahrscheinlichkeit, dass die Sammlung mit dem k.
Paket abgeschlossen wird,

Pk — Pk-1

12



und somit gilt

=0
B () (525

N 1
— _1t—1
tzl( ) <t>1_(<N—t><N—>>

(N—t—s)IN!

wobei pg = 0 ist.
Er hebt die beiden Spezialfille s = 1 und s = 2 hervor. Nach einigen Umformungen gilt

firs=1
. N1
E(T):N -

NN-1)[{&1 1 (—1)"
- [<Z> T (1‘ (2%-5)] |

Nach einigen weiteren Umformungen und Approximationen kommt Polya zu dem Er-

gebnis
. N+L1 o1 1
E(T)z( 2>(ln(N)+7)+2

und fiir s =2

S 2

fiir grofle N.

2.4 William Feller

Feller betrachtete 1950 in [Fel50] nur das klassische Sammelbilderproblem, das heifit er
betrachtet nur den Fall s = 1. Gesucht ist in diesem Fall die Anzahl der Bilder, die man
durchschnittlich kaufen muss bis man m verschiedene Bilder besitzt. Wir werden seinen
Ansatz spiter in Kapitel 6.1 betrachten.

2.5 Donald J. Newman und Lawrence Shepp

In Threm Artikel ,, The Double Dixie Cup Problem® (s. [NSh60]) stellten sich Newman
und Shepp 1960 die Frage, wie viele Bilder man im Durchschnitt kaufen muss, um gleich

13



mehrere Sets einer Serie von Sammelbildern zu erhalten, wenn die Wahrscheinlichkeit,
dass ein bestimmtes Bild erscheint, fiir alle Bilder gleich ist. Der Name des Artikels
bezieht sich auf das Sammeln von Bildern, die auf den Deckeln von Bechern mit Eiscreme
(den ,dixie cups“) zu finden waren.

Die Methode von Newman und Shepp, die wir in Kapitel 6.2 betrachten werden, wird
spater auch von einigen andern Mathematikern (z.B. Robert King Brayton) benutzt.

2.6 N. Pintacuda

Pintacuda hat 1980 in [Pin80] eine neue Methode vorgestellt, die zu dem gleichen Ergeb-
nis fithrt, das bereits Feller erhalten hat. Bei der Problemstellung handelt es sich um die
Frage des klassischen Sammelbilderproblems. Wieviele Bilder, deren Auftreten fiir jedes
Bild gleich wahrscheinlich ist, muss man einzeln kaufen, um eine Serie mit N Bildern zu
vervollstdndigen? Pintacuda arbeitete hierbei mit Martingalen und deren Stoppsétzen.
Mit diesem Ansatz loste er auch das Problem, wieviele Bilder ein zweiter Sammler be-
sitzt, wenn er die doppelten Bilder des ersten Sammlers geschenkt bekommt bis dieser
seine Sammlung vervollstéandigt hat.

Wir werden diesen Ansatz spéter in Kapitel 3 diskutieren.

2.7 Lars Holst

Einen weiteren neuen Ansatz fiir eine Problemstellung mit bekannter Losung liefert Holst
1986 in [Hol86]. Er beschéftigte sich mit dem Problem, das bereits von Newman und
Shepp betrachtet wurde. Er verwendet wie Markov das Urnenmodell, das heifit es gibt
eine Urne mit NV Kugeln, die alle verschiedene Farben haben. Es wird jeweils eine Kugel
gezogen und anschlieend zuriick in die Urne gelegt. Es stellt sich hierbei die Frage, wie
oft man eine Kugel ziehen muss bis man jede Kugel ¢ Mal gezogen hat.

Diesen Sachverhalt modelliert Holst mit Hilfe von Poisson Prozessen.

Er leitet zunéichst eine Formel fiir den exakten Erwartungswert her und untersucht an-
schlieffend das asymptotische Verhalten.

Die Methode von Holst wird in Kapitel 5 ausfiihrlich dargestellt.

2.8 Thomas M. Sellke

Sellke benutzte 1995 in [Sel95] das Urnenmodell, um eine Approximation des Erwar-
tungswertes der Anzahl der Péckchen zu erhalten, die man kaufen muss, um ein Set von
Sammelbildern zu vervollstdndigen, wenn in einem Péckchen jeweils eine zuféllige Menge
an Bildern enthalten ist. In einer Urne befindet sich eine bestimmte Anzahl weifler Ku-
geln. Aus dieser Urne wird eine zufillige Anzahl an Kugeln gezogen, rot angemalt und
wieder hineingelegt. Anschlielend wird wieder eine zufillige Anzahl an Kugeln gezogen
und diejenigen, die noch weif} sind, werden rot angemalt. Nun werden alle Kugeln wieder
zuriick in die Urne gelegt. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt bis alle Kugeln in
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der Urne rot sind. Gesucht ist nach der Anzahl der Wiederholungen bis alle Kugeln rot
sind.

Hierbei benutzt Sellke die Waldidentitét sowie die Theorie von Markov-Ketten und deren
Kopplung, wie man in Kapitel 4.3 sehen kann.

2.9 G. Il. Ilvchenko

Eine Alternative zu dieser Approximation von Sellke (s. Abschnitt 2.8) sowie eine Formel
fiir den exakten Erwartungswert beziiglich desselben Problems leitete Ivchenko 1998 in
[Ivc98] her. Hierbei benutzte er ein Modell, das sich von den bisher genannten unter-
scheidet:

Es gibt eine bestimmte Anzahl an leeren Zellen (die in dem Sammelbilder-Modell der An-
zahl der verschiedenen Bilder auf dem Markt entspricht). In diese wird eine bestimmte
Menge Teile (z.B. Kugeln) gelegt (die Anzahl dieser Kugeln entspricht der Pickchen-
groBe), so dass jede Kugel in eine andere Zelle gelangt. Nun wird wieder eine gewisse
Menge an Kugeln in die Zellen gelegt, so dass alle Kugeln aus dem zweiten Stof} in
verschiedenen Zellen sind. Dies wird wiederholt bis in jeder Zelle mindestens eine Ku-
gel liegt. Gesucht ist hierbei das Minimum der Anzahl der Stéfe von Kugeln, die man
benotigt bis sich in jeder Zelle mindestens eine Kugel befindet.

Wie man in 6.3 sehen kann, leitet Ivchenko diese Formel mit Mitteln der Kombinatorik
her.

2.10 N. D. Kan

Kan benutzt 2005 in [Kan05] das Urnenmodell wie in Abschnitt 2.2, um die Frage zu
beantworten, wieviele verschiedene Bilder man aus einer bestimmten Menge an Bildern
im Durchschnitt erhalten hat, wenn man die Bilder einzeln kauft und das Vorkommen
jedes Bildes gleich wahrscheinlich ist. Anschlielend betrachtet er den Fall, dass die Bilder
in Péckchen mit einer konstanten Anzahl an Bildern pro Packchen verkauft werden, sowie
den Fall, dass die Anzahl der Bilder in einem P#ckchen zufillig verteilt ist.

Als Losungsansatz dient ihm hierbei die Martingaltheorie. Dies wird spéter in Kapitel 3
genauer betrachtet.

2.11 John E. Kobza, Sheldon H. Jacobson, Diane E. Vaughan

Eine weitere Methode, das Problem, mit dem sich schon Ivchenko beschéftigt hat (s.
Abschnitt 2.9), zu 16sen, stellen Sheldon, Jacobson und Vaughan 2007 in [KJV07] vor. Sie
benutzen das Unrnenmodell wie bei Sellke (s. Abschnitt 2.8). Mit Hilfe der Theorie von
Markov-Ketten erhalten sie einen exakten Ausdruck fiir den Erwartungswert der Anzahl
an Péckchen, die man mindestens kaufen muss, um eine Sammlung zu vervollstdndigen,
wenn die Anzahl der Bilder in den Pickchen zufillig verteilt ist und jedes Bild mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit vorkommt. Wir werden diesen Ansatz in Kapitel 4.2 genauer
betrachten.
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Kapitel 3
Martingalansatz

Einige Fragestellungen beziiglich des Sammelbilderproblems kénnen mit Hilfe von Mar-
tingalen geltst werden.

Im Rahmen des klassischen Sammelbilderproblems, d.h. es gibt von N verschiedenen
Bildern jeweils gleich viele Exemplare, die alle einzeln gekauft werden, werden im Fol-
genden zwei Fragestellungen betrachtet. Die Frage, wieviele Bilder man kaufen muss bis
man das Set vervollstindigt hat, sowie das Problem, wieviele verschiedene Bilder man
erhalten hat, nachdem man bereits r Bilder gekauft hat.

Anschlielend werden wir uns mit erweiterten Fragestellungen befassen.

Wir werden wie in [Pin80] zeigen, wieviele verschiedene Bilder ein zweiter Sammler, der
die doppelten Bilder vom ersten Sammler erhélt, im Durchschnitt bereits besitzt, wenn
der erste Sammler seine Sammlung vervollsténdigt hat.

Zuletzt nehmen wir an, dass die Bilder nicht einzeln verkauft werden, sondern in Péack-
chen, die jeweils s Bilder enthalten. Es stellt sich die Frage, wieviele Bilder in diesem
Fall noch zum vollstéindigen Set fehlen, wenn bereits r Péckchen gekauft wurden. Die
Beantwortung dieser Frage ist an Kan (siehe [Kan05]) angelehnt.

3.1 Grundlagen zur Martingaltheorie
Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I € [0, oo[ eine Indexmenge.

Definition 3.1.1 Ist F = (F;),.; eine aufsteigende Folge von Sub-o-Algebren, d.h. es
gilt
Fs C Fy fiir alle s,t € I mit s <t,

dann heifst F Filtration.
Eine Filtration F kann man sich als zeitlichen Verlauf des Informationsgewinns vorstellen,
das heif3t zum Zeitpunkt ¢ ist F; die zur Verfiigung stehende Information. Wenn fiir alle ¢

eine Zufallsvariable X; zum Zeitpunkt ¢ vollstindig beobachtbar ist , ist der stochastische
Prozess X = (X),c; an F adaptiert:
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Definition 3.1.2 Sei (C,C) ein messbarer Raum, X = (X;),c; ein stochastischer Pro-
zess mit Werten in (C,C) und F = (F),c; eine Filtration. Wenn fiir alle t € T

X :Q —=C Fi-messbar ist,
heifst X (an F) adaptiert.

Beispiel 3.1.1 Jeder stochastische Prozess (X¢) ist zu seiner eigenen natirlichen Fil-
tration FX = (]—"tX)tE] mit

Fi=0(X,,s<t), tel
adaptiert.

Martingale werden unter anderem dazu benutzt, faire Spiele zu beschreiben. Ein faires
Spiel wird dadurch charakterisiert, dass der erwartete Zugewinn Null ist. Das bedeutet,
dass der erwartete Gewinn nach der n-ten Runde genauso hoch ist wie der Gewinn nach
der (n — 1)-ten Runde, vorausgesetzt, dass wir diesen schon kennen.

Definition 3.1.3 Sei M = (M,), oy ein stochastischer Prozess und F = (F;),c; eine
Filtration. Ist M an F adaptiert und M, fir jedes n € Ny integrierbar, so heifit M
Martingal, falls fiir alle n € N gilt

E (M| Fn-1) = M,_1.
Bemerkung 3.1.1 Sei (M,), .y ein Martingal, dann gilt fir allen € N und m <n
E (Mn|]:m) = Mpn
Beweis: Aufgrund der Projektionseigenschaft bedingter Erwartungen gilt

E(Mn|-’rm) = E(E (Mn’]:n—l) |]:m)
=E (My_1|Fm) = ...
=E (Mm+1‘Fm) =M,,.

O

Bemerkung 3.1.2 Sei (M), oy ein Martingal. Aus Bemerkung 3.1.1 folgt unmittelbar
fir allen e Nundm <n

E (Mp) = E(E (M| Fm)) = E (M),
das heif§it, ein Martingal ist im Mittel konstant.

Hat man nun eine Strategie, wann man dieses faire Spiel stoppen mochte, kann man dies
nur davon abhéingig machen, was in den vorigen Spielrunden geschehen ist. Solch eine
Strategie kann man durch Stoppzeiten beschreiben.
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Definition 3.1.4 Eine Abbildung T : € — Ny U {oo} heifit Stoppzeit
(beziiglich ), wenn
{T <n} e F, fir alle n € Ny

gilt.

Die Bedingung {T' < n} € F, stellt sicher, dass keine Information verwendet wird, die
man erst in der Zukunft erhélt und zum aktuellen Zeitpunkt noch nicht besitzt.

Definition 3.1.5 Sei T eine endliche Stoppzeit, d.h. T < oo fast sicher, und X ein
adaptierter Prozess, dann konnen wir die Abbildung X1 folgendermafen definieren:

Xp) (W) fir T (w) < oo,

X7 :Q — R vermége w
g g {O fir T (w) = oo.

Definition 3.1.6 Sei (X,,) ein adaptierter Prozess und T eine Stoppzeit. Dann heifit

X firn>T,

XTI = Xppp =
" ™ {Xn firn <T.

gestoppter Prozess.

Dieser gestoppte Prozess verhélt sich also bis zum Zeitpunkt 7" wie X und verharrt dann
in XT.

Theorem 3.1.1 Sei (X,,), ein Martingal bzgl. der Filtration (Fy,),, und T eine Stoppzeit
bzgl. der gleichen Filtration. Dann ist (Xrpp), ein Martingal und es gilt E(X7an) =
E (Xo) fir alle n € N.

Beweis: Es gilt

n
Xrpn = ZXZH{T:Z} + ]I{T>n}Xn-
i=1

Da alle Summanden F,,-messbar sind, ist X7, ebenfalls F,,-messbar.

Weiterhin gilt | X7a,| < >0 | X;| + | Xy| also
i=1

E (|Xral) < SOE (X)) +E (X)) < oc.
=1

Fiir alle w € Q mit T'(w) < n gilt Xpyam41) (W) — Xr@)an (W) = 0 und fiir alle w € Q
mit T (w) > n gilt Xp)am+1) (W) — Xr@yan (W) = X1 (w) — Xy (w). Daraus folgt

E ((XTA(n+1) - XT/\n) ]ITSn + (XT/\(n—H) - XT/\TL) ]IT>n‘~/—"n)

=E (O + (Xn+1 - Xn) ]IT>n|]:n) = 0.
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Da (X7an),, ein Martingal ist, gilt fiir alle n € N
E (X7an) = E(X1r0) = E (Xo).

O
Unter bestimmten Voraussetzungen an die Stoppzeit 1" kann man nun zeigen, dass der
Erwartungswert zum Zeitpunkt 7" genauso hoch ist wie zu jedem anderen Zeitpunkt.
Das heiffit, man kann den erwarteten Gewinn eines fairen Spiels nicht durch eine Stra-
tegie beeinflussen, die festlegt, wann man das Spiel beendet. Dies besagt der folgende
Stoppsatz.

Theorem 3.1.2 Sei (X,,) ein Martingal und T eine Stoppzeit. Sei T fast sicher endlich
(d.h. P(T =00) =0), dann gilt

E(Xr) = E(Xo),
falls
(i) (Xyp) ist beschrinkt (d.h. 3k : | X, | < k Vn fast sicher) oder

(i) E(T) < oo und die Zuwichse von (X,) sind beschrankt (d.h. 3k > 0 :Vn > 1:
| X — Xn—1] < k).

Beweis: Sei (X,,),, ein Martingal und (X7 ),, ein gestopptes Martingal, dann gilt immer
E (X7an) = E (Xp) fiir alle n € N.

Wir wollen n — oo gehen lassen und miissen dazu wissen, ob E (limy, oo X1An) =
limp—0oE (X7an) gilt. Es gilt limy, 0o X7an = X7 fast sicher, da T fast sicher endlich
ist.

Wir benutzen nun die Voraussetzungen:

(i) Es gilt |X7an| < k fast sicher und X7, — Xp. Mit dominierter Lebesgue-
Konvergenz folgt

E (X7) =E (limp—ocoX1An) = limp— oo B (X1an) = E (X) .

n ThAn
(11) Es gilt X,, = Z (Xl — Xz'—l) + Xo und Xpp, = Z (Xz — Xi—l) + Xo. Daraus
i=1 i=1

folgt
| Xran| < T|Xi — Xio1| 4+ | Xo| < T -k + |Xo| € L.

Mit dominierter Konvergenz folgt

E (XT) =E (lzmn—moXT/\n) = llmn_on (XT/\n) =E (X()) .
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3.2 Klassisches Sammelbilderproblem

Wir betrachten folgende Situation: Es werden N verschiedene Bilder produziert. Von
jedem Bild werden gleich viele Exemplare hergestellt. Die Bilder werden einzeln gekauft,
ohne dass man vorher sieht, welches Bild man kauft.

Sei dazu X, die Anzahl der Bilder, die nach dem Kauf von r Bildern noch fehlen, d.h.
man besitzt N — X, verschiedene Bilder nach r Einkdufen. T sei die Zufallsvariable, die
angibt, wieviele Bilder man kaufen muss bis das Set vollstandig ist. T ist eine Stoppzeit
und ist von N abhéngig. Offensichtlich gilt Xg = N und X7 = 0.

Wir definieren die Funktion [ : N—Q durch

1 1 1
1(0):=0und I (m -—=1 —.
(0) :== 0 un ’; - + tgt
[ (m) ist also die m-te Partialsumme der harmonischen Reihe. Da die Werte (k, k) alle
auf der Hyperbel y = % liegen und der natiirliche Logarithmus In (x) das Integral iiber
dieser Hyperbel ist, ldsst sich [ (m) durch den natiirlichen Logarithmus abschétzen und
es gilt
limm—ool (M) —In (m) = 7.
Dieses v heifit Euler-Mascheroni-Konstante und es gilt v ~ 0,5772156649. Wenn m grofie
Werte annimmt, gilt also
I(m) ~In(m)+~.

Der Beweis des folgenden Theorems orientiert sich an Pintacuda (in [Pin80] S. 174, 175).

Theorem 3.2.1 FEs gilt
E(T)=N-I(N).

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge

r
M, =1(X;)+ —=
HX) +

ein Martingal ist.
Es gilt
r+1 r
My — M, =1(X — (X - —
r—+1 r ( r+1) ( r) + N N

11
=N T XX

wobei mit I die Indikatorfunktion bezeichnet wird. Es folgt nun fiir den bedingten Er-
wartungswert

E (M1 — My X1,..., X)) = — — —P(X,1 # X, X1,..., X,)



Nun kénnen wir Theorem 3.1.1 auf das Martingal M und die Stoppzeit T' A n anwenden
und erhalten die Gleichung

[(N) =E (M) = E(Mrpn)

1
Lassen wir jetzt n — oo gehen, so erhalten wir
. 1.
L(N) = limp0oE (1 (X7An)) + NllmnaooE (T An).

Da X7an < N, ist [ (X7an) < 1(N) < oo und wir kénnen den Satz von der dominierten
Konvergenz anwenden. Da T A n monoton steigend ist und
T An — T fir n - oo, konnen wir hier den Satz von der monotonen Konvergenz
anwenden. Das liefert

L(N) = E (i (0)) + %E(T) _ %E(T).

Es folgt direkt die Behauptung

1 1
E(MY=N(14+=+---+—].
(T) ( to ot N)
O
Man muss also im Durchschnitt N (1 + % + -4 %) Bilder kaufen, um seine Kollektion
mit N Bildern zu vervollstindigen.

Beispiel 3.2.1 Die Firma F. verkauft Schokoriegel namens D.. In bestimmten Zeitrdum-
en befindet sich in jeder Verpackung eines D.s ein Aufkleber.

Zur Fufballeuropameisterschaft 2004 konnte man ein Sammelalbum der Firma F. kau-
fen, in dem 46 verschiedene Bilder Platz hatten. In jedem D., das man kaufte, war eines
dieser N = 46 verschiedenen Fufiballbilder. Es stellt sich nun die Frage, wieviele D.s
man durchschnittlich kaufen musste bis das Album vollstindig war.

Unter der Annahme, dass von jedem Bild gleich viele Fxemplare produziert wurden,
konnen wir diese Frage nun beantworten. Es gilt

E(T)=N<1+;+-~+;,>':N(ln(NHV),

also

[E(T)] ~ [46 (In (46) + )] ~ [202.67] = 203.

Man muss also im Durchschnitt etwa 208 Schokoriegel kaufen, um sein Album ver-
vollstindigen zu konnen.
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Korollar 3.2.1 Sei T, die Zufallsvariable, die angibt, nach wievielen Kdufen man zum
ersten Mal m verschiedene Bilder besitzt. Dann ist T,, von N abhdngig. Tn_j ist die
Anzahl der Bilder, die man schon gekauft hat, wenn noch k verschiedene Bilder zum
vollstindigen Set fehlen, dann ist T_j eine Stoppzeit und es gilt X1, , = k. Wenden
wir nun Theorem 3.1.1 auf das Martingal M und die Stoppzeit Ty_ A n an, erhalten
wir

! (N) =E (MO) =E (MTN,kAn)

=K (l (XTka/\n)) + %E (TN—k AN n) .

Fiir n — oo folgt mit monotoner und dominierter Konvergenz wie im Beweis von Theo-
rem 3.2.1

LN) = E(L(R) + B (T )

und somit gilt

E(Tn-k) =N ((N)—1(k)).

Beispiel 3.2.2 Kommen wir nun zurick zu Beispiel 3.2.1. Nehmen wir an, wir haben
schon N —k = 40 verschiedene Bilder gesammelt und wollen wissen, wieviele D.s wir im
Mittel noch kaufen miissen, um unser Album voll zu bekommen, zu dem uns noch k = 6
Bilder fehlen. Im Mittel brauchen wir nach Korollar 3.2.1

E(Tx i) = N (L(N) — L(K))
D.s, um N — k verschiedene Bilder zu bekommen und nach Theorem 3.2.1
E(T)=N-1(N)
D.s, um das Album zu vervollstindigen. Folglich brauchen wir durchschnittlich
E(T) —E(Ty-k) = N(I(N) = ((N)=1(k)) =N-1(k)

also
[46-1(6)] ~ [112.7] = 113

D.s, um die restlichen 6 Bilder zu bekommen.

Da man nach Beispiel 3.2.1 203 Bilder kaufen muss, um alle 46 verschiedene Bilder zu
bekommen, braucht man also tiber die Hdlfte der Bilder, um nur die letzten 6 Bilder zu
bekommen. Die Anzahl der Bilder, die man fiir ein neues Bild kaufen muss, steigt also
stark mit der Anzahl verschiedener Bilder, die man bereits besitzt, an.

Im Folgenden untersuchen wir, wieviele verschiedene Bilder man im Durchschnitt nach

r Kédufen besitzt. Hierbei wihlen wir die Argumentation von Kan (in [Kan05], S. 1737,
1738).
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Theorem 3.2.2 Fs gilt
N—-1\"
E(XT):N<N> ,7":0,1,2,....

Beweis: Wenn nach dem (r — 1). Kauf noch m Bilder zum Set gefehlt haben, kénnen
nach dem r. Kauf entweder immernoch m Bilder fehlen oder nur noch (m — 1). Die
Wahrscheinlichkeiten dafiir sind offensichtlich unabhéngig davon, wieviele Bilder nach
den K#ufen, die vor dem (r — 1). Kauf stattgefunden haben, noch gefehlt haben. Es gilt
also fir alle i, < N und k£ € N

P(Xr = ir’Xr—l = ir—17Xr—2 = 7;7'—2; Xr—3 = Z‘1”—37 ) X, = ilaXO = ZO)

= ]P(XT = ir’Xr—l = Z‘r—l)

sowie m
P(X,=m|X,—1=m)=1- N
und m
P(X,=m—-1/X,_1=m) = N
fiir m < N.

Nun zeigen wir, dass die Folge

ein Martingal ist.
Es gilt fir m < N

also

N T N r—1
E(X, (—— ) X, 1=m) =m [ ——
(0 (550) b= ) = (3753)

N r—1
E (U’I”|U’I‘—1) =E (U’I"XT‘—l) = Xr—l <> = Upr—1.

und damit

Aus Bemerkung 3.1.2 folgt, dass
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also

und somit

Daraus folgt, dass im Durchschnitt nach r Kaufen

(5

Bilder des Sets in der Sammlung fehlen und dass man bereits

(5 (e -3))

verschiedene Bilder besitzt.

In Abbildung 3.1 kann man sehen, dass die Zahl der neuen Bilder pro Kauf mit der
Anzahl der gekauften Bilder abnimmt. Das folgende Beispiel bestétigt dies.

Beispiel 3.2.3 Wir betrachten die Situation aus Beispiel 3.2.1, d.h. es gibt
N = 46 verschiedene Fufballbilder. Nun stellen wir uns jedoch die Frage, wieviele ver-
schiedene Bilder wir 4m Durchschnitt schon gesammelt haben, wenn wir
r1 = 50, 7o = 100 oder r3 = 150 Schokoriegel gekauft haben.

Mit Theorem 3.2.2 erhalten wir

E(X,.) =N<NN_1>

also N1\
N-E(X,)=N-N|[——) .
(X, (*+)
Setzen wir nun die Werte fiir r; ein, erhalten wir die Anzahl der verschiedenen Bilder,

die man im Mittel besitzt, wenn man bereits r; D.s gekauft hat:

[46 — E (X50)] = {46 — 46 <j:2>ﬂ ~ [30.67] = 31,
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E(46-X;)
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Abbildung 3.1: Durchschnittliche Anzahl verschiedener Bilder in Abhéngigkeit von der
Zahl der gesamten gekauften Bilder bei einer Setgréfie von 46 Bildern.

45 100 7]
46 —E (Xq100)| = |46 — 46 [ — ~ |40.89| =41,
46

45 150 7]
46 —E(Xqi50)| = |46 — 46 [ — ~ [44.30| = 45.
46

Dass die Zahl verschiedener bereits gesammelter Bilder nach einer festen Anzahl gekauf-
ter Bilder zwar mit wachsender Setgrofle steigt, das Wachstum aber abnimmt, kann man
in Abbildung 3.2 sehen.

3.3 Gemeinsam sammeln

Nun nehmen wir an, es gibt einen zweiten Sammler, der die Bilder vom ersten Sammler
erhilt, die dieser doppelt hat. Wir fragen uns, wieviele Bilder dem zweiten Sammler
noch zur Vervollstindigung seines Sets fehlen, wenn das Set des ersten Sammlers gerade
komplett ist. Darauf aufbauend schliefit sich die Frage an, wieviele Bilder der zweite
Sammler nun noch kaufen muss, um auch seine Sammlung zu komplettieren. Anschlie-
Bend erortern wir, wieviele Bilder der zweite Sammler zu dem Zeitpunkt weniger hat als
der erste, an dem der erste Sammler bereits m verschiedene Bilder gesammelt hat.
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Abbildung 3.2: Durchschnittliche Anzahl verschiedener Bilder in Abhéngigkeit von der
Grofle des Sets, nachdem bereits 300 Bilder gekauft wurden.

Sei dazu W, die Anzahl fehlender Bilder im zweiten Set nach dem r-ten Kauf und
Zy = W, — X,. Der Beweis des folgenden Theorems ist an die Vorgehensweise von
Pintacuda (in [Pin80], S. 175, 176) angelehnt.
Theorem 3.3.1 FEs gilt
1
IE(WT)ZZ(N):1+§+~~+

Beweis: Zunichst stellen wir fest, dass

ein Martingal ist.
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Dafiir betrachten wir die Zuwéchse von Y:
Vi =Y = =Xy (14 X) '+ (14 2) X7 = 2, (14 X)) Ty
— (X X 2 X - 2 (14 X)) - (14 X)) T
= (Zr I+ X)X 1+ X)) = Z.X X, (1 + XT)_1> Is— (14 X,) 15

=Z (X 1+ X)) 'y - X7P 1+ X)X I
= (X, (1+ X)) (Z]a — X, 1),

wobei A = (X, # X,41) und B = (Z, # Zr+1, Xy = Xp41) ist.
DaP(A|Xi,...,X,) = 2 und P(B|Xy,..., X,) = &, gilt
LICARES @5 NS SELI(CAES S)RICAVED a F1b RIS &
= (X, 1+ X)) (ZP(AXy,...,X,) - X,P(B|Xy,...,X,))
X Z
= (X, 1+ X)) (258 - x5
X (257 - X )
= 0.

Da Y also gleichmiflig beschrinkte Zuwéichse hat und T’ integrierbar ist, kénnen wir
Theorem 3.1.2 anwenden und somit gilt

L(N)=E(Yo) =E(Yr) =E(Zr) =E(Wr).

O
Durchschnittlich fehlen dem zweiten Sammler also noch
1 1
I((N)=14+—-4+-- 4+ —
(N)=1+ sty

Bilder zur Vervollstdndigung seines Sets, wenn das erste Set gerade vollstindig ist, das
heifit, er hat schon

1 1
N—I(N)=N—-(14-+-+—
(N) <+2+ +N>

verschiedene Bilder gesammelt.

Beispiel 3.3.1 Wir betrachten wieder die Situation aus Beispiel 3.2.1. Diesmal sam-
meln zwei Briider die N = 46 Fussballbilder in den Schokoriegeln D.. Der dltere Bruder
Mazx kauft die D.s und, wenn er ein Bild bekommt, das er bereits besitzt, gibt er dieses
an seinen kleinen Bruder Moritz weiter.

Wir stellen uns nun die Frage, wieviele Bilder Moritz noch fehlen, wenn Max sein Sam-
melalbum voll hat und er somit keine weiteren Bilder mehr von ihm erwarten kann.
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Nach Theorem 3.8.1 fehlen Moritz im Durchschnitt noch

E(WT):Z(N)zl—i—%—i-"'-l-%,
also
[E(Wp)| =[1(46)] = [1—1—%—1-"‘—#4*161 ~ [In (46) + v| =~ [4,41] =5
Bilder.

Nun muss sich Moritz selbst D.s kaufen, um seine Sammlung zu vervollstindigen und
fragt sich, wieviele D.s er sich wohl kaufen muss bis er die fehlenden 4 Bilder zusammen
hat.
Diese Frage konnen wir mit Beispiel 3.2.2 beantworten. Moritz muss also noch durch-
schnittlich

[46 -1 (4)] ~ [95.83] = 96

Bilder kaufen.
Er muss also weniger als die Hilfte der Bilder kaufen, die er hdtte kaufen miissen, wenn
er nicht die doppelten Bilder seines Bruders bekommen hdtte.

Jetzt konnen wir allgemein feststellen, wieviele Bilder man im Durchschnitt kaufen muss,
um 2 Sammlungen zu vervollstdndigen.

Der erste Sammler muss nach Theorem 3.2.1 etwa N -1 (IV) Bilder kaufen, um sein Set zu
vervollstdndigen. Zu diesem Zeitpunkt fehlen dem zweiten Sammler laut Theorem 3.3.1
im Durchschnitt noch [ (V) Bilder und, um diese zu bekommen, muss er nach Korollar
3.2.1 noch etwa N - [ (I (N)) Bilder kaufen.

Zusammen miissen die Sammler also etwa

N-I(N)+N-1(Il(N))
kaufen. Fiir grole NV heifit das
N-I(N)+N-l(I(N))~N(In(N)+In(In(N)+~v)+2y) (3.1)

Allgemeiner kénnen wir die Frage stellen, wieviele Bilder der zweite Sammler weniger
hat als der erste, wenn dieser gerade m verschiedene Bilder besitzt. Hierbei wenden wir
das Verfahren von Pintacuda (in [Pin80], S. 176) an. Dazu sei T, die Zufallsvariable,
die angibt, wieviele Bilder der erste Sammler kaufen muss, um m verschiedene Bilder zu
bekommen. Dann ist T3,, eine Stoppzeit und es gilt 7,,, < T und X7,, = N —m. Wenden
wir nun wieder Theorem 3.1.2 an, so erhalten wir

E(Zr,,)

LN)=EY0) =E(Yg,) =1(N —m) + g— =

und daraus folgt
E(Zp,)=(N—-m+1)((N)—I(N—-m)).
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Wenn der erste Sammler gerade sein m-tes verschiedenes Bild erhalten hat, hat der
zweite Sammler also im Durchschnitt

(N—m+1)(I(N)—I(N—m))~(N—-—m+1)(In(N)—In(N —m)) (3.2)

Bilder weniger als dieser.

E(zr,)
18

Abbildung 3.3: Erwartete Abweichung der Bestinde beider Sammler an verschiedenen
Bildern in Abhéngigkeit davon, wieviele Bilder der erste Sammler be-
reits besitzt, mit dem in Beispiel 3.3.2 bestimmten Maximum bei einer
Setgrofle von 46 Bildern.

In Abbildung 3.3 kénnen wir sehen, dass die erwartete Differenz der gesammelten Bil-
der beider Sammler ein Maximum hat. Dieses wollen wir im Folgenden naherungsweise
bestimmen.

Dazu setzen wir die erste Ableitung der Differenz nach m gleich Null und l6sen nach m

auf:
N—m+1_

In(N—m)—In(N)+ N

0.

Daraus folgt fiir grole Werte von N —m
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und somit
m~ N (1 — 6_1)

B (Z1y ) = <JZ " 1) - g

Nach etwa N (1 — eil) gekauften Bildern ist die Differenz bereits erhaltener verschiede-
N

e "

Es gilt

ner Bilder der beiden Sammler also am gréfiten und diese Differenz betrégt etwa

Beispiel 3.3.2 Kommen wir zuriick zu Beispiel 3.3.1. Wir fragen uns, wieviele verschie-

dene  Bilder  Moritz  weniger  besitzt  als  Max, wenn  Max  gerade

% = 23 Bilder hat. Nach (3.2) hat Moritz in diesem Fall

[(46 — 23+ 1) (1(46) —1(23))] =~ [(46 — 23 4+ 1) (In(46) +~v — (In(23) +))] =~ [16,64] = 17

Bilder weniger als Maz.

Die Bestinde wvon Max und Moritz weichen im Durchschnitt wm mazximal
[46 — 1] = 16 Bilder ab. Dies ist zu dem Zeitpunkt der Fall, wenn Maz
[46 (1 — e™!)] = 30 verschiedene Bilder besitzt.

In Beispiel 3.53.1 haben wir gesehen, dass Moritz nur etwa 5 Bilder weniger hat als Mac,
wenn dieser alle 46 Bilder beisammen hat.

Der Abstand der Bestinde von Max und Moritz wird also erst immer gréfSer bis Max
durchschnittlich 30 verschiedene Bilder besitzt und verringert sich dann wieder.

3.4 Kaufen in Packchen

Im Folgenden nehmen wir an, man kann die Bilder nur in Péckchen mit jeweils s Bildern
kaufen kann. Die s Bilder, die jeweils in einem P#ckchen sind, sind alle voneinander
verschieden. Zuerst nehmen wir an, dass die Anzahl s, 1 < s < N, der Bilder in einem
Péckchen konstant ist. Sei X,SS) die Anzahl der fehlenden Bilder im Set nach dem Kauf
von r Péckchen mit jeweils s verschiedenen Bildern.

Wie im klassischen Sammelbilderproblem ist auch hier die Wahrscheinlichkeit fiir die
Anzahl verschiedener Bilder nach dem r. Kauf nur von der Anzahl der Bilder nach dem
(r — 1). Kauf abhéngig und es gilt

P (X = m| X =m) = (1- %)S (3.3)

fir N—m >s>1und

P () =m-nx =) = (1) (1-5) 7 (5) (3.4)

firk<m, s—k<N-—-m.
Wie man leicht sieht, ist (3.3) ein Spezialfall von (3.4) mit £ = 0.
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Theorem 3.4.1 FEs gilt

e (x0) = Wk

Beweis: Der Beweis ist analog zum Beweis von Theorem 3.2.2 und ist ebenfalls an Kan
(in [Kan05], S.1741, 1742) orientiert. Wir zeigen zunéchst, dass die Folge

N I8
V, =X (S> ,r=0,1,2,...,

ein Martingal ist.

Es gilt
E(X0xY =m) = mN]\; ) (3.5)
denn
B (xOx D =m)=> om0 (7) (1-2) 7 ()
k=0
o3 ()0 ) - )
=m— s%
N —s

=m——

das heifit

Und daraus folgt

s s N r—1
BV =8 (v = 52 (55) T = v

Wenden wir nun wieder Bemerkung 3.1.2 an, so erhalten wir

() s ) =2 (w0 (3%5) )

und daraus folgt direkt
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(]
Wenn die Bilder in Péckchen mit jeweils s verschiedenen Bildern verkauft werden, fehlen
also nach r Kéufen noch durchschnittlich
(V=)

Nr—1
Bilder, um das Set zu vervollstindigen, das heiffit, man hat schon

(N —s)
N~ Nr—1

verschiedene Bilder erhalten.

Nun wollen wir untersuchen, wie grofl der Unterschied zum Fall s = 1 ist, d.h. wenn die
Bilder einzeln gekauft werden.

Zunéchst untersuchen wir, wie hoch die maximale Differenz der Erwartungswerte der
Anzahl verschiedener Bilder, wenn man die Bilder einzeln kauft, zu der Anzahl verschie-
dener Bilder, wenn man Péckchen mit jeweils s Bildern kauft, ist.

Dazu bestimmen wir die Ableitung der Funktion

f(x):N<NA—71>"”_N<NA73>§’

setzen diese gleich Null und 16sen nach x auf:

= (i () (5 -2 (%) (55) )

Sei Ny = NJ\_,S und Ny = %, dann gilt

fl®) = 0
< In(Ny) (N1 = Lin(N,) (V,)*
< In (Np) e = Lin (N) e )
n(Ns)
= €T — ln(‘sll"é\]rvl))

Setzen wir dies nun wieder in die Funktion f (z) ein, so erhalten wir den maximal zu

erwartenden Abstand:
in(Ns) Ny
ln(s'ln(Nl) ) /ln ( (NS)% >

In(Ns) Ny
(et n( )
NN, 2/ _N-N ;

S
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Beispiel 3.4.1 Die Firma T. hat zur Bundesligasaison 2009/10 ein Bundesliga-Sammelalbum
mit Platz fiir N = 416 verschiedene Fuf$ballbilder auf den Markt gebracht. Die zugehori-

gen Bilder kann man in Pdckchen zu jeweils s = 5 Stiick kaufen, innerhalb derer sich

die Bilder nicht doppeln.

Unter der Voraussetzung, dass von jedem Bild gleich viele Exemplare auf dem Markt
sind, ist die Differenz von verschiedenen Bildern beim FEinzelkauf zum Pdckchenkauf

maximal, wenn
411
o (240)
”(416)
[2] = | ——55 | =~ [414.50] = 415

415
In | —2&+
(715)°

Bilder gekauft wurden und diese Differenz betrdgt

414,5
415\ 145 411\ 5

Wiire z.B. s = 50, dann wire

und die Differenz mazimal

402,72
415 10> 366 0

In Abbildung 3.4 ist f(x) fir verschiedene Werte von s zu sehen. Gemessen an der
Anzahl verschiedener Bilder, die man bereits hat, ist die Differenz also relativ klein.

In Kapitel 4 werden wir untersuchen, wieviele Bilder wir weniger kaufen miissten, wenn
die Bilder in Péckchen verkauft werden, als beim Einzelkauf.

Nun nehmen wir an, dass die Anzahl der Bilder in den Péackchen eine Zufallsvariable S
ist. Wie Kan (in [Kan05], S. 1742, 1743) werden wir zeigen, dass das folgende Theorem
gilt.

Theorem 3.4.2 FEs gilt
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0.0 T T T T 1 r
0 500 1000 1500 2000 2500

Abbildung 3.4: Erwartete Differenz der Anzahl verschiedener Bilder beim FEinzelkauf
zum Kauf in Péckchen abhéngig von der Anzahl bereits gekaufter Bilder
fiir verschiedene Péackchengrofien bei einer Setgrofie von 416 Bildern.

Beweis: Wir zeigen, dass die Folge

N T
T:XT = /AT o ) = 71a27"'7
=% (gar—g) 7=
ein Martingal ist.
Aus (3.5) folgt direkt

N —
Sfﬁrmzl.

E(X,| X1 =m,S=s)=m

Daher gilt

E (X, | X, 1 = m) :mZN_SIP’(S:s)
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und somit

(5 ) ) )

Mit Bemerkung 3.1.2 folgt nun
N T
)

(ew=s) 20

Il
=
7N
<
7 N\
=
=
\
n

und somit

O

Beispiel 3.4.2 Die Firma K. stellt Schokoladeneier her, in denen ein kleines Spielzeug
versteckt ist. In den meisten FEiern ist ein Spielzeug, das man zusammensetzen muss,
aber die Firma verspricht, dass in jedem 7. Schokoladenei eine der begehrten Figuren
ist, die Kinder (aber auch Erwachsene) gerne sammeln.

Es gibt 2. B. eine Serie mit Schlimpfen. Insgesamt gibt es N = 12 verschiedene Schlimp-
fe. Wir nehmen an, dass es von jedem Schlumpf gleich viele Exemplare gibt. Wir konnen
die Anzahl der Schlimpfe in einem Ei als Bernoulli-verteilte Zufallsvariable S mit dem
Parameter p = % betrachten. Dann gilt fir den Erwartungswert E (S) = % Nach Theo-
rem 3.4.2 fehlen uns also nach dem Kauf von r = 50 Schokoladeneiern noch durch-

schnittlich 5
12—4
|7(1250z2—‘ ~ [6.59] =7,

nach dem Kauf von r = 100 Fiern noch etwa 4 Schlimpfe und nach dem Kauf von
r = 200 Eiern noch 1 Schlumpf.
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Kapitel 4
Markov-Ketten Ansatz

In diesem Kapitel werden wir die Fragestellung aus dem letzten Kapitel erweitern. Wir
werden die Frage beantworten, wieviele Packchen mit Bildern wir im Durchschnitt kaufen
miissen, um unser Sammelalbum zu vervollstdndigen, wenn die Anzahl der Bilder, die in
einem Péckchen enthalten sind, eine Zufallsvariable ist. Eine konstante Péckchengrofie
konnen wir als Spezialfall zufdlliger Péackchengréfien betrachten. Die Bilder innerhalb
eines Péckchens sind alle verschieden. Weiterhin nehmen wir an, dass von jedem Bild
gleich viele Exemplare auf dem Markt sind.

Da der Martingal-Ansatz von Pintacuda darauf basiert, dass die Bilder einzeln gekauft
werden, verwenden wir im Folgenden die Theorie von Markov-Ketten, um diese Frage zu
beantworten. In Theorem 3.4.2 haben wir bereits gezeigt, wieviele verschiedene Bilder
wir schon erhalten haben, nachdem wir k& Packchen gekauft haben, deren Grofle verteilt
ist wie eine Zufallsvariable. Nun werden wir die kleinste Anzahl solcher Péckchen be-
stimmen, die wir im Durchschnitt kaufen miissen, um von jedem Bild mindestens ein
Exemplar zu besitzen.

Wir werden zunéchst mit Hilfe von Markov-Ketten den exakten Erwartungswert der
erforderlichen Anzahl der Péckchen berechnen. Da diese Methode allerdings fiir hohe
Setgroflen mit sehr viel Rechenaufwand und Rechnen mit sehr grofien Zahlen verbunden
ist, leiten wir anschliefend eine Formel her, mit der wir diesen Erwartungswert appro-
ximieren koénnen. Dies erreichen wir durch die Anwendung der Wald-Identitéit sowie der
Kopplung von Markov-Ketten.

4.1 Grundlagen
4.1.1 Die erste Wald-ldentitat

Theorem 4.1.1 Es seien D1, Do, ... unabhdngige identisch verteilte Zufallsvariablen,
fir die gilt E(|D;|) < co. T sei eine zugehdrige Stoppzeit mit
E(T) < co. Dann gilt

E(Dy+---+Dp)=E(T)E(D,).
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Beweis: Es gilt

o0
E(D1+---+DT):ZIP’(TZt)E(D1+--'+DT|T:t)
t=1

00 t

=) P(T=t)) E(D|T=t)
t=1 =1

=> Y P(T=t)E(Di|T =t)
t=1 i=1

Da T ein Stoppzeit ist, ist das Ereignis {T" < i} und damit auch das komplementére
Ereignis {7 < i}¢ = {T' > i} unabhéngig von D;. Damit gilt E (D;|T > i) = E(D;) =
E (D1) und wir erhalten

]E(Dl—i--”—l-DT):iP(TZi)E(Di‘TZi):E(Dl)iP(TZi)
=1

=1
=E(D)) Y P(T=t)=E(D)) > P(T=t)
=1 t=t t=1 i=1

- E(Dl)iﬂP’(T —t)=E(T)E(D).
t=1

4.1.2 Einige Grundlagen zu Markov-Ketten

Markov-Ketten sind stochastische Prozesse, deren zukiinftige Entwicklung nicht von der
Vergangenheit abhéngt, sondern nur vom gegenwértigen Zustand.

Wir wollen also ein System hochstens abzdhlbar vieler Zustédnde beschreiben, indem
wir die Wahrscheinlichkeit dafiir angeben, dass es von einem Zustand in den anderen
wechselt. Sei z.B. E die Menge moglicher Zustéinde des Systems, so kdnnen wir diese
Wahrscheinlichkeiten in einer F' x E-Matrix P derart darstellen, dass fiir ¢, j € E p;; die
Wahrscheinlichkeit ist, dass das System in einem Schritt vom Zustand ¢ in den Zustand j
wechselt. Diese Wahrscheinlichkeiten heiBen Ubergangswahrscheinlichkeiten. Diese
Matrix P muss zwangslaufig folgenden Bedingungen gentigen:

(i) pij > 0, da es sich um Wahrscheinlichkeiten handelt und

(ii) Zje gPij = 1, da sich das System im néchsten Schritt sicher in irgendeinem Zu-
stand befindet.
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Solche Matrizen heiflen stochastische Matrizen.

Definition 4.1.1 Sei S eine abzihlbare Menge und P = (pi;); ;g eine S x S-Matriz
mit den folgenden Figenschaften:

(i) pij > 0 fiir alle i,j € S,
(1) > jespij = 1.
Dann heifit P stochastische Matrix.

Die Bedingungen an eine stochastische Matrix erlauben eine Interpretation der Zeilen
dieser Matrix als Verteilung auf S. Damit kénnen wir nun Markov-Ketten definieren:

Definition 4.1.2 Sei S eine abzdihlbare Menge, o eine Verteilung auf S und P =
(pij); jes €ine stochastische Matriz. Eine Folge (Xy),Xn : @ — S;n € No von Zu-
fallsvariablen mit Werten in S heifit (a, P)- Markov-Kette, falls

P(Xo=1i)=ali), ics,

und fiir jedesn € N, j € S und alle (n 4+ 1)-Tupel (ig,i1,...,in) € Spt1 mit P (Xo = g, ...

0 gilt:
P(Xn+1 = j|X() = i(), e ,Xn = Zn) = P<Xn+1 = j‘X = Zn) :pinj' (41)

Die Gleichung (4.1) besagt, dass die Wahrscheinlichkeit des Zustands X, 41, wenn wir
den gesamten bisherigen Verlauf (Xo, ..., X, ) kennen, gleich der Wahrscheinlichkeit des
Zustands X,y ist, wenn wir nur die Gegenwart X, kennen. Die Informationen iiber
die Vergangenheit sind irrelevant. Diese Eigenschaft wird als Markov-Eigenschaft be-
zeichnet.

Die Verteilung o des Anfangszustandes Xy heifit Startverteilung. Betrachten wir im
Weiteren Wahrscheinlichkeiten unter der Bedingung, dass die Markov-Kette sicher in
einem Zustand ¢ € S anfingt (also X = 7), so benutzen wir die Schreibweise

P; (A) := P (A|X, = i) fir A € F.

Es kann vorkommen, dass eine Markov-Kette von dem Zeitpunkt an, zu dem sie einen
bestimmten Zustand erreicht, diesen Zustand behélt. Diese Zustédnde nennt man absor-
bierend.

Definition 4.1.3 Sei (X,,) eine (a, P)-Markov-Kette auf dem Zustandsraum S. Ein
Zustand i € S heifst absorbierend, falls p; = 1.

Im Folgenden wollen wir die Wahrscheinlichkeit betrachten, dass man in m Schritten
vom Zustand ¢ in den Zustand j gelangt.
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Definition 4.1.4 Sei (X,,) eine (a, P)-Markov-Kette auf dem Zustandsraum S. Fiir die
Zustinde 1,5 € S heifst
pi; =P (Xpym = j| Xy = 1)

m-Schritt- Ubergangswahrscheinlichkeit.

Diese m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten kénnen wir durch Potenzieren der Uber-
gangsmatrix bestimmen, wie das folgende Theorem zeigt:

Theorem 4.1.2 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung)
Sei (Xp,) eine (a, P)-Markov-Kette auf dem Zustandsraum S, so gilt fiir alle i,j € S

m4+n __ m.n
plj — szk‘pk’jv m,n S NOv
keS

d.h. pj ist der (i,). Eintrag in der Matriz P™.
Beweis: Es gilt

pZ‘H_n =P (Xptn = j|Xo=1) = ZP(Xm+n = J, Xim = k| Xo = 1)

keS
=3P (Xongn = 1 Xim = k, Xo = i) B (X = k| X = i)
keS
= ZP(Xern = j|Xm = k)P (Xon = k[ Xo = 1)
kesS
= ZP%PZ;*
keS

O
Wollen wir die absolute Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dass die Markov-Kette nach
m Schritten im Zustand j ist, hdngt diese von der Startverteilung « ab.

Theorem 4.1.3 Sei (X,) eine («,P)-Markov-Kette. Dann gilt fir jedes
m € N:

P(Xm=j)= Za¢p§?~
€S

Beweis: Nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt:

P (X =) => P(Xo=1i)P(Xp = j|Xo =)
€S

= Zaip%‘.

€S
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Definition 4.1.5 Sei (X,,) eine (a, P)-Markov-Kette auf dem Zustandsraum S und
1,7 € S zwei Zustinde. j heifft von i aus erreichbar, in Zeichen i — j, falls es ein
n >0 gibt mit p; > 0. Ist i von j aus erreichbar und j von i aus erreichbar, so heiflen
i und j kommunizierend, in Zeichen i <> j.

Da p?i = 1 ist, kommuniziert jeder Zustand mit sich selbst. Da die Kommunikation nach
Definition symmetrisch und transitiv ist, ist sie eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenz-
klassen heiflen Kommunikationsklassen.

Nun beschiéiftigen wir uns noch mit der Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Markov-
Kette in endlicher Zeit vom Zustand ¢ aus den Zustand j erreicht. Dafiir definieren wir

Tj:=inf{n >1:X, =j}und p;; :=P; (Tj; < 00).

Wir unterscheiden die Zustéinde danach, ob die Markov-Kette sicher wieder in den Zu-
stand 4 zuriickkehrt, von dem sie gestartet ist, oder nicht.

Definition 4.1.6 Sei (X,,) eine (a, P)-Markov-Kette auf dem Zustandsraum S und
i,j€S. Ist
pii < 1, so heifit i transient,

pii = 1, so heifit © rekurrent.

Ein rekurrenter Zustand i € S heifst
positiv rekurrent, falls E; (T;) < oo,
null rekurrent, falls E; (T;) = oc.

Dabei bedeutet E;, dass der Erwartungswert beztiglich P; betrachtet wird.

Theorem 4.1.4 Rekurrenz und Transienz sind Klasseneigenschaften, sie hdngen nur
von der Kommunikatonsklasse ab. Mit anderen Worten: Ist (X,) eine (o, P)-Markov-
Kette auf dem Zustandsraum S, so gilt fiiri,j € S:

(i) Ist i rekurrent und i <> j, so ist j rekurrent.

(ii) Ist i transient und i <> j, so ist j transient.

Beweis s. [MeS05] S. 245

Um die Verteilung von Markov-Ketten auf lange Sicht zu untersuchen, fithren wir den
Begriff der stationédren Verteilung ein:

Definition 4.1.7 Sei (X,,) eine (o, P)-Markov-Kette auf dem Zustandsraum S. Eine
Verteilung m auf S heifit stationdr, falls

Zw(i)pij =7 (j) fir alle j € S gilt.
€S
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Fasst man 7 als Zeilenvektor auf, so kann man die letzte Gleichung auch in der Form
P =m
beschreiben.

Das folgende Theorem macht deutlich, in welcher Hinsicht der Name der stationéren
Verteilung gerechtfertigt ist.

Theorem 4.1.5 Sei (X,,) eine (m, P)-Markov-Kette und 7 eine stationdre Verteilung
von (Xy). Dann haben alle X,,, n > 0, die Verteilung 7.

Beweis: Aus der definierenden Eigenschaft folgt induktiv
mP™ = 7 fiir alle n € N.

Daher gilt mit Theorem 4.1.3

=> 7 (i)pj=7()).

€S

4.2 Exakte mittlere Sammelzeit bei zufilligen PackchengroBBen

Wir wollen ein Sammelalbum mit N verschiedenen Bildern vervollstiandigen. Dafiir kau-
fen wir die Bilder in Péackchen. Die Anzahl der Bilder, die in einem Pé#ckchen enthal-
ten sind, ist eine Zufallsvariable S mit Werten in 0,1,...,N. Es gilt P(S = j) = b;
fir 7 = 0,1,..., N. Im Falle einer konstanten Anzahl s an Bildern in den P#ckchen ist
P(S=s)=1und P(S=j)=0firje{0,1,..N}\{s}

Wir orientieren uns im Folgenden an Kobza, Jacobson und Vaughan ([KJV07] S. 576-
578).

Sei nun 7}, die Zufallsvariable, die angibt, im wievielten Péckchen wir das k-te Bild erhal-
ten. Wenn wir gerade das (k — 1). Bild erhalten haben, ist Uy die Anzahl der Pickchen,
die wir von nun an kaufen miissen bis wir das k. Bild erhalten. T}, und U}, sind abhéingig
von N. Direkt aus der Definition folgt To =0, Uy = 0 sowie

Uk:Tk—Tk,1 firk=1,2,...,N

und damit i
Ty =>» Ufirk=1,2,...,N.
=1

Wenn wir bereits ¢ verschiedene Bilder besitzen, miissen wir also durchschnittlich noch
T; — T; Péckchen kaufen bis wir j verschiedene Bilder haben. Wenn wir noch kein Bild
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besitzen, miissen wir im Durchschnitt T := TN — To = TN Packchen kaufen bis wir das
Set vollstéindig haben.

Unser Ziel ist, E(T} — T;) zu berechnen.

Dazu sei R; die Anzahl der Bilder in einem Péckchen, die von den Bildern, die wir bereits
haben, wenn wir dieses Péckchen 6ffnen, verschieden sind, unter der Voraussetzung, dass
wir schon ¢ verschiedene Bilder besitzen. Wenn wir die Anzahl der Bilder in dem Péck-
chen kennen, ist R; hypergeometrisch verteilt, damit gilt fiir 0 < j < min (N —i,s),0 <
i < N,und 0 < s <min(N,i+j)

("))
I

wobei h (N, N —i,s,j) die Gewichte der hypergeometrischen Verteilung sind.

P(Ri=j|S=s)=h(N,N—1i,5s,j) =

Lemma 4.2.1 Die Verteilung von R; ist

P(Rozj):bj fﬁT’j:O,l,...,N

N
P(R;=0)=by+» h(N,N—is0)bs firi=0,1,...,N
s=1
N
P(R; =j) =Y h(N,N—is,j)bs firi=0,1,...,N und j=0,1,...,N
s=1

Beweis: Wenn 7 = 0 ist, heifit das, dass wir noch kein Bild besitzen, somit sind alle
Bilder, die wir bekommen, neu und damit gilt P (Rg = j) =P (S = j) = b;. Wenn ¢ # 0,
gilt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

N
P(Ri=j)=Y P(R;=j|S=s)P(S=s) firi=0,1,..N.
s=0

Da wir keine neuen Bilder bekommen kénnen, wenn kein Bild im Péckchen ist, gilt
P(R;=0/S=0)=1und P(R; =j|S=0)=0 fir j #0.

Daraus folgt direkt

N
P(R;=0)=P(S=0)+» PR =0[S=5P(S=s)
s=1

N
=bo+ Y h(N,N—i,s,0)b
s=1
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sowie fir j=1,...,N

O
Nun kénnen wir E(T}), E (Ug) und E(T) basierend auf der Anzahl der Besuche der
transienten Zustidnde einer Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum berechnen.

Dazu sei W, die Anzahl verschiedener Bilder, die wir nach dem Kauf von n P#ckchen
bereits besitzen. O.B.d.A. sei Wy = 0.

bo P(Ry =0) P(Rz = 0) P(Rg = 0) P(R4 =0)
1 2 3 4
by b KTT] b ] "y I

3 by by

PRy =1) P(R; =2) P(Ry = 3)

P(R; = N —1)
P(Ry =1) P(Ry = 2) P(Ry = N —2)

P(R3 =1) P(R3 = N — 3)
P(Ry = N —4)

Abbildung 4.1: Ubergangsgraph der Markov-Kette (1,,)

n

Dann ist (W), eine Markov-Kette mit Zustandsraum F = {0,1,..., N} und Uber-
gangsmatrix P, wobei p;j; =P (R; =j —i) fiir i =0,1,...,Nund j =4,i+1,..., N ist.
Wenn wir bereits ¢ Bilder besitzen, ist p;; also die Wahrscheinlichkeit, dass wir (j — )
neue Bilder im néchsten Péckchen dazu bekommen, so dass wir dann j verschiedene
Bilder besitzen. Da sich die Anzahl der Bilder, die wir bereits besitzen, mit steigender
Packchenanzahl nicht verringern kann, ist P eine obere Dreiecksmatrix.

Da wir nicht mehr als N verschiedene Bilder erhalten koénnen, ist py y = 1 und damit
ist nach Definition 4.1.6 N ein rekurrenter Zustand. Die Zustinde 0,1,..., N — 1 sind
alle transient, da p;; < 1 fiir i« < V.

Wir partitionieren P wie folgt:

Pbo,N

PN-1,N
0O ... 0 1

wobei J eine N x N-Matrix beziiglich der transienten Zustédnde in F ist.
Der Beweis des folgenden Lemmas ist an Ross ([Ros00] S. 230, 231) angelehnt.

43



Lemma 4.2.2 Wenn M eine N x N-Matriz ist, wobei fir i,j = 0,1,...,N — 1 my;
die Aufenthaltszeit im Zustand j ist, d.h. m;; ist der Erwartungswert der Anzahl an
Besuchen im Zustand j, wenn die Markov-Kette (W,,) gerade in Zustand i ist, dann gilt

M=(O-7)".

Beweis: Wenn die Markov-Kette aktuell im Zustand i ist, ist der Erwartungswert der
Anzahl an Besuchen im Zustand j gleich der Summe iiber alle méglichen Zustédnde &k von
der Wahrscheinlichkeit, dass der néchste Zustand der Markov-Kette k ist, multipliziert
mit dem Erwartungswert der Anzahl der Besuche im Zustand j mit aktuellem Zustand
k, wenn ¢ # j. Wenn i = j ist, ist die Markov-Kette bereits im Zustand j und wir miissen

1 i
diesen Besuch mitzéhlen. Daher gilt fiir 6;; = Z ‘7.,
0 i#]
N-1
mi; =i+ Y Pikmag,
k=0

da es unmoglich ist, vom Zustand N nochmal in einen anderen Zustand zu gelangen, das
heift, dass my; = 0 wire fiir alle j = 0,1,..., N — 1. In Matrixschreibweise folgt damit

M=1+JM.
Diese Gleichung ist dquivalent zu
I-J)M =1L
Durch Multiplikation der beiden Seiten von links mit (I — 7 )_1 erhalten wir

M=@1-J)".

Theorem 4.2.1 FEs gilt E (Ugy1) = mog.

Beweis: Da die bereits vorhandenen Bilder nicht weniger werden koénnen, kann die
Markov-Kette nicht in einen Zustand springen, in dem sie schon war, bis auf den Zu-
stand, in dem sie sich gerade befindet. Deshalb folgen alle Besuche eines Zustands &
der Markov-Kette direkt aufeinander und somit entspricht die Anzahl der Besuche im
Zustand k der Anzahl der P#ckchen, die man ziehen muss, um sein (k+ 1). Bild zu
bekommen, wenn man das k. Bild bereits erhalten hat. O

Daraus folgt direkt

E(}-—T}) = > E(Uw:gm%,
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das heift, wenn man bereits i verschiedene Bilder besitzt, benttigt man im Mittel noch

j—1
> mok
k=i

Péckchen bis man j verschiedene Bilder besitzt.
Wenn man also noch kein Bild hat, muss man durchschnittlich

N-1
E (T) = Z mok
k=0
Péckchen kaufen bis man seine Sammlung vervollstandigt hat.

Beispiel 4.2.1 Wir nehmen die Situation aus Beispiel 3.4.2 wieder auf. Es gibt 12
verschiedene Schlimpfe, die in den Schokoladeneiern enthalten sind, und durchschnittlich
in jedem 7. Ei ist ein Schlumpf. Das bedeutet, dass S Bernoulli-verteilt ist zum Parameter
1/7. Es gilt also

bo=P(S=0)=6/7,bp =1/7 und b; =0 fir allei =2,3,...,12.

Daraus ergibt sich folgende Matriz J

0.8571 0.1429 0 0 0 0 0 0 0
0 0.8690 0.1310 0 0 0 0 0 0
0 0 0.8810 0.1190 0 0 0 0 0
0 0 0 0.8929 0.1071 0 0 0 0
J ~ 0 0 0 0 0.9048 0.0952 0 0 0
0 0 0 0 0 0.9167 0.0833 0 0
0 0 0 0 0 0 0.9286 0.0714 0
0 0 0 . 0 0 0 0 0 0.9881

Wir kinnen somit M = (I— J)~" berechnen (berechnet mit der Programmiersprache R)

7 7.6364 84 93333 10.5 12 14 16.8 ... &4
0 7.6364 84 9.3333 105 12 14 168 ... &4
0 0 8.4 93333 105 12 14 168 ... &4
0 0 0 93333 105 12 14 168 ... &4
M=~10 0 0 0 105 12 14 168 ... &4
0 0 0 0 0 12 14 168 ... &4
0 0 0 0 0 0 14 168 ... &4
0 0 0 . 0 0 0 0 0 &4
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Es ergibt sich also
[E (T)} = [7+7.6364+8.449.3333+10.54+124+14+16.8+21+28+42+84] ~ [260,67| = 261.

Wir miissen somit im Durchschnitt etwa 261 Schokoladeneier kaufen bis wir alle 12
Schliimpfe besitzen. Wir konnen sehen, dass die Anzahl an Schokoladeneiern, die wir
kaufen miissen bis wir den ndchsten Schlumpf erhalten, sehr stark ansteigt, je mehr
Bilder wir schon besitzen. Wir brauchen allein etwa % (84 Stiick ) der Eier (261 Stiick)
nur, um den letzten fehlenden Schlumpf zu bekommen.

Beispiel 4.2.2 Max geht auf den Rummel und sieht dort einen Schiefistand. An die-
sem Stand kann man auf kleine Rohren schieflen. Man kann jeweils 9 Schuss kaufen
und bekommt danach ein Pdckchen mit so vielen verschiedenen Bildern, wie man Rohr-
chen zerstort hat. Insgesamt gibt es N = 20 wverschiedene Bilder. Wenn man alle 20
Bilder zusammen hat, bekommt man den Hauptgewinn. Max hat eine Trefferquote von
%. Wir stellen uns die Frage, wie oft er durchschnittlich 9 Schuss kaufen muss, um den
Hauptgewinn zu erhalten.

Die Zufallsvariable S gibt die Anzahl der getroffenen Rohrchen nach den 9 Schiissen an.
S ist Binomialverteilt zu den Parametern % und 9. Damit konnen wir die b; berechnen:

i 9—i
b; = <?> (;) (;) firit <9 und b; =0 firi > 0.

Nun kénnen wir (ebenfalls mit Programmiersprache R berechnet) die Matriz

0.0260 0.1171 0.2341 0.2731 0.2049 ... 0 0 0 0
0 0.0319 0.1346 0.2517 0.2731 ... 0 0 0 0
0 0 0.0389 0.1540 0.2683 ... 0 0 0 0
0 0 0 0.0475 0.1753 0 0 0 0
J = : . . . -
0 0 0 0 0 0.5157 0.3788 0.0955 0.0096
0 0 0 0 0 0 0.6104 0.3319 0.0550
0 0 0 0 0 0 0 0.7211 0.2579
0 0 0 0 0 0 0 0 0.8500

ausrechnen und anschliefend die Matriz M = (I — J)~*

1.0267 0.1241 0.2675 0.3705 0.4043 ... 1.5478 2.0637 3.0955 6.1911
0 1.0329 0.1447 0.2963 0.3958 ... 1.5478 2.0637 3.0955 6.1911
0 0 1.0405 0.1683 0.3276 ... 1.5478 2.0637 3.0955 6.1911
0 0 0 1.0499 0.1953 ... 1.5478 2.0637 3.0955 6.1911
M = A : : : :
0 0 0 0 0 2.0649 2.0080 3.0959 6.1912
0 0 0 0 0 0 2.5669 3.0539 6.1913
0 0 0 0 0 0 0 3.5849 6.1635
0 0 0 0 0 0 0 0 6.6667
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Aus dieser folgt dann
'E (T)} ~ [22.73577] = 23.

Max miisste also etwa 23 Mal 9 Schiisse kaufen, um einen Hauptgewinn zu bekommen.

Wiren in jedem Pickchen E(S) = 3 Bilder enthalten, so wire b; = 0 fir i # 3 und
bs = 1. Folglich wire

0 0O 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0.1500 0.8500 0 0 0 0

0 0 0 0.0009 0.0447 0 0 0 0

0 00 0 0.0035 0 0 0 0
J = : - . . .. ..

0 0O 0 0 0.4912 0.4211 0.0842 0.0035

0 0 O 0 0 0 0.5965 0.3579 0.0447

0 0 0 0 0 0 0 0.7158 0.2684

0 0 O 0 0 0 0 0 0.8500

und

1 0 0 1.0009 0.0449 ... 1.5804 2.1072 3.1608 6.3216

0 1 0 0.1501 0.8597 ... 1.5804 2.1072 3.1608 6.3216

0 0 1 0.01568 0.2701 ... 1.5804 2.1072 3.1608 6.3216

0 0 0 1.0009 0.0449 ... 1.5804 2.1072 3.1608 6.3216
M=~ : .. : : : :

0 00 0 0 1.9655 2.0510 3.1651 6.3215

0 00 0 0 0 2.4783 3.1208 6.3237

0 00 0 0 0 0 3.5185 6.2963

0 00 0 0 0 0 0 6.6667

Daraus ergibt sich
'E (T)} ~ [23.0766] = 24.

In diesem Fall ist somit die Abweichung zwischen dem Wert fiir E <T) , wenn S biomial-

verteilt zu  den  Parametern 9  und % ist, zu dem  Wert, wenn

S =E(S) =3 ist, relativ klein (etwa 4%).

4.3 Approximation des Erwartungswertes bei zufalligen
PackchengréBen

Bei groflen Werten fiir N wird das Verfahren von Kobza, Jacobson und Vaughan in Ka-
pitel 4.2 zum Berechnen des exakten Erwartungswertes jedoch sehr aufwéndig, da mit
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steigendem N auch die Grole der zu invertierenden Matrix steigt und die Binomialkoef-
fizienten, die berechnet werden miissen, sehr grof3 sind. Daher ist es sinnvoll, bei hohen
Setgrofen auf eine Approximation zuriickzugreifen, die wir im Folgenden fiir E(7) mit
Hilfe von Wald-Identititen und Markov-Ketten Kopplung herleiten werden, wobei wir
uns an Sellke ([Sel95] S. 295-302) orientieren.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass fiir grofle NV gilt

_ N-1 r
E (T) N Zi]\iol lez' Zrzl Nl—rP (S > ’l“) ijl N*1j+1 (4 2)
~ - » 5 . .
TSNP (S > i) (SN 3P (5 >0}

Sei T" die Anzahl der Bilder, die man einzeln kaufen miisste, um die Sammlung zu
vervollstdndigen. Die Zufallsvariable S; < N gebe an, wieviele Bilder im 4. Péckchen
sind. Die S;s sind unabhéngig und identisch verteilt.

Wir stellen uns nun folgende Situation vor: In dem Geschéft, in dem wir unsere Bilder
kaufen, erfahren wir die Grofie des ersten Pickchens S7. AnschlieBend ziehen wir einzeln
so viele Bilder bis wir S7 verschiedene Bilder gezogen haben. Die Anzahl der Bilder, die
wir dafiir ziehen mussten, sei D;. Auf die gleiche Weise verfahren wir mit allen Péckchen,
die wir kaufen. Es befinden sich also im 7. Péackchen S; verschiedene Bilder und um diese
zu erhalten, mussten wir D; Bilder ziehen.

Sei X; die Anzahl der Bilder, die nach dem 4. Péckchen noch zum vollstédndigen Set
fehlen.

Wie die S;s sind auch die D;s unabhéngig und identisch verteilt und es gilt E (D;) < oo
fiir alle 7 € N. Sei F; die o-Algebra, die von Xl, - ,Xi, S1,...,S; sowie D1 + -+ D;
erzeugt wird und T wie in Kapitel 4.2 die Anzahl der Péckchen, die man kaufen muss, um
alle N Bilder zu bekommen. Dann ist {T <} € Fi, da wir nach den ersten ¢ Packchen
wissen, ob die Sammlung vollstindig ist oder nicht. Damit ist T nach Definition 3.1.4
eine Stoppzeit beziiglich (F;);c -

Wir werden zunéchst die Wald-Identitéit benutzen, um zu zeigen, dass

£(r) - EOLEW)

wobei V' die Anzahl der Ziehungen ist, die man bendtigt, um das letzte Péckchen zu
vervollstdndigen, wenn das letzte zum Set fehlende Bild bereits gezogen wurde. Den
ersten Summanden sowie den Divisor werden wir exakt bestimmen. Den Erwartungs-
wert des Uberschusses im letzten Péickchen werden wir durch Markov-Ketten Kopplung
approximieren. Dafiir definieren wir eine Markov-Kette, deren Verteilung im absorbie-
renden Zustand wir benttigen, und definieren eine weitere Markov-Kette, die die erste
approximiert, deren Verteilung im absorbierenden Zustand uns bekannt ist und die wir
mit der ersten Markov-Kette koppeln, so dass wir zeigen kénnen, dass die Verteilung
des absorbierenden Zustandes der approximierenden Markov-Kette die Verteilung des
absorbierenden Zustands der ersten Markov-Kette approximiert.
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Anschlielend bestimmen wir noch obere Schranken fiir den Approximationsfehler.

Unter diesen Voraussetzungen gilt nach Theorem 4.1.1 die Waldidentitét
E(D1+~--+DT):E(T)E(D1). (4.3)

Da wir die Bilder im Laden einzeln ziehen, miissen wir genau 7" Bilder ziehen, um das Set
zu vervollstandigen. Allerdings ist es moglich, dass zu dieser Zeit das aktuelle Péackchen
noch nicht vollstandig ist. Daher gilt

T =inf{i|Dy +---+ D; > T}.

Damit sind Zzzl Dy, und T gleich bis auf V. Es gilt also

7
V=Y Dy|-T (4.4)
k=1

Mit (4.3) und (4.4) gilt nun

T
a(r) - HE ) s e »
E (D1) E(D1) '
Wir wollen zunéchst E (T') bestimmen.
Sei dazu Y; die Anzahl der Bilder, die man einzeln ziehen muss, um ein neues Bild zu
erhalten, wenn man bereits j verschiedene Bilder besitzt. Dann ist Y eine geometrisch
verteilte Zufallsvariable mit Parameter % Es gilt

T= Z;VZ_OI Y; und somit

N-1 1 N-1

- N
EM=E|D Y|=2 E¥)=) 55
j=0 j=0 j=0

was auch Theorem 3.2.1 entspricht, da Z;yzgl X = N-I(N) ist.

Nun bestimmen wir E (D;).

Der Erwartungswert von D; ist der Erwartungswert der Summe der Bilder, die wir
brauchen, um das jeweils nichste neue Bild zu erhalten (Y}), gewichtet mit der Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass wir {iberhaupt noch ein weiteres Bild brauchen (P (S; > j)),
also gilt

N-1 N-1 N
E(D;) =Y EY)P(Si>j) = N E > (4.6)
=0 =0

) Yiso W E(V)
R OB e A A ) @)




und es fehlt uns nur noch E (V).
Sei Ao die Anzahl der Bilder, die schon im letzten Péckchen sind, wenn nach dem obigen
Schema gerade das letzte bendtigte Bild gezogen wurde. Analog zu (4.6) gilt dann

N-1T
E(V]Aw =7) =Y ~ L (Sj > rlAs = j) -
r=j
Da die S; identisch verteilt sind, gilt P (S7 > r|As = j) =P (S1 > r|S1 > j) und damit
gilt

N-1
E(V|Aw =j) = Z mp(sl >r|S1 > j).
=J

Da mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

N-1
E(V)= ) E(V|Ax = j)P(Ax = j)
j:
gilt, brauchen wir fiir die Berechnung von E (T) noch eine Approximation von P (A, = j).
Dass N .
vl (8 =)
N— .
Yo' NP (S > )
gilt, werden wir im Folgenden mit Markov-Ketten Kopplung zeigen.
Damit gilt dann

P(Ax =j) ~ firl<j<N (4.8)

N-1
E(V) = ZE(V|AOO :j)P(Aoo :])

A SR (S > 1S 2 ) g AP (S 2 )
B Zi]i_ol N]\iip(s > i)
o P (51> 1) Y v

Y NP (S > )

7

<.

Setzen wir das nun in (4.7) ein, so erhalten wir wie gewiinscht (4.2).

Wir werden eine Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum konstruieren, die N absor-
bierende Zustidnde hat. Ay sei hierbei der Zustand, an dem die Absorbtion stattfindet.
Diese Markov-Kette koppeln wir an eine andere Markov-Kette, die die erste approxi-
miert und bei der die Verteilung des absorbierenden Zustands bekannt ist.

Fiir diesen Zweck wéhlen wir eine andere Vorgehensweise beziiglich der Zusammenstel-
lung der Péackchen als im letzten Abschnitt.
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Im Laden ziehen wir ein Bild aus einem Karton, in dem jedes Bild genau ein Mal vor-
handen ist, und legen es in unser erstes Pickchen. Anschlieend wird entschieden, ob
das Péckchen vollsténdig ist oder ob das néchste Bild in das gleiche Packchen kommt.
Die Wahrscheinlichkeit, dass das Péackchen vollstandig ist, ist dabei

P(SAN=1)

und die Wahrscheinlichkeit, dass das néchste Bild in das gleiche Péckchen kommt, ist
c1 := 1 — hy. Ist das Péckchen vollstdndig, wird das néchste Bild aus einem neuen
Karton, in dem ebenfalls jedes Bild genau ein Mal vorhanden ist, in ein neues Péckchen
getan und wir verfahren mit diesem auf die gleiche Weise wie mit dem vorigen Péckchen.
Kommt das néchste Bild in das angefangene P#ckchen, so ziehen wir es aus dem gleichen
Karton wie das erste (in dem nun das erste Bild fehlt) und entscheiden anschliefSend
wieder, ob das Péackchen vollsténdig ist oder ob noch ein weiters Bild hinein kommt. Die
Wahrscheinlichkeit, dass das Packchen nun vollsténdig ist, ist

P(SAN =2)

und die Wahrscheinlichkeit, dass noch ein Bild aus dem gleichen Karton hinein kommt,
ist co := 1 — hs.

Generell kénnen wir die Regel also folgendermafien beschreiben:

Wenn die Anzahl der Bilder in dem aktuell zu fiillenden Péckchen « ist, beenden wir das
Packchen mit der Wahrscheinlichkeit

P(SAN =a)

ha:P(S/\N:a’S/\NZG>:m

oder fiithren es mit einem Bild aus dem aktuellen Karton weiter mit Wahrscheinlichkeit
Cq i =1— hg.

Wir ziehen nur aus einem neuen Karton, der alle Bilder jeweils ein Mal enthélt, wenn
wir ein Péckchen abgeschlossen haben und ein neues Péackchen anfangen.

Auf diese Weise erzeugen wir Péckchen mit einer Anzahl an Bildern, die wie S A N
verteilt ist, und innerhalb dieser Péckchen sind alle Bilder voneinander verschieden.

Sei nun A,, die Anzahl der Bilder, die nach dem n. Mal Ziehen im aktuellen P#ckchen
sind, und U, die zu diesem Zeitpunkt noch zum Set fehlenden Bilder. Weiterhin sei Tj
die Anzahl der Ziige, die man nach der obigen Anleitung braucht, um alle N Bilder
mindestens ein Mal zu bekommen, das heifit es gilt Ty = inf{n|U, = 0}. Nun definieren
wir 3 3

An = An/\To und Un = nATy -
{(An, Uyn) 52, ist eine Markov-Kette mit Zustandsraum

n=1

En ={(a,u)|la e {1,2,...,N},ue{0,1,...,N—1},a+u < N}.

o1



Da wir nach dem ersten Mal Ziehen auf jeden Fall ein Bild bekommen, das wir noch
nicht haben, starten wir die Markov-Kette im Zustand (1, N —1). Fiir v > 1 sind die
Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markov-Kette

P{(AnJrla Un+1) = (C_L, ﬂ) | (Am Un) = (av u)}

(hoFe fir (@,1) = (1,u),
ha fir (a,u) = (1,u—1),
= Qe et fir (a,u) = (a+1,u), (4.9)
CaN s fir (a,u) = (a+1,u—1),
0 sonst.

Da (A,,,U,) zur Zeit Ty stoppt, sind die Zustinde der Form (a,0) absorbierend und es
gilt ATO = Ay

Um die Verteilung von A, zu bestimmen, konstruieren wir nun eine weitere Markov-
Kette, die (A4,,U,) approximiert und deren absorbierenden Zustand wir bestimmen
konnen, und koppeln die beiden Markov-Ketten anschliefend.

Wir setzen b € {1,2,..., N — 1} fest. Sei dann (Aq(lb), U,Sb)) eine Markov-Kette mit Zu-
standsraum Fy und den gleichen Ubergangswahrscheinlichkeiten wie die Markov-Kette
(A,,Uy) mit S A b statt S, also

{ca, wenn a < b

0, wenn a > b

und h,(lb) =1- c((lb).
Fiir @ < b haben die beiden Markov-Ketten (A, Uy,) und (A%b), T(Lb)) die selben Uber-
gangswahrscheinlichkeiten der Zusténde (a,u).

Die Kette {(A%b), U7(Lb)> }OO lassen wir bei Ul(b) = N — b starten. Die Startverteilung fiir

n=1
Agb) ist

N

P (S >a

P (Ag”) = a) = 52 )_ fir 1 <a<b (4.10)
Y im0 w5 P (S > 1)

(wir erinnern uns, dass die rechte Seite dieser Gleichung gleich der rechten Seite der

Gleichung (4.8) ist unter der Bedingung, dass Agb) kleiner oder gleich b ist).
Wir definieren nun

T®) = inf{n : U® =u} fir u e {0,1,...,N — b}.
T, ng) ist damit der Zeitpunkt, an dem die U-Komponente der Markov-Kette (Aﬁf’), flb))

auf u springt. Analog zu der obigen Markov-Kette sei Agé) = A(b)b), so dass (Agé), 0) der

7
absorbierende Zustand von (Aﬁf’), ,(Lb)) ist.
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Proposition 4.3.1 Wenn Ul(b) N —b ist und A( ) die Verteilung (4.10) hat, dann hat
Al ()b) ebenfalls die Verteilung (4.10) fir alle w € {0,1,..., N —b}. Insbesondere hat AY

dze Verteilung (4.10).

Beweis: Wir definieren die Markov-Kette {B,(Lb die sich wie eine non-stop Version

n=1»
von Agj) verhilt, das heifit die Ubergangswahrscheinlichkeiten von Bg) sind
c((lb) = ﬁggﬁg;g;, wenn a = a + 1,
P {B7(Lb-|)-1 =a Bﬁzb) = a} = fzb) = ﬁgﬁlg;ﬁ, wenn @ = 1,
0 sonst.

Wir kénnen leicht nachpriifen, dass die stationére Verteilung (s. Definition 4.1.7) dieses
Prozesses

P(S > P(S >
Ta = =3 (5=2a) = (52 a) firl<a<b (4.11)
S P(S>i) E(SAD)
ist, denn die Ubergangsmatrix von B,(lb) ist
P(SAb=1) P(SAb>1)
P(SAbST)  PB(SABST) 0 0 0 0 0
P(SAb=2) P(SAb>2)
P(SAb>2) 0 P(SAb>2) 0 0 0 0
P(SAb=3) P(SAb>3)
P(SAb>3) 0 0 P(SAb>3) 0 0 0
P(SAb=4) P(SAb>4)
p— | BEGSr=3) 0 0 0 P(SAb>4) 0 0
P(S/\b b— 2) P(SAb>b—2)
IP(S/\b b— 1) P(SAb>b—1)
1 0 0 0 0 . 0 0
und damit gilt
b .
P(SAb=j) P(SAb>1) P(SAb>2) P(SAb>b-1)
P= ; e, The
" Z”JIP(SAsz)’“P(SAbz1)’”2P(5Abz2)’ AP (SAL> b 1)
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Wegen

und

:7Tj+1fﬁr1§j<b

gilt somit 7P = .

Nun definieren wir eine weitere Markov-Kette (Br(bb), ,(Lb)). Dabei sei B,(Lb) wie oben
definiert und Wﬁf’) eine Folge Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen. Wir setzen Wl(b) =1.
Die Wrgb)s seien unabhéngig und es gelte

(W =1B® = (B, BY,...)) =1-» (W =05®)
d (4.12)
S N-BU 41

fiir eine Konstante d mit 0 < d < N — b.
Nehmen wir an, die Kette (A(b) U(lﬁl) ist auf dem U-Level d, also UT@I = d. Wenn

n—1"n

B,(Lb) die A-Koordinate ist und Wéb) der Indikator, ob die Kette zwischen dem (n — 1).
und dem n. Zustand auf das U-Level d — 1 springt, dann ist (B,(lb), W,gb)) wie oben, denn
es gilt

1=P (WP =0l =1) =P (W = 1B =1)
_d__d
N N-1+1
. d
N-BY +1
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sowie

d d
" N—-a N-(a+1)+1
B d

N-BY +1

Der Anteil der Zeit, den die Markov-Kette (szb) W ) auf lange Sicht im Zustand (a, 1)
verbringt, ist wegen (4.11) und (4.12)

d
TN o+l

Nun betrachten wir die ,eingebettete Kette“, deren aufeinander folgende Zustédnde die
aufeinander folgenden Zustédnde von (qub), T(Lb)) sind, fiir die qub) = 1 gilt (das heif}t
die Zusténde, in denen Wflb) = 0 gilt, werden iibersprungen).

Da die stationéire Verteilung als asymptotischer Anteil der Zeit gesehen werden kann,
den die Markov-Kette in dem jeweiligen Zustand verbringt, ist die stationére Verteilung
der eingebetteten Kette

d 1
S L —P(S>a
po o Nzami™ _ Neap® (52 ) fiir 1 < a < b, (4.13)

‘ Z?:l %mﬂi Zf:o Nl—z'P(S > i)
da die eingebettete Kette nur die Zustéande (i, 1) fiir alle 1 <7 < b annehmen kann und
somit der Anteil der Zeit, den die eingebettete Kette in Zustand (a, 1) verbringt, der
Anteil der Zeit, den die Kette (Bflb), Wflb)) in Zustand (a, 1) verbringt geteilt durch den
Anteil der Zeit ist, den die Kette (Béb),qub)) in Zustand (1,1),(2,1),... oder (b,1)
verbringt.

Wir erinnern uns an das Theorem 4.1.5, welches aussagt, dass, wenn wir als Startver-
teilung einer Markov-Kette die stationére Verteilung wéhlen, die eine Zeiteinheit spater
vorliegende Verteilung ebenfalls die stationédre Verteilung ist.

Nun stellen wir eine Verbindung der Markov-Kette (ng)7 W,gb)) zu (A;b), U,(f’)) her. Die

Differenzen UT(QI — Y(Lb) sind Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen. Solange die Markov-

Kette (A,(lb), U,(Lb)) von dem Anfangszustand ihres U-Levels N — b noch nicht auf das
U-Level N — b — 1 gesprungen ist, also fiir n < T](\;))_b_l, gilt
p{U®, —UP = 1]a®, (a0 vt} = N

N—-Ay +1
Das entspricht (4.12) mit d = N — b. Das heifit, bis zur Zeit T](\?)—b—l hat die Kette
(Aff), Uéb_)l — flb)) den gleichen Zustandsraum und die gleichen Ubergangswahrschein-

lichkeiten wie die Kette (B,(Lb), W,Sb)). Da Agj()b dem zweiten Wert der eingebetteten

)
N—b—1
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Kette entspricht und AP mit der stationiiren Verteilung startet, wird A® ebenfalls
1 70

N—-b—1

die stationére Verteilung (4.10)=(4.13) haben.
Analog folgt, dass Al ()b> die Verteilung (4.10) hat, wenn Al ()b> die Verteilung (4.10) hat.

Damit folgt Proposmon 4.3.1 durch Induktion. O

Wir haben somit gezeigt, dass AY geméB (4.10) verteilt ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Verteilung von A, nahe an der Verteilung (4.10)

()

von Ay fiir ein passendes b ist. Dafiir koppeln wir die beiden Markov-Ketten (A, U,)

und (A(b) Ul )), so dass sie mit hoher Wahrscheinlichkeit den gleichen absorbierenden
Zustand haben.

Wir wihlen als Startzustand wie oben bereits erwahnt Uy ®) = N — b und Agb) ~ (4.10).
Die (Ap,U,) Kette beginnt im Zustand (1, NV —1). Die gekoppelte Kette sei (A, U)).
Diese verhilt sich wie (A, Uy,) bis zum Kopplungszeitpunkt. Von diesem an verhélt sich
(AL, U;) wie (A(b) o )) Werden die Ketten wieder entkoppelt, so verhélt sich (A, U,,)
wieder wie (A, Uy,) u.s.w.

Wir lassen nun die Markov-Kette (A, Uy,) laufen bis U, = N —b. Wenn beide Ketten auf
dem gleichen U-Level sind, lassen wir jeweils die Kette mit der kleineren A-Koordinate
laufen mit dem Ziel, dass beide Ketten zur gleichen Zeit den gleichen Zustand erreichen.
Wenn wir es geschafft haben, dass sich die Ketten treffen, koppeln wir sie und sie laufen
zusammen weiter. Da die Ubergangswahrscheinlichkeiten der beiden Ketten gleich sind,
solange A,, und A&b) kleiner als b sind, bleiben die Ketten zusammen bis die A-Koordinate
der gekoppelten Ketten den Wert b erreicht. Wenn dies geschieht, trennen sich die Ketten
im néchsten Schritt mit einer Wahrscheinlichkeit von ¢y, da dies die Wahrscheinlichkeit
ist, dass die Kette (A,,U,) im néchsten Schritt die A-Koordinate b + 1 erreicht, die
A-Koordinate der Kette (A%b), ﬁf’)) hingegen fallt auf jeden Fall auf 1. In diesem Fall
lassen wir die Kette (Aﬁf’), Ung)) pausieren und lassen die Kette (A,,U,) laufen bis die
A-Koordinate auch hier auf 1 fallt in der Hoffnung, dass sich die beiden Ketten wieder
treffen und wir sie erneut koppeln kénnen. Wenn eine der beiden Markov-Ketten auf
ein niedrigeres U-Level springt, bevor die beiden Ketten gekoppelt sind, lassen wir diese
pausieren und die andere weiter laufen bis diese auch auf das niedrigere U-Level springt.
Anschlielend versuchen wir wieder die Ketten auf dem neuen U-Level zu koppeln.
Offensichtlich sind die Ketten (A, U,) und (A}, U}) identisch verteilt.

Im folgenden Kapitel werden wir wie in [Sel95] (auf S. 302-307) eine obere Schranke fiir
die Differenz zwischen dem exakten Erwartungswert E(T") und der Approximation (4.2)
berechnen.
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4.3.1 Obere Schranke des Approximationsfehlers

Zunichst zeigen wir, dass diese Differenz immer kleiner ist als

0<b< N j=>1

1 © = N .
min {2HIP’(AOOG-)—IP><AOO E-)‘max ZT_TP(S>T|SZ])

z&;ﬁww>mz;wgﬂ}<§fA¢m 40*7

T
+ b

wobei
[pax e -2 (48 H—Z\ B (a8 =)

die totale Variation zwischen den Verteilungen von A,, und Agé) darstellt.
Anschlielend betrachten wir den Fall, dass es ein b mit 1 < b < N gibt, das fast sicher
groBer oder gleich S ist. In diesem Fall kann die Differenz zwischen E(7') und (4.2) nach
oben durch N

IBN (b—1)e™
2(N -0b)E(S5)

beschrankt werden.

Um (4.14) beweisen zu koénnen, brauchen wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 4.3.1 Fir jedes b€ {1,2,...,N — 1} gilt

- iEono = j)P (4 = ;)
j=1

<5 |P(ae ) - P(4Y € ) | maxE (ViAw = ).

wobei B (V|As = 7) gleich Null gesetzt wird, wenn P (S > j) =0 gilt.

Beweis: Es gilt

N
(0 _
;E (V]As P(Aoo J)
N N
=D E(V|Ax =j)P(Ax =j) = Y E(V|Ax =j)P (A(b): )|
j=1 =1
_ i |

IN
N = T
'ﬂ
~—
s
~
5
"
&=
=
s
8
|
i’
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Lemma 4.3.2 Fir jedes b€ {1,2,...,N — 1} gilt

Yo AP >0 v Y wP (5 > 1) Y v
Yot P (S > 6) Sl N p(S > i)

Y P (S > ) Y v
S0 wP (S > i) '

Beweis:
Offensichtlich wachst » %, %m mit 7. Daher ist der erste Term grofler als der zweite
und somit gilt

‘ZT‘IN

r (S > T) Z;:l N—Lg-s-l . Z?ﬂ;% N]XTP <S > T) Zgzl N—Lj—l—l
NP RLP(S > 4) S P (S > i)

N-1 b—1 N
ZT 1 N TP(S>7‘)Z] 1NJ\][+1 727":1 N]XT]P)(S> )Za 1 N—j+1

.
<
- o P (S > ) SN (5> i)

N-1 N
ZT‘ b N T (S>T)Z] 1 N—j+1

< b—1
Zz ON [ (S>l)

]

Nun kénnen wir die obige Behauptung beweisen, die wir vorher noch einmal als Propo-
sition formulieren.

Proposition 4.3.2 Die Differenz zwischen B(T) und (4.2) ist nach oben beschrinkt

durch
1 —~ N
i Z D — ®) ¢ . ot > 4
P -2 (42 € ) | 3 5o isz
-1
Yl W (S >7) 3w ]\]/Jrl = N .
+ 1) P>
Z =P (S >1) ~ N-—i
Beweis:
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Aus (4.7) folgt

- N-1 r
E <T> - Lo v + Yot wP (8> 1) Yt wepa ‘
N-1 1 B
2i=o NP (5 >1) {Ef\iol =P (S > z)}
N = E(V)
SN AP > i) SN NP (S > )
_ Ei\;l e 27]«\[:_11 NP (S > ) > i1 N%‘Hl

SN P (S > ) {25\4_01 LP(S> Z_)}Q

N . . Eiv 11N p (5>T) 'zlﬁ

Zij\:ol leiP(S > i)

N N
- Z;IE(VAOO—j) Ao = ) ;E (V] Aso IP(A@:])
j= =

v SN RS E (S > 1) Y v
. B) - r=1 N-r j=1 N—j+1
# RV =) P (A0 =) - ==

N
D E(V]Ax = 5) P (As = j) Z (V]| As (A(b)_j)‘

=1

N N1 1 p(ss> U

S E(V]Aw = )P (48 =) - 21 g—};_l( 1 E:"ESZM) N
i=0 N—i >

)
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J=1 7j=1
b F=P (S >7) > i1 N—Lﬁl B PORiTE NP (S >7) 21 N%]H )
Yiso M P (S > ) it wP (S > 1)
N-1y -1
X (ZO Ni_]P’(S > z))

Mit Lemma 4.3.1 und Lemma 4.3.2 folgt daraus fur alle b € {1,2,..., N — 1}
N-1 N-1 1 1
Yico N N Dot NP (S >7) X n

{(ZX yhps >0}

1 N-1 N
< {2 Pldc €9 —P (48 ) fmax | S (5> rl5 > )

r=j

~1
SN PSS )Y ) (A N |
" ' Z N—z‘P(S > 1)

i=0
und damit gilt die Behauptung. O

Nun betrachten wir den Fall, dass esein b € {1,2,..., N — 1} gibt, fiir das P (S > b) =0
gilt. Zunéchst bestimmen wir eine obere Schranke fiir die totale Variation in diesem Fall.

Proposition 4.3.3 Fualls P (S > b) = 0 gilt, so folgt
[P (Ao € ) —P(AD) € )| < 15e 5.

Beweis:

Sei Ty der Zeitpunkt, an dem das letzte fehlende Bild gezogen wurde, und 7 die Zeit,
zu der die beiden Markovketten (A,,U,) und (A%b), flb)) gekoppelt werden. Da nach
Voraussetzung P (K > b) = 0 gilt, trennen sich die Ketten nicht mehr, wenn sie erst
einmal gekoppelt wurden. Wegen

P (Al =j,7<Tp) :P(Aff;) :j,TgTo)
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gilt daher (wie Lindvall in [Lin92] auf Seite 2 zeigt)
N

[Pt € - P (a2 € )| = X [Pt =) - P (42 =) |
J

I
[]=1

P(Ago:j)—P(Ag@:j)'

<.
Il
—

I
M=

P (AL, =j,7 <To) + P (A = j,7 > Tp)

.
Il
A

|
~

(Ag;) :j,TgTO) _P(Ag@ :j,7'>T0) ‘

M=

P(Aoo:j,r>T0)—IP’<Ag@ :j,T>T0>

1
]P)(T>T0).

.
I

<

[\

(®)

Demnach ist die totale Variation zwischen den Verteilungen von AOZZ, und A, nach oben
durch das doppelte der Wahrscheinlichkeit, dass die beiden Markov-Ketten (A, U,)

und (A,(lb), ,S")) nicht gekoppelt sind, wenn sie den absorbierenden Zustand erreichen,
beschrénkt.

Wir werden daher nun eine obere Schranke dafiir bestimmen, wie hoch die Wahrschein-
lichkeit ist, dass die beiden Markov-Ketten nicht gekoppelt sind, wenn sie ihren absor-
bierenden Zustand erreichen. Dazu wéhlen wir das b so klein wie mdoglich und so, dass
gilt: P(K > b) = 0. Wir legen nun folgende Reihenfolge der b moglichen Zustéinde der

Markov-Ketten (A, Uy) und (A%b), Uéb)) auf einem U-Level u fest:
(2,u) < (3,u) <...(b,u) < (1,u).

Wenn beide Ketten auf dem gleichen U-Level sind, lassen wir die jeweils nach dieser
Reihenfolge hinten liegende Markov-Kette laufen bis sie entweder nicht mehr hinten
liegt oder auf ein niedrigeres U-Level springt oder die beiden Ketten sich treffen. Wenn
sich beide Ketten treffen, koppeln wir sie. Wenn die Markov-Kette vorne liegt, lassen
wir sie pausieren und stattdessen die andere Markov-Kette laufen, die nun hinten liegt.
Wenn die Kette auf ein niedrigeres U-Level springt, lassen wir die andere Kette laufen
bis diese ebenfalls dieses U-Level erreicht und versuchen die Ketten auf die gleiche Weise
auf diesem U-Level zu koppeln.

Wenn die Markov-Ketten beide auf dem gleichen U-Level sind und fiir die b — 1 fol-
genden Schritte keine Verdnderung des U-Levels bei einer der Ketten eintritt, ist eine
Kopplung auf diesem U-Level garantiert. Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeit,
dass die Markov-Ketten bei einem Schritt (ausgehend von dem U-Level ) nicht auf ein
niedrigeres U-Level springen. Wenn die aktuelle A-Komponente der Markov-Kette a < b
ist, ist diese Wahrscheinlichkeit nach (4.9)

N —u N—-a—-u N—-a—u N—-a—-u N—a—u>N—b—u

h >h _
TN TGT N g STy, TA@TN g N—u = N_—b
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A

U-Level ungleich

Wir lassen die Kette mit dem
hoheren U-Level so lange laufen
bis das gleiche U-Level erreicht ist.

A 4

U-Level gleich

Y

Wir lassen die hintere Kette
so lange laufen bis ...

v y ¥
...sie die andere ...sich beide ...sie auf ein niedrigeres
Kette iiberholt hat Ketten treffen U-Level gesprungen ist
Y
KOPPLUNG

Abbildung 4.2: Kopplungsschema

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Ketten auf dem U-Level u nicht treffen,
hochstens

1 N—b—u\"!
N —-b '

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Ketten auf keinem U-Level treffen ist folglich ma-
ximal

ECERSR (R

N
u=1
N—b— i b—1
§eﬂvp{— Z <N—b> },dal—xﬁe_m.

1=0
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Es gilt

T L

1=0
1
> (N—b)/ 2" lde — 1
0

N —b N
=———1=——-2.
b b
Daraus folgt also, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden Markov-Ketten nicht
gekoppelt sind, wenn sie ihren absorbierenden Zustand erreichen, maximal

N 15
erp <2 — b) = 626_% < ?6_

@‘2

betrégt.
Somit gilt
N
|P(As € 1) —P(AY) € )|| < 15e7 5.
0

Diese Schranke ist allerdings sehr grob, was man schon daran erkennen kann, dass nur fiir
b < % fiir die Schranke ein Wert herauskommt, der kleiner oder gleich 2 ist. Die totale
Variation hat allerdings immer einen Wert, der kleiner oder gleich 2 ist. Wir kénnen
auch sehen, dass die Schranke nidher an den exakten Wert heran kommt, je kleiner wir
b wéhlen konnen.

Mit dieser Erkenntnis kénnen wir jetzt die folgende Proposition beweisen.

Proposition 4.3.4 Wenn P (S > b) =0 gilt, dann folgt

B <T> B Zz’]i_ol Nl_i i 2711\7:—11 ﬁIP (5>7) Z;=1 N—1j+1 ‘
N-1 1 ; - 417
Zi:O Nfi]P)(S > Z) {Zﬁ\;()l NI_Z]P)(S > Z)}
15N (b—1)e ®
2(N—-0b)E(S)
Beweis:
Wenn P (S > b) = 0 gilt, folgt
N-1 N-1 N
> 7)<
waxd P> rS 2 sued 5
N1y
<
— N-—r
< N((b-1)
- N-b
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Damit und mit Proposition (4.3.3) und Proposition (4.3.2) folgt nun

IA
RS
=
=
L

[y
Ut
=
—
S
|
—_
N—

]

Wie bereits oben bemerkt, ist diese Schranke jedoch relativ grob. Sie wird genauer, je
kleiner wir b wéhlen kénnen.

Beispiel 4.3.1 In Beispiel 4.2.2 haben wir berechnet, dass Max im Durchschnitt 23 Mal
9 Schiisse kaufen muss, um alle 20 Bilder zu bekommen, wenn er nach den 9 Schuss je ein
Pickchen mit so vielen verschiedenen Bildern bekommt, wie er Rohrchen getroffen hat.
Wir wollen dies nun erneut mit der gerade beschriebenen Methode von Sellke berechnen.
Wie oben ist S binomial-verteilt zu den Parametern % und 9, das heifit fir 0 <i <9 gilt

o9\ /1Y [2\*
P(S>i)= Z (;) (3) <3> und fiiri > 9 gilt P(S > i) = 0.
Jj=i+1
Damit gilt
19 1
ZZ;QO—Z'%B‘GO’
19 1
> P(S > i)~ 0.162 und
— 20 — 1
=0
19 1 r 1
P ~ 0.012.
;20—7« (5>r); T ~ 00

Es folgt, dass Mazx im Durchschnitt

S\ Zzlio ﬁ Ziil ﬁp (S>r) Z;Zl ﬁ
[E (Tﬁ = 219 L (S > ) + — —
i=0 20—1 {Zi:o 20—7;P (S > Z)}

Mal 10 Schiisse kaufen muss, um alle 20 Bilder zu bekommen.
Wir wollen nun noch den maximalen Approrimationsfehler in diesem Fall berechnen.

W ~ [22.73577] = 23
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Es gilt P (S > 19) = 0, damit ist b = 10. Weiterhin gilt E (S) = 3. Somit weicht nach
Proposition (4.3.4) der errechnete Wert maximal um

15-20(9 — 1) e~ | _ 5 041 — 4
2(20-9)3 ~ [3,94] =
vom exakten Erwartungswert ab.
Wir haben in Beispiel 4.2.2 bereits den exakten Erwartungswert auf 5 Dezimalstellen
genau ausgerechnet. Dieser betrdgt 22.73577. In diesem Full ist die Approximation also
auf mindestens 5 Dezimalstellen genau und wir sehen, dass die obere Schranke nach
Proposition 4.3.4 in diesem Fall sehr grob ist.

Ein Spezialfall des Problems von zufilligen Stichprobengréfien sind feste Stichproben-
grofen. Wenn wir die Bilder in Péckchen kaufen koénnen, in denen jeweils eine feste
Anzahl s von Bildern enthalten ist, die alle voneinander verschieden sind (wie in Ab-
schnitt 3.4), dann gilt fiir die Anzahl T der Péckchen, die wir kaufen miissen, um unser
Set mit N Bildern zu vervollstdndigen,

)

N-1 1 s—1 1 r 1
E T ~ Zi:O N—i Zr:l N—r Zj:l N—j+1
N Zs_l 1 s—1 1 2
=0 N— {Zi:O Nfi}

denn fiir 0 < i < sist P(S > i) =1 und fiir i > s gilt P(S > i) =0.

Der Erwartungswert der Differenz der Bilder, die wir kaufen miissen, um das Set zu
vervollstdndigen, wenn wir die Bilder einzeln bzw. in P#ckchen der Grofle s kaufen,
betriagt somit

N-1 1 -1 1 1
Yico M el Moy =1 N1
-1 1 2

dico = {Zf;& Nl_l}

Beispiel 4.3.2 In Beispiel 3.4.1 befinden wir uns in der Situation, dass es ein Bundesliga-
Sammelalbum mit N = 416 Bildern gibt, die man in Pdckchen mit jeweils s = 5 verschie-
denen Bildern kaufen kann. Die Frage, wieviele dieser Pickchen man im Durchschnitt
kaufen muss, um dieses Album zu vervollstindigen, ist noch offen. Diese werden wir
nun beantworten, indem wir die gerade beschriebene Methode von Sellke anwenden. Wir
miissen also im Durchschnitt

d(s) =~ NI(N)—s

416—1 1 5—1 1 1
HE (T)—‘ N |VZi:0 116—3 n Zr:l 416—r Zgzl 416—j5+1
- 5—1 1 2
2.i=0 6= {25_1 L }

w ~ [547,63] = 548
1=0 416—1

Paickchen kaufen, um unser Sammelalbum voll zu bekommen.
Wiirden die Bilder einzeln verkauft werden, so brdauchten wir nach Theorem 3.2.1

[416 - 1(416)] ~ [2749,39] = 2750
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Bilder, um unser Set zu vervollstindigen.
Wir miissen somit verglichen mit dem Kauf einzelner Bilder

d(5) ~ 2750 — 5 - 548 = 2750 — 2740 = 10

Bilder weniger kaufen, wenn die Bilder in Pdckchen verkauft werden.

Wir sehen also, dass die Differenz gemessen an der Zahl der Bilder, die man kaufen
muss, verschwindend gering ist. Es macht also keinen bedeutenden Unterschied, ob die
Bilder in Pdckchen zu 5 Bildern oder einzeln verkauft werden.

In Abbildung 4.3 kénnen wir sehen, dass die Bilder, die wir im Vergleich zum Einzelkauf
weniger kaufen miissen, wenn wir in P#ckchen kaufen, bei einer Setgroflie von N = 416
bis zur PéackchengroBle s = 100 proportional zur Péckchengrofle verlaufen. Pro Bild im
Péckchen muss man etwa 3 Bilder weniger kaufen. Im Verhéltnis zu der Anzahl der
Bilder, die man kaufen muss, um die Sammlung zu vervollstindigen (beim Einzelkauf
2749), ist der Unterschied also relativ gering.

d(s)
300 —

250 —
200 —
150 —
100 —

50 —

0 T T T T 1 s
0 20 40 60 80 100

Abbildung 4.3: Erwartete Anzahl der Bilder, die man weniger kaufen muss, wenn man in
Péckchen kauft, als beim Einzelkauf abhéingig von der Anzahl der Bilder
pro Péckchen bei einer Setgrofie von 416 Bildern.
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Kapitel 5
Einbettung in Poisson Prozesse

Im Folgenden wollen wir wie in [Hol86] mit Hilfe von Poisson Prozessen untersuchen, wie
viele Bilder man im Durchschnitt kaufen muss, um von jedem der N Bilder eines Sets
c > 1 Exemplare zu erhalten. Den Fall ¢ = 1 haben wir bereits in Kapitel 3 betrachtet.
Die Bilder werden von 1 bis N nummeriert. Dabei nehmen wir an, dass von jedem
Bild gleich viele Exemplare auf dem Markt sind und somit die Wahrscheinlichkeit, ein
bestimmtes Bild zu erhalten, fiir alle Bilder gleich ist und dass wir die Bilder einzeln
kaufen.

Wir betrachten so viele unabhéngige Poisson Prozesse, wie es verschiedene Bilder gibt
(also N), deren Superposition ein Poisson Prozess ist, der beschreibt, wieviele Bilder
wir bereits gekauft haben und mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Bild jeweils eine be-
stimmte Zahl trigt. Mit Hilfe von Stoppzeiten und Ordnungsstatistiken kénnen wir dann
herleiten, wie viele Bilder man im Durchschnitt kaufen muss, um von allen N Bildern
jeweils ¢ Exemplare zu erhalten. Da diese Methode jedoch fiir grole IV sehr aufwendig
ist, werden wir anschliefend noch untersuchen, wie sich die Anzahl der Bilder, die man
kaufen muss, verhilt, wenn das Set sehr grof3 ist.

5.1 Grundlagen

5.1.1 Poisson Prozesse

In der Regel werden Poisson Prozesse dazu verwendet, Ereignisse zu zidhlen, die an
zufilligen Zeitpunkten eintreffen. Die Wartezeiten zwischen den jeweiligen Ereignissen
werden hierbei durch exponentialverteilte Zufallsvariablen modelliert. Ein mégliches Bei-
spiel fiir solch einen Poisson Prozess ist die Anzahl der Kunden einer Bank, die in einem
bestimmten Zeitraum das Gebédude der Bank betreten.

Um den Poisson Prozess definieren zu kénnen, benttigen wir einige weitere Definitionen,
mit denen wir nun beginnen.

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I € [0, oo[ eine Indexmenge, (S, S) ein Messraum
und (Xi),c; ein stochastischer Prozess mit Zustandsraum S. Man kann stochastische
Prozesse nach den Eigenschaften ihrer Zuwéchse einteilen.

Definition 5.1.1 Sei (X;),.; ein stochastischer Prozess. Dann heiffen die Zufallsvaria-
blen Xiys — Xy fiir s > 0 Zuwdchse von (X;),c; (tber dem Intervall [t,t + s]).
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Die Zuwdichse heiffen

(i) stationdr, falls die Verteilung von Xys — X fir t,s > 0 nur von der Ldnge des
Intervalls, also von s abhdngt.

(i) unabhdngig, falls fir jedes (n + 1)-Tupel reeller Zahlen mit 0 < tg < t; < --- <ty
gilt, dass
Xy — Xy Xoy — Xtyy oo, Xo,, — Xty

unabhdngig sind.

Man kann einen stochastischen Prozess (X;),.; als Funktion von w € Q und ¢t € I
auffassen. Fixiert man w € €2, so erhélt man eine Abbildung von [ in den Zustandsraum

S.

Definition 5.1.2 Sei (X;),.; ein stochastischer Prozess und w € €. Dann heifit die
Abbildung
X (w): I —8t— Xy (w)

Pfad von (Xi),;-
Der Prozess heif$t (links-,rechts-)stetig, wenn die Pfade fast aller w € Q (rechts-,
linksseitig) stetig sind.

Rechtsstetige Prozesse mit Zustandsraum Ny lassen sich durch zwei Folgen von Zufalls-
variablen beschreiben. Wir benttigen hierfiir die Folge der Wartezeiten zwischen dem
(n — 1)-ten und dem n-ten Zustand (Z,,) sowie die Folge der angenommenen Zusténde

(Sh)-

Definition 5.1.3 Sei (X3),.; ein rechtsstetiger stochastischer Prozess mit Zustands-
raum No und inf (0) = oo. Dann ist der Prozess der Sprungzeiten (J,), oy, definiert
durch

Jo=0und Jpy1 = inf{t > J, : Xy # X, }.

Der Prozess der Wartezeiten (Z,), oy ist definiert durch

In — Jn—1 fir J,_1 < o0,
Ly =
o0 sonst.

Der Sprungprozess (Sp),,cy, st definiert durch

S, = {Xjn fur J, < oo,

Xq, mit a:=maz{r € Ny: J, < oo} fir J, = oco.

Es gilt nun
Xy = Sy, fast sicher, falls J, <t < J,11.

Jetzt konnen wir den homogenen Poisson Prozess definieren:
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Definition 5.1.4 Ein rechtsstetiger Prozess (Ni),~, mit Zustandsraum Ng und Ny =0
fast sicher heifst homogener Poisson Prozess mit der Rate A, falls gilt:

(i) Die Folge der Wartezeiten (Zy),cy ist unabhingig und fir jedes n € N ist Z,
exponentialverteilt zum Parameter A und

(ii) der Sprungprozess (Sn),cn, st gegeben durch

Sn =mn firn € Ng.

Eine weitere Moglichkeit, einen Poisson Prozess zu beschreiben, liefert das folgende Theo-
rem.

Theorem 5.1.1 FEin rechisstetiger Prozess (Nt)tzo mat Zustandsraum Ng ist genau dann
ein Poisson Prozess, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) No =0 fast sicher,

(i) Die Zuwdichse sind Poisson verteilt, das heifst fir s,t > 0 ist Nyys — Ny Poisson
verteilt zum Parameter s\,

(iii) (Nt)y>o hat unabhingige Zuwdchse.

Der Beweis ist zum Beispiel in [MeS05] auf den Seiten 179 bis 182 zu finden.
Betrachten wir nun die Uberlagerung mehrerer Poisson Prozesse.

Theorem 5.1.2 Es seien (N}) N?) -5 (N{") ¢ unabhingige Poisson Prozes-

t20’( £>07"

n .
se mit Raten A1, Ag,...,\n. Dann ist die Superposition Ny := >, N} firt > 0 ein
=1

Poisson Prozess mit Rate A\ = ) \;.
i=1
Das haben Meintrup und Schéffler in [MeS05] auf den Seiten 283 und 284 bewiesen.

5.1.2 Extremwertverteilungen

In Kapitel 5.3 werden wir unter anderem ein Ergebnis aus der Theorie der Extrem-
wertverteilung bendtigen. Dieses impliziert, dass die Momente einer Folge von Zufalls-
variablen, die gegen die Gumbel-Verteilung konvergiert, auch gegen die Momente der
Gumbel-Verteilung konvergieren. Die Gumbel-Verteilung hat die Verteilungsfunktion
F(z) = exp(—e™™) und somit eine Extremwertverteilung nach der folgenden Defini-
tion.

Definition 5.1.5 Sei Z,, das Mazimum von n unabhdngigen identisch verteilten Zufalls-
variablen, die jeweils die Verteilungsfunktion F (x) besitzen. Wenn eine Verteilungsfunk-
tion G (x) und Folgen a, > 0 und b, ezistieren, so dass

limy—yoo P (a;1 (Zn —bn) < x) = limpooo F™ (anz + by) = G (2),

dann heifit G (z) Extremwertverteilung.
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Theorem 5.1.3 Seim > 0 und E ((Zn)T) < 0o fiir n groff genug und es gelte
limnooP (ap," (Zn — by) < ) = G (2),

dann gilt
0

limy o0ty ™E ((Zn, — bp)™) = / (—2)" dG ()

—0o0
sowie

limn ooy, ™E ((Zn — by)'}) = / 2™dG (z),
0
falls fi)oo (—2)™dG (z) < 0o und [;°2™dG (z) < oo.

Beweis: s. [Pic68].

5.2 Exakter Erwartungswert der Sammelzeit beim Sammeln
von mehreren Sets

Wenn wir ein Bild kaufen, ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Bild die Nummer j
tragt, p; = % fiir alle j € {1,...,N}.
Seien P; unabhéngige Poisson Prozesse mit Intensitét p; fiir 1 < 7 < N und Wartezeiten

N N
Wji ~ Exp(pj), dann gilt Y p; = > % = 1. Jeder Sprung im Prozess P; stellt den

=1 =1

Kauf eines Bildes mit der 1\?ummer jj dar. Der Prozess zahlt somit die bereits gekauften
Bilder mit der Nummer j. Die Superposition P ist nach Theorem 5.1.2 ein Poisson
Prozess mit Intensitdt 1 und Wartezeiten 21, Zs, ... mit Zy ~ Exp (1).

Jeder Sprung in dem Poisson Prozess P stellt den Kauf eines Bildes dar und mit Wahr-
scheinlichkeit p; trégt dieses Bild die Nummer j.

Der Zeitpunkt, an dem erstmals ¢ Spriinge in P; stattgefunden haben, sei R;. In unserer
Problemstellung entspricht das dem Zeitpunkt, an dem wir ¢ Exemplare von Bild Num-
mer j besitzen. Da die Wartezeiten W;; im Prozess P; exponentialverteilt zum Parameter
p;j sind und die Summe dieser Wartezeiten bis zum c-ten Sprung somit gammaverteilt
zu den Parametern c und p; ist, gilt R; ~ I' (¢, p;). Somit hat R; die Dichte

c—1

(c—1)!

Bezogen auf unser Problem gilt also R; ~ I’ (c, %) und somit R; = NSj;, wobei S; ~

I'(c,1) fiir alle j.

Die Zeit, zu der in k von den Prozessen P; jeweils mindestens ¢ Spriinge stattgefun-
den haben, ist die k-te Ordnungsstatistik von Ry,..., Ry, also Ri.n. Bezogen auf das
Sammelbilderproblem stellt Ry.n also den Zeitpunkt dar, zu dem das erste Mal von k
verschiedenen Bildern jeweils mindestens ¢ Exemplare gekauft wurden.

IR, (t) = p§e Pt fir t > 0.
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Abbildung 5.1: Ein moglicher Pfad des Poisson Prozesses P bei N = 5 und ¢ = 3. In
diesem Fall muss man 19 Bilder kaufen, um 3 Sets zu je 5 Bildern zu
vervollstdndigen. Hier ist Bild Nr.1 blau, Bild Nr. 2 rot, Bild Nr. 3 griin,
Bild Nr. 4 orange und Bild Nr. 5 braun dargestellt.

Sei nun Tr.n die Anzahl der Spriinge, die bis zur Zeit Ry.n stattgefunden haben, dann
sind Ty.ny und die Z; unabhingig und es gilt

Tk:N
Rin =Y _ 7. (5.1)
v=1

Fiirein j € {1,2,...,N} gilt

c—1

-1
E (etRj) = - etprLe_pjxda: = - e(t_pj)quwidx < oo fiir t < p;
o C = ! =) ”
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und somit gilt fiir t < min{p;|1 < j < N} fiir die momenterzeugende Funktion von Ry.n

E (exp (tRy:n)) = exp Ti]:v Z, | | TN

— & (E ((eap (21))7))
=E (IE (exp (tZ1)) i N)

) ((1 — t)—T'«N)

Daraus folgt direkt
E(Ri.n) = %E ((t - 1)*%)
t=0
:E(Tk;N (Tk;N-i-l) (Tk:N+2> -"(Tk:N+V—1>> (5.2)

_ (V]
~E (7))
Der Zeitpunkt, an dem wir von allen Bildern ¢ Exemplare besitzen, ist in diesem Mo-

dell Ry.ny und die Anzahl an Bildern, die wir bis zu diesem Zeitpunkt gekauft haben,
entspricht Ty := T.n. Nach (5.2) gilt nun

E(7V) = E(Riy) = E(N” - S.x) = NYE(SKun) (5.3)
Da fiir die N-te Ordnungsstatistik Sy.nx von Si,..., SN
P(Snuv <o) = (P(S; < )"

gilt, folgt fiir den Erwartungswert von Ty
E (TN) — NE (Sy.n)

—N/ 1— SNN<t))dt

_ j (1 P(S; <t )N) dt o

27

I
=

0 <1 P(S; > t))N> dt

I
=

r

Wir miissen also im Durchschnitt

TN N/

(s
g

72



Bilder kaufen, um von allen N Bildern jeweils ¢ Exemplare zu bekommen.

Beispiel 5.2.1 Die drei Geschwister Mia, Lars und Anke essen gerne Joghurt. FEin Jo-
ghurthersteller gibt zu jedem 4er Pack Joghurt einen von 5 Magneten dazu. Die drei
Geschwister mdéchten natiirlich alle ein eigenes Set sammeln. Damit es keinen Streit
gibt, bestimmt die Mutter, dass sie erst alle Magnete in einem Topf sammeln miissen
und sie erst aufteilen dirfen, wenn sie alle 3 Sets vollstindig haben.

Es stellt sich die Frage, wieviele 4er Packungen Joghurt sie kaufen miissen bis sie jeden
Magneten 3 Mal besitzen. Dieses Problem ist in Abbildung 5.1 dargestellt.

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir N = 5 und ¢ = 3 in die Formel (5.5)
einsetzen:
5
- i o 2 t
(E(TN)1: 5/ - (1= ] | a
0 -

= '5/000 (1— (l—et <1+t+t§>>5> dtw
~ [25,99] = 26.

Mia, Lars und Anke miissen also durchschnittlich 26 Jer Packungen Joghurt kaufen bis
jeder alle 5 Magnete besitzt.
Hitte jeder fiir sich gesammelt, ohne mit den anderen zu kooperieren, hdtten sie nach
Theorem 3.2.1 jeder
E(T)=N-In(N)=5 1+1+1+1+1 11,42
= - in = . — — — —_ ~
2 3 4 5 ’
also insgesamt [34,26] = 35 4er Packungen Joghurt kaufen miissen.
Man sieht also, dass man deutlich weniger Bilder kaufen muss, wenn man gemeinsam
sammelt, als wenn jeder fiir sich sammelt.

Beispiel 5.2.2 Wir nehmen die Situation aus Beispiel 3.2.1 wieder auf. Es gibt also
N = 46 verschiedene Bilder. Wir haben bereits berechnet, dass man etwa 203 Schokoriegel
kaufen muss, um ein Set zu vervollstindigen. Nun sammeln aber zwei Geschwister, die
sich gegenseitig die Bilder, die sie doppelt haben, schenken. Die Geschwister miissen
zusammen im Durchschnitt nur

46

1 .
- 00 tJ
_ —t ~ _
[E (TNN = {46/0 1 1 jE_Oe 7 dt—‘ [294,40] = 295

also jeder etwa 148 D.s. kaufen. Will nun auch noch ein drittes Geschwisterkind mit-
sammeln, miissen sie zusammen durchschnittlich

46
2 .

~ o0 tJ
E <TN)1 - {46/0 1-|1- Z‘f—tﬁ dt-‘ ~ [374,02] = 375
=0 7
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E(T)/c
203 - o
196 —
189 -
182 o
175 o
168 —
161 -
154 —
147 .
140 -
133 o
126 - .
119 o
112 o .

105 - .

98 — .
91 o
84 — )
77 —

70 1 c
T T 1T T T T T T T T T T T T T T T T 1T

12 3 45 6 7 8 910 12 14 16 18 20

Abbildung 5.2: Erwartungswert der Anzahl an Bildern, die man pro Set kaufen muss,
um die Sets zu vervollstandigen, in Abhéngigkeit von der Menge ¢ der
Sets, die man vervollstédndigen mochte, bei einer Setgrofie von N = 46
Bidern.

also jeder 125 D.s kaufen.

In Abbildung 5.2 kann man sehen, dass die Bilder, die man pro Person kaufen muss,
wenn man gemeinsam sammelt, mit der Anzahl der Personen anfangs stark abnimmdt.
Je mehr Personen es werden, desto geringer fdllt allerdings der Effekt von einer Person
mehr oder weniger aus, was auch aus Abbildung 5.3 hervorgeht.

Abbildung 5.3 macht aulerdem deutlich, dass sich das gemeinsame Sammeln bei hoheren
Setgroflen deutlich mehr lohnt als bei kleinen Sets. Jedoch macht sich der Unterschied
von einem Bild mehr oder weniger im Set bei grolen Sets nicht mehr so sehr bemerkbar
wie bei kleinen.

5.3 Asympotische Betrachtung

Fiir kleine Werte von ¢ und N kann man mit (5.5) den genauen Erwartungswert di-
rekt ausrechnen. Fiir grofle Werte ist das jedoch sehr umstédndlich. Daher untersuchen
wir jetzt die Anzahl der bendtigten Bilder, um ¢ Sets zu vervollstindigen, unter der
Annahme, dass die Anzahl N der Bilder in einem Set sehr grof} ist.
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Abbildung 5.3: Erwartungswert der Anzahl an Bildern, die man pro Set kaufen muss,
um die Sets zu vervollstindigen, im Verhéltnis zum Erwartungswert der
Anzahl der Bilder, die man kaufen miisste, wenn man nur ein Set sam-
melt, in Abhéngigkeit von der Gréfie N der Sets fiir verschiedene Mengen
¢ von angestrebten Sets.

Wir betrachten also TN = TN; n fiir N — oo. Sei dazu Ty.n,; die Anzahl der Bilder, die
man kaufen muss, um alle Bilder j Mal zu bekommen und
_ TN.N

Ty = =5 = (N) = (j = D) In (In (N)) + In (( = D).

Wir wollen folgendes Theorem beweisen, wobei wir uns nach Holst (in [Hol86] S. 19, 20)
richten :

Theorem 5.3.1 Fiir N — oo gilt
(i) P <T1’§,j < u) — exp (—e ),
(it) TRy, - .-, Ty, sind asymptotisch unabhingig,

(i1i) E ((Tj\‘[j>y> — (=1)"T™ (1), wobei T™) (1) die v. Ableitung der Gammafunktion
an der Stelle 1 ist.
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Dabei nutzen wir die Verbindung zwischen TN und Sy.n. Zuerst beweisen wir einige
Eigenschaften von Sy.y.

Lemma 5.3.1 Fiir N = oo gilt E (5% ) = 0.

Beweis: Es gilt

Snv )\’ o E(SRw) _E(SE+--+S%) _ NE(SP) _E(SF)
fir N — oo und S; ~T'(¢,1). Es folgt also E <SNTN> — 0. O

Lemma 5.3.2 Sei Si,j ~ T'(,1) firl <i < N, dann ist SYN;N,J- die N. Ordnungs-
statistik von S; j. Sei weiterhin ay; = In(N) + (j —1)In(In(N)) — In((j — 1)!) und
Sj‘vj = SN:N,j — anj, dann gilt fir N — oo

P (Sy; <u) — exp(—e™).

Beweis: Wie in (5.4) folgt

j—1
S j + —\aN;TU
P (SN:N,j < anj —|—u) — <1 _ (aNjk! U) ( Njt ))
k=0
! (an; + u) N
_ U Nj —(In(N)+(G—D)In(n(N))—in((G—1)1)
j—1
- 1—5—“2(‘11\73 +u) (7 —1)!
— kN (@n(N)!
(o (e [ lang ) LU= i(aNjJFU)k (j —1)!
N G- (In(N))yt Ko (n(N))!
e ((In (V)Y (- 1)t N
=|1-| = " t+o(1)+o0(1
< ( N ( G- @@y e )>>>
—u N
= <1 _¢ ;O(l)> — exp (—e*“)
fir N — oo. [l
Lemma 5.3.3 Flir Sy, ..., Sy, definiert wie in Lemma 5.3.2 gilt fiir N — oo

C
P (Sy1 <ut,...,Ske <) = [ [ ewp (—e™) .
j=1
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Beweis: Da Si,j ~ I'(j,1), gibt es unabhingige Zufallsvariablen Z1,...,Z; mit Z ~

Ezp (1), so dass gilt S;; = Z1 + ..., Z;. Daraus folgt, dass fir 1 < j < [ die Zu-
fallsvariablen S;; und S; ; — S;; unabhéngig sind. Aus Lemma 5.3.2 folgt nun, dass fiir
Vj = aNj —+ Uy gllt

- e % 4o (1)
Wegen der Unabhéngigkeit von S’N und Si,j — gi,l gilt

- - - 1 -

P (Si,l > vy, S@j > ’Uj) =P <Sz‘,l > v+ 5[71 (ln (N)) ,S@j > Uj)

1 ~ -

+P (Ul + iln (ln (N)) > Si,l > Ul,Si,j > ’Uj)

< (8>t Jn (V)

~ ~ ~ 1
) +P (Si,l > vy, Si,j — Si,l > Vj — U — §ln (ln (N)))

~ ~ ~ 1
<o > +P <S¢7l > Ul,Si,j -S> uj — U+ §ln (in (N))>

> ( S > w) P <5i,j — Siy > uj —u + %ln (in (N)))
0 (;I) 1o (;,) 0(1)=o (&)
fir N — oo.

Mit dem Additionssatz fiir Wahrscheinlichkeiten gilt nun

F O (SW = “J') - ip <'§w > vj) +o0 (;f) _ X 6_;\7 +o(1)
=1

Jj=1

und damit gilt fir N — oo

N
¢ e %W +o0(l ¢
Z]_l ( ) Serp| - —uj

P(Shgul,...,smguc>:<1_ - .

=1

Lemma 5.3.4 Firv >0 und N — oo gilt

E ((Sk;)") = (~=1)"T" (1).
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Beweis: In Lemma 5.3.2 haben wir gezeigt, dass Sy ; in Verteilung gegen die Gumbel-
Verteilung konvergiert, das heift es gilt
P (S}"Vj < u) =P (Sn.nj —an; <u) = exp(—e ). Nach Theorem 5.1.3 mit G (u) =
exp(—e™"),Zyn = Spun,j,bn = an; und a, = 1 konvergieren damit auch die Momente.
Wir brauchen also das v-te Moment der Gumbel-Verteilung.

Sei dazu X eine Zufallsvariable mit P (X < u) = exp(—e™*), das heifit die Dichte von
X ist p(z) = e %e~® . Dann ist die momenterzeugende Funktion von X

> —x
E (etX) :/ e e dr.
—00

x

Substituieren wir nun y = e~ %, so erhalten wir

E (etX) = / y e Vdy=T(1—1t).
0

Damit gilt fiir die Momente von X

dl/
E(X) = 2 (E (X ‘ — (—1)'T® (1).
(x) = @BE)| =y
O
Nun konnen wir Theorem 5.3.1 beweisen.
Beweis von Theorem 5.3.1: Aus (5.1) folgt
TnN:N,; Tn:.N,;
NSxnvj= Y, Ze=Tnvj+ Y (Ze—1), (5.6)
k=1 k=1

wobei die Zufallsvariablen Zj, ~ Exp (1) unabhéngig untereinander und von Ty.y ; sind.
Da E(Z; —1) =0 und Var (Z; — 1) = 1 ist, folgt mit (5.3)

TN:N,j TN;N,]’ )
E{ Y (Z-1|=0uwdVar | Y (Z—1)| =E(Twn,) = NE (SN:NJ)
k=1 k=1

und somit gilt mit Lemma 5.3.1 fiir N — oo

TN:N,;j G nronr s
Var( . (Zk_1)> _ E<SN'N’J)

N N — 0.

Es folgt hiermit fir N — oo

Tron
kZiN’J (Zr—1)
N

— 0.
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Mit (5.6) kann man nun sehen, dass

gilt und damit auch

Shj = Snv —an; =
Das bedeutet, dass Ty, und Sy ; die gleiche asymptotische Verteilung haben. Nun folgt
(i) direkt aus Lemma 5.3.2, (ii) aus Lemma 5.3.3 und (iii) aus Lemma 5.3.4. O

Unter der Annahme, dass N grof§ und ¢ klein im Verhéltnis zu N ist, d.h. (¢ —1)! <
In (N), gilt mit Theorem 5.3.1

E(Ty;) =~ -T"(1) =7,
wobei v die Euler-Mascheroni Konstante ist, und damit
E (TN) ~ N (In(N) + (c — 1) In (In (N)) — In ((c — 1)!) + 7). (5.7)

Wenn N grof} ist, kénnen wir nun also sagen, dass die Anzahl der Bilder, die man kaufen
muss, um jedes der N Bilder des Sets ¢ Mal zu bekommen etwa

N(In(N)+ (¢c=1)In(In(N)) —In((c—1)!)+7~)
betrégt.

Beispiel 5.3.1 Wollen wir ¢ = 2 Sets vervollstindigen, deren Grifie N hoch ist, so ist
die erwartete Anzahl zu kaufender Bilder etwa

N (In(N)+In(ln(N))+7),
was sich bis auf eine Konstante mit unserem Ergebnis aus Kapitel 4 deckt (3.1):
N(In(N)+In(in(N)+v)+27).

Da die Werte fiir den Logarithmus von N und besonders fiir In(In(N)) jedoch wesentlich
kleiner sind als die Werte von N, ist das v hier nicht unbedingt vernachldssigbar. Daraus

1%
konnen wir folgern, dass die Konvergenz von E ((Tj\‘,]> ) — (=1)" r®) (1) fiir N = o0
nur sehr langsam ist, was uns das folgende Beispiel bestitigt.

Beispiel 5.3.2 Wir wollen ein Set mit N = 1000 Bildern vervollstindigen. Die zu-
gehorigen Bilder kann man einzeln kaufen und bei jedem Kauf ist die Wahrscheinlich-
keit, ein bestimmtes Bild zu erhalten ﬁ. Nach Theorem 3.2.1 miissen wir, wenn wir
alleine sammeln, dafir etwa

11000 (in (1000) + )] ~ [7484, 98] = 7485
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Bilder kaufen.
Wiirden wir jemanden finden, der ebenfalls diese Bilder sammelt, und uns mit thm zu-
sammen schlieffen, wiirden wir nach (5.7) zusammen im Durchschnitt

11000 (In (1000) + In (in (1000)) 4+ ~)] &~ [9417,62] = 9418,

also jeder etwa 4709 Bilder kaufen. Finden wir nun auch noch einen dritten Sammel-
partner, miissen wir zusammen nach (5.7) durchschnittlich

[1000 (n (1000) + 2in (In (1000)) — In (2!) + )] ~ [10657, 12] = 10658,

also jeder 3553 Bilder kaufen.
Wenden wir jedoch die Formel (5.5) fir die Berechnung des exakten Erwartungswertes
an, so erhalten wir bei zwei Sammlern

) - 1 t] 1000
E (TN)1 - 1000/ - (1= et dt| ~ [9862,97] = 9863
0 =0 J:
und somit 4932 fiir jeden, bzw. bei drei Sammlern
1000
. o0 2.
E (TN)1 - 1000/ I dt| ~ [11900,18] = 11901,
0 . J:
7=0

also 3967 fiir jeden.
Wir sehen also, dass selbst bei einem Wert von N = 1000 die Abweichungen noch relativ
hoch sind (etwa 10%).
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Kapitel 6
Kombinatorische Ansatze

Einige der bisher betrachteten Problemstellungen kénnen auch mit kombinatorischen
Ansétzen gelost werden. Im Folgenden werden wir den Ansatz von Feller in [Fel50]
beziiglich des klassischen Sammelbilderproblems, den Ansatz von Newman und Shepp
in [NSh60] beziiglich des Sammelns mehrerer Sets sowie den Ansatz von Ivchenko in
[Ivc98] beziiglich des Sammelns in Péckchen von zufilliger GroBe betrachten.

6.1 Klassisches Sammelbilderproblem

William Feller hat sich in seinem Buch [Fel50] (auf Seite 224 und 225) mit dem klassischen
Sammelbilderproblem beschéftigt. Es wird hier vorausgesetzt, dass es N verschiedene
Bilder gibt, von denen jeweils gleich viele auf dem Markt sind. Gesucht wird nach der
Anzahl T,, der Bilder, die man im Durchschnitt kaufen muss bis man m verschiedene
Bilder besitzt. Feller kommt zu dem gleichen Ergebnis wie Pintacuda in Kapitel 3, jedoch
auf einem anderen Weg.

Dazu nennt er den Kauf eines Bildes erfolgreich, wenn dieses Bild neu ist, d.h. wenn es
nicht vorher schon gekauft wurde. Dann ist T, die Anzahl der Kéufe bis zu und inklusive
des m. erfolgreichen Bildkaufes. Sei nun Yy = T4 — 7). Dann ist Y, — 1 die Anzahl der
Kaufe, die nicht erfolgreich waren, zwischen dem k. und dem (k — 1). erfolgreichen Kauf.
Zwischen diesen beiden Kéufen ist die Anzahl der Bilder, die noch zum vollstindigen
Set fehlen, N — k und somit ist Y3 geometrisch-verteilt mit dem Parameter p = NT_k
Daraus folgt

Da

gilt letztendlich

1 1 1
E(Tp)=N|—=4+-——+4--- ‘
(T) <N+N—1+ +N—m+1)

Mit I (k) =1+ 545 +---+ 3 gilt also
E(Tm) = N (L(N) = (N —m))

wie in Korollar 3.2.1.
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Fiir m = N gilt also wie in Theorem 3.2.1 E(Ty) = N - [ (N).

Anschliefilend leitet Feller noch eine Approximation fiir E (7,,), m # N, ab. Er inter-
pretiert ﬁ als den Fldcheninhalt des Rechtecks mit der Grundfliche der Lange 1 mit

Mittelpunkt N — k und der Hohe ﬁ, also die Ordinate von 2~ ! an der Stelle N — k.

Wenn man nun dieses Rechteck durch die Flache unter dem Graphen von x~

N+ L
x 'de =N -In <+2> .

Abbildung 6.1), so erhélt man

N+1

E(T},) ~ N

N—m-‘,—%

0.0513
0.0494
0.0475 |
0.0456
0.0437
0.0418 | XY
0.0399 |
0.0380
0.0361
0.0342
0.0323
0.0304
0.0285
0.0266
0.0247
0.0228

Lersetzt (s.

N—m+%

T T T

T

T

T

T T T T T T T T X

20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46

Abbildung 6.1: Der Flidcheninhalt der blauen Rechtecke ist der genaue Erwartungswert
E (T»3), die Fliche unter dem roten Graphen dessen Approximation nach
Feller und die Fliache unter dem griinen Graphen ist die Approximation
aus Kapitel 3 bei einer Setgrofie von 46 Bildern.

In Abbildung 6.1 sieht man leicht, dass die Approximation von Feller genauer ist als die

Approximation aus Kapitel 3

E(Ty) ~N({n(N)—In(N—-—m))=N-In <NN>,

—m
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da (In(N)—In(N —m)) die Fliche unter dem Graphen von z~! zwischen
(N —m) und N ist.
Dies wollen wir nun mit einem Beispiel deutlich machen.

Beispiel 6.1.1 Wie in Beispiel 3.2.1 haben wir ein Album mit Platz fiir N = 46 ver-
schiedene Bilder. Wir wollen nun wissen, wieviele Bilder wir einzeln kaufen miissen,
wenn wir m = 40 verschiedene Bilder haben mdchten. Laut Korollar 3.2.1 miissen wir
tm Durchschnitt

[E (Tuo)] = [N (1(46) — 1(6))] ~ [90,47] = 91

Bilder kaufen.
Wenden wir die Approximation von Feller an, so erhalten wir

B (Tyo)] ~ {46 In <466 +15> w ~ [90.51] = 91.

2
Benutzen wir die Approzimation aus Kapitel 3, dann gilt
[E (Ty)] =~ [46 (In (46) — In (6))] ~ [93,70] = 94.

Man kann also sehen, dass in diesem Fall die Approximation von Feller in diesem Fall
wesentlich genauer ist.

Will man nun bestimmen, wieviele Bilder 7(® man kaufen muss bis man einen Anteil
a < 1 des kompletten Sets gesammelt hat, so kann man m als kleinsten Wert setzen, fiir
den m > aN gilt. Fiir grofle IV ist dann der Erwartungswert der Anzahl der Bilder, die
man kaufen muss, um a/N Bilder zu bekommen, etwa

E(T(a)>:N~ln(1ia>.

Beispiel 6.1.2 Wir kommen zuriick zu Beispiel 3.2.1. Es gibt N = 46 wverschiedene
Fufballbilder. Um % der Bilder zu bekommen, miissen wir also im Durchschnitt etwa

[E (T(%)ﬂ ~ {46.171 (;)] - [46-ln (g)] ~ [18,65] = 19

3

Bilder kaufen, um die Hdlfte der Bilder zu bekommen, miissen wir im Durchschnitt etwa

{E (T(%)ﬂ ~ [46-ln (})] - [46-171 (2)] ~ [31,88] = 32

2

Bilder kaufen und um % der Bilder zu bekommen, miissen wir im Durchschnitt etwa

{E (T(%)ﬂ ~ [46-ln <1>] - [46-171 (3)] ~ [50,54] = 51
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Abbildung 6.2: Erwartungswert der Anzahl an Bildern, die man kaufen muss, um 46 - a
verschiedene Bilder zu erhalten bei einer Setgréfie von 46 Bildern.

Bilder kaufen.

In Abbildung 6.2 kann man sehen, dass die Anzahl der Bilder, die man kaufen muss, um
das ndchste neue Bild zu bekommen, mit der Grofle des Anteils am Set, den man schon
besitzt, zunimmt. Je mehr Bilder wir schon von dem Set besitzen, umso gréfler ist der
Unterschied von der Anzahl der Bilder, die wir zwischen dem letzten und dem aktuellen
neuen Bild kaufen mussten zu der Menge der Bilder, die wir zwischen vorletztem und
letztem Bild kaufen mussten.

6.2 Gemeinsam sammeln

Mit dem Problem, das auch von Holst in [Hol86] bearbeitet wurde (s. Kapitel 5), haben
sich zuvor schon Newman und Shepp in [NSh60] (auf Seite 58-61) beschéftigt. Sie kamen
zu dem gleichen Ergebnis wie Holst, wihlten jedoch einen anderen Losungsweg. Es geht
um die folgende Situation: Es gibt IV verschiedene Bilder, die alle gleich oft vorkommen
und die man einzeln kaufen kann, ohne vorher zu wissen, welches Bild man kauft. Um
ein Set zu vervollstdndigen, braucht man alle diese N Bilder. Die Frage, mit der sich
Newman und Shepp beschéftigt haben, war, wieviele Bilder man im Durchschnitt kaufen

muss, um ¢ Sets zu vervollstédndigen. Diese Anzahl sei TN. Dann ist E (TN) gesucht.
Sei nun p; die Wahrscheinlichkeit, dass man nach dem ¢. Kauf die ¢ Sets noch nicht
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vollstdndig hat. Dann gilt
_ oo 5 o0
E (TN) -y P (TN > z) - .
i=0 i=0

Nun gilt p; = Wi, wobei W; die Anzahl der méglichen Wege ist, so dass der Kauf von 4

N>
Bildern nicht zur Vervollsténdigung der ¢ Sets fiihrt. Wenn wir die Bilder mit 1, ...,zx
bezeichnen, dann ist W; einfach (z1 + - - - + xx)" ausgewertet bei (1, ..., 1), nachdem alle

Terme entfernt wurden, bei denen alle Exponenten der Variablen grofier als ¢ — 1 sind,
da diese Terme die Wege sind, bei denen der Kauf von ¢ Bildern dazu fiihrt, dass wir
von jedem Bild mindestens ¢ Exemplare und somit das Set vervollstdndigt haben.

Wir fithren nun fiir ein festes ¢ folgende Notation ein: Wenn P (z1,...,zy) ein Polynom
oder eine Potenzreihe ist, dann definieren wir {P (z1,...,2zxN)} als das Polynom oder die
Reihe, die entsteht, wenn wir alle Terme mit allen Exponenten > ¢ entfernen. Mit dieser
Notation gilt

@+ +an)}
pl - N7’
ausgewertet bei z; =--- =y = 1.
Wir fithren eine weitere Notation ein

und betrachten den Ausdruck

F=exp(x1+-+an)— (exp(z1) — Se(x1))...(exp(xn) — Sc (zN)) .
Mit der Reihendarstellung der Exponentialfunktion exp(z) = 2, f—,l kann man sehen,
dass F keine Terme mit allen Exponenten > ¢ enthilt, aber alle Terme von exp (21 + - - - + zn)
mit mindestens einem Exponenten < c. Daraus schlieffen wir, dass

F={eap(@+-+an)}=3 {(z1 —I—-.Z.;—F.CUN)Z}

gilt.
Wir haben zuvor gesehen, dass

B (TN> = gpi = g {(@ + NZ+ zn)'}

fir x;1 = --- = xy = 1 gilt. Im Folgenden miissen wir also % durch % ersetzen. Das
gelingt uns unter Benutzung der Identitéat

00 41 1
N/O %e_mdt: N (6.1)
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Diese konnen wir mit partieller Integration herleiten, denn es gilt

0o i—1 | i—k 4 0 4
i —Nt . A t _Nt 1. _Nt . 1.
| e dt_[_<kz(lc—i)!]\fk+1>e R ] = N
=0 0

Mit (6.1) erhalten wir also fiir ;7 {(xﬁj\,%

N/Ooo[ea:p (txy + -+ tey) — (exp (tx1) — Se (tz1)) ... (exp (tzn) — Se (tzy))]e Nidt
Mit z; = --- = xy = 1 gilt nun also
E(Ty) =N / leap (N1) — (ezp (t) — Se (8)) ... (exp (£) — S, (1))]e~Vtdt

—N/ 1— (exp(t) — S. ()Y e Mdt
(6.2)
—N/ 1 — (exp (t) exp (—t) — Se (t) exp (—t)) dt

_N/ 1—(1=S.(t)e” )dt.

Dieses Ergebnis stimmt mit 5.5 iiberein.

6.3 Zufdllige PackchengroBen

In Kapitel 4 haben wir uns mit der Frage beschéftigt, wieviele Packchen mit einer zufélli-
gen Anzahl von Bildern man kaufen muss, um ein Set mit N Bildern zu vervollstandigen.
Um den exakten Erwartungswert zu bestimmen, sind wir nach der Methode von Kobza,
Jacobson und Vaughan in [KJV07] vorgegangen, fiir die wir eine (N + 1) x (N + 1)-
Ubergangsmatrix bestimmen und anschlieBend eine N x N-Matrix invertieren miissen.
Weiterhin sind wir nach der Methode von Sellke in [Sel95] vorgegangen und haben als
Approximation des Erwartungswertes der Anzahl der Pickchen, die man kaufen muss,
um ein Set mit N Bildern zu vervollstdndigen, wenn die Anzahl der Bilder in einem
Packchen verteilt ist wie die Zufallsvariable S,

E(T) ~ szivl_()l Nll anv 11 (S>7”)Z] 1]\2/ 1y+1
Z [P(S>Z) { (S>l)}

N

i=0 N—¢

erhalten.
Ivchenko hat in [Ivc98] (S. 49-52) die folgende Formel fiir den exakten Erwartungswert

N r
5@ -y (N [SevEe) Y me e we

=1 0<j1 < <ji<r—1
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sowie eine von Sellkes Formel abweichende Approximation dieses Erwartungswertes

NN K1 E9)-E(S?) (K1
E<T)—w§n+w<;n—l

hergeleitet.
Im Folgenden werden wir diese nachvollziehen.

Es sei 7' wie in Kapitel 4 die Anzahl der Packchen, die man kaufen muss, um ein Set mit
N Bildern zu vervollstdndigen, wenn die Anzahl der Bilder in einem Péckchen verteilt ist
wie die Zufallsvariable S und es gelte P (S = m) = b,,,. Weiterhin sei u,, die Anzahl der
Bilder, die wir noch nicht besitzen, wenn wir bereits n Péckchen gekauft haben. Dann
gilt

1 wenn wir das 7.Bild noch nicht besitzen,

pn =Wi+---+ Wy, wobei W; =
0 sonst.

Da P <T > n> =P (pn > 0), gilt

E(T):ip(f>n>:ip(ﬂn>o) (6.3)
n=0 n=0

Da die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl noch nicht erhaltener Bilder grofier als Null
ist, gleich der Wahrscheinlichkeit ist, dass wir ein Bild noch nicht erhalten haben, gilt

N
P (i, > 0) =P <U{m = 1})
i=1

N
=D Y PWy, = =W, =),

r=1 1<y < <ip <N

=:Zr

Da die Wahrscheinlichkeit, dass wir ein bestimmtes Bild noch nicht besitzen, fiir alle
Bilder gleich ist, gilt direkt

7= (V)pori = == (V) (f;bmqygp)".
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Nach Definition gilt
M) (N—m)(N—m—1)...(N—m—r+1)

m

M N(N-1)...(N—r+1)
r—1
:]HO<1‘N—J)
1 _ ¢ 1)Ly 1
- zz—;( 1) 0§j1<.z<:]~s§r_1 (N_]l)(N_]z) '
—Cyr

Damit folgt

und somit

woraus sich mit (6.4)

N
P> 0= 3 (-1 () -
r=1

und mit (6.3) und der Konvergenz der geometrischen Reihe

E(7) = f: ﬁ: (-1t <]TV> (1-A4,)"

n=0r=1

N N 00
= ( 1)7”71 (1 - Ar)n

— ( r > nzOT

N

N

=y (-1t ATl

> (7)
_ g: (_1)1“71 <N> 4 (_1)%1 E (Sz) Z 1 B
= r)\S e (NG (N =)

(6.5)
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ergibt.

Da diese Formel fiir grole N jedoch recht aufwindig ist, entwickelt Ivchenko eine Ap-
proximation fiir diesen Erwartungswert.

Wenn N grof ist, kann man A! approximieren durch

Al = .;1 dzv(:)’ (6.6)

wobei die ersten Koeffizienten

d_l (T) = 'I’E%S)
E(S)-E(S?
do(r) = (L-1) TE(S)(g )
dy (1) = (% — 1) (re1 + co) m.
mit
c1 =E(S)* +2E(S)E (S%) — 3E (5?)
und
co=E(S)> —4E (S)E (S*) + 3E (S?)
sind.

Wenn wir nun (6.6) in (6.5) einsetzen, bekommen wir eine Approximation fiir den Er-

wartungswert von 7'. Setzen wir nur die ersten zwei Terme von (6.6) ein, so bekommen
wir wegen

N LN) =20 8y i=—1
r—1 N 7 .

> (-1 <T>7“ ={L i =

r=1 0, 0<i<N

die gesuchte Approximation

N N E(S) —E(5?) B
E(T)_E(S)Z(N)+2E(S)2 (I(N)—1).

Je mehr Terme von (6.6) wir einsetzen, umso kleiner wird der Approximationsfehler.

Beispiel 6.3.1 Wir wollen nun die verschiedenen Approximationen von Ivchenko und
Sellke anhand eines Beispiels betrachten. Dazu greifen wir die Situation aus Beispiel
4.2.2 wieder auf. Max ist also auf dem Rummel und schiefst auf Rohrchen. Bei einer
Trefferquote von  muss Maz im Durchschnitt [E(T)] ~ [22,74] = 23 Mal 9 Schiisse
kaufen, um alle N = 20 verschiedenen Bilder zu bekommen.

In BAeispz'el 4.8.1 haben wir E(T) mit der Formel von Sellke approximiert und ebenfalls

[E(T)] ~ [22,74] = 23 erhalten.
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Nun wollen wir die Approzimation von Ivchenko auf diese Situation anwenden. Da S bi-
nomialverteilt zu den Parametern % und 9 ist, gilt E (S) = 3 und E (52) = 11. Weiterhin
gilt 1(20) ~ 3.60 und daraus folgt

B (7)1 = [ 33,6+ 5 55 (3.6 1) | ~ [22,84] =23

Wir kénnen also sehen, dass in diesem Full die Approxzimation von Sellke ein wenig
genauer ist, dafiir ist die Formel jedoch komplizierter. Dies bestitigt auch Abbildung 6.3
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Abbildung 6.3:
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Erwartungswert der Anzahl an Packchen mit jeweils s Bildern, die man
kaufen muss, um eine Sammlung mit N = 46 Bildern zu vervollstdndigen.
Dabei ist das exakte Ergebnis aus Kapitel 4.2 schwarz dargestellt, die
Approximation von Sellke griin, die Approximation von Polya (Kapitel
2.3) rot und die Approximation von Ivchenko blau.
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Da aufgrund von Abbildung 6.3 zu vermuten ist, dass die Approximation von Polya

E(T) ~ <N+5 _1> (ln(N)+7)+1

s 2 2

generell genauer ist als die von Ivchenko

N N E(S) —E(S?)
E (T) ~ LN) + = 5P

jedoch nicht komplizierter, ist diese im Falle konstanter Pickchengroflen zu bevorzu-
gen. Die Formel von Polya kann jedoch nicht bei zufélligen Packchengréfien angewandt
werden.
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Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben fiir verschiedene Situationen einige Erwartungswerte und deren Approxima-
tion mit verschiedenen Methoden hergeleitet. Die folgende Tabelle bietet eine Ubersicht
der behandelten Werte. Dabei sind T, T und Ty jeweils die Anzahl der Bilder bzw.
Péckchen, die man mindestens kaufen muss, um alle N Bilder zu besitzen, X, die An-
zahl der Bilder, die noch zum vollstdndigen Set fehlen, nachdem man r Bilder gekauft
hat, und X,ES) die Anzahl der Bilder, die noch zum vollstindigen Set fehlen, wenn man
r Péckchen mit jeweils s verschiedenen Bildern gekauft hat.

Péckchengrofle Anzahl der Sets | gesucht Methode
1 1 E(T) Kombinatorik/Martingal
E(X,) Martingal

s konstant 1 E <X,§s)> Martingal
S Zufallsvariable | 1 E <T ) Kombinatorik/Markov-Ketten
1 C E < ~N) Poisson Prozesse

2
=
=)
3
+
2

E(X,) = &
E(x) = &=F

2
2

2

+

—aig? - UN)=1)

— N— T
zi\]:()l lez Z’r:l Nl—TP(S>T) zjzl N—;rﬁ»l
SN T P(S>0) (N S P>}

12

92



E(Tv) = N <1 - (1-x e—tg.i)N> dt

N(n(N)+ (c=1)In(In(N)) —In((c— 1) +~)

12

An Beispielen haben wir gesehen, dass es keinen groflen Unterschied macht, ob die Bilder
einzeln verkauft werden oder in Péckchen zu jeweils s verschiedenen Bildern, solange die
Péckchengrofle s im Vergleich zur Gesamtzahl der Bilder N nicht zu grof ist.

Es ist allerdings deutlich effizienter, mit anderen Sammlern zu kooperieren, d.h. doppelte
Bilder zu tauschen, als alleine zu sammeln. Je mehr Sammler kooperieren, desto weniger
Bilder muss der einzelne Sammler kaufen, um seine Sammlung zu vervollsténdigen.

Neben den behandelten Problemen gibt es zahlreiche Fragen beziiglich des Sammelbil-
derproblems, die in dieser Arbeit noch nicht erwihnt wurden.

In dem Fall, dass die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Bild zu ziehen, fiir jedes Bild
gleich ist, konnten die folgenden Fragestellungen von Interesse sein.

Mehrere Geschwister sammeln eine bestimmte Serie von Sammelbildern. Zunéchst kauft
nur das dlteste Kind die Bilder. Hat dieses ein Bild doppelt, gibt es das Bild dem né&chst
jingeren Kind. Hat dieses das Bild ebenfalls doppelt, gibt es das Bild wiederum an das
néchst jiingere Kind weiter usw. Hat das #lteste Kind seine Sammlung vervollstandigt,
kauft es keine Bilder mehr. Dann fangt das n#chst jiingere Kind an, Bilder zu kaufen,
um sein Set zu vervollstdndigen. Wenn dieses sein Set vollstdndig hat, kauft das néchst
jiingere Kind die Bilder usw. Hier stellt sich nun die Frage, wieviele Bilder einem be-
stimmten Kind noch fehlen, wenn ein élteres Geschwisterkind gerade seine Sammlung
vervollstandigt hat.

Diese Frage ist eine Verallgemeinerung der Frage aus Kapitel 3.3, in dem diese Situation
mit nur zwei Geschwistern behandelt wurde. Mit dieser allgemeinen Frage beschéftigen
sich Foata und Zeilberger in [FZe2003]. Sie benutzen dafiir die Methode von Newman
und Shepp.

Eine weitere mogliche Ausgangssituation wire, dass es eine Serie gibt, deren Bilder in
Péckchen zu mehreren verschiedenen Bildern verkauft werden und von denen man meh-
rere vollstdndige Sets sammeln méchte.

Alle bisher erwdhnten Fragestellungen konnen auch allgemeiner betrachtet werden, wenn
man nicht voraussetzt, dass die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Bild als néchstes zu
erhalten, fiir jedes Bild gleich ist.

Unter gewissen Voraussetzungen an die Wahrscheinlichkeiten des Erhaltens der einzel-
nen Bilder benutzte Brayton in [Bra63] die Methode von Newman und Shepp, um die
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Anzahl der Bilder herzuleiten, die man im Durchschnitt kaufen muss, um ¢ Sets zu
vervollstédndigen, wenn die Bilder einzeln gezogen werden.

Papanicolaou und Boneh untersuchten in [PaB96] das asymptotische Verhalten des Er-
wartungswertes der Anzahl bendtigter Kéufe, um ein Set zu vervollstindigen. Dabei
setzten sie voraus, dass die Bilder ebenfalls einzeln verkauft werden und kein Tausch
unter den Sammlern stattfindet. Auch sie stellten hierbei einige Bedingungen an die
Wahrscheinlichkeiten, dass die einzelnen Bilder gezogen werden. Zusammen mit Kokola-
kis setzten sie in [PKB98] voraus, dass diese Wahrscheinlichkeiten unabhéngige identisch
verteilte Zufallsvariablen sind.
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