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Kapitel 1

Basis, Dimension und lineare Abhangigkeit

1.1 Der Begriff des Vektorraumes

Als ersten Schritt definieren wir das geordnete n-Tupel mit ne N

R" = {x = (21, ..., 2,) ; ®1, ..., T, € R}

und die komponentenweise Addition

T Y1 T1+ U
r+y=1 : |+| : | = : , kurz (z+y) =ty

R > z; heift j-te Komonente von z € R".

Bemerkung: R" besteht iiblicherweise aus Spalten. Wird x € R™ als Zeile geschrieben, so fassen
wir das immer als eine Schreibweise fiir eine Spalte auf.

Weiterhin vereinbaren wir die komponentenweise Multiplikation mit Skalaren \ € R:

€2 €9

4 A

X+y X

‘61 g €1
Abbildung 1.1: Addition von x und y bzw. der Multiplkation von x mit A
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T )\.1'1
A=A = : ; kurz (\z); == Az, .

Tn ALy,

Das motiviert die folgende

DEFINITION 1.1 Sei K ein Korper. Eine Menge V' heifst ein K-Vektorraum beziiglich der Addition
+: V X V +——= V und der Multiplikation - : K XV —V :&

V1) Das Tupel (V, +) ist eine abelsche Gruppe. Insbesondere ist 0 das neutrale Element und —x
das Inverse zu x.

V2) Yo,w eV, u, \ € Kgilt:
(@) A+ p)v= I+ @
(b) AN(v+w) = v+ Iw

(c) (Am)v = A(pv)
(d) lv=v

Das Quadrupel (V, K, +, ) bezeichnet diesen K-Vektorraum.

Beispiel: 1) C" = C x ... x C ist ein C-Vektorraum.
2) 2y =7y X Ly ... % Ly istein Vektorraum tiber dem Korper Z,, falls p prim ist.

Bemerkung: Allgemein ist K" ist ein Vektorraum iiber den Korper K beziiglich der komponen-
tenweisen Addition und Multiplikation mit Skalaren (d.h. Elementen aus K).

Notiz1.2 1) 0-v=X-0=0€eV
(0 € K und 0 € V wird mit dem selben Symbol bezeichnet!)
2) (—l)v=—v
(4 )

denn: (—l)jv+v=(-1)v+1-v=(-1+1v=0-v=0

3) AWv=0 = (v=_0oder A =0)
denn: Sei \ # 0, dann impliziert \v = 0:v = A" Av) =A"10=0

NOTIZ 1.3 Sei X eine Menge und K ein Korper, dann ist die Menge Abb (X, K) .= {f : X — K}
ein K-Vektorraum bzgl. der punktweisen Addition und Multiplikation mit Skalaren, die fiir f,g €
Abb (X, K) und X € K definiert ist durch

(f+9)(x) = f(x)+g(z)
AN)() = A-f(z)

Ist speziell X = {1, ...,n}, dann fiihrt das auf den Standardvektorraum K".
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DEFINITION 1.4 Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heifit Untervektorraum von V’
= W +# 0 und die Verkniipfungen +, - lassen sich auf W beschrdnken, d.h. fiir alle x,y € W und
ANeKsinde +yeWund -z e W.

Bemerkung: (W, K, +, -) ist selbst ein K-Vektorraum, falls W ein Untervektorraum ist.

Beispiel 1) Fiir V = R3 ist die Ebene W = R? ein Untervektorraum.

2) Der Dualraum V'* eines Vektorraums V' (siehe Definition 1.6, Notiz 1.7) ist ein Untervektorraum
von Abb (V,K).

SATZ 1.5 Sei V ein K-Vektorraum und seien W, i € I, Untervektorriume, dann ist

We=(\W; cV (1.1)

i€l

ein Untervektorraum.

Beweis von Satz 1.5. Seien v,w € W und A € K. Dann gilt

vyweW,, iel)=v+weW,, iel) =v+tweW
weW;,, iel)= X -weW;,, iel)= A weW

Also lassen sich die Operationen +,- auf W beschrinken. Wegen 0 € W, ist 0 € W, also W #
0. O

DEFINITION 1.6 Sei V' eine K-Vektorraum. Dann heifst f € Abb(V,K) linear oder Linearform
& fiir alle vy, v9,v € V und \ € K gilt

flor+vz) = f(v1) + f(v2) (1.2)
fw) = Af(v) (1.3)

Die Menge V* := {f € Abb(V,K); flinear} heifst Dualraum von V.
NoOTi1Z 1.7 Der Dualraum V* eines Vektorraumes V' ist selbst ein Vektorraum.

Da V* C Abb (V,K) geniigt es hierfiir, zu zeigen dass V* ein Untervektorraum von Abb (V, K)
ist: Fiir alle f,g € V* und u,v € Vgilt:

(f+9)(u+v)=flut+v)+glutv)=f(u)+ fv)+g(u)+g) = (f+g)(u)+(f+g)v
(f +9) (W) = fF(Av) + g(Av) = A(f + g)(v)

Also ist (f + g) € V* (also linear). Analog folgt, dass (\f) € V* ist. Damit ist V* ein Untervek-
torraum von Abb (V, K).



10 KAPITEL 1. BASIS, DIMENSION UND LINEARE ABHANGIGKEIT

1.2 Basis und Dimension

DEFINITION 1.8 Sei V' ein K-Vektorraum. Ein n-Tupel (ay, ..., a,), ai, ..., a, € V heifit eine (end-
liche) Basis von V' :< Fiir alle v € V gibt es eindeutige \1, ...\, € K, so dass gilt

n
V= E )\jaj .
j=1

Wir sagen, v hat eine eindeutige Darstellung als sogenannte Linearkombination der Basiselemen-
te ay, ..., ay.
Die A1, ..., \, heifsen Koordinaten von v in der Basis A = (ay, ..., a,).

Beispiel: Die Vektoren e¢; = (0, ..., 1,...0), wobei sich der Eintrag 1 an der i-ten Stelle befindet,
bilden die sogenannte kanonische Basis des K". Die kanonische Basis wird allgemein auch als
Standardbasis bezeichnet.

T
K'szx = : =z1€1 + ... + TpE

Tn

DEFINITION 1.9 Ein K-Vektorraum V' heifst endlichdimensional < V ist O-dimensional (das
heifpst V= {0}) oder V besitzt eine endliche Basis.

Ist V nicht endlichdimensional, dann ist V unendlichdimensional.

SATZ 1.10 In einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V hat jede Basis A = (ay, ..., a,,) die-
selbe Linge n. Die Zahl der Basiselemente n =: dim V' heifst Dimension von V.

Bevor wir Satz 1.10 beweisen, fiihren wir zunéchst noch einige Definitionen ein.

Die Definition einer Basis einthélt zwei Teile. Fiir v € V' gilt:

1. die Existenz einer Linearkombination v =) z;a;.

2. die Eindeutigkeit dieser Darstellung.

1. fihrt zu der

DEFINITION 1.11 Sei V' ein K-Vektorraum und M C V. Die Menge aller Linearkombinationen
von Elementen aus M heifst lineare Hiille von M, geschrieben als Span M (oder LH(M) oder
((M)) oder ...). Wir sagen: Span M wir von M aufgespannt.
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Beispiel:
e
’ M = {ey, es} C R? spannen im R? die Ebene
T

W = To ;1,9 € R 3 auf.
0

€9

e

Offensichtlich ist Span M ein Untervektorraum von V', genauer

NoTIZ 1.12 Span M ist der kleinste Untervektorraum, der M enthdlt, d.h. es gilt
Span M = ﬂ Wi,
iel

wobei W; ;i € I Untervektorrdume von V mit M C W; sind. Die lineare Hiille von M liegt also
im Schnitt aller Untervektorriume von V', die M enthalten.

DEFINITION 1.13 Ein Tupel von Vektoren (a, ..., a,) in einem K-Vektorraum V heifit linear un-
abhdingig :< Der Nullvektor O € V ist eine eindeutige Linearkombination der a; , 1 < i < r, das
heisst

VAL oA EK, j=1,..n : (ZAjajzo =\ =0, 1§j§7’>.
j=1

NoOTIZ 1.14 Das Tupel (ay, ..., a,) in V ist linear unabhiingig = jedes v € V hat entweder keine
oder eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der a;, denn

~ ~ a; lin. unabh. ~
U:E xiaizg xiai:§ (x; —Z;)a; =0 = ;i —2; =0.

NoTiz 1.15 Ein Tupel A = (ay, ..., a,,) in einem Vektorraum V' ist Basis von V <

1. Span{ay,...,a,} = V.

2. Das Tupel (ay, ..., a,) ist linear unabhdngig.

Beweis zu Satz 1.10. Sei A = (ay, ..., a,,) Basis von V. Dann ist zu zeigen:

Kein Tupel (b, ..., b,,) mit m # n bildet eine Basis von V.

Wir behandeln (mit Widerspruchsbeweis) den Fall m > n, der Fall m < n folgt dann durch
Vertauschung der Rolle von A und B.

Widerspruchsannahme: Sei B = (by, ..., b,,) eine weitere Basis von V' mit m > n.
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Da A eine Basis ist, existieren eindeutig bestimmte ¢;; € K, j = 1,...,m, ¢ = 1,...n, so dass
b]' = Z?:l Cij Qy,. Fiir Z; < K, j = 1, ...m gllt damit:

SRTED ) SRTTED 9] 0 920 PR i
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1 i=1
——
=1y

Wir setzen nun diesen Ausdruck = 0 und betrachten die Konsequenz:

> wib;=0 — Yo Yia; =0

{ b; lin. unabh. { ABasis
xj:(), jzl,...,m Z;n:lcijxj:yi:O VZE{L,H}

{ nach Definition

m
> G =0

Das homogene Gleichungssystem Z;":l cijr; = 0mits = 1,..., n hatalso nur die triviale Losung
T1 = 2y = ... = &, = 0. Das ist aber ein Widerspruch zu dem folgenden

LEMMA 1.16 (Fundamental-Lemma) Ein homogenes lineares Gleichungssystem

m

Y cyup=0  mit i=1,....n (1.4)

j=1

besitzt in jedem Korper K eine nicht-triviale Losung v = (1, ...x,,) # 0, falls die Anzahl der
Unbekannten m grofler ist als die Anzahl der Gleichungen n.

Damit ist Satz 1.10 gezeigt. [l

Bemerkung: Das Fundamental-Lemma (und sein Beweis) ist genauso wichtig wie der Satz iiber
die Wohldefiniertheit der Dimension als Linge einer Basis.

Beweis des Fundamental-Lemmas. Induktion nach n € N:
IV (Induktionsverankerung, also A(n=1)): Beh.: c;z1 + ...+ ¢z, = 0 hat eine Losung = # 0 fiir
allem > 1.

Beweis von A(n=1) wieder durch Induktion nach m > 2:
IV: Beh. ¢;21 + coxo = 0 hat eine Losung x # 0.
Bew: Fiir ¢; = ¢, = 0 okay. Sei 0.B.d.A. (“ohne Beschrinkung der Allgemeinheit”)
c1 < 0, dann folgt z1 = — x5, was immer eine Losung z = (21, 22) # 0 liefert.
IS (Induktionsschritt, also Vm > 2 : A(m) = A(m + 1)):
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Beh: c1z1 + ... ¢y + Cr1Tme1 = 0 hat Lsg. x # 0.
Bew.: Da A(m) wahr, hat ¢;z1 + ... cp2,, = 0 eine Losung 2’ = (zq,...2,) # 0,
also 1ost z = (2/,0) # 0 die obige Gleichung.

IS (also Vn € N* : A(n — 1) = A(n)): Sei in (1.4) mindestens ein ¢;; # 0 (sonst wire jedes
x € R™ eine Losung und wir wiren fertig). Nach umnummerieren: z; — x;, x; ~ x; und
Vertauschen der Gleichungen kénnen wir 0.B.d.A annehmen c;; # 0. Durch dquivalente Umfor-
mungen erhalten wir aus (1.4)

C1171 +... +C1mTm =0

0'1’1 +(022—%)$2 +... =0

0'171 +<032—%)$2 +... =0 (15)
=0

0.2 —1—(0,12—%)3:2 +... +(cnm—i’;—i)xm =0

Dann 16st z = (7. ... x,,) das Gleichungssystem (1.4) genau dann, wenn = das Gleichungssystem
(1.5) 16st. Aber nach Induktionsvoraussetzung gibt es & = (zs,...x,,) # 0, das das homogene
Gleichungssystem

(1.6)
(cm—c"—l)a:Q + ... —|—(cnm—§?—i)xm =0

16st. Damit 16st x = (7 = i(Clng + .. ClmTm), Tay . .. ) # 0 das Gleichungssystem (1.5)
und somit auch (1.4). ]

Nortiz 1.17 (GauBsches Eliminationsverfahren) Eine Fortsetzung des Eliminationsverfahrens
liefert (gegebenenfalls nach Umnummerieren und Vertauschen der Gleichungen !)

C1121 + ... +CimTy = 0
0 +622$2 —+ ... =
0 +0 +... +0 +CumxTm =0
Dabei konnen auf der Diagonalen durchaus Nullen stehen! Jede Lisung (x4, .. .x,,) der Zeile n

liefert durch Einsetzen eine (oder oo viele) Losungen von (1.7). Alle Losungen konnen aus (1.7)
abgelesen werden, durch sukzessives Einsetzen “von unten nach oben”.

r1 +2x9 +3x3 =0 1 2 3 1 2 3
T —|—l’2 +ZE3 = O 1 ]_ ]_ 0 — ]_ —2
Die untere Zeile des letzten Systems ist ausgeschrieben —xo —2x3 = 0 und ist diquivalent zu x5 =t

und xo = —2t fiir beliebiges t € K. Eingesetzt in die obere Zeile liefert das v1 — 4t + 3t = 0 und
damit v, = t. Damit ist die Losung

Bsp.:
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LEMMA 1.18 Sei V' ein K-Vektorraum, dann gilt:

1) (a, ..., a,) sind linear abhingig in V <
Mindestens ein a; ist eine Linearkombination der iibrigen.

2) (a1, ..., ay) ist linear unabhdngig und (ay, ..., Gy, 41 ) linear abhdingig =
1 ist Linearkombination der anderen Vektoren (ay, ..., a,)

Beweis zu Lemma 1.18. ad 1)
”#

bRl

. 1
Z >\jaj = 0 mit einem )‘j ?é 0 = a; = —)\— Z i@
j . .

J=0

a; = Z HiG; = aj — Z pwia; = 0 nicht-triviale Linearkomb.
i#j i#]
ad 2) Nach Voraussetzung gibt es Ay,..., A\,11 € K mit Z;L;l Aja; = 0. Hier sind nicht alle
Aj = 0= A1 # 0 (sonst wire ZLI A;a; = 0 nichttriviale Linearkombination, und dann wéren
(ay, ..., a,) linear abhéngig)

n

1

)\n—i-l i

/\,-an .
1

= an+1 = —

]

DEFINITION 1.19 Sei V' ein K-Vektorraum und A = {a, ..., a,} C V eine endliche Menge. Eine
linear unabhdingige Teilmenge F' C A heifit maximal :< Jedes x € A ist eine Linearkombination
von Elementen aus F'.

SATZ 1.20 Jede linear unabhiingige Teilmenge A" C A liegt in einer maximalen linear unabhdin-
gigen Teilmenge F' C A und es gilt: Span F' = Span A.

Beweis zu Satz 1.20. Enthilt A\ A’ einen Vektor x, der keine Linearkombination von A’ ist?

Falls nein: A’ ist maximal und damit /' = A’ fiir eine maximale Menge F'.
Falls ja: bilde A’ U {x} =: A”. Dann ist A” linear unabhéngig nach Lemma 1.18 (sonst wire z

eine Linearkombination aus A’, im Widerspruch zur Voraussetzung). Nun weiter wie vorne fiir A”

) . Aendlich ) e )
iterativ © “="“ Stop falls die Antwort “nein* lautet, also auf maximaler Menge F'. O]

Bemerkung F ist nicht eindeutig, aber #F' = dim Span A =: Rang A.

SATZ 1.21 (BASISERGANZUNGSSATZ) Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei
A= {al, ey am} linear unabhdingig in 'V, dann gibt es eine Basis von 'V, die A’ enthiilt.

Beweis. Wihle eine Basis (a4, 41, ., Gpmin) von V mitn = dim V.
Sei A :={ay, ..., @m; Qi1 -y Amn > dann folgt aus Satz1.20, dass es eine maximale linear unab-
hingige Menge F' O A’ von A gibt und F ist die gesuchte Basis, denn Span F' = Span A =V. [



1.3. UBUNGEN

1.3 Ubungen

Sei W ein Untervektorraum von V. Zeige, dass gilt:

1. dim W < dimV
2. Falls V endlich dimensional ist: dim W =dim V =W =V

15
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Kapitel 2

Euklidische und unitiare Vektorraume

2.1 Norm und Skalarprodukt

Die Lingen- und Winkelmessung in einem Vektorraum V' erfordert eine Zusatzstruktur, wir be-
trachten hier nur die Fille des reellen und des komplexen Vektorraums, also K = R bzw. K = C.

DEFINITION 2.1 Sei V' ein K-Vektorraum. Dann heifst die Abbildung || - || : V — R Norm:<

1) ||z|| > O und es gilt ||z|| = 0 = x = 0 fiir alle x € V.
2) || Az|| = |A|||x|| fiir alle A € K und z € V.

3) |z +yll < ||z|| + ||ly|| fiir alle x,y € V (Dreiecksungleichung).
(V|| - ||) heifit normierter Vektorraum.
Beispiel 1) Sei V = R™ oder V = C" mit x = (21, ...2,) € V, dann sind Normen gegeben durch
lally =
[2]loo =

2 =

Bei || ||; und || - || sind die Eigenschaften offensichtlich, bei || - ||» bedarf die Dreiecksungleichung
eines Beweises.

2)Sei V = (' := {(ar)ren |axr € Rund )", |ax| < oo} der Raum der absolut-summierbaren
rellen Folgen. Dann ist fiir a = (aj,) durch ||a||, := >, .y |ax| eine Norm gegeben.

17
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DEFINITION 2.2 Sei V' ein R-Vektorraum. Dann heifit die Abbildung (-,-) : V x V +— R
Skalarprodukt: < (-, ) ist

1) bilinear, d.h. fiir alle © € V sind die Abbildungen (x,-) und (-, x) : V — R linear.

2) symmetrisch, d.h. (x,y) = (y, x) fiir alle v,y € V.

3) positiv definit, d.h. (x,x) > 0 falls x # 0.

(V, (-, -)) heifst euklidischer Raum.
Beispiel
1) R™ mit Standardskalarprodukt (z,y) := > x;y;, (alternative Schreibweisen: (z,y) =
r-y=(,y))

2) V =C(([a, b], R) mit Skalarprodukt (f, g) := f: f(z) g(x) dx.

SATZ 2.3 Ein eukidischer Vektorraum (V, (-, -)) ist ein normierter Vektorraum mit der durch das
Skalarprodukt induzierten Norm
]l = v/ {z, z)

SATZ 2.4 (CAUCHY-SCHWARZ-UNGLEICHUNG) In jedem euklidischen Vektorraum (V, (-, -)) mit
induzierter Norm || - || gilt die Ungleichung:

[y <zl lyll,  2zyeV

ﬁeyﬁg = 1 und damit

Beweis von Satz 2.4. Seiy € V und e := ﬁ Dann gilt ||e]|? = (e, e) =

0 < ||z — (e, ) el = (x — (e,x)e,x — (e, x)e)

PR (1, 2) — (e, @) (e, ) — (e, x)(z,e) + (e, m)? TTETN | |g]2 = (e, z)?

> |Bi)

Beweis von Satz 2.3. Die Eigenschaften 1) und 2) sind klar, wir zeigen die Dreiecksungleichung
3):

<l = Ky,a) [ <=yl

]

2
(lzll + lyD* = Nl + llyll* + 2 |lz[l]ly]]
——
>|(z,y)|
(z,2) +(z,y) + (y,2) + (y,9)
=(z+y,z+y) =|z+yl?

v
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Bemerkung: Wegen Satz 2.3 ist jeder euklidische Vektorraum (V/, (-, -)) ein metrischer Raum.

DEFINITION 2.5 Ist (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum, dann definieren wir zu x,y € V den
Offnungswinkel o(z,y) durch

 A{ry)
cos &%) = Tl

(€ [-1,1] nach Satz 2.4)

Insbesondere ist a(x,y) € |0, ] wohldefiniert.

DEFINITION 2.6 Seien V, W C-Vektorriume, dann heif3it die Abbildung
F 'V — W semilinear oder antilinear: < Vx,y € V

SL1) F(z+y) = F(x)+ F(y)
SL2) F(\z) = A\F(z)

DEFINITION 2.7 Seien V, W C-Vektorrdume, dann heifst eine Abbildung f : V x W — C Sesqui-
linearform :&

1) f(v,-) ist linear fiir alle v € V.

2) f(-,w) ist antilinear fiir alle w € W.

Eine Sesquilinearform f : V x V — C heifit hermitesch oder symmetrisch :<

flz,y) = fly,z), r,yeV

Bemerkung: f hermitisch =  f(z,2) = f(z,2) €R
DEFINITION 2.8 Eine hermitesche Form f : V x V — C heif3t positiv definit : <
flz,z) >0 VereV,z#0.

Eine positiv definite hermitische Sesquilinearform f(-,-) =: (-, -) auf einem C-Vektorraum V heif}t
komplexes Skalarprodukt auf V und (V, (-,-)) heif3t unitirer Vektorraum.

NOTIZ 2.9 Im einzelnen gilt fiir ein komplexes Skalarprodukt (-, -) in V' :

1) Mz +y),2) = Xa,2) + Ny, 2) fiiralle \ € Cund x,y,z € V.

2) (z,y) = (y, x)

3) (x,z) > 0fiirx #0
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Beispiel:1) Sei V' = C", dann ist hier ist das Standardskalarprodukt als (z,y) = > | T; y; defi-
niert.

2) V = C ([a, b],C) mit Skalarprodukt (f, g) := [ F(z) g(x) da.

SATZ 2.10 (CAUCHY-SCHWARZ-UNGLEICHUNG) Sei (V, (-, -)) ein unitdirer Vektorraum iiber C,
dann ist durch ||z|| := \/(x, x) eine Norm auf V' definiert (die durch das Skalarprodukt induzierte
Norm) und es gilt

(o) | < zlllyll,  zyeV

Beweis von Satz 2.10. Ubung [

Bemerkung: Jede durch ein Skalarprodukt induzierte Norm ||z|| = +/(x, x) erfiillt die Paralle-
logrammregel

lz + yll* + llo = yll* = 2(ll=[I* + lly*) -
In C ([a,b],C) mit || f||oc := sup |f(x)|, z € [a,b] gilt die Parallelogrammregel im allgemeinen
nicht:
Es kann gelten 1 = || f|loco = |9]loc = ||f + 9llco = ||.f — 9lloo, dann ist aber 1 + 1 # 2(1 + 1).

2.2  Orthonormierung

DEFINITION 2.11 Sei (V, (-, -)) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, wobei K = R oder C.

1) z,y € V heifien orthogonal oder senkrecht zueinander (wir schreiben kurz x 1 y) <
(x,y) =0.

2) Fiir M C V heipt M+ = {z € V;{(z,y) =0 Yy € M} das orthogonale Komplement
von M.

NOTIZ 2.12 Es gilt M~ = (¢, f, ' (0), mit f,(-) = (y,-) : V — C sterig.

M+ ist ein abgeschlossener Untervektorraum von V, denn

1)0e M+, da0 L M

2) fiirx,y € Mtistx +y € M+, dennVu € M, x,y €V gilt

z,y € M+ = (z +y,u) = (z,u) + (y,u) =0

3) fir v € M* und \ € Kist \v € M*, denn (Av,u) = \ (x,u) = 0 fiir alle u € M.

4) Die Urbilder abgeschlossener Mengen (hier die Menge {0}) unter stetigen Abbildungen (hier
fy) sind wiederum abgeschlossen und der Schnitt abzdhlbarer Mengen ist abzdhlbar.

DEFINITION 2.13 Ein r-Tupel (vy, ..., v,) von Vektoren in einem Vektorraum (V, (-, -)) heifst ortho-
normal bzw. Orthonormalsystem (abgekiirzt ONS) :&<

i
<vi,vj):5ij:{ fart=J  alleij—1,..r @2.1)
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Das heifst ||v;|| = 1 und v; L v, fiirallei # j,1 <i,5 <r.
Ist ein Orthonormalsystem eine Basis von V', dann heisst es Orthonormalbasis von (V, (, )).

Beispiel:
€3
Die Standardvektoren (e, ..., e,)
in R, C" bilden ein Orthonormalsystem.
Fiir r = n bilden sie sogar eine Orthonormalbasis.
e,
€1

LEMMA 2.14 Ein Orthonormalsystem (vy, ..., v,.) ist immer linear unabhdingig.

Beweis von Lemma 2.14. Es gelte A\ v; + ... + A\.v, = 0. Auf diese Gleichung wenden wir die
Funktion (v;, .) : V' — K an und erhalten 0 + \; + 0 = 0 und damit \; = 0.
O

SATZ 2.15 Ist (vy, ..., v,.) eine Orthonormalbasis von V, so gilt die folgende Entwicklungsformel:

n

xr = Z vj (v}, T) (2.2)

j=1

Heuristik

[T,z ist die orthogonale Projektion
des Vektors z auf Vektor e.

(e,e) = 1 (2.3)
[lex = (e,x)e (2.4)
|z — .z = Min ||z —y|, y € Spane (2.5)

Beweis von Satz 2.15. Da (vy, ..., v,) eine Basis ist, gilt z = ). \; v; mit eindeutig bestimmten
N€EK= <Uj,$> = Z <’Uj,)\z'Ui> = /\j'
U]
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SATZ 2.16 Sei (vy, ..., v,.) ein Orthonormalsystem in Vund U := Span (vy, ..., v,) dervon vy, ..., v,
aufgespannte Unterraum. Dann lésst sich jedes x € V fiir u € U, w € U* auf genau eine Weise
als Summe schreiben:

,
r=u+w mit u:E vj(vj,z) und w=x—1u
i=1

Beweis zu Satz 2.16. 1) Eindeutigkeit: Wir nehmen an, es gelte x = v + w = ' + w’, dann folgt
(v —u)+ (v —w) = 0 und damit 0 = [[(v/ — u) + (W' — w)||? = [|[v' — u|]* + ||w" — w]?,
—_—— —

ev eut
wobei wir fiir die letzte Gleichung verwendet haben, dass wegen der Definition von U und U gilt
(u—u',w—w') = 0. Aus der positiven Definitheit der Norm folgt dann «' —u = 0 und w' —w = 0.
2) Existenz der Zerlegung: u = 3, v; (v;, ¥) ist in U wegen der Definition von U.
Zu zeigen bleibt also noch, dass x—u =: w € U+, Hierfiir geniigt es, zu zeigen, dass fiir j = 1, ..., 7
gilt (w,v;) =0, da (vy,...v,) eine Basis von U ist. Es gilt aber mit y; = (v;, z)

T

(w,v5) = (@, v;) = (u,v5) = (2, v;) —Z (pivi,vj) = (@, ;) —ZE% = (,v)) = (z,v;) =0

i=1

]

Diese Situation wollen wir noch genauer analysieren:

DEFINITION 2.17 Sei V' ein Vektorraum und seien U, W Untervektorrdume von V.

1) Die Menge U + W := {u+ w, u € U, w € W} heifpst Summe von U, W .
U + W ist ein Untervektorraum von V und es gilt U + W = Span (U U W).

2) IstUNW = {0}, so heifit die Summe direkt, wir schreiben dann U & W.

LEMMA 2.18 Sind U und W Unterriiume eines Vektorraumes V', dann ist U + W eine direkte

Summe genau dann, wenn die Darstellung v = v+ w mit uw € U und w € W eindeutig ist fiir alle
xeU+W.

Beweis von Lemma 2.18. ”=" (wir verwenden Kontraposition, also (a = b) < (=b = —a)

Wir nehmen an, dass es fiir ein x € U 4+ W zwei verschiedene Summenzerlegungen gibt, also
utw =z =u+w mitu,u € Uundw,w € Wund u—1u" # 0 # w—w'. Dann folgt aber, dass
u — U = W — w sowohl in U als auch in W sein muss, also in U N W und damit ist U N W # {0}
und also die Zerlegung nicht direkt.

”«<" (wir verwenden wieder Kontraposition):

Ist die Summe nicht direkt, dann gibteseinx € UNW mitx #0undz =2 +0=0+2 =

0,5z + 0,5 z sind verschiedene Summenzerlegungen von .
[
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Fazit: Die Zerlegung von V = U @ U+, U = Span (vy, ..., v,) ist direkt.
Orthogonale Summen sind immer direkt.

Das Gram-Schmidt’sche Orthonormierungsverfahren in (V, (, ))

Gegeben sei ein linear unabhéngiges Tupel (y1, ..., y,) in V.
Gesucht ist ein ONS in V/, so dass Span (y1, ..., yx) = Span (vy, ..., vx) firalle k = 1,...;r

1) Wir setzen v; := |Izill’ damit ist Uy := Span v; = Span y; und ||, || = 1.

2) Wir setzen wy := yo — vy (v1, y2) =: yo — Iy, yo (Wir ziehen also von y, den Anteil ab, der in

Richtung von v; weist) und v, := ”ZEH. Dann ist wieder Span(vy, vy) = Span(yy, yo) =: Us

und (v, vy) sind orthonormal.
3) Das weitere Verfahren ist rekursiv: wir setzen fiir j = 3,...r: U; := Span(vy, ... v;) und
J

W1 = Yj+1 — ka (Vs Y1) = Yjr1 — My und ;i = m :
k=1 w]+1

Wj+1

Damit ist (vy,...v;) orthonormal (also normiert und orthogonal) und Span (yi, ..., y;) =
Span (vy, ..., v;).
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Kapitel 3

Lineare Abbildungen und Matrizen

3.1 Lineare Abbildungen

DEFINITION 3.1 Fiir K-Vektorriume V, W heifit eine Abbildung f : V — W linear (oder Ho-
momorphismus oder strukturerhaltend) < Vx,y € V. € K :

flety) = fl@)+fy) (3.1)
fQx) = Af(x) 3.2)
Die Menge der linearen Abbildung von V nach W bezeichnen wir mit Hom (V, W) oder Homg (V, W)
oder LIV, W)

Eine lineare Abbildung f wird eindeutig durch seine Werte auf einer Basis bestimmt.

SATZ 3.2 Seien V und W K-Vektorriume und sei A := (ay, ..., a,) eine Basis von V. Dann gibt es
zu jedem n-Tupel (wy, ...wy,) in W genau eine lineare Abbildung f : V — W mit f(a;) = w;, i =
1,..,n.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien f,g € Hom (V, W) mit g(a;) = w; = f(a;), dann gilt

f(w) = flzar + ... + zpa,) = Zﬂl?z‘f(az‘) = ing(ai)

= g(ra1 + ... + ha,) = g(v)

Existenz: Fir v = ) x;a; setze f(v) := ) x;w;. Da die Koordinaten (z;);—; ., beziiglich der
Basis A eindeutig bestimmt sind, ist f : V' — W wohldefiniert. Offensichtlich ist f linear, denn
firz = > z;a;, y=> y;a; und A € K gilt:

fle+y) =Y (@i+yw = f(z) + f(y)
M) =AY zw; =Y (Azj)w; = f(Ar))ar) + ... + (Azn)a,) = f(Az)

25
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Notiz 3.3 1) Sind V, W, X K-Vektorrdume und f, g linear:V’ Tow % X, dannist go f €

Hom (V, X), denn f(g(\v)) = f(Ag(v)) = Af(g(v)) und f(g(v + w)) = f(g(v) + g(w)) =
flg(w)) + f(g(w)) fiir alle v,w € V und X € K.
Die Identititsabbildung Id, : V > v+—— v € V ist linear

2) Hom (V, W) ist K-Vektorraum bzgl. punktweiser Addition und Multiplikation mit Skalaren:

(f +9)(x) = flx) +9(x);  (Af)(x) = Af(x)

Beispiele zu Satz 3.2

1) Koordinatenabbildung ¢, : V — K™:

Sei A = (ay,...a,) eine Basis von V und e;, i = 1,...n die Standardbasis in K", dann gibt es
genau eine Abbildung ¢4 mit ¢ 4(a;) = €;, i = 1,...,n.

2) Duale Basis: Fiir j = 1,...n gibt es genau eine Linearform o/ : V — K mit a/(a;) =
8ij, @ = 1,...,n. Firz = > a;a; gilt dann o’ (z) = > 2,07 (a;) = x;. x; ist die j-te Koordinate
von x € V beziiglich der Basis .A. Das Tupel A’ := {a',...a"} heisst duale Basis zu A.

DEFINITION UND SATZ 3.4 Fiir f € Hom (V, W) sind

Bildf := {ye€ W, Esgibtx € Vmit f(x) =y} (3.3)
Kermf = {zeV; f(z) =0} (3.4

Untervektorriume von W bzw. V.

Notiz 3.5 f € Hom (V, W) injektiv < Kern f = {0}, denn f(z) = f(y) & flx —y) =

Notation:
f € Hom (V, W) heif3t

Isomorphismus :&  f ist bijektiv
Endomorphismus & V =W
Automorphismus &V = Wund f bijektiv

Epimorphismus :<  f ist surjektiv

Monomorphismus :<  f ist injektiv

NoTiZ 3.6 Sei f € Hom (V, W) ein (K-Vektorraum-)Isomorphismus, dann ist die mengentheo-
retische Umkehrabbildung f~' : W — V auch linear. Es gilt also f~' € Hom (W, V) und ist
damit ist =1 auch ein Isomorphismus.

SATZ 3.7 Seien V, W endlichdimensionale K-Vektorrdume. Dann ist f € Hom(V, W) genau dann
ein Isomorphismus, wenn fiir jede Basis (ay, ..., a,) von V das Tupel (f(a1), ..., f(ay)) eine Basis
von W ist,.

Beweis. ”=*“: Seiy € W und x := f~!(y) das eindeutig bestimmte Urbild von . Sei x = 3 z;a;
die Darstellung von z in der Basis A = (aq, ..., a,).
Dann isty = f(>_ z;a;) = > z;f(a;) und damit hat y also eine eindeutige Darstellung bzgl. der
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Basis (f(a1),... f(an)).
7<=": f ist surjektiv, denn y = >y, f(a;) € Wistdas Bild von x = ) y;a; € V
f ist injektiv, denn fiir ) x;a; = = € Kern f gilt nach Definition f(z) = > x;f(a;) = 0 und aus
der linearen Unabhingigkeit von (f(aq), ... f(a,)) folgt z; = ... = x, = 0 und damit x = 0. Mit
Notiz 3.5 folgt die Behauptung.

0

NoTiz 3.8 1) Zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume V, W sind isomorph (das heiflt es gibt
einen Isomorphismus f : V. — W), genau dann wenn gilt dim V' = dim W:

”=": Eine Basis (a1, ..., a,) von V liefert nach Satz 3.7 eine Basis (f(a1), ..., f(a,)) von W und
damit gilt dim V' = dim W

”<=": Die Basen (ay, ..., a,) von V und (b, ..., b,) von W induzieren eine lineare Abbildung f :
V. — W mit f(a;) = b;, i = 1,,...,n. und f ist ein Isomorphismus, da eine Basis in eine Basis
iibergeht (Satz 3.7)..

2) Insbesondere ist ein n-dimensionaler Vektorraum V' isomorph zu K", der Isomorphismus ist
durch die Koordinatenabbildung ¢ (vgl. Beispiel zu Satz 3.2, 1) gegeben, die ja nach Definition
eine Basis in eine Basis abbildet (vgl. Satz 3.7).

SATZ 3.9 (DIMENSIONSFORMEL) Sei f € Hom(V, W) und V' endlichdimensional. Dann gilt:

dim Kern f 4+ dim Bild f = dim V'

Beweis. Sei dimV = n und dim Kern f = r < n und (a4, ..., a,) eine Basis von Kern f C V.
Wir ergénzen diese Basis von Kern f C V zu einer Basis (ay, ..., @y, ay41, ..., a,) von V' (Basiser-
gidnzungssatz). Dann gilt fiir alle v € V

F@) = frar+. 4+ Xan) = ef(ar)+ Y Aeflar) = 0+ Mgt flar) +o 4 An flan) -
= et i o

Also gilt Bild f = Span(wy, ..., w,—.) C W.

Beh.: Das Tupel (wy, ..., w,_,) ist linear unabhingig.

Bew.: Sei Y ,_| pxwy = 0, dann folgt aus der Definition der wj, und der Linea-
ritit von f sofort f(} ) . pxar) = 0 und damit 7 . prar € Kern f. Da aber

(ay,...,a,) nach Voraussetzung eine Basis von Kern f ist, gibt es A;,... A, € K so
dass gilt
n T
Z My — Z)\kak =0
k=r+1 k=1

und da nach Konstruktion das Tupel (a1, . . . a,,) linear unabhingig ist folgt 1; = 0 und
M =O0ftrallej=r+1,...nund k=1,...7.

Damit folgt, dass (wy, ..., w,_,) eine Basis von Bild f ist und dim Kern f + dimBild f = r +
(n—r)=n=dimV
0
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NoTIZ 3.10 Eine lineare Abbildung f : V. — W zwischen zwei Vektorrdumen gleicher Dimen-
sionn = dimV = dim W ist genau dann surjektiv, wenn sie injektiv ist:

finjektivs Kern f =0 < dimKern f =0 < dimBild f =n = dimW

& Bildf =W & fist surjektiv.

Beispiel: Sei f : V — K linear (also f € V* = Hom(V, K) eine Linearform). Dann ist fiir
f # 0 aber Bild f = K, also dim Bild f = 1 und damit dim Kern f = dim V' — 1. Also ist der
Unterraum Kern f eine sogenannte Hyperebene in V' durch 0, d.h. ein Unterraum der Kodimensi-
on 1.

Die Kodimension eines Unterraumes W C V ist gerade codim W := dim V' — dim W.

Fiir V' = R? wiire ein ein Unterraum der Kodimension 1 also eine echte Ebene, daher der Begriff
Hyperebene fiir allgemeine Unterrdume der Kodimension 1.

3.1.1 Matrizen und lineare Abbildungen

DEFINITION 3.11 Eine m x n-Matrix iiber einem Korper K ist eine Abbildung
a:{l,...m} x{1,...,n} =K, (i,5) = a;,
welche als Box geschrieben werden kann:

ayi;p - Aip

Am1 -~ OQmn
Wir bezeichnen die Menge aller m x n-Matrizen als M(m x n; K).

Cllj

ai o Qn < a;o € K" bezeichnet die i-te Zeile

Qmyj
T ae; € K™ bezeichnet die j-te Spalte

Bemerkung
erster Index = Zeilenindex
zweiter Index = Spaltenindex

NoTIZ 3.12 M(m x n;K) ist ein K-Vektorraum mit punktweiser Addition und Multiplikation mit
Skalaren.

(aij) + (bis) = (ai + b)), May) = (Aay)
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THEOREM 3.13 Jede Matrix A € M(mxn;K) bestimmt eindeutig eine lineare Abbildung j(A) €
Hom (K", K™) mit der SBE-Regel:
Die Spalten a.; von A sind die Bilder der Einheitsvektoren e; = (0,..., 1 ,...0) € K" (3.5)

N~
J

Insbesondere ist die Abbildung
j: M(m xn;K) — Hom(K",K™), A~ j(A4)

ein Isomorphismus und zu jeder linearen Abbildung f € Hom(K™, K™) existiert eine korrespon-
dierende Matrix j—'(f) mit (3.5).

Beweis. Die lineare Abbildung j(A) zu einer Matrix A ist durch die Werte auf der Basis £ =
(€1, ..., €,) in K™ bestimmt (Satz 3.2). Um zu gegebener linearer Abbildung f die Matrix j—1(f)
zu bestimmen, schreibt man die Werte f(e;), ..., f(e,) als Spalten einer Matrix.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildung j linear ist: Es gilt firalle k =1....n

J(A+ B)(ex) = (A+ B) = Ay + By = j(A)er + j(B)ey

und damit j(A + B) = j(A) + j(B). Analog kann man zeigen j(AA) = \j(A).
O

Beispiel zu Theorem 3.13:  Wir fassen C als R-Vektorraum auf mit Basis (a1, az) = (1,7): Dann
betrachten wir die Koordinatenabbildung ¢ : C — R? mit ¢(1) = e; = (1,0) und ¢(i) = ey =
(0,1) (vgl. Notiz 3.8, 2 und das Beispiel zu Satz 3.2). Die R-Vektorrdume R? und C sind also
isomorph.

Die reell-lineare Abbildung f : C — C, sei gegeben ist durch f(z) = Z mit Z = x — iy fir
z = x + 4y. Dann konnen wir zu der Abbildung F' := ¢ o f o ¢~ : R? — R? nach Theorem 3.13
eine Matix A := j71(F) € M(2 x 2,R) assoziieren und es gilt

Fler) = ¢o f(ar) = ¢(1) = e = (1,0) o (10
F(ey) = d)o ( 2) = o= 2)=—€2=(0,—1)} - AT (F)_(O —1)

NoOTIZ 3.14 1) Es gilt j(A)(e;) = Ge; = Y _py QkiCh-
2) Mit 1) folgt fiir beliebiges v € K"

X

A || =i (P we) = 3 mi(A)e)
Tn =1 7
n anrit+ - +alnxn
= Z T Z A € = :
i=1 k amlxl_{_ e _i_amnxn

Nun definieren wir das Produkt einer Matrix mit einem Spaltenvektor, um die Abbildung j loszu-
werden:
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DEFINITION 3.15 Fiir eine Matrix A € M(m X n;K) und einen Vektor v € K" - diesen Raum

T
betrachten wir als Raum von Spaltenvektoren x = : - definieren wir das Produkt durch
Ty
A~z = j(A)(z)

Bemerkung

Die Definition 3.15 erlaubt uns, die Matrix A € M(m x n; K) direkt mit der linearen Abbildung
j(A) € Hom (K", K™) zu identifizieren. Das Produkt einer Matix mit einem Vektor verstehen wir
als Anwendung der Matrix (= linearen Abbildung) auf den Vektor. Wir verwenden das Wort Matrix
jetzt explizit doppeldeutig. Um diesen Schritt vollkommen rechtfertigen zu konnen ist es nétig, ei-
ne Matrixmultiplikation einzufiihren, die der Komposition der zugehorigen linearen Abbildungen

entspricht. Wir betrachten
K I gm 1B e

Es gilt

J(B)oj(A)(e) = j(B)Y amer =Y anj(B)(er) (3.6)

m l

¢ m
= Z Z agibrpe, = Z (Z brkaki> €r
=1 k=1

k=1 r r=1

=:5(B-A),; gewiinscht

Daher definieren wir das Matizenprodukt durch:

DEFINITION 3.16 Seien A € M(m x n;K) und B € M({ x m;K), dann wird die Matrix mit den
Elementen

(B-A), =) bua 3.7)
n=1

als das Produkt B - A von B und A bezeichnet.

THEOREM 3.17 Seien A € M(m x n;K) und B € M({ x m;K) und B - A wie in Definition
3.16. Dann gilt
J(B)oj(A) =j(B-A). (3.8)

Insbesondere ist das Produkt zweier Matrizen assoziativ, aber nicht kommutativ.

Beweis. Die Gleichung (3.8) folgt sofort aus (3.6). Das Produkt zweier Matrizen ist assoziativ,
denn die Komposition von Abbildungen ist assoziativ:

A-(B-C) = j(i(A)0j(B-C) =i (i(A) o (i(B) 4(C)))
= 1 ((i(A) 0 j(B)) 0 j(C)) =5 " (i(A- B) 0 j(C))
— (A-B)-C
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Da die Komposition von Abbidungen nicht kommutativ ist, ist folgt auch diese Eigenschaft fiir das
Matrixprodukt.
]

Die Matrix einer linearen Abbildung

Seien V' und W K-Vektorrdaume mit den Basen A = (ay,...,a,) und B = (by,...,by). Sei f €
Hom (V, W) und sei

n T1
da:V — K", U:inai = ga(v) =] : (3.9)
i=1 T,
die Koordinatenabbildung (ein Isomorphismus) zur Basis A (vgl. Beispiel zu Satz 3.2 und Notiz
3.8). Analog definieren wir die Koordinatenabbildung ¢p : W — K™.

Dann induziert die lineare Abbildung f zunichst eine lineare Abbildung j(qﬁg ofoq A) von K"
nach K™ und mit der oben beschriebenen Identifizierung wiederum eine Matrix A = ¢7(f) €
M (m x n,K). Das Diagramm

Vv

w

o5 (3.10)

ist kommutativ. Es gilt fiir ¢ (f)

kete Spalte von 0(f) = (65 f @ 63)(ex) = 0 (f(ax))
a1k
= ¢plawby + ... + amrbm) =

Qmk

Damit gilt das folgende

THEOREM 3.18 Seien V und W Vektorriume iiber K mit Basen A = (aq,...,a,) und B =
(b1, ..., by). Seien ¢ 4 und ¢ die zugehirigen Koordinatenabbildungen (siehe (3.9)). Dann ist die
Abbildung

o5 Homg(V,W) = M(m x n,K),  ¢g(f) =¢po foo,
ein Isomorphismus. Fiir f € Hom(V, W) sind die Spalten der Matrix A = ¢4(f) gerade die
Koordinaten (bzgl. B) der Bilder (unter f) der Basisvektoren aus A.
Das Diagramm (3.10) ist dann kommutativ und es gilt

alk m
gbé(f) = (aik) mit Spalten a.), = : gegeben durch  f(ay) = Z a;ib; .
i=1

Amk
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Merkregel: SKBB = Die Spalten sind die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren.

Beweis von Theorem 3.18. Da die Koordinatenabbildungen bijektiv sind, ist auch ¢ bijektiv und

-1 _
(05) (A) =d5' o Aoga
Die Linearitiit von ¢ folgt sofort aus der Linearitit der Koordinatenabbildungen und der Tatsache,

dass die Komposition von linearen Abbildungen linear ist (vgl. Notiz 3.3). U

Beispiel: siche das Beispiel zu Theorem 3.13 (Komplex-Konjuation).

DEFINITION 3.19 Sei A € M(n x n;K). Dann ist A € GL(n,K) :<= Es existiert B €
M(n x n,K) mit

A-B=B-A=|: - : |=1

Wir bezeichnen dann B mit A~1.

SATZ 3.20 Sei A € GL(n,K), dann ist A~ eindeutig und A ist ein Isomorphismus auf K.
Weiterhin ist (GL(n, K), ) eine Gruppe (die “General Linaear Group”).

Beweis. selber! L]

SATZ 3.21 Seien U,V und W K-Vektorriume mit den Basen A, B und C und f € Hom(U,V'), g €
Hom(V, W). Dann ist mit A = ¢ und B = ¢5 das Diagramm

f g

U V |44
bA o5 dc 3.11)

n m l

K + K 7 K

kommutativ und es gilt gbé‘(g of)= (/5?(9) Gbé(f)

Beweis . Man liest aus dem kommutativen Diagramm ab:

@(gof) = decogofody = (dcogods')o(dnofody)
= 0E(9) ¢2(f)
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Koordinatenwechsel

Sei Vein K-Vektorraume mit den Basen A und A" und W ein K-Vektorraum mit den Basen 13 und
B'. Wir betrachten die kommutativen Diagramme

W —Ww

T

¢A,<1d) 95, (id)

Dann gilt
¢4 (id) = g0yt und ¢ (id) = ¢ o o'

SATZ 3.22 Sei f € Hom(V, W) und seien A und A’ Basen von V und B und B’ Basen von W.
Dann gilt:
05 (f) = ¢ (idw of oidv) = 6F (idw) o ¢ (f) 0 ¢4 (idv)

entsprechend dem kommutativen Diagramm

V—L>W

dar OB
b b5
y
K" B’ K™
i '/ 50) \ -

3.1.2 Der Rang einer Matrix

DEFINITION 3.23 Fiir f € Hom(V, W) ist der Rang von f definiert als die Dimension des Bildes
von f, d.h. es gilt Rang f = dim Bild f.
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Fiir A € M(m x n,K) ist der Zellenrang bzw. Spaltenrang definiert als die maximale Anzahl li-
near unabhdngiger Zeilen bzw. Spalten von A. Der Rang einer Matrix ist der Rang der assoziierten
linearen Abbildung, also Rang A = dim Bild A.

NoTi1Z 3.24 Da fiir A € M(m x n,K) gilt Bild A = Span  {ae1, ..., aen} folgt
~————

Spaltenvektoren von A

Rang A = dim Bild A = maximale Anzahl linear unabhdngiger Spaltenvektoren
= Spaltenrang A (3.13)
Nach Definition gilt
Zeilenrang A := dimSpan  {Gje, ..., Gne} - (3.14)
—_———

Zeilenvektoren von A

DEFINITION 3.25 Zwei Matrizen A, B € M(m x n;K) heifSen dquivalent, geschrieben A ~
B :& Es gibt invertierbare Matrizen P € GL(n,K) und () € GL(m,K), sodass das Diagramm

K" K™

kommutativ ist. Das heifit, es gilt: B = P~'- A - Q.

NOTIZ 3.26 1) ~ ist die einfachste und grobste Aquivalenzrelation fiir Matrizen.

2) P und Q) konnen wir jeweils auffassen als Matrix eines Basiswechsels:

Bezeichnet £ = (ey,...ey,) die Standardbasis in K", dann ist Pe; = p,; der i-te Spaltenvektor
von P. Da P invertierbar ist, gilt dim Bild P = n, die Spalten von P sind also linear unabhdngig
und P := (De1, - - ., Pen) ist eine andere Basis von K". Mit der SKBB-Regel und da Pe; = P,; =
Pijer + ... + P,e, gilt, folgt P = ¢%(idgn). Damit folgt:

A~ B & Esgibt Basen P von K" und Q von K™ mit B = ¢(A).

SATZ 3.27 Sei A € M(m x n;K) und Rang A = r. Dann ist r < min{m,n} und mit 1, €
M(r x r; K) gilt:

1 --- 00
A - 1, 0
A~ : o = " =k,
0 --- 1 0 (0 O)
0 - 00

Ist A € M(n x n,K), dann gilt: A € GL(n,K) < Rang A = n.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen: In geeigneten Basen A, B von K" bzw. K™ gilt:
E, = ¢5(4) = ¢(id) A ¢ (id)

Mit der Dimensionsformel gilt dim Kern A = n — Rang A = n —r. Mit dem Basisergdnzungssatz
ergdnzen wir eine Basis (@41, ..., a,) von Kern A zu einer Basis (ay, ..., a,) von K". Dann ist
(Aay, ..., Aa,) =: (b1,...,b,) eine Basis von Bild A, die wir zu einer Basis (b, ..., b,,) von K™
ergidnzen. Daraus folgt » < min{n, m} und

1 -+ 00

b, j<r : Do

Aaj=< 777~ also: ¢p(A) = -
! {0, sonst ¢5(4) 0O --- 10
0 --- 0 0

Falls A € GL(n,K), dann existiert nach Definition nach Definition eine inverse Matrix A~', die
nach Satz 3.20 eindeutig ist. Damit ist A ein Isomorphismus auf K" und bildet nach Satz 3.7 eine
Basis in eine Basis ab. Also bilden die Spalten von A eine Basis von K" und sind insbesondere
linear unabhéngig. Hieraus folgt sofort, dass der Spaltenrang und damit der Rang von A gleich n
ist. Ist andererseits Rang A = n, dann bilden die Spalten von A eine Basis von K" und nach Satz
3.7 ist A ein Isomorphismus. Nach Definition existiert dann eine inverse Matrix A~

O]
KOROLLAR 3.28 (RANGSATZ) Fiir A, B € M(m x n;K) gilt:
A~ B << Rang A= Rang B.
Beweis. ”="": Aus dem Diagramm liest man ab: Bild B = Bild A.
7’«<":Seir := Rang A = Rang B, dann gilt A ~ E, und F, ~ B, also A ~ B. ]

Bemerkung: Beziiglich der Aquivalenzrelation ~ haben wir damit die Matrizen in M (m x n; K)
klassifiziert:

1) Durch die Angabe einer Normalform F,, denn alle B € [A] sind dquivalent zu F,., wobei
r = Rang A.

2) Durch die Angabe eines charakteristischen Datums

c: M(mxn;K) — N mit: A~ B < ¢(A) = c¢(B)
c = Rang ist ausreichend.

DEFINITION 3.29 Die zu A € M(m x n;K) transponierte Matrix A' € M(n x m;K) entsteht

durch das Vertauschen von Zeilen und Spalten, d.h. es gilt a;‘fj == aj; fiiralle 5 = 1...m und
1=1,...n.
Offensichtlich gilt:
1 0 0
Rang Bt = 0 " 5 | = = Rang E, (3.15)

e}
O =
o O
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LEMMA 3.30 I. Fiir A€ M(m x n;K),B € M(n x [;K) gilt (A- B) = B - A".
2. Fiir Isomorphismen A € GL(n K) gilt (A")™! = (A™Y)". Insbesondere ist A* wiederum ein

Isomorphismus.

Beweis. ad 1)

[(AB)] ;= (AB);; = > ApBy=> (A)(B");, = (B'- A");

ad 2) Es gilt A - (A7) = (A7' - A)! = 1 = 1 und analog (A™1)" - A* = 1. Damit folgt
(A—l)t _ (At)—I.

[
Damit erhalten wir aus dem Rangsatz das
KOROLLAR 3.31 Fiir A € M(m x n;K) gilt Zeilenrang A =Spaltenrang A = Rang A.

Beweis. Sei (mit Notiz 3.24) r = Rang A = Spaltenrang A, dann gibt es Isomorphismen P, () in
K™ bzw. K" mit A = PFE,(Q). Daraus folgt mit eqrefranger und Lemma 3.30

Zeilenrang A = Rang A" = Rang(PE,Q)" = Rang Q'E'P'
= Rang E' = Rang F, = Spaltenrang A

0
3.2 Lineare Gleichungssysteme
3.2.1 Losbarkeit linearer Gleichungssysteme
DEFINITION 3.32 Fiir A € M(m x n;K), b € K™ heifst
Ax =b (3.16)

lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten (r1,...,x,) = x € K™ b
heif3st Inhomogenitiit des Gleichungssystems. Fiir b = 0 heifst das Gleichungssystem homogen.
Die Losungsmenge ist gegeben durch Lis(A,b) := {x € R™; Az = b}.

DEFINITION 3.33 Sei V ein Vektorraum und W ein Untervektorraum von V. Dann heisst Ml C 'V
affiner Teilraum von V zu W &  dxg € V mit M = xo + W.



3.2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 37

NoTIZ 3.34 Ist vy € K" eine Losung von (3.16), gilt also Axy = b, so gilt
Lis(A,b) = xg+ Kern A :={zg+ x|z € Kern A}. (3.17)

Damit ist Lis( A, b) entweder leer oder ein affiner Teilraum von K" zum Unterraum Kern A.
Um (3.17) einzusehen, betrachten wir ein beliebiges xy € Los(A,b). Dann gilt Los(A,b) D xo +
Kern A, denn

Vy e Kern A: A(zo+vy) = Azg+Ay=5b+0.
Es gilt aber auch Lis(A,b) C xy + Kern A, denn

Vv € Los(A,b) : Alv—x9) = Av—Azg=b—-0b=0

= v—x9€ Kern A

= v € [rg+ Kern A
SATZ 3.35 Das lineare Gleichungssystem Ax = b (siehe (3.16)) ist genau dann losbar, wenn
Rang A = Rang (A|b) gilt, wobei (A|b) € M(m x (n+ 1); K) die sogenannte erweiterte Matrix
ist, die gegeben ist durch

apy o ay by
(Afb) ==

m1  ° Qmp bn

Beweis:. ”=":
Az = blosbar < b € Bild A = Span(a., ..., a.,) = Span(a.j, ..., a.,) = Span(a.i, ..., a.,, b)

,’¢9’:

Sei Span(a.y, ..., a.,,b) =: W, dann ist W ein Untervektorraum von K™ und Bild A C W. Nach
Voraussetzung gilt aber dim W = dim Bild A und damit = Bild A = W. Da nach Definition
b € W folgt sofort b € Bild A und damit ist Az = b 16sbar. O

NoTiz 3.36 Ist zg eine Losung von (3.16) und (vy, ...,v,) eine Basis von Kern A, so gilt nach
Notiz 3.34

LO'S(A, b) = {l’o + AU+ N N E K}, (3.18)

(dies ist die Parameterdarstellung von x, + Kern A). Dabei ist nach der Dimensionsformel r =
dim Kern A = n — Rang A.

NoTiz 3.37 Ein losbares Gleichungssystem Ax = b ist genau dann eindeutig losbar, falls Kern A =
{0} ist (d.h. falls Rang A = n gilt). Dies folgt sofort aus Notiz 3.34, da dann fiir jede Lisung gilt
x = xo + 0, falls x( eine Losung ist.

Erinnerung: Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit mehr Unbekannten als Gleichungen
ist niemals eindeutig 16sbar (Fundamental-Lemma, lieferte den Begriff der Basis).
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3.2.2 GauBverfahren

DEFINITION 3.38 Es gibt drei Typen elementarer Zeilenumformungen von A € M(m x n,K):

Typ 1) Vertauschen zweier Zeilen.
Typ 2) Multiplikation einer Zeile mit A # 0, A € K.
Typ 3) Addition eines beliebigen Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeilen.

Analog sind elementare Spaltenumformungen definiert.

SATZ 3.39 Seien A, A" € M(m x n;K) und b,b' € K™. Lisst sich (A|b) durch elementa-

re Zeilenumformungen auf (A'|b) abbilden (wir schreiben dann kurz (A|b) ~ (A'|t)) ), so gilt
Los(A|b) = Los(A'|Y).

Beweis:. Wir betrachten einzeln die Fille, dass (A’|V’) aus (A|b) durch elementare Zeilenumfor-
mungen vom Typ k fiir £ = 1, 2 oder 3 hervorgeht.

Typ 1) Kklar!

Typ2) VA#O0: ayx1 + ... + apxy, = b Aayxy + ... + Aapx, = Ab

Typ 3)
(Zeﬂe Z) a1y + ... + ainty, = b; ng (Zelle Z) a1+ oo + ATy, = b;
(Zeile ) ajuas+ ... + ajua, = b; (Zeile j) T+ ot AT = b
gLeL e T gm0 (A Zeile i) Aag®y + ... + Aain®, = \b;
(Zeile Z) a1 r1 + ... + aipx, = bi
(Zeile j + X\ - Zeile i) (a1 + Aain)xy + ...+ (ajn + Aain) T, = b; + Ab;

Andersherum gilt analog (i) A [(j) + A(9)] = (0) A[(J) + A(@) — A(@)] = (i) A (§).

]

NoTiZ 3.40 1. Durch (Alb) ~ (A'|b) wird eine Aquivalenzrelation auf M(m x n;K) x K™
erkldrt.

2. Jede elementare Zeilenumformung entspricht einer Multiplikation von A € M(m x n;K)

von links mit einer invertierbaren Matrix P € GL(m;K), einer sogenannten Elementar-
matrix.
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1) Permutationsmatrix

‘ o | oa a;
P! vertauscht Zeile i und j: - /
Q5 a;

2) VAe K: Ty(\) : ekl—>{)\ek Iy

1
0

a; . a; + /\(Zj
Q. a;

3) N/(\) :

Bemerkung: Fir A € M(m x n;K), B € GL(m;K) gilt Los(A|b) = Los(BA|Bb) (allgemein
gilt B(A|b) = (BA|Bb)). Als Spezialfall ergibt sich wieder die Invarianz des Losungsraums unter
elementaren Zeilenumformungen.

Warnung: Elementare Spaltenumformungen dndern den Losungsraum und zwar durch Umnum-
merieren der Unbekannten z1, ..., x,,. Der Rang bleibt dabei invariant.

LEMMA 3.41 Jede Matrix A € M(m x n;K) kann durch endlich viele elementare Zeilenumfor-
mungen in eine Matrix in Zeilenstufenform B iiberfiihrt werden, wobei

0.. 0 |b2j2 *
0.. 0 0 ’b3j3 *
0.. 0 0 0

B— 3.19
0... 0 0 0 0 [by, 3.19)
0.. 0 0 0 0 0
0... 0 0 0 0 0

mit byj,, ..., by;. # 0. Man liest ab: Rang A = Rang B = r =Zeilenrang B

Beweisskizze von Lemma 3.41. 1. Schritt
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e Falls ay; # 0, dann ist a;; = by;. Addiere fiir j = 2,...m das (—%)—fache von Zeile 1 zu
Zeile j. Das liefert

CL11| *
CERN R a0
x| Do
0 | *

e Falls a;; = 0 und ein Element der ersten Spalte a;; # 0: Zeilenvertauschung, dann weiter
wie oben. Es ist dann by, = a;1.

e Falls aj; = 0 fiir alle j (also die gesamte erste Spalte a.; = 0), dann weiter bis zur ersten
Spalte a.;,, die nicht null ist. Dann genauso verfahren wie oben, wobei 1 durch j; ersetzt
wird. j; ist dabei der Index der ersten Spalte, die # 0 ist. Dieses Verfahren liefert by, .

2. Schritt
Iteration des Verfahrens fiir die Submatrix A’ in

i by |ox
A= ( 0 | A (3.21)
STOP auf Zeilenstufenform B von A.
O

NoTIZ 3.42 Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann unlosbar, wenn die Zeilenstufenform

/
der erweiterten Matrix (A|b) von der Gestalt ( S I 5,, ) mitb" # 0 ist. Dies folgt aus Satz 3.35,

der besagt, dass Az = b genau dann unldsbar, wenn Rang A < Rang(A|b) gilt (der Rang der
erweiterten Matrix kann nie echt kleiner sein als der Rang der urspriinglichen Matrix). Dies ist
aber genau dann der Fall, wenn b" # 0 gilt.

Bemerkung: Falls Az = b losbar, liefern die Zeilenstufenform und eventuelle Spaltenvertau-
schungen

Ay - | |
0o - 'S | b
AP~ 0 0 an | | (3.22)
0 0 0
mita;; #0,7 =1,...,r, r = Rang A und weiter
1] 5 |V
~ - . _ _ _|=8B (3.23)
O] 0] O

Jetzt kann man die Losung ablesen:

I . (Y 1S v [V
Los B = wy + Kern B mit w0—<0>, denn (0 0)-(0)—(()).
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NoTiZ 3.43 Eine Basis (wy, ..., w,,) von Kern ( é g ) ergibt sich mit dem Ansatz:
Y Y1k
(Wi, ooy wy) = yi"l 96’“ . k=n—r. (3.24)
0 1
Fiir jede Spalte ergibt sich:
Yij S15
15
Yrj Srj

Also kann man die Losung in der Zeilenstufenform ablesen.

3.3 Ubungen

1. Beweisen Sie Satz 3.4!

2. Beweisen Sie Notiz 3.19!
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Kapitel 4

Determinanten

4.1 Geometrische Motivation im R? und R?

Determinanten kann man algebraisch iiber das Losen von Gleichungssystemen motivieren. In ihrer
Anwendung sind sie sehr bedeutsam fiir die Geometrie.

4.1.1 Determinante in R?

Sei a = (a1,a;) € R? ein beliebiger Vektor, dann steht der Vektor at = (—ay, a;) bzgl. des
Standard-Skalarproduktes (z,y) := z1y; + x2ys senkrecht auf a und hat dieselbe Linge, d.h.

atlaund ||la| = ||at]||. Die Fliche des von a und a* aufgespannten Quadrates ist gegeben durch
lal* = llall - fla* I

Fiir einen beliebigen Vektor b € R? ergibt sich die Fliche als das Produkt aus der Linge von a mit
der Lénge von dem Anteil von b, der senkrecht auf a steht:

Fliiche (a,b) = [lal] - ’(b,ﬁ}' — (b, at)| = ‘<( Z; ) , ( o )>' — Jarbs — ash|

at o~
&

a

>
>

Das fiihrt uns auf die folgende

43
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DEFINITION 4.1 Fiir a,b € R? heif3t

det ( @ b ) = det(a,b) == arby — ashy 4.1

as by

Determinante von a und b bzw. Determinante der Matrix A mit den Spaltenvektoren a und b.

Mit dieser Definition gilt:

10
det ( 01 ) = 1 = det(ey, €2)

01
det ( 10 ) = —1 = det(eg, 1)

€1

€1
Die Determinante enthilt also Informationen iiber die aufgespannte Fliche und die Orientierung
der Vektoren.

NOTIZ 4.2 Wie leicht zu sehen ist, hat die oben definierte Abbildung det : R? x R? — R die
Eigenschaften:

D1) det ist linear in jedem Eingang, d.h. det(\a,b) = Adet(a,b) = det(a, \b) und det(a +
b, c) = det(a, c) + det(b, ¢) (Scherungsinvarianz) .

D2) det ist alternierend, d.h. det(a,b) = — det(b, a).

D3) det ist normiert: det1 = 1.

Wir werden spdter zeigen, dass die Eigenschaften D1, D2, D3 die Abbildung det sogar schon
eindeutig festlegen.

4.1.2 Das Kreuzprodukt in R?

Wenden wir uns im Folgenden dem Kreuzprodukt im R? als sehr wichtigem Hilfsmittel zu.
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axb \\\

-

a

Zu zwei Vektoren a, b € R3 suchen wir einen Vektor a x b € R? mit den Eigenschaften:

K1 ||a x b|| entspricht dem Betrag der von a und b aufgespannten Fliche
K2 a x b L Span(a,b)

K3 Die drei Vektoren (a, b, a x b) bilden ein Rechtssystem.

Dass drei Vektoren (a, b, ¢) ein Rechtssystem beschreiben ist physikalisch mittels unserer Hinde
definiert: ihre Richtung lésst sich durch Daumen (= a), Zeigefinger(= b) und Mittelfinger(= c)
der rechten Hand (in dieser Reihenfolge) darstellen.

Wegen K1 ist die Abbildung x : R? x R3 — R3, (a,b) — a X b, linear in jedem Eingang. Damit
ist sie eindeutig bestimmt durch Werte auf einer Basis. Benutzen wir als die Standardbasis:

€3

€1 X g =e3 = —€g X €
€y X €3 = €1 = —e3 X €9 *
€3 X €1 = €9 = —e1 X €3

€9
€1

Mit = folgt aus der Linearitiit von x fiir a,b € R3
a x b= (azbs — asbs) e1 + (asby — a1b3) e2 + (a1ba — azby) e3

. (05} b2 as bg aj bl
= det (CLg bg) e; + det <(Z1 b1> ey + det (az bg) es . “4.2)

SATZ 4.3 Das durch (4.2) definierte Kreuzprodukt a x b € R? hat alle gewiinschten Eigenschaften
K1, K2 und K3.
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4.1.3 Determinante in R?

Wenden wir uns mit dem uns nun zur Verfiigung stehenden Kreuzprodukt der geometrischen Ver-
anschaulichung der Determinante im R zu.

Parallelepiped, welches durch
a,b,c € R3 aufgespannt wird
- |Volumen(a, b, c)
C = |Fliche(a,b)| x Hohe
:mxbyK axb

‘—|axbcﬂ

DEFINITION 4.4 Fiir a,b, c € R3 heif3t
det(a, b, c) := (a x b, c)

Determinante oder Spatprodukt der Vektoren a,b und c bzw. Determinante der Matrix A mit den
Spalten a, b und c.

NoOTIZ 4.5 1. Die Determinante in R® hat auch die Eigenschaften D1, D2 und D3 der De-
terminante in R%. wobei D2 hier bedeutet, dass die Determinante bei Vertauschung zweier
Vektoren (bzw. Spalten der Matrix) das Vorzeichen dndert (z.B. det(a, b, ¢) = — det(b, a, c)).

2. Die Determinante dreier Vektoren a,b,c € R? beschreibt das orientierte Volumen des von
den Vektoren aufgespannten Parallelepipeds bzw. Spates.

3. Es gilt det(a, b,c) > 0, wenn die Vektoren (a, b, c) ein Rechtssystem bilden, bilden sie ein
Linkssystem (werden also durch Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der linken Hand dar-
gestellt), so gilt det(a, b, c) < 0.

4. Zyklische Vertauschung der Vektoren dndert den Wert der Determinante nicht:

det(a,b,c) = (a x b,c) = (b x ¢,a) = (¢ X a,b)
5. Unter Verwendung der Determinante in R? und (4.2) ergibt sich die Formel:

det(a,b,c) = Zci(ax b)i

o (05} b2 as b3 a bl
= ¢y det (as b3> + ¢y det (a1 b1> + c3 det <a2 b2)

Dieser Zusammenhang rechtfertigt die Merkregel

ap by e
a X b=det as b2 €9 R
as by e3
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wobei die rechte Seite nur symbolisch zu lesen ist, da e; € R?, i = 1,2, 3, die Einheitsvekto-
ren in R3 sind, hier als Eingiinge in der Matrix also statt Zahlen Vektoren stehen.

Im folgenden soll die Determinante auch fiir n Vektoren aus K" bzw. fiir quadratische Matrizen
iber K definiert werden.

Ziel: Suche fiir einen Korper K eine Abbildung det : K" x ... x K" — K mit den Eigenschaften

D1) det: K™ x ... x K™ +— K ist multilinear.
D2) det ist alternierend.

D3) det ist normiert: det 1 = det(eq, ..., e,) = 1.

Dazu miissen wir als Hilfsmittel die Vorzeichen gut abzéihlen kdnnen.

4.2 Permutation und Signum

DEFINITION 4.6 1. Die symmetrische Gruppe auf der Menge X = {1,....n} ist gegeben
durch
S, ={m:{1,...,n} = {1,...,n} |« ist bijektiv } .

2. Seien (G, ) und (G,~) Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — G heift Gruppenhomomorphis-
mus <<

P91 - 92) = 0(91)~ P(92) » 91,92 € G (4.3)

Notiz 4.7 1. Ist e das neutrale Element in G, dann gilt $(e)~ ¢(g) = ¢(e - g) = ¢(g), also ist
¢(e) =: € das neutrale Element in G.

2. Ein Gruppenhomomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus

DEFINITION 4.8 Sei (G, o) eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation von G auf X von
links ist eine Abbildung

O Gx X=X, (g,2)—D(g,2)=Py(x)=tg-2

mit den Eigenschaften

1) e-x = x fiir alle x € X, wobei e das neutrale Element von G ist.

2) (aob)-xz=a-(b-x) fiirallex € X und a,b € G.
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SATZ 4.9 Auf der Menge X := {f : R™ — R} operiert S,, von links durch

(- @1, 20) = f(Zr1), s Ta(n)) 5 TeS,, feX x=(x,...2,) ER".

Beweis:. 1) klar
2) Firm, o € S, gilt

(7r'<0'f))($1a"'>$n) = (U'f)(@v“v@):f(yau"'ayan)

= [, Taomy) = (Mo 0) - f) (21, ..., 20)
0

LEMMA 4.10 Fiir die Funktion A : R" — R, die definiert ist durch A(zy, ..., v,) = [[;;(x;— ),
gilt 7 - A = —A fiir jede Transposition T € S,,.

Beweis:. Sei T die Transposition, welche r und s vertauscht (sei o0BdA s < r):

) ji#ms 1 (1 s
j T S j_,r aSO 7-_ 1 “ .. ’r‘ “ . S .. n '
r J=S8

Dann gilt unter Aktion von 7:

(2, — x5) 5 (15 — 2,) = — (2, — T4)

auf:

j>r ist (z; —x5)(x; — )
fir ¢ s<j<r ist (zy—x;)(r; —x,) invariantunter 7 .
j<s ist (z, —xj)(xs — ;)
[
LEMMA 4.11 Jede Permutation in S,, mit n > 2 ist eine Komposition von Transpositionen:
VreS,,n>23dkeNd3dn,...7, : w=m70..07. 4.4)

Die Zerlegung und die Anzahl k sind nicht eindeutig bestimmt.

Beweis:. Induktion nachn = 2,3, ...

1 2

LV n=2: 1,(2 1

) = 7, klar! (1 = 72)
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LS. n=(n+1)

Jede Permutation der Form 7 = ( * Z i 1 ) (die also n + 1 invariant ldsst) kann als

Element von §,, aufgefasst werden.
Sei o € S,,,1 und 7 die Transposition (n + 1) «<— o~ (n + 1). Dann gilt

n+1) o (n+1) = (n+1)

. o on+1
und damit aor_< . n+1)€8n
:}UOT:Tlo.,.OTk_l:>O':Tlo...07k_107_1

]

KOROLLAR 4.12 Ist A gegeben wie in Lemma 4.10, dann gilt fiir jede Permutation m = 1, o ... ©
T € Sn
T-A=(ro..om) A= (=1)"A, (4.5)

Insbesondere ist das Signum einer Permutation m € S,
sign 7 = sign(m 0 ... o7) = (=1)F

unabhdngig von Wahl der Zerlegung von m in Transpositionen und damit wohldefiniert.

Beweis:. Gleichung (4.5) folgt sofort aus Lemma 4.10. Falls 7 = 7y0...07; mit den Transpositionen
7i, j=1,...4,s0 giltnach (4.5) (—1)*A =TI - A = (—1)*A. Die Auswertung auf (zy, ..., z,,) €
R™ mit A(z1, ..., x,) # 0 liefert (—1)* = (—1)* (damit auch k = ¢ mod 2).

]

SATZ 4.13 Die Abbildung sign : S, — {—1, +1} ist ein Gruppenhomomorphismus von (S,,, o) in
die multiplikative Gruppe ({£1},-) = (Zs, ).

Beweis:. Seienm =T110...07T;, 0 =T10..07, €§,,dann gilt

sign (to1) = sign (17 0...07,07,0...07,)
(=1)* = (=1)"- (=1)* = sign 7 -sign o

4.3 Exkurs: Ein wenig Gruppen-ABC

DEFINITION 4.14 Sei (G, -) eine Gruppe, dann heifst H C G Untergruppe von G <

1. H #0.
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2. a-b€ H fiirallea,b € H.

3. a~' € H fiirallea € H.
NOTIZ 4.15 (H, -) mit der von G vererbten Verkniipfung ist dann selbst eine Gruppe.
DEFINITION 4.16 1. Eine Untergruppe H von G heifit normal bzw. Normalteiler von G <

ghg™' € H, wir schreiben kurz H <G, ge G, heH (4.6)

2. Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge Z(G) :={h € G|g-h=h-gVg € G}.

Bemerkung:

1) Das Zentrum einer Gruppe ist normal, d.h. g-h-g~' = h € Z(G) firalle h € Z(G),g € G.

2) Auf einem Normalteiler H < G operiert G durch Konjugation oy : h—g-h-g~' € H

SATZ 4.17 Sei ¢ : G — G ein Gruppenhomomorphismus, dann ist Bild ¢ = ¢(G) eine Unter-
gruppe von G und Kern ¢ = {g € G| ¢(g) = é € G} ein Normalteiler von G.

Beweis. 1) z.z.: Bild ¢ ist Untergruppe von G:
Seien a,b € G und a = ¢(a), b= ¢(b) € Bild ¢, dann folgt aus der Homomorphismus-
Eigenschaft a~b = ¢(a)~ ¢(b) = ¢(a - b) € Bild ¢.
Sei a € G mit inversem Element ¢! € G, dann gilt ¢(a) " ¢(a™') = p(a-a™') = ¢(e) = €
und damit ¢(a ') = (¢(a))~! € Bild ¢.
2) z.z.: Kern ¢ ist Normalteiler von G

- z.z.: Kern ¢ ist Untergruppe von G:
Seien a,b € Kern ¢, also ¢(a) = ¢(b) = é. dann folgt é = ¢(a)~ ¢(b) = ¢(a - b) und
damitist a - b € Kern ¢.
Seia € Kern ¢, also ¢(a) = €, dann gilté = ¢(a)~p(a™) =~ ¢(a™!) = ¢(a™') und
damit o' € Kern ¢.

— z.z.: Kern ¢ ist Normalteiler von G:

Fiir h € Kern ¢gund g € G gilté(g-h-g™") = ¢(g9)"6(h)*d(g7") = d(9)" €7 d(g™") =
&(9) (g7 ) =d(g-g7') = ¢(e) = é¢und damit g - h - g~' € Kern ¢

DEFINITION 4.18 Sei (G, -) eine Gruppe und H C G eine Untergruppe von G.

1. Die Linksnebenklassen von H in G sind die Mengen
aH:={g9g=a-h|he H}, acd,

also die Aquivalenzklassen [a) unter der Aquivalenzrelation g ~ a <> 3h € H: g=a-h.
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2. Die Rechtsnebenklassen von H in G sind die Mengen
Ha={g9=h-a|lhe€ H}, a€d, 4.7)
also die Aquivalenzklassen unter der Aquivalenzrelation g ~ a < 3h € H: g=h-a.

NOTIZ 4.19 Ist H normal, dann sind die Linksnebenklassen gleich den Rechtsnebenklassen:

H<G = FirgeaH gilt: ¢=ah=gaha‘a=hae Ha
€eH
= aH = Ha (Linksnebenklasse = Rechtsnebenklasse)

SATz 4.20 Sei (G, -) eine Gruppe und H < G, dann induziert die Gruppenstruktur von G eine
Gruppenstruktur auf dem Quotientenraum G /H = {aH | a € G} vermdige

aH*bH = (a-b)H . (4.8)

Die Restklassenabbildung 11 : G — G/H, a — aH ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus, die sogenannte kanonische Projektion, mit Kern I1 = H. Die Gruppe (G/H,") heifst
Quotientengruppe von G nach dem Normalteiler H.

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dass die in (4.8) definierte Verkniipfung * wohldefiniert, also re-
prisentantenunabhingig, ist. Seien also a’ = a - h; und b’ = b - hy andere Repréisentanten von aH
und bH, dann gilt

dHWH=(d - V)H=(a-hy-b-hy)H=(a-b-b""hy-b-ho)H = (a-b)H = aHbH .
——

€eH

(G/H,") ist eine Gruppe, denn - ist abgeschlossen nach Definition und

e Das neutrale Element ist e, denn aH *eH = (a - e¢)H = aH.
e Das inverse Element zu a H ista ' H,denn aH “a 'H = (a-a ')H = eH.

e  ist assoziativ, denn (aH “bH)'cH = (a-b)H* cH = ((a-b)-¢)H = (a-(b-c))H =
aH"(b-c)H =aH"(bH " cH).

IT ist ein Gruppenhomomorphismus, denn II(a-b) = (a-b)H = aH “bH = Il(a) - II(b). AuBerdem
ist IT surjektiv,denn G/H > aH = II(a) € Bild I[Tundes gilt Kern II = {a € G |Il(a) = eH} =
H,dennlIl(a) =eH < aH = (e-a)H =eH < a € H. O

SATZ 4.21 Fiir jeden Gruppenhomomorphismus ¢ = (G,-) — (G.?) ist Bild ¢ isomorph zu
G/(Kern ¢), das heisst, die Abbildung j : G /(Kern ¢) — Bild ¢, die gegeben ist durch a Kern ¢ +—
o(a), ist ein Isomorphismus (d.h. ein bijektiver Homomorphismus).
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> Bild ¢ C G

¢
G
Q‘ G/(Kern ¢) /

Beweis:. Wir setzen H := Kern ¢ = {g € G| ¢(g) = €}.

j ist wohldefiniert, denn fiir 2 Reprisentanten von [a] gilt:
abcadH < 3heH:b=a-ht < a'-b=heH. 4.9)
Daraus folgt
J(0H) = ¢(b) = d(a-a™" - b) = p(a)* ¢(
j ist homomorph, denn j(aH *bH) = j((a-b)H) = ¢(a - b) = ¢(a)~o(b) = j(aH) " j(bH).
j ist injektiv, denn mit (4.9) folgt

jlaH) = j(bH) & ¢(a) = ¢(b) < ¢(a™-b) = pla™!) d(b) = ¢p(a™") P(a) =
& a'beH © bH =aH .

™

AuBerdem ist j surjektiv, denn falls g € Bild ¢, dann existiert a € G mit g = ¢(a). Damit folgt
aber sofort g = j(aH).
[

Beispiel: Nach Satz 4.13 ist sign : S, — {—1,+1} ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
A, = Kern sign = {0 € S, |sign ¢ = 1} < S, die sogenannte alternierende Gruppe. Fiir
jede Transposition 7 € S, gilt S,, = A, UTA, und A, N 7A, = (), also ist S,, eine disjunkte
Vereinigung von A, und 7A,,.

4.4 Determinanten im K"

Sei nun K ein beliebiger Korper. Um die Determinante analog zum R? und R? einzufiihren, defi-
nieren wir zunéchst:

DEFINITION 4.22 Sei V' ein Vektorraum iiber K mit dimV = n.

1. Eine Funkti : K heisst p-Multili infach p-F
ine Funktion f : V x ... x V — eisst p-Multilinearform (oder einfach p-Form) auf

p mal

V :& fiiralle j = 1,...pist die Abbildung f(a,...,a;_1, -, ajt1,...a,) : V — Klinear.
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2. f heisst alternierend :< fiir alle a € V gilt f(...,a,...,a,...)=0.

3. Die Menge der alternierenden p-Multilinearformen auf' V' bezeichnen wir mit Alt? V.
NoTiz 4.23 AIt? V ist ein Vektorraum iiber K.
Die Definition einer alternierenden Multilinearform ist etwas anders als wir es bei den Eigenschaf-
ten der Determinante in R? und R? verwendet haben, es gilt aber

LEMMA 4.24 Fiir jedes f € Alt? K™ gilt: (1)<(2)=(3), wobei

(1) f istalternierend.
(2) f(a,...,a,) = 0falls (a1, ..., a,) linear abhdiingig sind.

(3) f(..,ai,...,a;,..) =—f(...,a;,....a;,...) fiirallei,j = 1,...p.
Falls 2 # 0 in K, gilt sogar (2)<(3).

Beweis:. (1)< (2)istklar,da(...,a,...,a,...) linear abhingig ist.
(1)= (2): Falls das Tupel (a4, ..., a,) linear abhingig ist, dann ist ein a; eine Linearkombination
der anderen, es gibt also \;; € K, j # i, sodass a; = ), £ Aija;. Aus der Multilinearitit von f
und (1) fOlgt f(al, ceey ap) = Zi#j )\ijf<a1, vy Aj—1, A5, Aig1, ) =0
(2)= (3): Die Multilinearitdt von f liefert f(...,a;,....,a;,...) + f(..., a5, ..., i, ...) = f(...,a; +
aj,...,a; + a;, ...) = 0 und damit (3).
(3)= (1) falls 2 # 0 in K: Aus (2) folgt sofort f(...,a,...,a,...) = —f(...,a,...,a,...) und damit
2f(...,a,...,a,...) = 0. Aus 2 # 0 folgt damit (1).

[

Um die Determinante in K" zu defnieren, verwenden wir die Eigenschaften D1, D2, D3 der De-
terminante in R? und R3:

DEFINITION 4.25 Sei det : K" x ... x K" — K eine Abbildung mit den Eigenschaften
—_——

n mal

D1) det ist eine n-Multilinearform,
D2) det ist alternierend,

D3) det ist normiert, also det 1 = det(eq, ..., e,) = 1,

dann heisst det(ay, . . . a,) Determinante von (ay, . . . a,,) bzw. Determinante der Matrix A € M (nx
n, K), deren Spalten durch die Vektoren ay, . . . a,, gegeben ist.
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Die Determinante eines Tupels oder einer Matrix ist eindeutig bestimmt, denn es gilt

SATZ 4.26 Es gibt genau eine Abbildung det : K" x ... x K" — K mit den Eigenschaften
—_——

n mal

DI-D3. Fiir die Zeilenvektoren a; = (a1, ..., aj,) der Matrix A = (a;;) € M(n x n;K) gilt

det(ay,...,a,) =det A= Z (sign ) air(1y, -5 Gnr(n) - (4.10)

7T€Sn

Beweis:. Wir zeigen zunichst, dass jede Abbildung det, die Definition 4.25 erfiillt, durch die rech-
te Seite von (4.10) gegeben ist. Das impliziert dann die Eindeutigkeit dieser Abbildung.

Sei det eine Determinante nach Definition 4.25, dann gilt

det(ay,...,a,) = det(Zalheﬁ,...)

Jji=1
D)\
D1
= E A1y s ey Oy, det(ejy, ..., €j,)
] - —_——
Jtseeesin=0 =0, falls (j1,...,jn ) keine Permutation (7 (1),...,m(n)) ist.
(D2)
= E A1r(1)s -+ Anr(n) det(ex(1), s €x(n))
TES) e

 enthilt k Transpositionen, also (—1)k=sign =

= Z A1r(1), - Onr(n) SigD ™ det 1 .
TESH =1

Also ist det eindeutig durch D1-D3 bestimmt und aus diesen Eigenschaften folgt (4.10).

Um die Existenz einer Abbildung det aus Definition 4.25 zu beweisen, zeigen wir, dass (4.10) eine
solche Abbildung definiert.

Sei f: K" x ... x K*" — K durch die rechte Seite von (4.10) definiert. Dann gilt:
(D1) f ist multilinear, denn fiir alle j = 1,...n gilt

flay, ..., a+b,..,a,) = Z a1r(1)---(@ + D)z () ---Onr(n) (sign m)

—~—
j. Eingang TESn
= Z(sign T) Qin(1)--Or(j)--Onm(n) + Z by
= f(.a.)+ f(..b..)

Weiterhin folgt sofort aus der Formel f(..., Aa,...) = Af(...,a,...) fir A € K.
(D3) f ist normiert, denn es gilt

fler,...,en) = Z(Sign T) €ix(1)--Crr(n) = Sign 1 =1.
—_——

w€/n —0 falls 7#£1
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(D2) Um zu zeigen, dass f alternierend ist, verwenden wir das letzte Beispiel in Abschnitt 4.3,
d.h. die disjunkte Vereinigung S,, = A, UTA, = A, U A, 7 fiir die Transposition 7, die 7 und j
vertauscht. Dann gilt fiir b € K"

f(al, ey b g eeey b s an) = Z sign T alﬂ(l)...bﬂ(i)...bﬂ-(j)...anﬂ-(n)
1. Eingang j. Eingang TEAUTA,
= Sign ) Aim(1)--Or(i)---On(4) - - Qrme(m) + Sign o) a15(1)---bo(i)---00(7)---Cno(n
> (B8 ) arn)erbrn(iy-rbr(iytumy + Y (5180 0) Ao(1)--Di(i)---Dati)---Gna(n)
TEAn, =1 cE€ALT =1
= Z ahr(l)...bw(i)...bﬂ(j)...amr(n) - Z alg(l)...bg(i)...bg(j)...ang(n) =0 y
TEAR ocEALT

wobei die letzte Gleichung gilt, da fiir jedes o € A, 7 ein ™ € A, existiert, so dass 0 = 7 o 7 gilt
und damit alg(l)...ba(i)...bo(j)...am(n) = alﬂ(l)...bﬂ(j)..‘bﬂ-(i)...anﬂ-(n).
]

NOTIZ 4.27 Falls 2 # 0 in K, dann bendtigt man die Zerlegung S,, = A,, U A, T nicht.

KOROLLAR 4.28 Alt" K" ist ein K-Vektorraum der Dimension 1. Insbesondere gilt

VicA"K"INEK : f=A\det .

Beweis:. Die Uberpriifung der Vektorraumeigenschaften ist eine Ubungsaufgabe.

Wir setzen W := Alt" K" und betrachten die Abbildung A : W — K mit A\(f) := f(1) (hier
bezeichnet 1 = (ey,...e,) die Einheitsmatrix mit den Einheitsvektoren als Spalten). Offensicht-
lich ist A € Hom(W, K) (selber!). Weiterhin gilt Kern A = {0}, sonst gibe es ein f € W mit
f # 0und f(1) = 0. Dann wire aber (det +f)(1) = 1 und damit det + f eine weitere Abbil-
dung, verschieden von det, mit den Eigenschaften D1, D2 und D3, im Widerspruch zu Satz 4.26.
Also gilt dim Kern A = 0 und da dim Bild A = dimK = 1, folgt mit der Dimensionsformel
dim W =0+ 1 = 1. Der Wert \(f) € K der oben definierten Abbildung geniigt wegen D3 der
Gleichung f = \(f) det.

]

Aus Definition 4.25 bzw. (4.10) folgt
KOROLLAR 4.29 Fiir A € M(n x n;K) gilt
det A =det A",

wobei At die transponierte Matrix bezeichnet (Definition 3.29).

Beweis:. Sei A = (a;;) also A" = (b;;) mit b;; = a;;. Wegen sign 7 = sign 7! gilt

det At = eresn (Sign 7T) blﬂ-(l)...bnﬂ-(n)
~————

:a7r(1)1"'aﬂ'(n)n:alﬂ—*l(1)"'a’n7r*1(n)

= o ics, (5180 0) A15(1)--Ano(n) = det A
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Satz 4.30 Fiir A, B € M(n x n;K) gilt

det A-B=det A det B. 4.11)
Beweis:. Fir A = (a;;) und B = (by;) = (by,...by)ist A- B = C = (¢;j) mit ¢;; = Y, @, by;.
Fiir die jeweiligen Spaltenvektoren b, und ¢; gilt dann ¢; = Ab; und wir haben

A-B=(A-by,...A-b,). (4.12)
Es gilt mit (4.12)

det(A - B) = det(Aby, ..., Ab,) = det(A-, ..., A)[by, ..., b)) = fa(by,...by)
=:fa

und f4 € Alt" K", denn fiir b; = by, folgt A-b; = A-byundesgilt A- (a+b)=A-a+ A-b.
Damit folgt die Behauptung aus den Eigenschaften D1 und D2 der Determinante.

Mit Korollar 4.28 gilt die Gleichung f4(by,...b,) = Adet(by,...,b,) fir A = f4(1) = det(A -
1) = det A und damit folgt

det(A- B) = fa(B) = det Adet(B) .

SATZ 4.31 Fiir A € M(n x n;K) gilt
det A0 & AeGL(mK). (4.13)

Beweis:. Sei A € GL(n,K), dann existiert nach Definition 3.20 ein A~! € M(n x n;K) mit
A-A7! =1 und wegen Satz 4.30 und D3 gilt 1 = det1 = det(A- A™') = det A det A~! und
damit insbesondere det A # 0 # det A~

[

NoTiZ 4.32 Wir konnen Satz 4.31 natiirlich mit der Verneinung und Satz 3.27 dquivalent formu-
lieren:
det A=0 < Rang A<n.

KOROLLAR 4.33 Sei V' ein K-Vektorraum, T € End(V') und seien A, B Basen von V. Dann gilt:
det (®A4T) = det (PET) (4.14)
Das heifit, dass die Determinante der Matrixdarstellung eines Endomorphimus ist unabhdngig von

der Wahl einer Basis.

Beweis:. Mit Satz 4.30 gilt

det (®5(T)) = det | @5 (id) ®X(T) ®5(id) | = (det A1) (det A)det O4(T)
W—/ W_/ . ~ 4
=:A =A-1 =det(A~1.4)=1
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Das Korollar erlaubt uns die folgende Definition:

DEFINITION 4.34 Sei V' ein Vektorraum und T € End (V') ein Endomorphimus auf V. Dann ist
die Determinante von I’ definiert durch

det T := det (®47) ,

wobei , A eine beliebige Basis von 'V ist.

4.5 Berechnung und Anwendung von Determinanten

SATZ 4.35 det(-) ist invariant unter Zeilen- bzw. Spaltenumformungen vom Typ 3 (siehe Definition
3.38), das heisst die Addition des \-fachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte)
dandert den Wert der Determinante nicht:

det(...q;...a;...) = det(...a;..., (a; + Aa;), ...) .

Beweis:. Aus DI folgt det(...q;..., (aj+Aa;),...) = det(...a;,...aj,...)+Adet(...a;,...q;,...)
und wegen D2 ist der zweite Summand null.
O

/\1 X
SATZ 4.36 Fiir eine obere Dreiecksmatrix A = . gilt
0 Am

det A:)\l/\g)\n

Beweis:. Falls eines der \; = 0, dann folgt Rang A < n und mit Satz 4.31 gilt det A = 0 und
damit die Behauptung.

Seien nun Aq, ..., A, # 0. Dann folgt aus D1

1 * 1 *
Ao 1

det A = )\; det ] =N ...\, det ) (4.15)
0 An 0 1

Die Matrix auf der rechten Seite von (4.15) kann durch elementare Zeilenumformungen in die
Einheitsmatrix 1 umgeformt werden. Wegen Satz 4.35 folgt damit sofort

det A=A ...\, det 1=X;...\,.
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NoT1Z 4.37 det = det 1 = 1 ist die algebraische Formulierung der Scherungsin-

0 1
varianz von Volumina.

€2

Y

€1

Satz 4.36 liefert uns das folgende

Berechnungsverfahren fiir die Determinante einer Matrix:

Zur Berechnung von det A, A € M(n x n; K) verwenden wir das GauBverfahren, um A auf eine
obere Dreiecksmatrix zu transformieren.

A *
Ar— )
0 An
Dann gilt:
det A= (=1)FX..\,

Dieser Schritt ist fiir n > 4 sinnvoll.

Jetzt 16sen wir ein Gleichungssystem Az = b € K", A € GL(n,K):
Falls Az = b eindeutig 16sbar ist, gilt det A # 0. Seien (ay, ..., a,) die Spaltenvektoren von A.
Wende nun die Linearform det(ay, ..., a;_1, -, @j11, ..., a,) : K" — K an:
det(...,a;_1,b,a;41,...) = det(...a;_1, , Ax = Z AxTh, i1, --.) = T; det(aq, ..., a5, ..., ap) .
k=1

Das beweist die Cramer‘sche Regel:

SATZ 4.38 (CRAMER’SCHE REGEL) Sei A € GL(n,K) und seien a; die Spaltenvektoren von A,
dann hat das Gleichungssystem Ax = b fiiri = 1, ..., n die eindeutig bestimmte Losung

X

= m det(al, ...,ai_l,b, A1, ...,an) . (416)
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Die Cramer‘sche Regel liefert uns eine Berechungsformel fiir die Inverse Matrix:

Zu A € GL(n,K) mit Spaltenvektoren (ay, ..., a,) suchen wir die inverse Matrix A™! = X =
(1, .oy Tn) = (x45). Mit (4.12) gilt 1 = A- X = (Azy,...,Ax,) und damit Az; = e; fir
1 < 7 < n. Die Cramersche Regel (4.16) liefert

det A
T = det (ay,...,ai_1, €; ,Git1,...,Gn) = )L 4.17
97 qer A GO Giny & 1 in, e @) = S iy “.17)
Spalte ¢
Z:\xgji

Nach (i — 1) Spaltenvertauschungen und (j — 1) Zeilenvertauschungen (wobei sich jeweils das
Vorzeichen der Determinante dndert) ergibt sich

ay; e O e A1n .
* - *
~ . . . 0
Ajz,_ P * — ) A (4.18)
. . ) : Ji
: 0
Qan1 0 Ann

DEFINITION 4.39 Sei A € M(n x n,K), dann ist die (j,i)-te Streichungsmatrix A;; € M((n —
1) x (n —1),K) von A die Matrix, die aus A durch Streichung der j-ten Zeile und i-ten Spalte
entsteht.

Es gilt mit Satz 4.35 und Satz 4.36:
det Aji = (—1)j_1+i_l det Aji . (419)

Wir haben damit gezeigt:

SATZ 4.40 (MATRIX-INVERSION) Sei A € GL(n,K) und A;; € GL(n — 1,K) die (j,1i)-te
Streichungsmatrix von A. Dann sind die Komponenten x;; der zu A inversen Matrix A™' = (z;;)

gegeben durch
det Ajz’

o= (=1)" )
vy = (1) det A

Der folgende Satz, der Laplace’sche Entwicklungssatz, dient zur induktiven Berechnung von
Determinanten.

SATZ 4.41 (LAPLACE’SCHER ENTWICKLUNGSSATZ) Sei A = (a;;) € M(n x n;K) und A;; die
(1, j)-te Streichungsmatrix von A, dann gilt

det A= "a;; (—1)"" det Ay . (4.20)
i=1

Wir sagen, det A wird entwickelt nach der j-ten Spalte von A.
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Beweis:. Mit D1 und (4.19) gilt
det A = det(ay,...,qj,...,a,) = det(aq, ..., Zaijei, ey Q)

—_—
Spalte j
n n
— E _ i+j
= a;; det(aq, ..., e;,...,a,) = g a;;(—1)"™7 det A;;
i=1 N i=1
det Aij

]

NoOTIZ 4.42 (ENTWICKLUNG NACH ZEILEN) Wegen det A = det A (Korollar 4.29) ist ana-
log zur Spaltenentwicklung nach Satz 4.41 auch die Entwicklung nach Zeilen moglich, d.h. die
Determinante ldsst sich berechnen durch

det A = Z Qi (—1)i+j det Aij .
j=1

4.6 Orientierung und Wegzusammenhang von GL(n, R)

DEFINITION 4.43 A € GL(n,R) heifit stetig deformierbar in B € GL(n,R) :&
Es gibt eine stetige Abbildung ® : [0,1] — GL(n,R) mit $(0) = A und (1) = B.
® heifst auch Homotopie von A nach B.

NOTIZ 4.44 Eine stetige Deformation der Basis A = (ay, ..., a,) in die Basis B = (by, ..., b,) ist
definiert als stetige Deformation der zugehorigen Matrizen A und B mit den Basisvektoren als
Spalten.

Fundamental ist der folgende

SATZ 4.45 Fiir A € GL(n, R) sind die folgenden Aussagen iiquivalent.

(1) det A >0

(2) A ist stetig deformierbar in 1 € GL(n,R)

Beweisskizze:. (2) = (1): Sei ® eine Homotopie von A nach 1, dann ist die Abbildung 7 :
[0,1] — R, die gegeben ist durch ¢ — ~(t) = det ®(t) stetig und es gilt v(0) = det A und
v(1) =det 1 = 1.
Wire nun det A < 0, dann folgte aus dem Zwischenwertsatz, dass t, € [0, 1] existiert mit
Y(to) = det ®(tp) = 0.1im Widerspruch zu () € GL(n,R) = {A € M(nxn;R| det A # 0}.
(1) = (2): Dieser Beweisteil ist viel schwerer. Zu benutzen ist hier der GauBalgorithmus mit
Einheitsmatrizen: A ~ ... ~ 1, implementiert durch Permutation von Zeilen und Addition des
Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile (beides entspricht der Multiplikation mit Elementar-
matrizen in GL(n, R)).

0
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DEFINITION 4.46 Zwei Basen A = (ay,...,a,), B = (by,...,b,) eines reellen Vektorraums V
heifsen gleichorientiert :<—=> 3f € Aut(V) mitdet f > Ound f(a;) = b;.

NOTIZ 4.47 Die Definition 4.46 liefert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen von'V,
die genau zwei Aquivalenzklassen besitzt. Diese werden als Orientierung des R-Vektorraums V
bezeichnet. Eine orientierter R-Vektorraum ist ein Paar (V, or) aus einem R-Vektorraum und einer
der beiden Orientierungen.

KOROLLAR 4.48 Seien A und B Basen eines R-Vektorraums V. Dann gilt:
A und B gleichorientiert < Es gibt stetige Deformationen von A nach B, also
f e C([0,1], Aut(V)) mit f(0)a; = aj und f(1)a; = b;

Beweis:. Sei g € Aut(V) mit g(a;) = b;. Dann giltdet ¢ >0 & det ®4(g9) >0 <& Die
Matrix A := ®4(g) ist stetig deformierbar in 1 vermdge A(t) &  f(t) = (®4)~' A(t) liefert
die Deformation von A in B. H

4.7 Ubungen

1. Beweisen Sie Satz 4.3!
2. Beweisen Sie Notiz 4.23.

3. Zum Beweis von Satz 4.45: Schreibe A = PU~ DU, wobei P eine Permutationsmatrix ist,
D diagonal und U™, U~ Dreiecksmatrizen, genauer

(/1 0 \

U™ € . ; * hat Koeffizienten im R » =: N~
\ * 1 Vs
([ 1 * )

Ut e . x hat Koeffizienten im R p =: N*
0 1 )

\
D E{diag()\l, 7>\n)7 )‘j € R*} =T
T ist der “maximale Torus” (die maximale kommutative Untergruppe von GL(n, R)). Dann
ist
)\1 *
DUY ¢ ;A\ ER Ly = BY
0 An

BT ist die Borel-Untergruppe. Diese Anteile werden einzeln deformiert :.

1) Bei U* schalten wir die Nicht-Diagonalelemente stetig aus:
0 * 0 0

fir0 <t <1listUT(t) =1+t und U~ (t) =1+t
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2) Bei D werden die Diagonalelemente einzeln deformiert, also D(t) = diag(...\;(t)...),
. Aj
I ———

>0 fir o<t<1

3) Die Permuationsmatrix P ergibt sich also Produkt von Permutationsmatrizen F;, die je-
weils die i-te und die 7 + 1-te Zeile vertauschen, also P = [ [, P; mit

1 0

)
O =

0 1

Diese Vertauschung wird als Deformation mittels einer Drehung ausgefiihrt, also

1 0
P(t) —cost(m/2) sint(mw/2)
e sint(mw/2)  cost(m/2)
0
1
Dann gilt
1 0
Pi(0) = -1 | und P(1) =P, und det P(t) = £1
0
1
+1 *
Insgesamt ergibt sich A(t) = P(t)U (¢t)D(t)U*(t) mit A(0) = und
0 +1

A1) = A.



Kapitel 5

Lineare Differentialgleichungen

5.1 Exponentialfunktion von Matrizen

DEFINITION 5.1 Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum und A € End(V') =: L(V') und sei
| - || eine Norm in V. Dann ist die uniforme Norm oder Operatornorm von A definiert als

I Allc i= sup [ Az]] .

TE
lzfl=1
LEMMA 5.2 Fiir jede Norm || - || in V ist || - ||z : L(V) — R eine Norm und es gilt fiir alle
A, Be L(V)
A
1Al = H|| 1” (5.1)
IA- Bz < ||A|!c 1Bl - (5.2)
Beweis:. 1) || - || ist eine Norm (Ubung)
2) Beweis von (5.1):
sup ||Azx| = sup ‘A H sup —- || Ay]| -
wev yevIl Iyl yev [lyll

lzf=1
3) Beweis von (5.2): Aus (5.1) folgt sofort || Ay|| < [|A||z]|y|| firalley € V und damit || A- Bz|| <
|Allzl|Bz|| < [|A|lz]|Bl|c||x| fir alle z € V. Division durch ||z|| # 0 und Supremumsbildung

liefert die Behauptung.
O

SATZ 5.3 Fiir V.= R" oder V.= C" ist der normierte Raum (L(V'),|| - ||z) vollstindig.

Erinnerung: Ein normierter Vektorraum (V/ ||.||) ist vollstindig, falls jede Cauchy-Folge konver-
giert, genauer: fiir jede Folge (a;) ey mit a; € V und

Ve>03INeNVmn>N: |a,—anl <e€

63
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existiert ein a € V/, so dass gilt

Ve>03INeNVn>N : |a,—al <e.

Fiir den Beweis des Satzes verwenden wir die Aquivalenz von Normen.
DEFINITION 5.4 Sei V' ein Vektorraum und seien ||-||, und || - ||2 zwei Normen auf V. Dann heissen
| - [|1 und || - ||2 dquivalent <

1
3C>0vaeV s el <l < Cllel

Bemerkung: Das definiert eine Aquvalenzrelation auf der Menge aller Normen auf einem Vektor-
raum. Konvergenz von Folgen und Offenheit von Mengen hiingen nur von der Aquivalenzklasse
ab.

SATZ 5.5 Alle Normen auf R" sind dquivalent.

Beweis. Sei (ey, ..., e,) die Standardbasis von R", dann ist durch

n
ol = || 3 vse;
j=1

eine Norm auf R" gegeben (die Supremumsnorm), wobei | - | den Betrag in R bezeichnet.

|| - |l sei eine beliebige andere Norm auf R™. Wir werden zeigen, dass || - ||o dquivalent zu || - ||
ist, dann folgt aus der Transitivitit der Aquivalenz die Behauptung.

Sei S}t := {v € R"|||v||; = 1} die n — 1-Sphiire in R™ bzgl. || - ||;. Dann ist S} * das Urbild der
abgeschlossenen Menge {1} C R unter der stetigen Abbildung || - ||y : (R, || - []1) — (R, |-]) (die

= max |v;|, veR",
1 je{1,..n}

Abbildung ist stetig, da aus der Dreiecksungleichung folgt |[|v1]| — [[va[l1| < [Jvr — v|1). Damit
(mit der topologische Definition von Stetigkeit) ist S;""' ebenfalls abgeschlossen. Mit dem Satz
von Heine-Borel ist S}~ damit kompakt in (R™, || - [|1).

Die Abbildung || - |2 : (R™, || - [[1) — (R, | -]) ist stetig, denn (mit der Dreiecksungleichung)

n
, S > Lz = willlesll2

J=1

< m]aX|37j =yl > lleslla < llw = y[hC .
i

lalle = llylla| < 1 = yll2 = ||>" (5 = w)es
j=1

Nun nehmen stetige Funktionen auf Kompakta Minimum und Maximum an, es existieren also

C,Cq,Cy > 0so dass

1
5§01§\|§:|y2§02§0, $e syt
Fir x = Hm||1m = ||z||;z € R™ folgt dann

1 .
lelly < llzllfizllz = llzllz < Cllell
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Beweis von Satz 5.3. Der Raum £(C") ist isomorph zu C"* und damit vollstindig z.B. in der Norm

| Al := max;;|A;|. Aber in C* sind alle Normen iquivalent (mit Satz 5.5), also folgt die
Behauptung.

]
LEMMA 5.6 In einem vollstindigen normierten Vektorraum (= Banachraum) (V|| - ||) ist jede

absolut konvergente Reihe auch konvergent.

Beweis. Wir miissen zeigen: falls ) 3°° | a; absolut konvergent ist (also falls 3 [|a;|| < o0), dann
ist die Folge der Partialsummen .S,, := Z]Nil a; eine Cauchyfolge in V.

Sei also > 77| [|a;|| konvergent, dann ist die Folge der Partialsummen S 1= > 7oy llaj|| konver-
gent und damit insbesondere eine Cauchy-Folge. Weiterhin gilt (sei 0.B.d A. m > n)

1S = Saull =11 D asll < Y Nagll =15 = Sl -

Da Sy eine Cauchy-Folge ist, existiert zu jedem € > 0 ein M € N, so dass fiir alle m,n > M gilt
| Sy — Sp| < € und damit ist (Sj) eine Cauchy-Folge..
O

SATz 5.7 Fiir A € L(C") ist
= Ly
exp A = et Z k_
k=0

absolut konvergent und konvergent und es gilt

1. falls AB = BA, dann ist eAT8 = ¢4 . €5,
2. die Abbildung C > t — €' € L(C") ist differenzierbar und es gilt Le't = A - 4

3. etist invertierbar mit (e*)™! = =4,

Beweisskizze:. Mit Lemma 5.2 ist | A*||; < || A||% und damit hat )", H Ak—f H die absolut konvergente

Majorante ) _, ”A”‘i = ell4llz, Also ist die Reihe > k Ak—f absolut konvergent und mit Satz 5.3 und

Lemma 5.6 auch konvergent. Also ist et wohldefiniert (und led] < ell4l,
zu 1) Wegen AB = BA berechnet man e - ef = ( K ) <Z B! ) tiber das Cauchy-Produkt

absolut konvergenter Reihen wie fiir komplexe Zahlen. Mit dem Bmomlalsatz

(A+B"=3" (") A B
=0 \J
folgt dann die Behauptung.
zu 2) Mit 1) gilt ﬂ = eloA . % und die Norm von der rechten Seite konvergiert fiir
t — to gegen A (w1e 1m Beweis fiir komplexe Zahlen).
zu 3) klar mit 1).
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SATZ 5.8 Sei A € L(C") und vy € C, dann ist x(t) := ez die eindeutig bestimmte Losung
der Anfangswertproblems (AWP) in C' (R, C™)

i) =

= E:c(t) = Ax(t) z(0) = xg . (5.3)

Beweis:. Die Funktion e*x ist differenzierbar (sogar C* (R, C™)) und offensichtlich Losung von

(5.3) (mit Satz 5.7). Sei nun y(t) € C'(R, C") eine Losung von (5.3). Dann gilt (mit der Produkt-
regel fiir Matrixmultiplikation)

%(e“‘y(ﬂ) = —Ae”My(t) + e Ay(t) = 0

da A und e kommutieren, und damit folgt e~y () = const = x, also y(t) = ex.

5.2 Differentialoperator zweiter Ordnung

DEFINITION UND SATZ 5.9 Fiir a,b € C heisst

2 d
P=— —+b: C*R —C'(R
dt2+adt+ C*(R,C) — C"(R,C)
Differentialoperator zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir schreiben auch % =0,
P ist eine lineare Abbildung und Kern P besteht aus den Losungen der homogenen Differential-
gleichung Pu = 0.

NOTIZ 5.10 Sei P = 9? + ad; + b ein Differentialoperator zweiter Ordnung. Dann lisst sich
Pu = 0 transformieren auf ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung:

Sei v = (x1,79) : R — C? gegeben durch vy = v und x5 = u := O und u € C*(R,C) lose
Pu =1+ au + bu = 0. Dann folgt

()0 (- (5 DO )6

Es gilt also © = Az mit A = (_Ob _1a)

Ist andererseits v € C*(R, C?) Losung von i = Az, dann ist u = x; € C*(R, C) und lést Pu = 0.
(selber nachrechnen!)

SATZ 5.11 Sei P Differentialoperator zweiter Ordnung wie in Defintion 5.9. Dann ist das An-
fangswertproblem (AWP)
Pu=0, u0)=ug, u(0)=mu (5.4)

eindeutig losbar in C2.
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Beweis:. u € C?16st (5.4) & x(t) := (Zg;) 16st #(t) = Ax(t) und z(0) = (Zl) =: 19 € C%
2

Dieses AWP hat nach Satz 5.8 die eindeutige Losung x(t) = ez, O

KOROLLAR 5.12 Kern P ist ein Untervektorraum von C*(R, C) der Dimension 2. Eine Basis von
Kern P heisst Fundamentalsystem von P.

Beweis:. Sei j : C?> — Kern P, gegeben durch (ZO — u(-), wobei u das AWP Pu = 0 mit
1

u(0) = up und %(0) = u; 16st. Dann ist j linear (nachrechnen) und bijektiv (wegen Satz 5.11),
also ein Isomorphismus. 0

5.2.1 Berechnung des Kerns von P

Wir machen fiir die Losung von Pu = 0 (fiir P = 0? + a0; + b) einen Exponentialansatz: u(t) =

eM. Setzen wir diesen Ansatz in die Gleichung ein, so liefert das (A2 + a\ + b)eM = 0. Da die
Exponentialfunktion nie null wird, folgt hieraus A\>+aA+b = 0 und damit Ay = —%=+/ ‘2—2 —b=

1(=a £ VD). Firr D # 0 gibt es zwei Losungen A, und A_ (wohldefiniert fiir a,b € C).

DEFINITION 5.13 D = a®—4b heisst Diskriminante der quadratischen Gleichung \*>+a\-+b = 0,
der sogenannten charakteristischen Gleichung des Differentialoperators P = 0? + a0; + .

SATZ 5.14 Sei P = 0?+ad,+0 ein Differentialoperator zweiter Ordnung und D die Diskriminante
der charakteristischen Gleichung von P. Dann gilt:

1. fiir D # 0 bildet {e’\+t, e’\*t} ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung Pu = 0.

2. fiir D = 0 bildet {e”,te’\t} ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung Pu = 0.

Dabei ist \ = A\ = A\, = —3 die einzige Ldsung der charakteristischen Gleichung von P.

Beweisskizze:. 1. Fiir D # 0 priift man nach, dass Pe**" = 0 und dass (e, e*") linear
unabhingig sind.

Apt_ At
e et ie)\t — te)‘t.

2. Heuristik: Hier ist A\, = A_. Fiir A := A_ betrachten wir limy, _, S T i

]

5.2.2 Ausblick

Ist P ein Differentialoperator zweiter Ordnung wie in Satz 5.14, dann hat die inhomogene Diffe-
rentialgleichung Pu = f, falls sie 16sbar ist, als Losungsraum einen affinen Unterraum zu dem
Vektorraum Kern P.
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Ist (u1,us) ein Fundamentalsystem von Pu = 0 (vgl. Korollar 5.12), dann ist die zugehorige
Wronski-Determinante gegeben durch

W (uy, uz) = det <7.“ 92) = Uyt — Uty . (5.5)

Uy U2

W lost die Differentialgleichung W = —aW, ist also gegeben durch W (t) = e~ W (0).
Die Funktion

K(ts) = ﬁ(uz(t)ul(s) ~us(s)ur (1)) (5.6)

16st dann das Anfangswertproblem P(0;) K (t,s) = 0 mit K (¢,¢) = 0 und 0;K(t,s) = 1 und die

Losung der inhomogenen Differentialgleichung Pu = f ist gegeben durch

o) = [ K(t.s)1(s)ds 5:7)

mit den Anfangswerten y(0) = 0 und y(0) = 0.
NOTIZ 5.15 Da fiir die Wronski-Determinante gilt W (t) = e~ W (0) folgt W (to) = 0 fiir ein

theR & W(H)=0vVieR < (Zl) und (52) sind linear unabhiingig < (uy,us)
1 2

sind linear unabhdingig in Kern P.

5.3 Ubungen

1. Fiihren Sie Punkt 1) im Beweis von Lemma 5.2 durch.

2. Fihren Sie den Beweis von Satz 5.14 durch.



Kapitel 6

Summen und Quotienten von
Vektorraumen, Dualitit

6.1 Summen und direkte Summen

DEFINITION 6.1 Seien V1, ..., V,, Untervektorrdume des K-Vektorraumes V. Dann heisst die Men-
ge

n n
S VimVit 4 Ve={oeVio= Y vmitn € V)
i=1 i=1
Summe der Untervektorriume V1, ..., V,.
NoTiz 6.2 1) ),V ist offensichtlich ein Untervektorraum von V.
2) Die Verkniipfung "+ zwischen den Untervektorrdumen ist kommutativ und assoziativ.

3) Y. Vi ist der kleinste Untervektorraum von V, der alle V1, ..., V,, enthdilt.

Wir benétigen die folgende wichtige Dimensionsformel.

SATZ 6.3 Seien Vi, V5 Untervektorridume des endlichdimensinalen IK-Vektorraumes V', dann sind
Vi NV, und Vy + V5 endlichdimensional und es gilt

dim(V; N Va) + dim(Vy + Vo) = dim V; +dim V5 . (6.1)

Beweis. Nach Wahl einer Basis von V' sieht man sofort, dass alle anderen auftretenden Vektorriu-
me die endliche Dimension als Untervektorraume von V' erben. Zu zeigen bleibt die Dimensions-
formel (6.1).

Seien m := dimV; N Vo, n := dim V] und p := dim V5 und sei By 5 := (ay, ..., a,,) eine Basis
von Vi N V5. Nach dem Basisergidnzungssatz (Satz 1.21) ldsst sie sich erweitern zu einer Basis
By = (a1, ..., Gmy bint1, ..o, by) von Vi und By := (a4, ..., G, Cg1s -, Cp) VO Vi

69
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Behauptung: M := (aq, ..., G, g1, -, b, Cmt1, -, ¢p) ist eine Basis von Vi + Va.
Dann folgt (6.1), denn dim(V; 4+ V5) = #M =n+ (p — m) = dim Vo + dim V; — dim(V; N V5).

Beweis der Behauptung: Offensichtlich ist V; + V5, = Span M. Zu zeigen bleibt die lineare Unab-
hingigkeit von M:

Widerspruchsannahme: Es gibt eine nichttriviale Linearkombination, d.h. es gilt nicht z; = y; =
2, = 0 fiir alle ¢, 7, k, aber

m n p
Z Tia; + Z yjbj + Z ZELCE — 0 (62)
i=1

j=m+1 k=m+1

Dann muss aber ein k£ € {m + 1,...p} existieren mit z; # 0, denn sonst wire schon ) z;a; +
> y;b; = 0 eine nichttriviale Linearkombination und damit B; keine Basis von V;. Der Vektor
w =Y zc, # 0 liegt aber in V5 da ¢py1, . . ., ¢, € Vo nach Definition, wegen (6.2) liegt w aber
auch in V} als Linearkombination der Elemente von B;. Damit folgt aber w € V; NV, und da B »
eine Basis ist, gibt es eine Linearkombination w = ) u;a; mit p; # 0 fiir mindestens ein i. Daraus
folgt aber sofort

p m
Z 2,CL — Z wia; = 0 und es existierten k, ¢ mit 2, # 0 £ pu; .
k=m-+1 =1

Das ist ein Widerspruch dazu, dass B eine Basis von V5 ist und die Behauptung ist bewiesen.
l

Wir wollen jetzt den besonders schonen Fall, dass V; N V5 nur aus der Null besteht, durch einen
neuen Begriff besonders auszeichnen. Wir werden spiter sehen, dass in diesem Fall die Zerlegung
von v € V] 4+ V5 in seine Komponenten aus V; bzw. V; eindeutig wird. Das benutzen wir in der
folgenden Definition nun umgekehrt zur Charakterisierung der direkten Summe.

DEFINITION 6.4 Der K-Vektorraum V' heift direkte Summe seiner Teilrdume V1, ..., V, &
Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung

n
v = Zvi mit v; € V;.
i=1

Als Kurzschreibweise wird notiert V.= @._ | Vi = Vi @ ... ® V,,, das Zeichen @ bzw. & wird
dabei als “direkte Summe” gelesen.

Den Zusammenhang dieser Definition mit der Eigenschaft eines minimalen Durchschnitts aller
beteiligten Untervektorrdume liefert der folgende

SATZ 6.5 Seien V1, ..., V,, Untervektorriume des K-Vektorraumes V mit dim V' < oo, dann gilt
V=PV & Y Vi=VAvinD V)={0}1<j<n
i=1 i=1 i

& Zn:m:v A dimV:idimVi

i=1 =1
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Der Beweis ist eine nicht vollig triviale Ubungsaufgabe fiir fleiBige Studenten.

Wir werden nun die direkte Summenzerlegung eines Vektorraums alternativ durch eine Familie
von sogenannten Projektoren charakterisieren.

DEFINITION 6.6 Sei V' ein K-Vektorraum, dann heisst 11 € End(V') Projektor oder Projektion
& 11 ist idempotent, das heisst 11> = I1 o IT = II.

Bemerkung: Jede direkte Summenzerlegung V = @, V; induziert Abbildungen
L:V-—V,CV, v=> v+ 1) =v;.
j=1

Dabei ist v; € V; die eindeutig bestimmte Komponente in der direkten Summenzerlegung von
v € V. Offensichtlich gilt fiir alle v € V:

1) I2(v) = 11;(v;) = v; = Iv, also V; = Bild I1; und I1? = II;.

3) Es gilt Z;;l II; =1,denn firv € Vmitv =), v = >, Iy fiir v, € Vj, gilt:
(S)o - (S0) () - S
J J k J.k
= Z Hj(Sijk = ZHjUj = ZU]' =1v
Jik J

J

Eine Umkehrung dieser Beobachtungen liefert der folgende

SATZ 6.7 Seien 11y, ..., I1,, € End(V) eine endliche Familie von Projektoren mit y ;. | I, = 1 und
ILIL; = 0fiir 1 <i# j <n.Danngilt V =@, BildII,.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt V 3> v = 1o = 377 | [ljo =37 vy mit v = v; € Vj =
Bild II;. Alsoist V. = 7 | V; und zu zeigen bleibt die Direktheit der Summenzerlegung, also
die Eindeutigkeit der Zerlegung v = >~ v; mit v; € V;. Wir nehmen an v = 7", w; mit w; € Vj
ist eine beliebige Summenzerlegung von v € V, dann gilt (da IL;|y, = 1):

vp = v =T 3wy =Ty Ty = 3 TTljw; = 3 djpan; = wy .
j j j j

O

NoTiz 6.8 v; = Ilv ist in der Situation des Satzes die eindeutig bestimmte Komponente von
v € V in Richtung des Untervektorraums V; = Bild I1; und zwar fiir eine Projektion auf' V; “lings

@17&] ‘/’L n.
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NOTIZ 6.9 Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und V, Untervektorraum von V. Dann
gibt es einen nicht eindeutig bestimmten sogenannten komplementdiren Unterraum V, von V' mit
V=Vaol.

Man erhidilt ein Vs, indem man eine Basis {ay, ..., a,, } von Vi mit dem Basiserginzungssatz zu einer
Basis {ay, ..., am, b1, ...,b,} von V ergdnzt: V5 := Span(by, ..., b,) ist dann ein direktes Komple-
mentvon Vi in'V.

Bis jetzt haben wir den Fall betrachtet, dass die einzelnen Vektorraume V4, ..., V,, in einem gemein-
samen Oberraum V" enthalten waren. Im Allgemeinen muss dieser Oberraum mit dem mittlerweile
ja hoffentlich vertrauten Mengen erst herbei gezaubert werden.

DEFINITION 6.10 Seien Vi, ..., V,, K-Vektorridume. Wir definieren die externe direkte Summe
V= @), V; mit der K-Vektorraum-Struktur (V, +, ) wie folgt:

1) Als Menge ist V' das kartesische Produkt Vy x ... x V,,, d.h.
V={v=(v1,..,v,) v, €V, j=1,...,n}h

2) Addition in V und Multiplikation mit Skalaren A € K sind komponentenweise erkldirt:

V0= (V1,0 Un) + (01,00, Up) = (V1 + D1y ooy Uy + Tyy)
A= Aoy, ooy 0n) = (Avq, .., AUy

SATZ 6.11 Sind Vi, ...V, K-Vektorrdume, dann ist die externe direkte Summe V = @?:1 V;
ebenfalls ein K-Vektorraum.

NoOTIZ 6.12 Ist V die externe direkte Summe von V1, ...V, dann ist die sogenannte natiirliche
Injektion ¢; : V; =V ; v; — (0,...,0,v,,0,...) eine injektive Abbildung und liefert eine Identi-
fikation von V; mit einem Teilraum von V. Offensichtlich ist dann V' = @7_, ¢;(V;) eine interne
direkte Summenzerlegung im alten Sinn. In diesem Sinn ist nichts neues passiert.

Solche Identifizierungen hatten wir natiirlich schon immer vorgenommen. Zum Beispiel bei

n
IsM
K'=@PK“=""Kx .. xK .
N——
j=1

nmal

NoOTI1Z 6.13 Die Notation einer direkten Summe iibertragen wir auch auf lineare Abbildungen, die
eine direkte Summenzerlegung des Vektorraums respektieren:

Seien V.= @_, V; und W = @7_, W;. Weiter sei f € Hom(V, W) mit f(V;) C W;, (j =
1,...,n). Wir setzen dann f; := f|y, und vereinbaren die Notation f = @?:1 fi-

Diese Schreibweise bedeutet, dass f die direkte Summenzerlegung von V und W respektiert.
Beziiglich der Wahl von Basen A; von V;, B; von W; und Basen A = (A;), B = (B;) von V bzw.
W hat f eine Darstellung als Blockmatrix:

A 0 0
A= o . 0 |. mit Aj=35()
0 0 A,
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Zur Konstruktion von Quotientenvektorriumen und ihrer geometrischen Interpretation als Aquiva-
lenzklassen von translatierten Untervektorrdumen eines Oberraums verweise ich auf andere Lite-
ratur. Stattdessen erfolgt hier ein

6.2 Exkurs zur Dualitéit

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Bekanntlich ist der Dualraum V* = Hom(V, K)
isomorph zu V' (zu jeder Basis A = (ay,...a,) von V war ja A* = (a',...a") mit @’ (ay) = §j;
wiederum eine Basis von V'*, die sogenannte duale Basis). Der durch .4 induzierte [somorphismus
V' — V* ist aber abhéngig von der Auswahl der speziellen und durch nichts ausgezeichneten Basis
A, also nicht kanonisch.

Das dndert sich, wenn man den Dualraum des Dualraums betrachtet, den sogenannten Bidualraum
V** = Hom(V*, K).

DEFINITION UND SATZ 6.14 1. Die Abbildung
ey V= V"™ =Hom(V*K), ey(v)l):=L(v)

heisst kanonischer Isomorphismus (der sogenannte Auswertungsisomorphismus).
ey ist eine bijektive lineare Abbildung.

2. Die Abbildung (-,-) : V* xV — K die definiert ist durch ({,v) := ((v), heisst duale
Paarung zwischen V* und V. Wir schreiben (v (v), () =: (v, ()
(+,-) ist bilinear, das heift fiir uy, A\ € K, £, f € V* und v,w € V gilt (ul + \f,v) =
p(l,v) + X(f,v) und (€, po + Iw) = p(l,v) + A(f, w).

In den Koordinaten von V' bzw. V* beziiglich einer Basis A = (ay, ..., a,) bzw. der dualen Basis
A* = (a', ..., a"™) ist die duale Paarung nicht anderes als die Matrixmultiplikation von Zeilen, die
Linearformen in V* reprédsentieren (Kovektoren), mit Spalten, die die Elemente in V' reprédsentieren
(Vektoren). Wegen der Bilinearitédt und

(CLj,CLi) = 52’j = (gv(ai)7aj> = (ai7aj>7

gilt fiir Linearformen ¢ = 2?21 y;a’ und Vektoren v = 1" | x;a;

n |
(E,U) - Z yixi(aj7ai) - Zyzxz = (yla "'7yn)
1,7=1 7 Tn
Y1
=ty =z | | = (v 0,0 = (0,0).

Yn
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DEFINITION UND SATZ 6.15 Seien V' und W endlichdimensionale K-Vektorriiume und f €
Hom(V, W). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus f* € Hom(W* V*)

mit
(f*(w*),v) = (w*, f(v)), Yuw e W, veV. (6.3)

f* heifit die zu f duale Abbildung. Entsprechend dem kommutativen Diagramm

f

v

w* € Hom(W, K) heifpt f*(w*) := w* o f manchmal auch die
Zuriickliftung von w* unter f.

f*w*
K

Beweisskizze. Eindeutigkeit:

Sind f*, f* € Hom(W*, V*) zwei Abbildungen, die bzgl. f der Gleichung (6.3) geniigen, so folgt
sofort ((f* - f*)(w*)m) = 0 fiir alle w* € W*und v € V und damit (f* — f*)(w*) = 0in V*,
also f* = f*.

Existenz:

Bei festem w* € W* ist die Zuriickliftung f*(w*) : V — K, v — (w*, f(v)), linear und damit
f*(w*) wohldefiniert als ein Element in V*. Somit haben wir eine Abbildung f* : W* — V*
erhalten, die Gleichung (6.3) geniigt. Zu zeigen bleibt, dass f* linear ist. Das folgt sofort durch

Ausschreiben der Definitionen unter Verwendung der Bilinearitéit und (6.3).
[

Wir zeigen jetzt, dass unter Verwendung von A und A* der Ubergang von f zu f* nichts anderes
ist, als das altbekannte Transponieren von Matrizen.

SATZ 6.16 Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorriume mit den Basen A = (ay, ..., ay)
und B = (by, ..., by,) und dualen Basen A* = (a', ..., a") sowie B* = (b', ..., b™) von V* und W*.
Dann gilt fiir die Matrixdarstellungen von f € Hom(V, W) und f* € Hom(W* V*)

5 () = (24()" -

Beweis. Setze A = (A;;) = ®4(f) und B = (B;;) = ®5.(f*), dann ist f(a;) = >, A;;b; und
f*(0F) =37, Bia', also:

(0%, fa;) = Aijb*(b;) = A; und mit (6.3)
(bk, faj) = (f*(bk),a]) = ZBikai(aj) = Bjk .
0

Bemerkung: Ganz analog zu den Eigenschaften der Matrixtransposition gilt fiir f, g € Hom(V, W):
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L. (f+9)*=/f"+g*und (\f)* = \f* (Linearitt).
2. (fg)* = g*f* (Vertauschung der Reihenfolge).
3. 1* =1 und 0* = 0.

4. Mit der kanonischen Identifikation V** = V, W** = W vermoge ¢y und ey wird f** :
V** — W** identifiziert mit f : V — W. Entsprechend gilt (A")" = A fiir die charakteri-
stische Matrix.

Die ganzen Dualititsfragen werden ein wenig iibersichtlicher, wenn man anstatt allgemeiner K-
Vektorrdume reelle oder komplexe Vektorrdume (V, (-, -)) mit Skalarprodukt betrachtet. Der Ein-
fachheit halber betrachten wir endlichdimensionale Vektorrdume. Dann gibt es nach Gram-Schmidt
eine Orthonormalbasis £ := (ey, ..., e,) von V und die Linearformen

e/ = (ej, -) € Hom(V,K), K =R, C
bilden gerade die zu £ duale Basis £* von V*. Damit sehen wir

NOTIZ 6.17 Die Abbildung
vV —V" v op(v):=(v,:) €V*

bildet Basen in Basen ab, ist also ein (Semi-) Isomorphismus. Das heift genauer, dass ¢ fiir K = R
linear und fiir K = C semilinear ist (d.h. p(Av) = Ao (v) fiir A € C,v € V),

Bemerkung: Diese Dualitét iibertridgt sich auch auf den Fall co-dimensionaler Hilbertrdume.
Diese tauchen in der Physik vor allem in der Quantenmechanik auf und in diesem Zusammenhang
ist eine auf Dirac zuriickzufithrende Schreibweise extrem populédr geworden. In ihrer beabsichtig-
ten Primitivitt ist sie so suggestiv, dass man schon gar nicht mehr erkennt, was passiert ist:

Das Skalarprodukt (-,-) : V x V — K = R, C schreibt man grundsitzlich als (-|-) und stilisiert
bracket (=Skalarprodukt) weiter zu BRA-KET. Vektoren im ersten Eingang des Skalarprodukts,
was in der Physik durch letztere Schreibweise immer der antilineare Eingang ist, heiflen entspre-
chend BRA-Vektoren und werden als (x| notiert. Bei uns sind das Elemente des Dualraums bzw.
Kovektoren oder Linearformen, die man mit (z, -) bezeichnet. Der zweite Eingang liefert KET-
Vektoren, notiert als |y). Bei uns heiBen diese schlicht Vektoren y € V. Kurz:

(x| wirktauf |y) via (z|y)
—~— ~~
BRA KET

V = V** erscheint dann als Umkehrung der Leserichtung von links-rechts auf rechts-links: KET
ly) wirkt auf BRA (x| via BRA-KET ebenfalls als |y) und (z| — (z]y) € K=R,C

Seien nun wieder V, W endlich dimensionale Vektorrdume mit Skalarprodukt (-, -}y bzw. (-, ).
Identifiziert man V, W mit ihren Dualrdumen via Skalarprodukt, so erhélt man fiir f € Hom(V, W)
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% I W+
ov dw
V fT w

den sogenannten adjungierten Operator f7: W — V.

DEFINITION UND SATZ 6.18 Zu f € Hom(V, W) heiit gemdf3 dem obigen Diagramm f1 :=
oyt o f*odw : W — V die zu f adjungierte Abbildung.
f1 ist eindeutig bestimmt durch die Eigenschaft

<w,fv>W = <fTw,v>V, veVweW (6.4)
und die Abbildung T : Hom(V,W) — Hom(W, V), die gegeben ist durch f — t(f) := fT, ist

ein Semi-Isomorphismus.

Beweis:. Offensichtlich ist fT € Hom(W, V) wohldefiniert. Wegen der Antilinearitit von ¢!
ist T ebenfalls antilinear und wegen {2 = 1 also ein Semi-Isomorphismus. Weiter gilt (wobei
(,+) : V* x V — K die duale Paarung (siche Def. 6.14) bezeichnet)

(w f@)y = (ww), f©) E (6w (), v) = [f*(w(w)] ()
= {67 (F*(ow(w))),v) = (f1w,v)

Also gilt (6.4) und zweifelnde Gemiiter verifizieren als Ubung im Ausschreiben von Isomorphis-
men noch selber, dass (6.4) den adjungierten Operator auch tatsidchlich eindeutig festlegt.
]

Notation

Im Folgenden werden wir in Vektorrdumen mit Skalarprodukt systematisch V' mit V'* identifizie-
ren und die hilfreichen ¢y, ¢y schlicht weglassen. Damit wird dem Leser aufgebiirdet, je nach
Kontext zu unterscheiden zwischen

e der dualen Abbildung f* € Hom(W*, V*), auch Banachraum-Adjungierte,

e und der adjungierten Abbildung fT € Hom(W, V), auch Hilbertraum-Adjungierte.

Ab jetzt schreiben wir nimlich auch f* fiir den adjungierten Operator fT € Hom (W, V).

SATZ 6.19 Seien V und W endlich-dimensionale Vektorriume mit Skalarprodukten (-, -)y und
(-, yw und sei f € Hom(V, W), dann gilt:

(Bild f)* = Kern f* und (Bild f*)* = Kern f
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Beweis. Esgiltx € Kern f* < f*(x) =0 < (f*(x),y) = 0 fiir alle y € V. Nach Definition ist
das dquivalent zu (z, f(y)) = 0 fir alle y € V und damit zu « L Bild f.
Die zweite Gleichung folgt aus der ersten mit f* =: g € Hom(W, V') und f** = f.

O

Bemerkung: Ist f € Hom(V, W), dann haben die darstellenden Matrizen A = ®3(f) und B =
®5(f*) von f und f* beziiglich Orthonormalbasen A = (ay, ...,a,) von V und B = (by, ..., b,)
von IV die Komponenten:

Aij = (i, flay)) = (f*(bi), a;) = (a;, f*(b:)) = By

Also gilt Al = B.
Warnung: Das gilt nur fiir Orthonormalbasen!
DEFINITION 6.20 In einem Vektorraum mit Skalarprodukt (V, (-,-)) heifit f € End(V) selbstad-

Jjungiert oder symmetrisch <= f* = f.
Ein selbstadjungierter Projektor 11 € End (V') heifit auch orthogonal.

NOTIZ 6.21 Zu jedem Projektor 11 € End(V) erhdilt man wegen (1 — I1)? = 1 — I1* — 211 =
(1—1I) mit (1—11) die Projektion auf ein direktes Komplement von Bild I1. Fiir einen orthogonalen
Projektor gilt damit sogar (in Rechtfertigung des Namens):

Die direkte Summenzerlegung V = Bild I @ Bild(1 — II) ist orthogonal, das heisst

es gilt also tatsichlich Bild 1T L Bild(1 — II).

Bemerkung und Beispiel: In einem endlichdimensionalen Vektorraum mit Skalarprodukt (V/, (-, -))
erhélt man die orthogonale Projektion 11;; auf einem Untervektorraum U von V' einfach durch Wahl
einer Orthonormalbasis £ = (e, ..., ex) von U. Dann ist (in der Bra-Ket-Schreibweise)

k
HUZZ\ej>(ej\, also HUx:Zej<ej,x), reV.
=1 :

J

Diese Formel ist eigentlich schon bekannt, da sie gerade die Projektionen von x auf die Koordina-
tenebene aufsummiert. Formal gilt in BRA-KET-Notation (|a)(b])" = [b){a] (lies (z|a)(bly) von
rechts nach links), also:

I = <Z|€j><€jl) = lej)eg| =10

I’ = (Z |€j><ej|) (Z |€e>(6e|) = Z |e5)95e(ee| = Z [ej){e;] =11

In co-dimensionalen Hilbertrdumen gelten diese Formeln fiir abgeschlossene Untervektorraume U
mit der VorsichtsmaB3nahme, dass unendliche Summen immer als konvergent beziiglich der Hilber-
traumnorm ||z|| = \/(z, z) interpretiert werden und der Begriff Orthonormalbasis entsprechend
weiter gefasst wird.
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6.3 Ubungen

1. Beweisen Sie Notiz 6.2, 1) und 3).
2. Beweisen Sie Satz 6.5.

3. Beweisen Sie Satz 6.11.

4. Beweisen Sie Satz 6.14.

5. Zeigen Sie fiir V, W Vektorrdume und f € Hom(V, W), dass gilt Rang f = Rang f*.



Kapitel 7

Das Eigenwertproblem

7.1 Motivation: Losung linearer Differentialgleichungen

Wir betrachten eine Kette von Oszillatoren, das heifit durch Federn mit den Federkonstanten
k12, ka3, .., k(n—1)n gekoppelte Massepunkte mit den Massen my, my, ..., m,,.

k12 ka3 k34
oO— W_e_ W o\ /\ /\... —O
mq mo ms mp

Sei z;(t) € R die Auslenkung des Massenpunktes m;, j = 1,...,n aus seiner Ruhelage zum
Zeitpunkt ¢ € R. Die Gesetze von Newton und Hooke liefern (mit der Notation %x = 7) das
folgende System von Differentialgleichungen:

mixT; = —k12($1 - xz)
Mals = —kog(xe — x3) + ki2(z1 — 22)
Mply = _k(n—l)n<xnfl - xn)

Das bedeutet in Vektor-Notation:

.. _ ki k12
I mi +m1 0 0 T
. . k k1o+ko: ko
]R[X S r = : = +m;§ - (mm_223> —‘—mis 0 =: Ax

79
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x x 0 0

NoTIZ 7.1 Die Matrix A hat die Struktur A = x . . x|, sieist also eine sogenannte
0 "». * %

Bandmatrix (nur auf der Haupt- und den beiden Nebendiagonalen sind Eintrige # 0).

Fiirm; =mg = ... = my, kjj =k = const ist A = A"

Zur Losung der Differentialgleichung # = Ax mit x € C?(R,R") verwenden wir den Exponenti-
alansatz: 4
z(t) = e™'zg  mitzy € R".

Als reelle Losung dienen dann Realteil und Imaginirteil von z(¢). Damit dieser Ansatz die Diffe-
rentialgleichung 16st, ergibt sich als notwendige Bedingung:

i(t) = —w? e“try = A 2(t)
S—~— ~~
z(t) ewtyp,

Fazit: x(t) = ey lost & = Ar & Ay = My fir A\ = —w? € C.
Gilt Ay = Ay, dann ist y € R ist ein sogenannter Eigenvektor von A zum Eigenwert A\ € C.

Bemerkung: Fiir unser Differentialgleichungssystem i = Az liefern die Eigenvektoren y € R”
von A gerade bestimmte ausgezeichnete Normalschwingungen des Systems, die sogenannten
Schwingungsmoden. Bei drei Massepunkten ist eine Schwingungsmode die Schwingung der bei-
den duBeren Massepunkte gegeneinander, der innere Massepunkt bleibt in Ruhelage, bei einer an-
deren Schwingungsmode schwingt der innere Massepunkt gegen die gleich schwingenden dufleren
Massepunkte.

7.2 Grundlegende Eigenschaften

DEFINITION 7.2 Sei V' ein K-Vektorraum. A € K heifst Eigenwert von f € End(V) <
JeViv£0 mit f(v)=v.

Jedes solche v # 0 heifst Eigenvektor von f zum Eigenwert \.

Warnung: 0 € K ist als Eigenwert moglich, v = 0 als Eigenvektor ist jedoch nicht zugelassen.

Notiz 7.3 Die Eigenvektoren vy, ...,v, € V eines Endomorphismus [ € End(V) liefern die
einfachsten f-invarianten Teilrdume des K-Vektorraums, fiir die also gilt f(U) C U:

1. W := Spang(vy) ist f-invariant, denn mit f(vy) = vy folgt aus der Linearitiit f(uv,) =
pf (v1) = pAyvy und damit f(w) € W fiir alle w € W.

2. Analog ist W = Spang (vy, ..., v,.) f-invariant:

f(,ulvl + .+ ,UT'UT) = ,Ul)\lvl +.+ /Lr)\rvr eWw
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Beispiel: Sei f € SO(3,R) eine Drehung des R?, f # 1. Unsere geometrische Anschauung
sagt, dass f eine Drehachse e € R? besitzt, welche ein Eigenvektor (zum Eigenwert 1) ist: fe = e,
denn e ist fix unter der Drehung f. Weitere Eigenvektoren besitzt f # 1 im Allgemeinen nicht
mehr. Als weiterer f-invarianter Unterraum tritt das Orthogonalkomplement (Spang e)- C R3
der Drehachse auf.

Die Existenz geniigend vieler Eigenvektoren gestattet die Zerlegung von V' in eine direkte Summe
f-invarianter Unterrdume und liefert dariiberhinaus eine Diagonalisierung von f € End(V'). Die
schonste Situation beschreibt

SATZ 7.4 Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V'). V' habe eine Basis A = (ay, ..., a,) aus Ei-
genvektoren von f zu den Eigenwerten Ay, ..., \, € K, die nicht notwendig paarweise verschieden
sein miissen (es gilt also fa; = \ja;, j = 1,...,n). Dann gilt:

A 0 0
AN =1 0 . 0o |=dagO,....,\) (7.1)
0 0 M,

Beweis. Die Spalten sind die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren und fv; = 0+ ... 40 +
Ajv; + 0+ ...+ 0.

[
DEFINITION 7.5 f € End(V') heifst diagonalisierbar:< Es gibt eine Basis A von V mit
A 00
AN =1 0 " 0
0 0 X\,

SATZ 7.6 f € End(V') ist diagonalisierbar <V zerfillt in eine direkte Summe von eindimensio-
nalen f-invarianten Unterrdumen Vi, ..., V,, den sogenannten Eigenrdumen V; = Spanv; zu den
Eigenwerten \; € K.

Die Berechnung von Eigenvektoren und Eigenwerten beruht auf den folgenden einfachen Aquiva-
lenzen:

NoTIZ 7.7 Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End(V'). Dann gilt:
v # 0 ist ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A € K (also fv = \v)

& (f—Al)v=0fiirv#0

< (f — A1) ist nicht injektiv und v € Kern(f — A1)

< det(f — A1) =0und v € Kern(f — A1)

Die hier aufgefiihrten Objekte sind so wichtig, dass sie besondere Namen erhalten.

DEFINITION 7.8 Sei V' ein K-Vektorraum und f € End(V). Ist A € K ein Eigenwert von f, so
heifst der Untervektorraum Kern(f — A1) =: Eig(\) =: E der Eigenraum von [ zum Eigenwert
A. dim F)y heifsit geometrische Vielfachheit des Eigenwerts .

pr(A) = det(f — A1) (7.2)

heif3t charakteristisches Polynom von f.
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SATZ 7.9 Sei V' ein K-Vektorraum mit dimg V' = n und f € End(V') mit charakteristischem
Polynom py, dann gibt es ay, ..., a, € K mit

pf<)\) = (_1)71)\71 -+ an,l)\"fl + ...+ Cll)\ + ag. (73)
Insbesondere gilt degp; = n = dimV und ag = det f und a,,_, = (—1)""* Tr f.

Beweisidee. Sei A eine Basis von V, A = ®(f) = (a;;) und seien b;; := a;; — \J;; die Kompo-
nenten von (A — A1). Dann gilt:

det(A — /\) = Z (Sign H)bll'[(l) tee an(n)

eSS,
= (an—)\)---(am—)\)—l— Z .....
IMeS,\{1}
~———

jeder Term der Summe enthilt < (n — 2) Diagonalelemente

= (=D)"X" 4+ (=1)" Hay + ... + @ N F Q1N + Qa(N)
——————

grad Q;<n—2
Das Ausmultiplizieren liefert die Existenz der ay, ...a,,. Man liest ab:

a1 = (=1)"HMay + ... +ap] = (=) ' Tr A
ap = det(f—0)=detA

]

Zur Losung des Eigenwertproblems fv = A\v bestimmt man also die Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms p;(\) (vgl. Notiz 7.7).

So erhilt man die Eigenwerte Ay, ..., A,. Zu \; berechnet man den Eigenraum E); = Kern(f—\;1)
via GauBalgorithmus, nachdem f durch Basiswahl als eine Matrix A = @j( f) dargestellt wur-
de. Der Determinanten-Multiplikationssatz 4.30 stellt sicher, dass das charakteristische Polynom
ps(A) basisunabhingig ist.

Warnung: Wir haben hier stillschweigend das Polynom p () mit der zugehorigen sogenannten
Polynomfunktion ps(-) : K — K identifiziert. Fir K = R, C sind diese beiden Begriffe tatséich-
lich identisch, aber fiir allgemeine endliche Korper K miissen wir den Begriff des Polynoms in
einem Exkurs prézisieren. Zur Bestimmung der Eigenwerte als Nullstellen des charakteristischen
Polynoms reicht der naive Begrift der Polynomfunktion aus.

Als Schritt auf dem Weg zur Diagonalisierung eines Endomorphismus f in einer Basis aus Eigen-
vektoren zeigen wir zunéchst, dass Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten linear
unabhingig sind.

LEMMA 7.10 Sei V' ein K-Vektorraum und sind vy, ..., v, € V Eigenvektoren von f € End(V') zu
Eigenwerten M1, ..., \, € K. Falls fiir alle i # j gilt \; # \;, so sind (vy, ..., v,) linear unabhiingig.
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Beweis. Induktion nach der Anzahl r € N:

Induktionsverankerung r = 1: Ein Eigenvektor (v;) ist linear unabhingig, da v; # 0 nach Voraus-
setzung gilt.

Induktionsschluss (1) — (r + 1):

Seien (vy, ..., v,41) Eigenvektoren zu Eigenwerten (\q, ..., A1) mit \; # A;, (¢ # j). Wir be-
trachten die Linearkombinationen

oy + .+ Ay 1Upyp1 = 0 (74)
= a1+ o+ A1V = 0

Obige Implikation folgt durch das Anwenden von f auf beiden Seiten. Multiplikation der Linear-
kombination mit A\, ; liefert

Arp1Q101 + o+ A1 Q1 Vg = 0.
Also resultiert nach Subtraktion beider Gleichungen
(M — ApD)aqvr + oo+ (N — A1), = 0
Nach Voraussetzung ist (vy, ..., v,.) linear unabhéngig. Also gilt:
M=M= ..= (A — A1), =0
=) =ay=..=0a, =0,da); # )\ firi # j. Einsetzen in (7.4) liefert o, ;1 = 0. ]

KOROLLAR 7.11 Ein Endomorphismus f € End(V) eines n-dimensionalen K-Vektorraums V
hat hochstens n verschiedene Eigenwerte. In diesem Fall ist f diagonalisierbar in einer Basis aus
den zugehorigen Eigenvektoren.

Bemerkung: Mit unseren neuen Begriffen konnen wir auch sagen:
f € End(V) ist diagonalisierbar < Die Summe der geometrischen Vielfachheiten dim £, mit A
Eigenwert von f, ist genau n = dim V.

Warnung: Nicht jedes f € End(V) besitzt eine Basis aus Eigenvektoren. Zum Beispiel f =

(8 é) hat die Eigenwerte A\; = A\» = 0 und einen einzigen Eigenvektor e = ((1)) =e € R%

7.3 Eigenriume symmetrischer Endomorphismen:
Der Spektralsatz

Sei im Folgenden (V' (-, -)) ein endlichdimensionaler reeller oder komplexer Vektorraum mit Ska-
larprodukt. Wir erinnern uns an folgende Sachverhalte:
Zu f € End(V) ist der adjungierte Operator f* eindeutig bestimmt durch

(fe,y) = (z, fy), Vr,yeV. (7.5)

Wir sagen: f ist selbstadjungiert oder symmetrisch < f = f*.
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LEMMA 7.12 Sei f = f* € End(V'), dann sind alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms
pr(A) reell.

Beweis. 1. Fall: V unitér
Sei A € Cmit pg(A\) = det(f — A1) = 0, also A Eigenwert von f. Dann existiert z € V, x # 0 mit
fx = Az. Dann gilt aber

Mlzl|* = (2, fz) = (f*z,2) = A*

und damit A\ = )\, also \ € R.

2. Fall: V euklidisch
Um aus obigen Schlussketten etwas Interessantes zu erhalten, miissen wir V' komplexifizieren,
das heifit grob gesprochen, die Multiplikation mit reellen Skalaren zu einer Multiplikation mit
komplexen Skalaren zu erweitern. Besonders einfach ist das fiir eine Matrixdarstellung von f: Sei
A eine Orthonormalbasis von V, dann ist die Matrixdarstellung ®(f) = A; symmetrisch. Oder
genauer: Ay € M(n x n,R) und A% = Ay, mit n = dimg V. Damit ist A; als Element von
End(C") selbstadjungiert. Somit gilt nach Fall 1:
pa,;(A) hat nur reelle Nullstellen. Da aber py()\) = pa, (A) folgt die Behauptung.

[

KOROLLAR 7.13 Jeder symmetrische Endomorphismus eines euklidischen Vektorraums besitzt
mindestens einen Eigenwert A € R.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es mindestens eine komplexe Nullstelle
A € C des charakteristischen Polynoms. Dieses A ist aber reell nach Lemma 7.12 und damit
ein Eigenwert. O

LEMMA 7.14 Sei f = f* € End(V) und E C V ein f-invarianter Untervektorraum, also f(E) C
E, dann ist auch E* f-invariant.

Beweis. Seiy € E+, dann gilt 0 = (y, fz) "= (fy,z) fir alle # € E und damit fy € E*. O

SATZ 7.15 (SPEKTRALSATZ (1. FORM)) Sei f = f* € End(V') und seien \q,...,\, € R die
paarweise verschiedenen Eigenwerte von f und Kern(f — \;1) =: E; die zugehorigen Eigenrdiu-
me. Dann gilt

E; L E  Yi#j ije{l,..r} (7.6)
vV = PE;. (7.7)
j=1

KOROLLAR 7.16 Jeder selbstadjungierte Endomorphismus f ist diagonalisierbar, da'V' eine Basis
aus Eigenvektoren von f besitzt.

Beweis von Satz 7.15. Gleichung (7.6):
Seixz € E;, y € Ej, © # j,dannist fx = A\;z und fy = \;y. Daraus folgt

Nz, y) = (fr,y) = (z, fy) = Ni(z,y)



7.3. EIGENRAUME SYMMETRISCHER ENDOMORPHISMEN: DER SPEKTRALSATZ 85

und damit (A\; — \;)(z,y) = 0. Da aber \; # \; folgt (z,y) = 0.
Gleichung (7.7):
f besitzt nach Korollar 7.13 mindestens einen Eigenwert \; € R mit zugehorigem Eigenraum
E;. Nach Lemma 7.14 ist f| Bt € End(Eji") und dies Einschriinkung ist auch selbstadjungiert.
Erneute Anwendung von Korollar 7.13 liefert mindestens einen Eigenwert A\, € R, Ay # A; von
fl - Die Abspaltung des zugehorigen Eigenraums E liefert wiederum f \(BioE): € End((E1 &)
E2)l) selbstadjungiert mit mindestens einem Eigenwert A3 € R usw. Da dim V' < oo, bricht das
Verfahren ab und es folgt V = ’_, Ej.

]

SATZ 7.17 (SPEKTRALSATZ (2. FORM)) Sei f = f* € End(V') und Ay, ..., A\, € R die paarwei-
se verschiedenen Eigenwerte von f. Seien 11; die orthogonalen Projektoren auf die zugehorigen
Eigenrdume Ey; = Kern(f — \;1), j = 1,...,r. Dann gilt

HZ’HJ' = HJHl = 52]1_[1 (Z,j S {1, e ,7’}) und Z Hj =1 (78)
j=1
fo=> NI (7.9)
j=1

Beweis. Gleichung (7.8):

ILIT; = 0 (i # j) folgtaus E; L Ej (Satz 7.15). Weiterhin ist 3 7, TI; der orthogonale Projektor
aufE1 EBEQ D...D ET =V.

Gleichung (7.9):

Jedes x € V besitzt die mit x; = ;7 € Ej die (eindeutige) Zerlegung z = (3°7_ 1)z =
> xj.Da f(x;) = N\ giltfirallex € V:

f(z) = Zf(x]) = Z)\jwj = (Z /\jHj>x )

]

Mit diesen Resultaten lisst sich nun einfach der sogenannte Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte
Operatoren eines endlichdimensionalen euklidischen oder unitidren Vektorraums V skizzieren.

7.3.1 Funktionalkalkiil fiir f = f* € End(V)

Einsetzen von f in die Monome py(t) = t* fithrt mit (7.8) und (7.9) auf die selbstadjungierten

Operatoren
= D1

1
p(f)=f = Y NI

p(f)=f2 = (Z Ajnj) (Z )\ka> - Z AL = ix?nj
Jj=1 k=1 j=1

Jk=1
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und durch Induktion nach n erhalten wir Vn € N:
fr=fo.of=> NI —
nMal

Damit ergeben sich fiir beliebige Polynome ¢(t) = > ;" axt* € C[t] durch Einsetzen von f die
selbstadjungierten Operatoren ¢(f) € End (V') mit

a(f) = arff=>a Y NI =g\ .
k=0 k=0  j=1 J=1

Dies ldsst sich verallgemeinern auf absolut konvergente Potenzreihen s(t) = >, axt* mit a; €
C:

s(f) = ary NI =Y s(\)IL; . (7.10)
k=0  j=1 j=1

Der selbstadjungierte Operator s(f) € End(V/) ist als Limes der Partialsummen

N r
sn(f) = Z ak Z )\;?Hj
k=0  j=1
beziiglich der Operatornorm || - || definiert. s(\;) ist der Limes der Partialsummen sy(\;) =

S i axA¥ im komplexen Betrag | - |.

Diese Resultate legen nun nahe, fiir allgemeine Funktionen das “Einsetzen eines selbstadjungierten
Endomorphismus” durch vollig analoge Formeln zu definieren.

DEFINITION 7.18 Fiir f € End(V') heifit die Menge der Eigenwerte auch das Spektrum o ( f) von
f. Fiir jede Funktion q : o(f) — C auf dem Spektrum von f definiert man im Fall f = f* =

Zj )\jHj.'

q(f) = a1, € End(V) (7.11)

J

NoTIZ 7.19 Fiir absolut konvergente Potenzreihen, das heifst analytische Funktionen q auf o(f),
stimmt dies mit der alternativen Definition (7.10) durch Einsetzen in die absolut konvergente Reihe
iiberein. Fiir stetige Funktionen q € C (o(f); C) werden wir spditestens in der Funktionalanalysis
des vierten Semesters sehen, dass (7.11) mit der Approximation von q durch Polynome in der sup-
Norm || - || vertréglich ist.

Alle Resultate der vorangegangenen Abschnitte benutzen wesentlich dim V' < oo. Im unendlich-
dimensionalen Fall ist es notwendig, den Begriff des Spektrums eines selbstadjungierten Opera-
tors f € End(V') auf mehr als Eigenwerte zu verallgemeinern. Es kann zusdtzlich ein sogenanntes
kontinuierliches Spektrum auftreten. Eine verallgemeinerte Spektralzerlegung eines selbstadjun-
gierten Operators fin einem oo-dimensionalen Hilbertraum und einen analogen Funktionalkalkiil
werden wir in der Funktionalanalysis kennenlernen. Sie ist wesentlich fiir das Verstdndnis der
Quantentheorie.
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7.4 Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

DEFINITION 7.20 Sei (V, (-, )) ein unitirer bzw. euklidischer Vektorraum. f € End(V') heifst

1. unitir (im Fall K = C) & f*f = 1 (oder dquivalent (fx, fy) = (x,y) fiir alle x,y € V).

2. orthogonal (im Fall K = R) :& f'f = 1 (oder dquivalent (fx, fy) = (x,y) fiir alle
x,ye V)

3. normal < [f, f*]:= ff*— f*f=0.

Beispiele: Der Endomorphismus f — f* ist normal, ebenso sind die selbstadjungierten und die
unitdren bzw. orthogonalen Abbildungen immer normal.

Warnung: Ineinem reellen Vektorraum V' gilt [f, f*] = O fiir orthogonale Abbildungen f. Diese
brauchen aber keinen reellen Eigenwert zu besitzen (im Gegensatz zu den symmetrischen Abbil-
dungen). Die im Allgemeinen komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms ps(A) sind
streng genommen nur Eigenwerte fiir die von f erzeugte lineare Abbildung in der Komplexifi-
zierung des reellen Vektorraums V. Daher machen wir die folgende Betrachtung gleich in einem
komplexen Vektorraum mit Skalarprodukt.

DEFINITION 7.21 Sei V' ein unitirer Vektorraum. f € End(V') besitzt eine Spektralzerlegung:<
Es gibt orthogonale Projektoren 11, und \; € C, j =1,...,r,, mit:

DI =1, I =ILIL=06,00, 1<ij<r
j=1

fo= > NI
j=1

SATZ 7.22 Sei V ein unitirer Vektorraum und f € End(V'), dann besitzt f eine Spektralzerlegung
genau dann, wenn f normal ist.

2 29

Beweis. "=
[ = (Z /\sz’> (Z Ain')* = (Z AjHj> (ZA_ZI_L)
J %
2% J
»

Es reicht, den Spektralsatz in der 1. Form fiir normale (statt selbstadjungierte) Abbildungen zu zei-
gen. Das geht weitestgehend analog zum selbstadjungierten Fall (Satz 7.15) mit folgenden Lem-
mata.
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LEMMA 7.23 Sei f € End(V') normal und seienx € V,x # 0 und A € C mit fx = Az, dann gilt:
ffx = x.

Beweis des Lemmas.

Ifall? = (fa, fa) = (f fo,a) T"E (f oy a) = (o, fr2) = || fx)?

Nun ist (f — A) normal, da f normal ist und (f — \)* = f* — X Also gilt Vy € Vi |[(f — Nyl =
|(f* — A)y|| und damit ||(f* — A)z|| = 0 und also (f* — )z = 0 fiir den Eigenvektor z.

LEMMA 7.24 Seien \q, ..., \, € C die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f und Fy, ..., E,
die zugehorigen Eigenrdume. Dann gilt E; 1 E; fiiralle i # j,1 <1i,j < n.

Beweis des Lemmas. Mit fo = Nz, fy = \;y folgt aus Lemma 7.23

>\i<$ay> = <)\_1$,CU> = (]”:E,g/) = <l‘, fy> = )‘j<xvy> .
Also folgt aus \; # \; sofort z L y. O

LEMMA 7.25 Ein normaler Endomorphismus f € End(V') besitzt mindestens einen Eigenwert
A\ € C mit zugehorigem Eigenraum E,. Die Unterriiume E, und Ei- sind f-invariant.

Beweis des Lemmas. Die Existenz des Eigenwertes folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra,
die Invarianz von F; folgt sofort aus der Eigenwertgleichung fox = Az fir z € E;. Sei x € Ej,
dann gilt fiir alle y € Ei-:

<fy7'r> = (y,f’%) = <y7 )‘lm> - 07

also fy € Ei-. O

Aus Lemma 7.25 folgt induktiv, wie bei selbstadjungierten Abbildungen (Beweis Satz 7.15), die
direkte Summenzerlegung V' = @;:1 E;. Zusammen mit Lemma 7.24 liefert das eine Spektral-
zerlegung fiir jeden normalen Endomorphismus f. [

Bemerkung: Kombiniert man den Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Endomorphismen mit
der Spektralzerlegung eines normalen f € End(V'), so findet man, dass es zu jedem normalen
f € End(V) einen selbstadjungierten 7 € End(V) und eine Funktion ¢ : o(7) — C gibt
mit ¢(7') = f. Normale Endomorphismen sind also genau die Funktionen von selbstadjungier-
ten Endomorphismen. Hierdurch kann man alternativ die Menge der normalen Endomorphismen
beschreiben.

SATZ 7.26 Sei V' ein unitdirer Vektorraum.

a) Ein normaler Endomorphismus U € End (V) ist genau dann unitéiir, wenn o(U) C S' :=

{ANe G|\ =1} ist.
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b) Ein normales A € End(V') ist genau dann selbstadjungiert, wenn o(A) C R gilt.

¢) Zu jedem unitiren U € End(V') gibt es ein selbstadjungiertes A € End(V) mit U =
exp(iA).

Beweis. ad a) Sei U = }_; \;I1; die Spektralzerlegung des normalen U € End (V). Dann gilt

1=U0U" = (Z )\jHj) (Z >\_ka> = Z )\j)\_k(sjkﬂk
J k 4,3
= Y WP e =1, v
Die \; sind aber gerade die Elemente von o (U).
ad b) Sei A = ) \;1I; die Spektralzerlegung von A, dann gilt

A=A &) (N-N)IL =0 ) eR, V).

J

ad c¢) Sei U = ) \;II; die Spektralzerlegung eines unitiren U € End(V'). Nach a) gilt dann
A\; € St also \; = exp(ig;) firg; €R, j=1,...,7.

Unter Beibehaltung der selbstadjungierten Spektralprojektoren I1; folgt A := >~ ¢;I1; € End(V)
ist selbstadjungiert, da A* = )" i g_bj IT; = A, und mit dem Funktionalkalkiil folgt

eiA = Zei‘z’jﬂj = Z)\jﬂj =U.
J
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Kapitel 8

Die Jordan- Normalform

8.1 Motivation und Ziel

11

Die Matrix A = ( 01

) € End(C?) hat das charakteristische Polynom

pad) =det(A— A1) = (1 - A2 = o(A)={1},

die Matrix hat also nur den Eigenwert 1. Der zugehorige Eigenvektor x ergibt sich mit

o= (0 (2) 20w rman (1),

Damit ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes 1 gerade dim £; = dim Kern(A — 1) =
1 und damit kleiner als seine algebraische Vielfachheit (also die Vielfachheit der Nullstelle im
charakteristischen Polynom), die 2 ist.

0 (1) ist nilpotent, d.h. N* = 0 fiir ein k£ < co. Der
Nilpotenzgrad ist der kleinste Exponent n € N mit N™ = (. (Hier ist N2 = 0, der Nilpotenzgrad
von NN ist also 2).

Beachte: Die Matrix N = A -1 = ( 0

Wir haben eine Summenzerlegung:

0 1
i (00

Ay ist dabei diagonal (i.Allg. diagonalisierbar=semi-simple) und A,, ist nilpotent.

Ziel: Finde fir f € End(V) eine Zerlegung f = f; + f, in einen diagonalisierbaren Anteil f;
und einen nilpotenten Anteil f,,. Wir vermuten die zur Diagonalisierung fehlenden Vektoren im
Untervektorraum (f — A1)k k= 2,3, ... fiir A € o(f).

91
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In unserem obigen Beispiel gilt Ne; = 0 und Ne, = ey, also N2e, = 0, damit wiire der fehlende
Vektor also gerade der 2. Standardvektor e,. Dabei fassen wir C? = Span(ey, ;) als verallgemei-
nerten Eigenraum F; von A zum Eigenwert 1 auf:

C*=E; := U Kern(f — 1)~ .

keN
DEFINITION 8.1 /) Eine Matrix
A1 0 0
0 0
J-(A) = e M(r x r;K) 8.1)
0 0 1
0O 0 0 A\

heifst r-Jordan-Block mit dem Eigenwert \ € K.

2) Eine Jordan-Matrix besteht aus Jordanblicken lings der Diagonalen.

I (A1) 0 ce 0
0 ) 0
J = ( 2) (8.2)
0
0 0 0 | J,(\)

Dabei sind )1, ..., \; nicht notwendig paarweise verschieden.

3) Eine Basis A des K-Vektorraums V heifit Jordan-Basis fiir f € End(V) :& ®4(f) ist eine
Jordan-Matrix.

Nortiz 8.2 Fiir f = A € M(n x n,K) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

e Es gibt eine Jordan-Basis Avon'V = K" fiir A.
e Es gibt ein X € GL(n,K), so dass XAX ™" eine Jordan-Matrix ist.

Priziser fiir unser Ziel ist der folgende

SATZ 8.3 Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und K algebraisch abgeschlossen, dann
gibt es fiir jedes [ € End(V') eine Jordan-Basis Avon'V.

Bemerkung: Die algebraische Abgeschlossenheit von K kann durch schwichere Bedingungen
an K ersetzt werden. Fiir die speziellen Endomorphismen f, fiir die bei beliebigem K das charakte-
ristische Polynom p¢(\) vollstindig in Linearfaktoren zerfallt (d.h. ps(t) = (t—X1)™ -+ - (—Ag)"*
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fir \; € K, r; € N), benotigt man iiberhaupt keine Einschrinkung an K. In diesem Fall kann man
den im Folgenden gegebenen Beweis verallgemeinern.

Beispiel:
Sei V' = Spanc{p(x)e*® | p(-) € C[z] ist ein Polynom mit gradp < (n — 1)} fiir ein festes \ € C,
dann ist dim V' = n und

O (pla)e™) = (Wp(@) +P'(2)

Polynom mit grad<grad p

insbesondere gilt also 0, € End(V). Sei nun a;(z) := 3]”.—76’\9” ,j = 1,..,n — 1, dann bildet
A = (a,,...,a,_1) eine Basis von V und es gilt

Opaj(z) = e {)\j—j + %} = Aaj(x) +aj_1(x) .

Daraus folgt, dass die Matrixdarstellung von J, in der Basis .4 gegeben ist durch

A1 0 0
0 - 0
0 0 1
0 0 0 A

also ist A eine Jordan-Basis fiir 0,.

Wir werden diese spezielle Basis aus sogenannten Quasi-Polynomen beim Losen von Differenti-
algleichungen wiederfinden.

Der Beweis der Jordanzerlegung (Satz 8.3) ist lang und zerfillt in die folgenden Schritte:

1) Bestimme eine Normalform fiir nilpotente Endomorphismen.

2) Zerlege V in f-invariante Untervektorrdume assoziiert zu A\ € o(f), die sogenannten alge-
braischen Eigenraume.

3) Kombiniere 1) und 2) um die verfeinerte Zerlegung in Jordan-Blocke zu erhalten.

8.2 Die Klassifikation nilpotenter Endomorphismen

DEFINITION 8.4 Sei V' ein K-Vektorraum. Ein r-dimensionaler Untervektorraum W C V' heif3t
zyklisch fiir f € End(V) :& Es gibt einen Vektor e € W so dass A = {e, fe, ..., fr e} eine
Basis von W ist und f"e = 0 gilt.

Eine solche Basis A heifit auch zyklisch fiir f. e heifit erzeugender Vektor bzw. zyklischer Vektor
des f-invarianten Untervektorraums W (bzw. der Basis A).
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Ein zyklischer Untervektorraum von f ist automatisch f-invariant!

NoOTIZ 8.5 Sei V. = W, & ... @ W), mit W; zyklisch fiir f € End(V). In einer zyklischen Basis

Aj ={ar,...,a,, } von W; gilt mit ay = f"le;, ag = f" e, ...
0 1 0
fa1 =0 0 - 0
— A;
Jfaz =ay :>(I>Aj(f\wj): = Jr;(0)
. 0 0 1
00 0 0

mit r; = dim W
Also: In der Basis A = { Ay, ..., A;} von V zerfillt f in Jordan-Kdstchen entsprechend der Zerle-
gung in zyklische Summanden:

J,.(0) 0 0
u(f) = 0 .0
0 0 J,(0

Diese Matrix hat Jordan-Normalform. Umgekehrt liefert jede Jordan-Basis A von 'V fiir ein nilpo-
tentes [ eine Zerlegung V = P ; Wj in zyklische Summanden W;. Dabei entspricht ein zyklischer
Summand gerade einem Jordan-Kdstchen J,., zum Eigenwert A = 0.

Besonders iibersichtlich wird die Aktion von f auf der Basis A = {A4, ..., A;} aus den zykli-
schen Basen .A; (mit erzeugenden Vektoren e;) der zyklischen Summanden W; C V' im folgenden
Young-Tableau

€1 €9

Kern f° Hier bezeichnen die blobs
l U Elemente der Basis A,

&3 Kern f4 und | steht fiir die Aktion von f.
U

Kern f3
U

Kern f2

l U

Kern f

€4

Wy Wy Wi W,

Jeder vertikale Turm steht fiir einen zyklischen Summanden W (genauer fiir eine zyklische Basis
Aj;) in der Zerlegung V' = P ; W; mit dem zyklischen Vektor ¢; on top.

NOTIZ 8.6 Jedes Young-Tableau mit n blops beschreibt eine sogenannte Partition von n € N*, das
heif3t eine Summenzerlegung n = ri + ... +1rp; ri,...r, € N*. Dabei ist r; die Anzahl der blops
im Turm W.
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Offensichtlich liegen die blops der Basiszeile in Kern f, denn nach der Definition 8.4 der zykli-
schen Basis gehen sie unter erneuter Anwendung von f in die Null. Sie sind sicher linear unab-
hingig und man sieht leicht:

NoTiz 8.7 Die blops der Basiszeile spannen Kern f auf, das heifst sie bilden eine Basis von
Kern f.

Um eine Jordan-Basis fiir ein nilpotentes f zu finden, verschieben wir die Kistchen im Young-
Tableau folgendermal3en:

€1 €2 €3 €4

V
l l l U Natiirlich wissen wir noch nicht,
Bild f dass f iiberhaupt eine Jordan-Basis
l l U besitzt. Wir werden jetzt aber
Bild f2 schrittweise das nebenstehende
l l U Diagramm konstruieren. Das liefert
Bild f3 gerade die Existenz einer Jordan-Basis.
ay U
Bild f*

Wi W, Wi Wy

Satz 8.8 Sei V ein K-Vektorraum mit dim V' = n und f € End(V) nilpotent mit Nilpotenzgrad
r + 1 fiir r € N. Dann gilt:

1) Es gibt eine Zerlegung V- = W, @ ... ® Wy in fiir f zyklische Summanden W;. Beziiglich
zyklischer Basen A; von W ist f durch ein Jordan-Kdstchen J, (0) , r; = dim W), reprdsentiert.

2) Die Anzahl { dieser Untervektorriume W; und ihre Dimension r; mitr = 11 > 19 > ... > 1y
sind durch f eindeutig bestimmt. Diese Daten bestimmen umkehrbar eindeutig eine Partition n =

T+ . T

3) Zwei nilpotente Endomorphismen f, f € End(V) sind konjugiert, das heift es existiert ein
S € GL(n,K) mit f = SfS™!, genau dann wenn die zu f und f gehérenden Partitionen gleich
sind.

Beweisskizze
ad 1) Da r + 1 der Nilpotenzgrad von f ist, gilt f**! = 0, aber f" # 0. Falls » = 0 (der Nilpo-
tenzgrad also 1), dann ist f = 0 und damit Kern f =V = W, @& ... ® W, die Unterrdume W
bestehen jeweils nur aus einem Element von V.
Sei nun 7 > 1, dann wihlen wir eine Basis B, := {x}], 23, ...,z } von Bild f". Zu jedem z} € B,
gibt es ein Urbild 27 € V unter f” (den zugehdrigen zyklischen Vektor), es gilt also f7(27) = ],
j=1,...,p1. Wir setzen

a:? = f”l(a:;), j=1,..,m
Insbesondere gilt dann f (x?) = le Damit haben wir die zwei untersten Stufen der lingsten zykli-
schen Spalten konstruiert. Um daraus eine Basis B,_; von Bild f"~! zu erhalten, miissen wir aber
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noch zunichst verifizieren, dass die Vektoren {a:jl, x?}lgjgpl tatsdchlich linear unabhéngig sind:

Wi v x! Basis von Bild f ]
ZAjf; X Zﬂj%z — 0 An end:e>n on f Zujx; 0" aSlS:(;n 1 =0, V1<j<p
= Z)\jx]l =0 = )\j:O:,LLj, ijl,...,pl

Erweitere nun {mf H<j<py: k=12 zu einer Basis B,_; von Bild f"~! durch Hinzunahme von xfh ‘15

Ly, € Vomit f(z3) = 0,7 = p1 + 1,...py. Das liefert jetzt auch noch die fehlenden Elemente
der Zeile zwei von unten im obigen Young-Tableau. Diese werden nun wiederum von Elementen
x%, j = p1+1,...p2 on top erzeugt (d.h. sind Bilder von diesen Elementen unter fY. Die
Iteration dieses Verfahrens liefert schlieBlich eine Basis

ol 1,2 2 3
B={ry,...,2,,27,...0,,,27,...... x }

von V undes giltfirallek =1,...,7rund j =1,....pp mitp; < po < ... < p,:

Fat = 21 <G <pr
J 0 pro1<J<p

Das ist aber gerade das Young-Tableau. Ordnet man die x"j spaltenweise hintereinander an, kann
man aus dem Diagramm die zyklischen Summanden WW; ablesen. Offensichtlich bilden die {:Uf }
gerade eine Jordan-Basis dieser V.

ad 2) Bei der unter 1) ausgefiihrten Konstruktion des Young-Tableaus von unten sind jeweils die
Lingen der Zeilen p; = dim Bild f”, p, = dim Bild f"~! etc. eindeutig durch f bestimmt. Damit
ist die Anzahl p, = ¢ der Spalten (also die Anzahl der zyklischen Summanden) eindeutig bestimmt
und es ergeben sich ebenso in eindeutiger Weise die Langen der Spalten und damit die Hohe des
Young-Tableaus, da das Young-Tableau eine Partition von n = dim V" beschreibt.

ad 3) “=*: Seien f, f konjugiert, dann existiert S € GL(n, K) mit f = SfS! und daraus folgt
direkt dim Kern f7 = dim Kern f7, also Part(f) =Part(f). ]
“«<=*: Falls Part(f) =Part(f), dann gilt in geeigneten Basen .A, A von V: ®44(f) = @ﬁ(f), also ist

f konjugiert zu f.

Aus Satz 8.8, 3, folgt sofort, dass es genau p(n) = # Part{n} Konjugationsklassen nilpotenter
Matrizen gibt.

8.3 Zerlegung eines Endomorphismus in algebraische Eigen-
raume

8.3.1 Der Satz von Caley- Hamilton

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f € End(V'). In Polynome aus K[t] kann man
lineare Abbildungen f einsetzen und erhilt so einen Ring-Homomorphismus, oder auch Algebra-
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Homomorphismus,
Uy K[t] — End(V).

Da dimg K[t] = oo als Vektorraum iiber K und dim End (V') = n?, hat U sicher einen nichtleeren
Kern. Es gilt sogar

SATZ 8.9 (SATZ VON CALEY-HAMILTON) Sei f € End(V') und py € K{t| das charakteristische
Polynom von f, dann gilt:

ps(f) =0¢€ End(V) (8.3)

Beweisskizze. Uber die Formel mit den Permutationen ist det : M(n x n, R) — R wohldefiniert
fiir Matrizen mit Eintrdgen in einem kommutativen Ring R mit 1. In unserem Fall wihlen wir
R = Bild ¥; =: K[f]. In einer Basis B = (b1, ..., b,) von V sei ®5(f) =: A = (a;;) mit

fb; = Z a;;b; fiir alle j  oder alternativ Z(féij — a;j)b; =0 (8.4)

)

Hierbei definiert

(f]_ — A) = (fél] — a,-j)m € M(TL X n, R)

eine Matrix mit Eingéngen in R. Wir erinnern uns an die Definition der adjunkten Matrix in der
Theorie der Determinanten:

Fir M € M(nxn, R)ist Adj,;(M) dadurch gegeben, dass m; durch 1 und alle iibrigen Elemente
der k-ten Zeile und der j-ten Spalte durch Nullen ersetzt werden. Fir M € M(n x n,K) ist
bekannt, dass gilt

M - (det Adjy,(M))" = det M 1. (8.5)

Fiir M := t1 — A sind beide Seiten von (8.5) Polynome aus K[t]. Einsetzen von f in (8.5) liefert
also diese Gleichung auch fir M = f1 — A € M(n x n, R) (das gilt sogar allgemein fiir
jeden kommutativen Ring R mit 1, wenn man die Theorie der Determinanten gleich entsprechend

allgemein aufzieht). Gleichung (8.5), aufgeschrieben in Komponenten, ergibt also fiir M := f1 —
A:

> (f0i; — aij) det [Adjy; (f1 — A)] = 6 det(f1 — A) (8.6)
J =+p(f)

Anwenden der beiden Seiten von (8.6) auf die Elemente b, der Basis B liefert nach Summation
tiberv =1,...,n wegen (8.4)

0=">" det[Adj,;(f1 — A)|(f6;; — ai)bi = ps(fox,  k=1,...n

i?j

und damit p;(f) =0 € End(V). O



98 KAPITEL 8. DIE JORDAN- NORMALFORM

8.3.2 Der Euklidische Algorithmus

Aus dem Satz 8.9 von Caley-Hamilton kann man die Zerlegung von V' in die verallgemeinerten
Eigenrdume eines f € End(V') erschlieBen. Dazu bendtigen wir aber noch einige einfache Teil-
barkeitsaussagen iiber Polynome in K[t]. Wir betrachten zunichst ein Verfahren zur Division, den
sogenannten Euklidischen Algorithmus.

SATZ 8.10 (EUKLIDISCHER ALGORITHMUS) Seien p, q € K[t] mit grad p =n > 0, grad ¢ =
m und q # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome M, r € K|t| mit

p=Mqg+r und grad r < grad g =m (8.7)

Beweis. Zunichst beweisen wir die Existenz der gesuchte Polynome M, r durch Induktion nach
n = grad p.

Induktionsverankerung: Fiir n = 0 verifiziert man die Behauptung direkt (mit M = Ound r = p
mit grad r = 0).

Induktionsschluss: Die Behauptung gelte fiir Polynome p, ¢ mit grad p < n. Sei nun p € K[¢] mit
gradp = n.

Falls n < m, dann folgt die Behauptung sofort mit A/ = 0 und r = p.

Falls n > m, dann dividieren wir die fiihrende Ordnung:

Sei p(z) = az"+ Terme niedrigerer Ordnung und ¢(x) = bx™+ Terme niedrigerer Ordnung mit

b # 0. Fir ¢, (z) = $2"~™ gilt dann G1q(z) = az"+ Terme niedrigerer Ordnung und damit
grad(p — Gi1q) = grad(Terme niedrigerer Ordnung) < n.

Mit M’ = ¢, folgt dann aus der Induktionsannahme fiir p = (p — M’q) € K[t]:
Es gibt M" € K[t] und r € K[t] mit grad r < grad ¢, sodass gilt:

p—Mqg=Mg+r=p=M+M")g+r.
Die Eindeutigkeit skizzieren wir nur: .
Aus der Existenz der Zerlegungen p = Mq + r = Mq + 7 folgt
(M — M)q+ (r —7) =0,
Das Betrachten des ersten nicht verschiedenen Gliedes i~n M— M = bjtj r, b; # 0, liefert einen
Widerspruch zu grad (r — 7) < grad ¢. Also ist M = M und damit r = 7. O
Bemerkung: Der Beweis von Satz 8.10 ist konstruktiv und enthilt implizit einen Algorithmus fiir

die Durchfiihrung der Division mit Rest.

KOROLLAR 8.11 Sukzessive Anwendung des Euklidischen Algorithmus (Satz 8.10) liefert fiir p1,
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pa € K[t] ein abbrechendes Schema mit grad p,, < grad p,_;.
P1 = qip2 + 3
P2 = G2p3+ D4

Pk—2 = (qr—2Pk—1+ Dk
Pk—1 = Qqr—1pr +0

Beweis. Vi ist entweder p; = 0 oder aber grad p; < grad p;_i, also schlieBlich p; = 0 fiir ¢

geniigend groB.

]

KOROLLAR 8.12 Das letzte nicht verschwindende p,, € Klt| im Euklidischen Algorithmus fiir
p1, P2 € K[t] ist der grofite gemeinsame Teiler (ggT) von py und ps (also p, = ggT(p1, p2))-

Beweis. Betrachtet man den Euklidischen Algorithmus riickwirts, so teilt p; alle vorangehenden

Polynome py_1, pr_2, usw. bis p;.

Betrachtet man ihn vorwirts, so folgt, dass alle Teiler p von p; und p, auch Teiler von ps, ..., p

sind und damit muss p;, der grote gemeinsame Teiler von p; und p- sein.

KOROLLAR 8.13 Fiir alle py, ps € K[t] existieren Q1, Q2 € K]t], so dass:

ggT(p1,p2) = Q1p1 + Qap2 -

Beweis. Die vorletzte Zeile des Euklidischen Algorithmus liefert

Pk = Qy_1Pk—1 + Qf_oPk—2

Zusammen mit der vorhergehenden Zeile also:
pr = Qp_oPr—2+ QF 3Pr—3

= Q;(ijk_j + Q;(ﬁj_lpk—j—l
= Qap2+Qip1

Mit Korollar 8.12 folgt die Behauptung.

KOROLLAR 8.14 Sind py, p2 € K[t] teilerfremd, so gibt es 1, Q2 € K[t] mit

1= Qip1 + Qa2p2

Beweis. p, = 11st ggT(py, p2). Also klar mit Korollar 8.13.

Bemerkung Korollar 8.14 kann man verallgemeinern auf & Polynome pq,...

ggT(p1,...,pe) = 1.

]

(8.8)

8.9

ok € K[t] mit
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DEFINITION UND SATZ 8.15 Fiir f € End(V') gibt es genau ein normiertes Polynom iy € K]t],
sodass jedes Polynom p mit p(f) = 0 ein Vielfaches von (i ist. ji; heifst Minimalpolynom von f.
Es ist das normierte Polynom kleinsten Grades, welches f annulliert.

Beweis. Existenz:

Sei N} := {p € K]t]| pnormiertund p(f) = 0} (p heisst normiert, falls p(t) = t*+Terme
niedrigerer Ordnung). Nach Satz 8.9 ist das charakteristische Polynom py = +det(f —¢1) € N,
also Ny # {0}. Es gibt also ein 4 € N; mit grad x minimal und g # 0. Daraus folgt, dass
grad p < grad py = n = dim V. Dann liefert aber der Euklidische Algorithmus Satz 8.10, dass
fur alle p € Ny Polynome M und R mit p = Mpu + R und grad R < grad p existieren. Da
aber nach Voraussetzung gilt p(f) = 0 folgt daraus 0 = M (f)u(f) + R(f) = R(f) und damit
R = 0 € K][t], da wir angenommen hatten, dass grad p minimal in N ist.

Eindeutigkeit folgt sofort aus der Beziehung i = Qu fiir ein ) € K[t] und der Normiertheit von
und /i. [

8.3.3 Zerlegung in verallgemeinerte Eigenriume

Szenarium zur Erinnerung
Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f € End(V'), dann gilt.

e Das charakteristische Polynom p; von f zerfillt vollstindig in Linearfaktoren mit \; €
o(f) € Kund r; als algebraischer Vielfachheit von };, also

k

pe(t) = [Tt =2

j=1
e Da das Minimalpolynom x ¢ nach Konstruktion p; teilt, gilt mit m; < r;:
pr(t) =Tt =)™ (8.10)
J

DEFINITION 8.16 Ein Vektor v € V,v # 0, heif3t verallgemeinerter Eigenvektor oder Hauptvek-
torvon fzul e K &

IreN: (f=Nv=0 (8.11)
Die Hauptvektoren zu A liegen in der Filtrierung Kern(f — \) C Kern(f — )% C ...

DEFINITION UND SATZ 8.17 Sei f € End(V') und X € K, dann heifst Ey := |, o Kern (f = A)"
verallgemeinerter Eigenraum von f zu \. Ist m € N die Vielfachheit von \ als Nullstelle des
Minimalpolynoms (s, dann gilt

Ey=Kern(f —A1)" (8.12)
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Beweis. DaKern(f—\1) C Kern(f—A1)? C ... gilt{J;", Kern(f—A1)¥ = Kern(f—A1)™. Fiir
die Behauptung (8.12) geniigt es also, zu zeigen dass Kern(f — A\1)™ = Kern(f — A1) = ...
Widerspruchsannahme: Es gebe v € V' \ {0} mit (f — A\)"v = 0, aber w := (f — \)"™v # 0 fiir
ein n > m. Mit der Faktorisierung (8.10) des Minimalpolynoms z¢f von f schreiben wir ¢ (t) =
q(t)(t—A\)™. Dat— X kein Teiler von g ist, sind auch (t—\)"~" und ¢(¢) teilerfremd. Mit Korollar
8.14 existieren damit Polynome @1, Q)2 € K[t], sodass 1 = Q1 (t)q(t)+Q2(t)(t—\)"~ ™. Einsetzen
von f statt £ und anwenden auf w liefert

w=[Qu(f)a(f) + Q=(f) (f = N" " w = Qu(f) g(f)(f =N)"v=0
=0 =pr(f)
im Widerspruch zur Annahme. 0

Nortiz 8.18 1) Es gilt E\ # {0} < \ist Eigenwert von f (also \ € o(f)).
2) Fiir k < m ist Kern (f — \)* eine echte Teilmenge von E).

SATZ 8.19 Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End(V'), dann zerfillt V' in
eine direkte Summe von verallgemeinerten Eigenrdumen E) von f, d.h.

V=P E = k. (8.13)
AeK Ajeo(f)

wobei o( f) die Menge der Eigenwerte \;, i = 1,...k von f ist.
Fiir \; € o(f) mit Vielfachheit m; € N als Nullstelle des Minimalpolynoms jis sei

ms pr(t :
Pi(t) = [Jt = 2™ = (t_fil))mj, j=1,.. .k, (8.14)
i#j J
dann gibt es Q1, . . . Qr € K[t] mit
1=Q,P, +..+QLP,. (8.15)

Seiqj := Q;P;, j=1,...k dann ist q;(f) = Q;(f)F;(f) die Projektion auf E; := E,, lings
der direkten Summe der anderen Eigenrdiume E;, i # j (also lings @, 4 Ei)-

Bemerkung: Statt aus dem Minimalpolynom kann man die Projektion ¢;(f) auch aus dem cha-
rakteristischen Polynom p(t) erzeugen.

Beweis von Satz 8.19. 1) Die Polynome P, ..., P, € K]t] sind nach Konstruktion relativ prim
(d.h. ggT(Py,... Py) = 1), daher existieren nach Korollar 8.14 @1, ..., Q) € K[t] mit (8.15) und
das Einsetzen von f in in die Polynome in (8.15) liefert

k
1= g(f). (8.16)
j=1

Damit folgt (8.13), wenn wir zeigen konnen, dass ¢;( f) ein Projektor auf E; lings €D, 2 B ist.
2) Wir zeigen zunichst, dass ¢;( f) Projektoren sind, d.h. dass gilt

ai(f)a;(f) = diai(f), Lj=1...k. (8.17)



102 KAPITEL 8. DIE JORDAN- NORMALFORM

Aus (8.14) folgt, dass das Minimalpolynom . fiir i # j das Polynom P, P; teilt, also auch das
Polynom ¢;q;. Es gibt also @) € K][t], so dass ¢;q; = Qus und damit folgt fiir alle i # j aus der
Definition des Minimalpolynoms sofort

6u(Ng(f) = QN (f) =0, i#j,4,5=1...k. (8.18)

Aus (8.16) und (8.18) folgt

a(f) =D alDNa() =a(/+ 3 aNe() =g, i=1..k @19

i

Die Gleichungen (8.18) und (8.19) zusammen liefern (8.17), die Abbildungen ¢;(f) € End(v), j =
1,...k sind also Projektoren auf Bild ¢;(f) lings €D, ; Bild ¢;(f).
3) Die Gleichungen (8.16) und (8.17) zusammen ergeben mit Satz 6.7 die Zerlegung

k
V =P Bild ¢(f).
j=1
Zu zeigen bleibt also nur noch
”C”: Wegen (8.14) und ¢; = Q); P; gilt
(f =2)"q;(f) = Q;(Nns(f) =0,

da fus(f) = 0 nach Definition des Minimalpolynoms. Damit ist Bild ¢; C Kern (f — )\j)mj und
mit Satz 8.17 folgt Bild ¢; C Ej.
”D”: Wegen (8.16) gilt fiirallev € V

a(Dv=(1=Yalf))v=v=alHv. j=1...k (8.20)

i#] i#]
Wegen (8.14) teilt aber (¢t — A\;)™ fiir i # j das Polynom P;(¢) und damit auch auch ¢;(t) =

Q;(t)P;(t). Damit existiert ein Polynom @ € K[t] mit ¢;(t) = Q(¢)(t — A;)"™, i # j, und da
E; = Kern (f — \;) wegen Satz 8.17 folgt fiir alle v; € E;

a(f)v; = QU (f —X) vy =0, i#ji,j=1,.. k.
Einsetzen in (8.20) liefert ¢;( f)v; = v; fur v; € E; und damit £; C Bild ¢;(f). O
Das Ergebnis lisst sich wie folgt analog zum Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen

umformulieren und beschreibt die Zerlegung von f € End(V') in diagonalen und nilpotenten
Anteil.
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KOROLLAR 8.20 Sei f € End(V) wie oben und 11; := q;(f) der Projektor auf den verallge-
meinerten Eigenraum E; zum Eigenwert \; € K, wobei i, ..., A\, die paarweise verschiedenen
Eigenwerte von f sind. Dann gilt

Y, =1 (8.21)
N; = (f — )\j)Hj ist nilpotent und [11;, N;| =0 fiir i,5 =1...k (8.22)

k
Fo= Z(Ajnj +Nj> —: f. 4 f mit f, nilpotent und [f., f,] =0. (8.23)

j=1

Beweis. Gleichung (8.21) ist wegen ¢;( f) = I1; einfach (8.16).

Gleichung (8.22): Dall; = ¢;(f) mit f und mit sich selbst vertauscht folgt die Kommutatorrelation
fiir © = j sofort aus der Definition von NN;. Fiir ¢ # j gilt ILII; = 0 und damit, da f mit II;
vertauscht, auch II; N; = 0 = N,II;. Da f mit NV; vertauscht, gilt fiir alle £ € Ny aus der Definition
von II; und (8.14)

NP = (F =)™ = (F = 0) Qi (Hus(f) =0,

also ist /V; nilpotent (mit Nilpotenzgrad m;).
Gleichung (8.23): Mit (8.22) und (8.21) gilt

k

Jj=1 J

k k k
Jj=1 Jj=1 j=1

1

Weiterhin ist f,, nilpotent, da Summen nilpotenter Operatoren nilpotent sind (selber!). Die Ver-
tauschungsrelation folgt sofort aus (8.22), da Summen kommutierender Operatoren kommutieren
(selber!). O

8.4 Die Jordan-Normalform von Endomorphismen

KOROLLAR 8.21 Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V'). Das charakteristische Polynom p¢(t)
zerfalle vollstindig in Linearfaktoren. Dann hat V eine Jordan-Basis A fiir f.

Genauer gilt: Seien \1, ..., \;, € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f und F., ... Fy
die zugehorigen verallgemeinerten Eigenrdume.

1) Fiir j = 1,...k sei Part; die dem nilpotenten Endomorphismus (f — X;)|g, € End(E;)
zugeordnete Partition dim Ej = r;, + ... + r;, und A; eine Jordan-Basis von E; fiir (f — ;)| g,
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Dann gilt fiiralle j = 1, ...k
Jr (A;) 0 0

75

O (fli,) = Jpare, () = 0 .0 (8.24)
0 0 JTj,Z<)\j)

A 1000

. 0 - ) 0
mit J,., () = e M(rjs xrjs,K), s=1,...¢. (8.25)

o o . 1

0 0 0 X

J

2) Sei A = (Ay, ..., Ay) die induzierte Jordan-Basis von 'V fiir f. Dann gilt:

JPart1 (>\1) O 0
®A(f) = 0 .0 (8.26)
0 0 JPart;C (Ak)

3) Die Jordan-Kidstchen J,.,  (\;) sind bis auf Permutation eindeutig bestimmt.

Beweis. ad 1) GemiB der Klassifikation nilpotenter Endomorphismen (Satz 8.8) hat IV; := ( f—
;)| &, die Jordan-Normalform

J, (0) 00
Aj .
0 (N;) = 0o .0
0 0 J,,(0)

in einer Jordan-Basis .A; von F;. Addition von \;1; liefert die behauptete Matrixdarstellung von

15,
ad 2) Die Matrixdarstellung von f folgt sofort aus 1).

ad 3) Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 8.8, 3, (Eindeutigkeitsresultat fiir nilpotente Endomorphis-
men). ]

NOTIZ 8.22 Aus der expliziten Gestalt der Jordan’schen Normalform ldsst sich das Minimalpoly-
nom ablesen. Sei m; := max{r;,...,7;,} die Linge eines maximalen Jordanblocks in Jp..,();),

dann gilt:
k

w=11 -0

j=1

8.5 Losung linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Erinnerung: Das Differentialgleichungssystem #(t) = Ax(t) mit Anfangswert z(0) = ¢ € R"

oder C" hat die Losung z(t) = ee.
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Fiir kommutierende Matrizen A, B € M(n x n,C) gilt eAT8 = e4e?B,

Im Folgenden wollen wir uns der Frage zuwenden, wie wir mit Hilfe der Jordan-Basis die Funktion

At Z
e = F(Aty
j=0
berechnen konnen.

In einer Jordan-Basis A fiir A € End(R") gilt (mit S als Basiswechselmatrix)

JPart1 ()\1) 0 O
DA(A) = SAS ™ = J, = 0 .0
0 0 JPartk ()\k:)

und damit
A=S8"1J,48, also e =5"1elats,

Notiz 8.23 Es reicht, die Exponentialfunktion fiir einen einzigen Jordanblock J,, (X;), \; €
o(A), zu berechnen, denn es gilt

et g 0
€JAt — 0 . 0
0 0 eJrk’[ ()‘k:)t

Da fiir einen Jordanblock gilt J,.(\) = A1 + N mit

0 1 0 0
N = 0 0 und [N, A\1] =0
0 0 1
0 0 0 0
folgt
t'r—l
r—1 ! ! (r=1)!
IOV MNE eNtzzl(Nt)j: : 7
i 0 t
1

treten also gerade die Quasipolynome ;—J!GM auf.

Fazit: Sei A € M(n xn,R)und z(t) eine Losung von & = Az, dann sind die Koordinaten z(?)
von x(t) € R™ Linearkombinationen der Funktionen

tie! cos(bt), t'e"sin(bt), mitA=a+ib€ o(A), b>0, j L €{0,...n—1}.

(Genauer gilt j, ¢ < maximale Lénge eines Jordanblocks J, zum Eigenwert \.)
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Das ergibt sich aus den komplexen Quasipolynomen t/¢* fiir A € C, indem man eine Basis aus
komplexen Eigenvektoren {x +iyi, ..., z, + iy, } eines zyklischen Summanden in £ in Real- und
Imaginirteil zerlegt. Man kann natiirlich auch die Quasipolynome #/e* stehen lassen.

Beispiel:
1) Fiir y € C?([0, 00), R) gelte §j = 0. Das ldsst sich mit z; := y und x5 := ¢ umschreiben auf das

System
. (1Y _ (01 o
x—($2>—(00>x_.AJ;.

Die Matrix A ist schon in Jordan-Form mit Eigenwert A = 0 (also nilpotent) und die Losung ist

st =ca = (3 1) () e (1)

und damit folgt fiir y als Losung y(t) = z1(t) = yo + t3o.

2) Beim aperiodischen Grenzfall einer Schwingung treten nilpotente Teile in der Zerlegung A =
A, + A, auf.

3) Entsprechende Terme treten bei gekoppelten Feder-Massenschwingern auf.

8.6 Ubungen

1. Beweisen Sie Notiz 8.8.7!

2. Beweisen Sie Notiz 8.8.22!



