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4.6 Zusammenfassung und Ausblick



Kapitel 1

Einfihrung

Stochastische Differentialgleichungen erweitern deterministische dynamische Sys-
teme der Form
dx = f(x)dt

um einen Diffusionsterm
dx = f(z)dt + odWy,

der eine zufillige Storung des Systems beschreibt und es nichtdeterministisch
macht. Dies kann man einerseits klassisch als eine dem System innewohnende
Storung interpretieren, wie sie zum Beispiel beim Zerfall von Atomen auftritt.
Andererseits kann man den Term odW; auch als Abweichung von der von f
induzierten Dynamik sehen, zum Beispiel, wenn nicht f, sondern f;,.,. das kor-
rekte, die Daten beschreibende Modell ist. Die zweite Interpretation wollen wir
uns in dieser Arbeit zu eigen machen und die Abweichung des missspezifizierten
Modells f vom wahren Modell f;.,. beschreiben als

f - ftrue ~ odW;

und untersuchen, ob und wie gut diese Beschreibung helfen kann, missspezifi-
zierte Modelle zu detektieren. Dafiir nutzen wir als Untersuchungsfeld die Phar-
makokinetik.

Die Pharmakokinetik beschéftigt sich mit der Ausbreitung und Verteilung von
Wirkstoffen im menschlichen Organismus. Dabei ist ein zentrales Element die
Untersuchung der Konzentration von Wirkstoffen in den diversen Systemen wie
Blutkreislauf und Zellinnerem. Diese Konzentration ist kein konstanter Wert,
sondern ein variabler Verlauf iiber die Zeit, siche Abb. 1.1. Dabei gibt es je nach
Wirkstoff unterschiedliche Abbaudynamiken. Diese Abbaudynamiken wollen wir
in der eben besprochenen Weise mit stochastischen Differentialgleichungen un-
tersuchen und voneinander unterscheiden.

Wir stellen dazu zunéchst in den Kapiteln 2 und 3 die notige Theorie zu sto-
chastischen Differentialgleichungen sowie die Parameterschétzung vor und schla-
gen darauf aufbauend einen Monte-Carlo-Hypothesentest fiir die Detektion von
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Abbildung 1.1: Konzentrations-Zeit-Profil mit einigen pharmakokinetischen
Kenngrofen [3]

missspezifizierten Modellen vor. Im Kapitel 4 beschreiben wir zwei spezielle
pharmakokinetische Modelle, wenden den vorgeschlagenen Hypothesentest auf
diese an und untersuchen seine Praktikabilitit in einer Simulationsstudie.



Kapitel 2

Theorie und
Vorraussetzungen

Ziel dieses Kapitels ist es, die mathematischen Grundlagen von stochastischen
Differentialgleichungen fiir unsere Zwecke vorzustellen und zu erkliren. Dazu
gehoren insbesondere die Definition von stochastischem Integral und stochasti-
schen Differentialgleichungen sowie einige Aussagen iiber diese, die wir fiir die
Parameterschitzung bendtigen. Wir verzichten auf eine allzu formale Einfiih-
rung und versuchen die Konzepte nur grob fiir das Verstindnis anzureifsen, ohne
alle Details zu nennen und verweisen fiir den tiefen theoretischen Unterbau auf
die Literatur. Die folgenden Ausfiihrungen sind grob [19, Kap. 3| entnommen
und fiir unsere Zwecke modifiziert.

2.1 Stochastische Prozesse und Martingale

Wir beginnen mit der Einfiihrung von einigen fiir uns wichtigen Objekten aus
dem Bereich der stochastischen Prozesse. Wir verstehen unter einem stochas-
tischen Prozess X zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, %, P) im Folgenden
immer eine messbare Abbildung

X:QxT =R (2.1)

mit der Indexmenge T = [0, 00) und schreiben X;(w) = X (w, t). Wir setzen also
den Startpunkt immer auf ¢ = 0 und bleiben im eindimensionalen Fall. Parallel
dazu fiihren wir kurz den Begriff der Filtration ein.

Definition 1 Eine Filtration zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, P) ist
eine aufsteigende Familie von Sigmaalgebren (’J"t) in dem Sinne, dass

teT’?
o Cos CX  fir t<s. (2.2)

Wir nennen einen stochastischen Prozess adaptiert an eine Filtration (fﬂ)

wenn fir alle t € T die reelle Zufallsvariable X; messbar beziiglich F; ist.

teT’



Der intuitive Zugang zu dieser relativ sperrigen Definition ist die Vorstellung,
dass F; die zum Zeitpunkt ¢ zur Verfiigung stehende Information représentiert
und ein adaptierter Prozess nur auf Informationen bis zum Zeitpunkt ¢ zugreifen
kann. Eine hiufige Wahl fiir die Filtration zu einem stochastischen Prozess X
ist, um ein Beispiel zu geben, die erzeugte Filtration

Fii=0(Xs:s<t), (2.3)

wobei o der Sigmaalgebrengenerator ist. Der Prozess X ist automatisch adap-
tiert zu seiner erzeugten Filtration.

Die Motivation fiir die Filtrierung ist, dass wir stochastische Prozesse M, ge-
nannt Martingale, einfiihren wollen mit der (informalen) Eigenschaft

E[M;|Information bis s] = Mj, (2.4)

also Prozesse, die in Zukunft im Mittel immer den gegenwértigen Wert an-
nehmen. Die formale Definition fiir die Information bis s haben wir mit der
Filtrierung bereits gegeben, jedoch ist noch zu kliren, was genau E[X|F;], also
der Erwartungswert bedingt auf eine Sigmaalgebra bedeutet.

Definition 2 [11, S. 287] Sei X eine Zufallsvariable auf (2,5, P) und F C X
eine Unteralgebra. Dann ist der bedingte Erwartungswert E[X|F] die eindeutige
F -messbare Zufallsvariable, fir die fir alle F € F gilt

/ E[X|F)dP = / XdP. (2.5)
F F
Fir'Y Zufallsvariable definieren wir

E[X|Y] = E[X|o(Y)] (2.6)

Diese implizite und sehr schwer versténdliche Definition ist etwas einfacher,
wenn man den Spezialfall von zwei Zufallsvariablen X, Y mit gemeinsamer Dich-
te fxy betrachtet. Dann ist der bedingte Erwartungswert X bedingt Y nidmlich
explizit gegeben als

E[X|Y] = % /xfxy(ng)dm, (2.7)
wobeil man hier mit fx(z) = [ fxv(z,y)dy einfach nachrechnen kann, dass
Gleichung 2.5 erfiillt ist. Man beachte, dass dies problematisch ist, wenn die
Dichte von Y verschwindet.

Mit dem Begriff der Filtration und des bedingten Erwartungswertes konnen wir
nun Martingale formal korrekt einfiihren.

Definition 3 Finen zu einer Filtration (3’})
E[X:] < oo nennen wir Fy-Martingal, wenn

BIXs|F:] = Xq (2.8)

eT adaptierten Prozess X mit

firt <s.

Die Motivation, den Martingalbegriff trotz des dafiir komplizierten theoreti-
schen Unterbaus hier einzufithren, ist, dass im Folgenden definierte, spezielle
stochastische Prozesse Martingale sind.
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Abbildung 2.1: Beispielpfad einer Brownschen Bewegung [4]

2.2 Die Brownsche Bewegung

Wir fahren fort mit der Vorstellung eines der eben genannten fiir die stochasti-
sche Analysis sehr wichtigen Prozesses, der im Folgenden immer wieder Erwéih-
nung finden wird.

Definition 4 [8, 5.53] Sei W ein stochastischer Prozess mit folgenden Eigen-
schaften:

1. Wy =0
2. Wy ist stetig

3. Fir alle t1 <ty < s1 < so gilt Wy, — Wy, st unabhingig von W,, — Wy,
die Inkremente sind also unabhdangig

4. Firt<sist We — W, ~ N(0,s —t)
Dann nennen wir W eine Brownsche Bewegung.

Wir setzen voraus, dass ein solcher Prozess existiert. Aus Eigenschaften 3 und
4 folgt die Martingal- Eigenschaft. Ebenfalls folgt aus diesen Eigenschaften fiir
eingesetzte, diskrete, dquidistante ¢;:

1. W, ist ein Random-Walk, man kann sich also die Brownsche Bewegung
als eine Art kontinuierliches Aquivalent zu diesem vorstellen.

2. Die Inkremente W;, ., — W;, sind ein weifes Rauschen, also eine unkorre-
lierte, gleichverteilte Folge von Zufallsvariablen.

Insbesondere der zweite Punkt ist interessant, da die Ableitung der Brownschen
Bewegung sich damit als das natiirliche Modell fiir einen stetigen Storungs-
prozess anbieten wiirde. Man kann aber zeigen, dass die Brownsche Bewegung
nirgendwo differenzierbar ist [15, S. 304]. Auch ist die totale Variation der ein-
zelnen Pfade, fiir reelle Funktionen f : [a,b] — R definiert als

| flap) = SUP{Z |[f(tip1) = f(t)lln € Nja=to <t; <ty <..<tp, =0} (2.9)
=0



nicht endlich. Wahlen wir ndmlich dquidistante Stiitzstellen (t1,t2,...t,) = (a+
h - k)reqo,...,ny mit b = (bfa), dann ergibt sich fiir einen Pfad der Brownschen

Bewegung (aufgefasst als reelle Funktion W(w)(t) = Wy(w)) die Abschétzung

|W(w)|[a,b] > Z |Wti+1 (UJ) - Wti (w)|

- Wi,y (w) — Wy, (w)] (2.10)
=L VR T
und damit fir
| tiyr — YVt
E[|W]jau) > - \/E]E{W\/EW}
—(b—a) Vn- Wi — W, | (2.11)
= E{ Vi }

Wi, W,
Da Wy,,, — Wy, ~ N(0,h) ist, ist E L\m“l eine positive Konstante und

der Erwartungswert ist demnach unendlich. Man kann sich dann {iberlegen, dass
|W(w)|[a,5) ebenfalls fast sicher unendlich ist (Die Details sind ein wenig tech-
nisch, siehe zum Beispiel [6] fiir einen ausgefiihrten Beweis). Die Nichtendlichkeit
der totalen Variation ist eine wichtige (fehlende) Regularitétseigenschaft fiir die
Konstruktion des stochastischen Integrals, was wir im nichsten Kapitel wieder
aufgreifen.

i+1

2.3  Stochastische Differentialgleichungen: Moti-
vation

Betrachen wir zunéichst eine gewShnliche Differentialgleichung
dx = f(t,x)dt (2.12)

mit Anfangswert zo. f konnte zum Beispiel die Zerfallrate von Atomen sein.
Um das obige Modell anwenden zu konnen, muss diese Rate konstant oder einer
bekannten Funktion folgen. Wenn aber ein nicht kontrollierbarer physikalischer
Prozess (zum Beispiel kosmische Strahlung) Einfluss nimmt, ist die Zerfallrate
nicht mehr konstant. Um solche Phinomene zu beschreiben, kdnnte man anneh-
men, dass [ keine Funktion

f:R?=R (2.13)

ist, sondern ein stochastischer Prozess

frandom : RZx Q= R (2.14)



Ausgehend von unserer obigen Uberlegung, bei der wir uns vorgestellt haben,
dass f gestort wird, und wir im vorherigen Abschnitt festgestellt haben, dass
die (hypothetische) Ableitung der Brownschen Bewegung dW; der natiirliche
Storungsprozess ist, wire es dann sinnvoll, f,qndom zU schreiben als

frandom = f + dW; (2.15)
bzw. eingesetzt in die Differentialgleichung
dx = f(t,x)dt + dW;. (2.16)

Wir konnen weiterhin die Verallgemeinerung machen, dass die Stérung nicht
immer gleich ist, sondern variiert, beschrieben durch eine Funktion

o:R? = R, (2.17)

und die Differentialgleichung erweitern zu
de = f(t,x)dt + o(t, z)dW;. (2.18)
Da aber wie erwdhnt dWW; nicht existiert, ist dies keine verniinftige Gleichung.

Wie im Falle von gewohnlichen Differentialgleichungen kénnen wir aber versu-
chen, die Differentialgleichung aufzuintegrieren zu

z(t) = xo Jr/o f(s,:z:(s))ds+/0 o(s,z(s))dWs, (2.19)

was wiederum zu der Frage fiihrt, wie genau man den Ausdruck

/0 o(s,x(s))dWs (2.20)

definiert.

2.4 Das Ito-Integral

Der Ausdruck .
/ o(s,x(s))dWs (2.21)
0

hat pfadweise in der klassischen Analysis durchaus eine Entsprechung, nadmlich
das Stiltjes-Integral. Dieses ist fiir f, h reelle Funktionen definiert [12] als

b n
fdh = lim > f() ((t) — b)), (2.22)
a n—oo 7,—1

(n) (n)

wobei ty’ < tg") < ... <ty eine Folge von Partitionen auf [a, b] mit lim max;c1. p |t£n)—

n— oo

t51)1| = 0 ist. Ahnlich wie fiir die Ableitung einer reellen Funktion gilt aber, dass



h von endlicher Variation sein muss, damit das Stiljes-Integral fiir alle stetigen
Funktionen f existiert. Dies ist, wie wir schon festgestellt haben, fiir W nicht
der Fall. Man kann also das stochastische Integral mit W als Integrator nicht
einfach pfadweise definieren.

Um das Integral dennoch zu konstruieren, definieren [19, S. 39 pp.] wir zunéchst
folgenden Raum von einfach zu behandelnden Prozessen

k
& ={X;(w) = ZU(w)(si) Ao,y ,s )k € Nysg < 51,000 < 5p, 593
=0 (2.23)

U; Fs,_,-messbare Zufallsvariable}.

€ wird die Menge der elementaren, vorhersagbaren Prozesse genannt und ist
eine Entsprechung zu Stufenfunktionen in der klassischen Analysis ( Man kann
sich {iberlegen, dass X (w) fiir X € € eine Stufenfunktion darstellt). Fiir X € &
lasst sich das Integral einfach definieren als

t k
I(X) = /0 X(8)dAW, = " Ui(Wa,ne — We,_,a0) (2.24)
=1

mit der Kurznotation s A t = min(s,t). Weiterhin ist £ dicht in der (sehr um-
fangreichen) Klasse £2(W) = {f € L(P)|E[foT f2ds] < co VT < oo}. Damit
kann man I; fiir X € £2(W) iiber einen Grenzwert von Folgen in & definieren.

Definition 5 Fiir X € L2(W) nennen wir die Zufallsvariable

I,(X) = /OtX(s)dWs = lim I,(X;) (2.25)

11— 00

Itointegral von X, wobei der Limes im L*-Sinn zu verstehen ist und (X;);en
eine Folge in & mit X; — X ist, die wegen der Dichtheit von & immer existiert.

Es lasst sich zeigen, dass dies tatséchlich eine sinnvolle Definition ist, in dem
Sinne, dass der Grenzwert tatséichlich im L2-Sinn existiert und von der ge-
wéhlten Folge (X;);en unabhéngig ist. Fiir I gelten einige fiir uns interessante
Eigenschaften:

L [ dW, =W,

2. I, aufgefasst als stochastischer Prozess ist ein (stetiges) Martingal
3. Itos-Tsometrie: E[I,(X)?] = E[( [; Xds)?]

4. I,(f) ~ N(0, (f(;E fds)?) fiir deterministische f

Die Eigenschaften kann man fiir X € € einfach nachrechnen und folgen dann
fiir den Grenziibergang und sind noch niitzlich, wenn wir uns mit der Parame-
terschitzung beschiftigen.

Bemerkung 2.4.1 In der Sprache der verschiedenen Konvergenzbegriffe fiir
Zufallsvariablen gilt nun: Setzen wir die Brownsche Bewegung als Integranden
in Gleichung 2.22, dann konvergiert der Grenzwert zwar nicht fast sicher, aber
in der L? - Norm.

10



2.5 Stochastische Differentialgleichungen

Mit den eben vorgestellten Definitionen kann man nun definieren, was wir kon-
kret mit Losungen von stochastischen Differentialgleichungen meinen.

Definition 6 [18, Kap.5] Wir nennen einen stochastischen Prozess X, eine
Lésung der stochastischen Differentialgleichung

dX, = f(t, X,)dt + o(t, X;)dW, (2.26)

mit reellen Funktionen f und o und Anfangsbedingung X,, wenn folgende Ei-
genschaften erfillt sind:

1. Xo = X(0)
2. Xt = XO + f(f f(t,Xt)dt + f(f O'(t, Xt>th

Eine wichtige Hilfe fiir das Losen und Umformen von stochastischen Differenti-
algleichungen ist das folgende Lemma von Ito.

Satz 2.1 [5, 5.195] Sei X, ein stochastischer Prozess der Form
dXt = atdt + btth (227)

mit a und b stochastische Prozesse. Dann gilt fiir f : R — R, zweimal differen-
zierbar und den transformierten Prozess Z = f(X)
1, d

dZt = <atdf(Xt) + =b

d
e > tdng(Xt))detCmf(Xt)th (2.28)

Mit Itos Lemma l&sst sich so ausrechnen, wie die Transformierten von Lésungen
von stochastischen Differentialgleichungen aussehen, ohne diese exakt zu kennen.
Betrachten wir zum Beispiel die geometrische Brownsche Bewegung

dXt = /,LXtdt + O'Xtth (229)

mit p,0 € R und transformieren mit f(X) = In(X), erhalten wir fiir den
transformierten Prozess Z; = f(X;)

1,0, 1 1

dZt = (/,LXt -— —0°X 7)dt + O'Xtyth

¢ t (2.30)

1
= (u— 02§)dt + odW;.
Dies ist eine Differentialgleichung nullter Ordnung und mit einfachem (stochas-

tischem) Integrieren folgt Z;, = (u— 021)t + oW, + Z, fiir eine (logarithmierte)
Anfangsbedingung Z;. Transformieren wir mit e* zuriick, erhalten wir

X =exp((p— 02%)1? + oWy) - exp(Zp). (2.31)

11



Allgemeiner lasst sich fiir lineare stochastische Differentialgleichungen [16] der

Form
dX: = (a(t) X + b(t))dt + (c(t) Xt + o(t))dW; (2.32)

mit reellen Funktionen a, b, c,o und Startbedingung Xo = X (tg) ~ N (o, 02)
die Losung in folgender, geschlossener Form angeben:

Xi=Z4y - (Xo+ /t 7. b(s) — c(s)o(s)ds + /t G(i) dwy) (2.33)
mit . o(5)? .
Zygy = ea:p(/t a(s) — Tds +/t c(s)dWs), (2.34)

was sich fiir konstante Koeffizientenfunktionen A = a(t), B = b(t),C = ¢(t),0 =
o(t) zu

t t
X, = Zysy (X0+B-/ o ds (t—to)-00+a/ _dW)  (23)
to s,to to s,to
mit )
Zt»to = €£Cp<(A — 502)(t — to) + C(Wt — Wt0)>, (236)

ergibt. In Gleichung 2.36 haben wir benutzt, dass fot AW, = W;.

12



Kapitel 3

Simulation und
Parameterschatzung von
stochastischen
Differentialgleichungen

Mit der eben eingefiihrten Theorie wollen wir nun den mehr praktisch motivier-
ten Teil der Simulation und Parameterschitzung vorstellen.

3.1 Simulation

Die Theorie zur Simulation von stochastischen Differentialgleichungen ist im
Gegensatz zu den gewdhnlichen Differentialgleichungen weniger umfangreich,
da aufgrund der stochastischen Natur implizite Verfahren nicht naiv angewandt
werden konnen. Auflerdem nutzen wir in der Anwendung nur die Simulation von
gewohnlichen Differentialgleichungen, daher wollen wir nur kurz das einfachste
Schema zur Simulation der Vollstdndigkeit halber vorstellen.

h bezeichnet im Folgenden die Schrittweite, Agf) = Wi, 41 — Wy, ein zugehdriges
Inkrement einer Brownschen Bewegung, ¢; =i - h und Z; die simulierte Losung
der stochastischen Differentialgleichung an der Stelle ¢; (Man kann hier natiirlich
auch eine nicht konstante Schrittweite h wihlen). Die Inkremente AS) lassen
sich einfach durch das Ziehen aus N (0, h) simulieren.

Das Euler — Maruyama — Schema ergibt [20] sich aus dem bekannten Euler-
Schema mit addiertem Inkrement als

Bit1 =+ hf (b, 8) + o(t, ) A i € {1,..n} (3.1)

mit deterministischer oder stochastischer Startbedingung z.

13



h=0.5 h=0.05 h=0.005

Abbildung 3.1: Simulation der Differentialgleichung dX = —Xdt 4+ 0.1dW; mit
dem Eulerverfahren zu verschiedenen Schrittweiten h

3.2 Parameterschatzung

Wir betrachten nun nicht eine einzige, sondern eine Familie von parameterab-
héngigen stochastischen Differentialgleichungen mit Parametern 6 € ©. Formal
bedeutet dies, dass Drift und Diffusion nun Funktionen

f:R*x0 =R (3.2)
und
c:R*x0 =R (3.3)

sind, wobei wir das Parameterargument als Subskript fp(¢, 2) und og(¢, x) schrei-
ben. Dabei ist zunéchst zu beachten, dass wir in unserem Fall in der Regel nicht
direkt das dynamische System

dXt = fg(t,Xt)dt+09(t,Xt)th (34)
beobachten, sondern im allgemeinsten Fall zu Zeitpunkten (¢4, ...tx) nur
Yi = h(Xe,) + & (3.5)

fiir ein i : R — R und unabhiingige, normalverteilte Messfehler &, ~ N(0,02)
als Daten zur Verfiigung haben. o, ist hier entweder fixiert oder selbst ein zu
schitzender Parameter.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass wir jeweils nur eine Trajektorie
(Y0, Y1, ---, yn ) messen und fithren die Kurznotation Y = (yo,y1, ..-yx) fiir die bis
tr gemessenen Daten ein. Wir beschreiben im Folgenden die Herleitung fiir die
Likelihood pp(Yn). Fiir die Likelihood ergibt sich mit der Regel fiir gemeinsame
Dichten p(X,Y) = p(Y|X) - p(X) die Faktorisierung

P6(Y0, Y1, - YN) = Po(Yn|Yn—1) - Po(Yn—1)
=po(yn|Yn-1) - po(yn—11Yn—2) - po(Yn—2)

=.. (3.6)
N

= po(yo) - Hpo(yiwz;l)'

i=1

14



Wir benétigen also die Dichten pg(y;|Y:—1), um die Likelihood zu berechnen.

Bemerkung 3.2.1 Man beachte, dass der Messfehler dafiir sorgt, dass

PWilyi—1, - %0) # P(Yilyi—1)- (3.7)

Wiirden wir die stochastische Differentialgleichung direkt beobachten, wiirde dies
wegen der Markoveigenschaft von Lisungen stochastischer Differentialgleichun-
gen gelten [21] und wir miissten die Ubergangsdichten P(Xy,,,|X;,) berechnen.
Viele Methoden und Publikationen im Bereich der Schéitzung von Parametern
von stochastischen Differentialgleichungen aus dem Bereich der Finanzmathe-
matik (z.B. [23]) gehen von diesem Szenario aus.

Die Idee fiir die Berechnung dieser Likelihood ist [13] entnommen, wir nutzen
das zu der Publikation [14] gehorende in der Sprache R implementierte Softwa-
repackage im Anwendungsteil und wollen im Folgenden die Theorie dahinter
beschreiben.

Bemerkung 3.2.2 Wir machen einige Anderungen in der Notation im Ver-
gleich zu [14]. Dazu gehdren:

1. f9, op und hy hingen zusdtzlich zur Zeit t und Zustand x nicht von einer
weiteren Komponente u ab. Diese Komponente ist als externer Input zu
verstehen, ist aber wegen der Zeitabhdngigkeit redundant. Diese Trennung
macht zwar fir die Implementierung Sinn, wir wollen hier aber hier nur
die Theorie beschreiben und lassen diese Komponente daher weg.

2. Wir bleiben im Findimensionalen, da wir in unserer Anwendung aus-
schlieflich den Fall X; € R behandeln. Einige der Formeln vereinfachen
sich dadurch, da nun die etwas komplizierteren Regeln der Matrizmultipli-
kation etc. entfallen.

3.2.1 Parameterschitzung mit Kalman-Filtern

Wir definieren zunéchst folgende Grofen:

Urjk—1 = Eo[Yi|Yr—1] (3.8)
Ryji—1 = Varg[Yi|9r—1] (3.9)

sowie die Residuen
€k = Yk — Yrlh—1- (3.10)

Wir verstehen dabei E[X|Y] und Var[X|Y] jeweils als Erwartungswert und Va-
rianz beziiglich der bedingten Dichte p(x|Y = y). Machen wir nun die Annahme,
dass yi|Yx—1 normalverteilt ist, kénnen wir die Likelihood berechnen durch

n
1 _0.5¢2R™L
Po(Yn) o po(yo) [ | —m—=e "7 v, (3.11)

i1V Bkik—1
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da die Normalverteilung vollstdndig durch Erwartungswert und Varianz charak-
terisiert ist. Mit py konnen wir dann den Maximum-Likelihood-Schétzer durch
ein Optimierungsverfahren finden (siehe [13] fiir Details). Die Idee ist nun, g1
und Ryj_, rekursiv zu berechnen. Dafiir ben&tigen wir noch folgende Grofen:

Ty = Eo[Xe| Y] (3.12)
Ty = Eo[ Xy, [Y4] (3.13)
Py, = Varg[X¢[Yx] (3.14)
P”k = Va’l”g[thij] (315)
Ry, = Vare[Yy, | Y] (3.16)

Man beachte, dass die Notation hier iiberladen ist: #;, und 2, sind hier jeweils
einmal fiir natiirliche Zahlen definiert und einmal fiir reelle, Gleiches gilt fiir P;
und Py

Es ergeben sich dann folgende Zusammenhénge fiir ein zunéchst linear ange-
nommes h(z) = hx + d:

1.
Uklk—1 = hZpp—1 +d (3.17)

2.
Ryjp—1 = h* - Pyp_y + 07 (3.18)

3.
Thik = Trlk—1 + th|k—1R;;‘}€,1€k (3.19)

4.
Py = Pyjp—1 — h2P§|k_1R,;ﬁc_1 (3.20)

Alle Gleichungen ergeben sich aus der Annahme der Normalverteilung ohne
Beachtung, dass es sich um stochastische Differentialgleichungen handelt. 1 und
2 sind einfach aus der Transformation der Erwartungswerte und Varianz unter
affinen Abbildungen abzuleiten. Fiir 3 und 4 bendtigt man die Aussage [7], dass
aus

M2 021 022

fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten folgt:

(z1,22) ~ N([’“] : {U” ‘712}) (3.21)

z1|zo ~ N(pt1 + 012055 (T2 — p2), 011 — T12055 021) (3.22)

Kennen wir also &yx_1, Prjr—1 und y, konnen wir die obigen Gleichungen
anwenden. Wir bendtigen aber noch einen Schritt, um von &y, nach 2,1, zu
kommen, wobei wir nutzen, dass X Realisierung unseres dynamischen Systems
ist.
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3.2.2 Zeitunabhéingige lineare SDE

Dafiir betrachten wir zunéchst den Fall einer zeitunabhéngigen, linearen SDE
dXt = AgXtdt + bg(t) + O'Qth. (323)

Zeitunabhiingig bezieht sich hier auf das Ay, die Inhomogenitét by darf durchaus
von der Zeit abhéingen.

Um von k nach k + 1 zu kommen, nehmen wir an, dass &1, und Py
sich aus @), und Py, als Anfangsbedingungen durch das Losen folgender (ge-
wohnlicher) Differentialgleichungen ergeben

Ay, = (Aeaétk + bo(t)) dt (3.24)

APy = <2A9Pt|k + og) dt (3.25)

Dass dies exakt stimmt, konnen wir leicht verifizieren, wir kennen ja aus Glei-
chung 2.35 die exakte Losung von Gleichung 3.23 zur Anfangsbedingung X; =

Zyy, = el 4095 = glt=ti) A0 (3.26)
und damit
t t
X = e(t_t’“)A"-(Xk—i—/ e_(s_t"‘)A"bg(s)ds—&—/ e_(s_t’“)A"ag(s)dWs). (3.27)
tr tr

Nehmen wir nun den bedingten Erwartungswert, folgt fiir ¢ > ¢

9A5t|k = Eo[Xt‘lék]
t t
= elt—tk) 40 cEg[ X —|—/ ef(sft’“)A"bg(s)ds —|—/ ef(sft’“)Aeag(s)dWku]

tr tr

t
= elt=tk) 40 (Eg[Xk-Wk] —|—/ B(St’“)Ast(S)CLS)

ty

t
— elt=tr) Ao (iilck +/ E(St’“)A"bg(s)ds>,
123
(3.28)
was der Losung der inhomogenen, linearen Differentialgleichung 3.36 entspricht.

Wir haben hierbei ausgenutzt, dass im ersten Integral kein Zufall mehr vor-
handen ist und das zweite, stochastische Integral immer Erwartungswert 0 hat
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(sieche Aufzéhlung 2.4). Fiir die Varianz kénnen wir dhnlich folgern:
Pt|k = VGTO[Xth}

t
= Varg[e(tft’“)A"Xk +/ ef(sft’“)A"og(s)dWs\yk]

123

t
= 240 gy [ X4 Y] + Va?"e[/ e” A0 0y (5)dW s|Yy]

23

t 3.29
= elt-t2dop Ee[(/ e~ (Tt A0 5y (5)dW ) Y 20

tr

t
_ e(tfztk)ZAng“f JrEe[/ 672(87t"’)‘4909(5)2dt|1jk}

tr

t
_ e(tftk)QAgpk‘k +/ 672(87751“)1490'9(8)26#,

173

was wiederum exakt die Losung von 2.35 ist. Wir nutzen hier im ersten Schritt
aus, dass X (t;) und fttk e~ (—t) 40 54 (5)dW s unkorreliert sind, und wir so die
Varianz in die Summe ziehen kénnen. Aufserdem nutzen wir Itos Isometrie im
Schritt 3 aus.

Setzen wir nun t341 in 2, und P, erhalten wir geschlossene Ausdriicke fiir
Zp41)k und Pyyq)p. Wir erinnern uns auRerdem daran, dass [ f(s)dW, normal-
verteilt fiir deterministische f ist. Daher ist N(Zpy1jk, Pet1jr) tatsdchlich die
exakte Verteilung von Xj1|Ys.

3.2.3 Nichtlineare Beobachtungsfunktion

Wenn h nichtlinear ist, setzen wir

Urlk—1 = M Erjp—1) (3.30)
und
Ryjp—1 = H{Pyj—1 + 02, (3.31)
wobei p
Hy = oy (3.32)

Wir approximieren also i durch die Ableitung an der Stelle xy;_;.

3.2.4 Zeitlich variierendes und nichtlineares Modell

Wir wollen diesen Teil nur kurz der Vollstdndigkeit halber vorstellen, da wir die-
sen in unserer Anwendung nicht nutzen. Die Basis fiir den nichtlinearen, zeitlich
variierenden Fall bildet der zeitlich variierende lineare Fall mit zeitabhidngigen
Funktionen ag(t), by (t), oo(t).

dX; = (ag (t)X + be (t)) dt 4+ og (t)th (3.33)
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Die Gleichungen fiir den Wechsel zwischen Beobachtung y und x bleiben diesel-
ben. Es ldsst sich dann mit &hnlichen Argumenten wie fiir den zeitinvarianten
Fall zeigen, dass

di‘ﬂk = (ag(t)fftk + bg(t)) dt (3.34)

dPt“{) = <2a9(t)Ptk + Ug(t)2>dt (335)

aus 3.34 eine exakte Losung fiir den Schritt 2, nach &, liefert (die Losung
der Differentialgleichung ist dann ein wenig komplizierter), siehe [13] fiir Details.
Motiviert durch eine Taylor-Entwicklung 1. Ordnung, schlagen [13] dann vor,
fiir den Fall eines nichtlinearen Drifts fy, die Differentialgleichungen

dZ, = fo(t, Ty)dt (3.36)

dPy, = (28zf0|t,§ctkptk + Ug(t)) dt (3.37)
zu l6sen.

Bemerkung 3.2.3 Mit dem hier beschriebenen Verfahren (und auch dem Packa-
ge aus [14]) lassen sich nur vom Zustand X unabhdngige Diffusionsterme oy
fitten. Der Grund dafiir liegt in der Gleichung 2.35: Ist der multplikative Diffusi-
onsterm C(t)- XdW; hier ungleich 0, fihrt dies zu einem nichtdeterministischem

Zi 1, - Damit ist der in der Lisung vorkommende Integrand in f g(—‘j)dVVS nicht-
s to

deterministisch und das Integral folgt keiner (einfach zu behandelnden) Normal-
verteilung mehr.

3.3 Goodness of Fit

Nach der Parameterschitzung stellen wir nun die Frage, wie gut die geschitzen
Parameter bzw. das davon induzierte Modell die Daten Y beschreibt. Dafiir
wollen wir kurz statistische Tests rekapitulieren, da diese eine wichtige Rolle bei
dieser Frage spielen.

3.3.1 Statistische Tests

Das Setting fiir statistische Tests ist im Folgenden immer

1. Der Raum der Daten Y = R%. Im eben beschriebenen Kapitel entspricht
dies Y, in dem Sinne das Yy € Y,

2. Der Raum der Parameter © mit dadurch induzierten Wahrscheinlichkeits-
maken Py :Y — [0,1] auf Y,

3. Ein Testproblem der Form
Hy: Y ~Py,0€0y vs H :Y ~Py,0€0 (3.38)
mit ©y C © und 6, 29\90
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Hy is wahr H, ist wahr
Entscheidung fiir Hy Spezifitét Typ-II-Fehler
Entscheidung fiir H; | Typ-I-Fehler Power

Tabelle 3.1: Quelle: [1]

Ein statistischer Test zum Signifikanzniveau « ist nun eine Abbildung
¢ : Y — {Annahme, Ablehnung} (3.39)

von den Daten zu den beiden Moglichkeiten Annahme und Ablehnung (die wir
in gewohnlicher Weise interpretieren), so dass gilt

max Py(¢~ " (Ablehnung)) < a. (3.40)
€060

Die Wahrscheinlichkeit, im Falle des Zutreffens der Nullhypothese die Nullhypo-
these abzulehnen, soll also in jedem Fall kleiner als das geforderte Signifikanz-
niveau sein. Man beachte, dass im Fall eines einelementigen 0y das Maximum
wegfillt und die Definition (und damit auch die Konstruktion) deutlich einfacher
wird, da wir nur zu einem ganz konkreten Parameter die Signifikanzeigenschaft
nachweisen miissen.
Eine (haufig verwendete) Moglichkeit, solch einen Test ¢ zu konstruieren, ist,
eine Teststatistik

T:Y—1R (3.41)

zu betrachten und dann einen Ablehnungsbereich A C R zu bestimmen, so dass
der definierte Test ¢~1(Ablehnung) = T~1(A) die gewiinschten Eigenschaften
hat. Fiir die Bezeichnungen Typ-I-Fehler, Typ-I1I-Fehler und Power siehe Abb.
3.1.

3.3.2 Monte-Carlo-Verteilungsapproximation einer Test-
statistik

Haben wir eine Teststatistik 7', bendtigen wir die Verteilung von T fiir 6 € O fiir
die korrekte Konstruktion des Ablehnungsbereiches. Sinnvolle Teststatistiken,
wie zum Beispiel von geschitzten Parametern 6 abgeleitete, haben a priori eine
unbekannte Verteilung fiir stochastische Differentialgleichungen. Fiir Maximum-
Likelihoodschétzer gilt zwar asymptotisch eine Normalverteilungsannahme mit
der Fischerinformation als Kovarianzmatrix [13], aber es ist unklar, ab welcher
Anzahl von Messungen N eine solche Asymptotik als verniinftige Approximation
gelten kann. Um dieses Problem zu umgehen, schlagen wir folgendes Verfahren
aus [10] vor: Angenommen, wir kennen zu Daten Y den generierenden Parameter
6, dann kénnen wir neue Datensétze Y generieren und die Verteilung von T'(Y)
so approximieren. Natiirlich kennen wir 6 nicht, aber moglicherweise haben wir
einen Schitzer 6y zur Verfiigung, fiir den fiir § € O in guter Ndherung:

0 ~ 0. (3.42)
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Abbildung 3.2: Schematischer Ablauf des Tests mit simulierter Verteilung einer
Teststatistik. Angelehnt an Fig. 1 [10].

Unter der Annahme eines guten Schétzers konnen wir dann also die Verteilung
von T unter Hy doch (approximativ) angeben. Dann brauchen wir nur noch
einen entsprechenden Ablehnungsbereich angeben (zum Beispiel das obere 0.95-
Quantil der empirischen Verteilung) und haben einen funktionierenden Test.
Nochmal schematisch aufgeschrieben, 1duft der Test folgendermafen ab:

1. Auf zu testenden Daten Y, schitze Parameter fo.
2. Simuliere n Datensétze V¥, ..., Y,*"™ mit dem geschitzten Parameter fo.

3. Zu jedem simulierten Datensatz Y,5"™ erhalte die Teststatistik T}, = T'(Y;"™)

und aus diesen die empirische Verteilung F} von T.

4. Verwerfe Hy, wenn die Teststatistik T'(Y") auf den realen Daten im Ableh-
nungsbereich liegt, zum Beispiel wenn T'(Y) > F_.! (1 — ).

Das eben beschriebene Verfahren zur Konstruktion eines Testes beschrankt
sich natiirlich nicht auf unseren konkreten Fall von stochastischen Differential-
gleichungen und ist auch nicht die einzige Art, die Goodness-of-Fit zu beschrei-
ben. Die wesentliche Motivation, ausgerechnet diese Art von Test vorzustellen,
ist, dass dieser gut zu unserem spater im Anwendungsteil beschriebenen Pro-
blem passt.
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Man beachte, dass bei diesem Test zwei mogliche Fehlerquellen vorliegen kon-
nen: Zum einen eine mangelnde Anzahl von Simulationen n, was aber durch
mehr Rechenleistung behoben werden kann. Zum anderen aber kann die Un-
genauigkeit des Schitzers 6o eine Fehlerquelle sein, weshalb der Typ-I-Fehler
immer manuell validiert werden sollte, in dem Sinne, dass dieser um das Signi-
fikanzniveau a schwanken sollte.
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Kapitel 4

Anwendung

Dieser Abschnitt ist der Kern dieser Arbeit, in dem wir mit Hilfe der vorher
eingefiihrten Theorie die in der Einfiihrung gestellte Frage, ob stochastische
Differentialgleichungen bei der Detektion von missspezifizierten pharmakokine-
tischen Modellen helfen kénnen, untersuchen. Dazu gehen wir folgende Schritte,
die in den nichsten Abschnitten genau beschrieben werden.

1. Wir fithren im Abschnitt 4.1 kurz in die Pharmakokinetik ein und stellen
zwei (fiir uns interessante) Modelle der Pharmakokinetik vor.

2. Wir definieren in Abschnitt 4.2 unter Verwendung von stochastischen
Differentialgleichungen einen Hypothesentest, dessen Alternativhypothese
(H,) die Interpretation missspezifiziert hat.

3. Wir wenden den Test im Rahmen einer Simulationsstudie in Abschnitt 4.3
auf die beiden vorgestellten pharmakokinetischen Modelle an und unter-
suchen seine Giite im Resultatteil 4.5.

4.1 Pharmakokinetik

Die Pharmakokinetik behandelt und beschreibt die Verstoffwechselung von Wirk-
stoffen im Korper. In diesem Kapitel wollen wir wesentliche Konzepte der Phar-
makokinetik einfiihren und die fiir uns relevanten Inhalte nidher erldutern.

4.1.1 Kompartemente

Eine wesentliche Modellvorstellung der Pharmakokinetik ist, dass sich Wirkstof-
fe in verschiedenen Systemen (Kompartemente) des Korpers verteilen und dort
abgebaut werden. Kompartemente konnen dabei zum Beispiel das Blut oder
auch das Wasser im Korper sein, welchen ein sogenanntes scheinbares Volumen
V zugewiesen wird. Wir interessieren uns nun dafiir, den Verlauf von Wirkstoff-
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Abbildung 4.1: Schematische Darstellung eines 2-Kompartmentmodells [2]

konzentrationen C' oder dquivalent den Verlauf der vorliegenden Masse A

(4.1)

in den einzelnen Kompartementen zu beschreiben. Dies geschieht durch Differen-
tialgleichungsysteme mit mehreren Komponenten, wobei jede Komponente ein
Kompartement darstellt. Wir betrachten nur Ein-Kompartementmodelle, daher
gehen wir hier nicht weiter darauf ein und betrachten also nur eindimensionale
Differentialgleichungen.

4.1.2 Abbaumodelle

Um den zeitlichen Verlauf zu modellieren, fiihrt man den Begriff der Clearance
CL ein. Diese beschreibt die Abbaurate des Wirkstoffs im Korper. Das einfachste
Modell der Pharmakokinetik geht von einer konstanten Clearance aus [22], damit
ergibt sich fiir die Dynamik des Abbaus die Differentialgleichung

dA(t) = —CL- A(t) + D(t)dt, (4.2)
bzw. wiederum aquivalent fiir den Verlauf der Konzentration
D(t
dO(t) = —k - C(t) + %dt, (4.3)

wobei D die Dosisgabe beschreibt und k = S%. Fiir (konstante) Infusionen ist D
einfach 1(, ;) -d mit Start und Endzeit a, b und Infusionsrate d. Im Falle von Ein-
maldosierungen (Bolusgabe) ist dies etwas komplizierter, wir modellieren dies
als eine schnelle Infusion (siehe Abschnitt 4.4 fiir Details). Im Folgenden schrei-
ben wir die Dosisgabe nicht immer mit. Weiterhin beschreiben wir im Folgenden
immer die Konzentration C' und nicht die absolute Menge A.

Die Voraussetzung fiir die eben beschriebene Art des Abbaus mit konstanter
Clearance ist eine (idealisiert) unbegrenzte Abbaufihigkeit des biologischen Sys-
tems, denn mit héheren Konzentrationen steigt die (absolute) Menge des Abbaus
proportional an. Ist dies nicht gegeben, ist die Dynamik fiir hohe Konzentra-
tionen nicht mehr korrekt. In diesem Fall nimmt man an, dass der Abbau ei-
ner Enzym-Reaktion mit sogenannter Michaelis-Menten-Kinetik entspricht [22].
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Diese ersetzt k durch die Parameter V4, und K,,, wobei diese folgende Inter-
pretation haben:

1. Vjae ist die maximale Abbaurate, die die eben erwéhnte begrenzte Ab-
baufidhigkeit des biologischen Systems beschreibt.

2. K,, ist die Konzentration, bei der gerade %me der Abbaurate erreicht
wird.

Aus diesen ergibt sich der Verlauf dann [22] durch

Viae  C(1)
V.  Kn+C(t)

dc(t) = — dt. (4.4)

Man sieht leicht, dass fiir Konzentrationen C >> K,, Gleichung 4.4 in die
Gleichung nullter Ordnung

Vma;r

dO(t) ~ — 21 gy (4.5)

ibergeht, wihrend fiir kleine Konzentrationen C' << K, fiir Gleichung 4.4 gilt

Vmaw

dC(t) S T

C(t)dt, (4.6)

also in das einfache Modell mit k£ = V’”‘” iibergeht, siehe auch die Abb. 4.2.
Wegen der proportionalen Abhanglgkelt von Dosisgabe und Konzentration zu
jedem fixiertem t bezeichnet man Gleichung 4.3 auch als lineares und Gleichung
4.4 als nichtlineares Modell. Man kann das nichtlineare Modell auch anders
parametrisiert schreiben als

4C(0) =~ 20 @)

mit k = M . Wir werden diese Version in der Anwendung nutzen. Der Vorteil
hierbei 1st dass man K, variieren kann, und das approximativ lineare Modell
bei klemen Dosen gleich bleibt.

Bemerkung 4.1.1 Man beachte, dass die zitierten Publikationen Gleichung 4.4
hdufig fir die Masse A angeben, dann fillt das Volumen V' aus der Gleichung.

4.2 Hypothesentest

4.2.1 Testproblem

Formal betrachten wir eine Familie von ODE-System induzierenden Funktionen

H = {fs]0 € ©}. (4.8)
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Abbildung 4.2: Beispielhafte Verldufe fiir die beiden Modelle, sowohl fiir die
absolute Konzentration als auch die logarithmierte. Man sieht, dass unterhalb
von K, sich der Verlauf des nichtlinearen Abbaus sich einer Exponentialkurve
anndhert, was einer Geraden im logarithmierten Plot entspricht. Oberhalb von
K, gleicht der Verlauf der Konzentration im nichtlinearen Modell wiederum
einer Geraden im nichtlogarithmierten, im Gegensatz zum linearen Modell.
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Ist nun das wahre, datengenerierende Modell fy;.,e nicht in H, nennen wir das
Modell missspezifiert. Die Idee ist dann, wie schon in der Einfiihrung angedeutet,
die Differenz zwischen dem schlecht geschétzten f.s; und dem wahren Modell

fest - ftrue (49)

durch den stochastischen Term
og(t) - dW; (4.10)
zu modellieren, was sich heuristisch motiviert durch

dX = frrue(t, X)dt
= fest(th) + (ftrue(tvx) - fest(taX))dt (411)
R fost(t, X)dt + og(t, X)dW;.

Ganz konkret wollen wir hier in dieser Arbeit untersuchen, ob wir das lineare
(Gleichung 4.3) vom nichtlinearen Modell (Gleichung 4.4) unterscheiden kénnen.
Im oben beschriebenen Setting ist dann

D(t
H:{f:R%R,f(t,x):—k-m#—#%é]&,vER}, (4.12)
die Funktionenfamlie des eben beschriebenen linearen Modells.
Wir nehmen zu den in Abschnitt 4.1.2 beschriebenen Parametern k und V noch
den Parameter o, zur Beschreibung der Stirke des stochastischen Terms. Als
Funktion oy verwenden wir damit

o9(t,X) =0, (4.13)

und

og(t,X) =0.X. (4.14)

Die Wahl von oy(t, X) = 0. X ist dabei dadurch motiviert, dass hier die Grofe
der Missspezifikation mit der Konzentration steigt - ganz wie es zu erwarten
wire im nichtlinearen Modell. Wir nennen 4.13 auch konstanter Diffusionsterm
und 4.14 multiplikativer Diffusionsterm.

Die Frage ist nun, wie genau wir aus dem Diffusionsterm Kriterien fiir eine
Missspezifikation ableiten. Die wesentliche Idee ist, dass bei einem korrekt spe-
zifiertem Modell der Diffusionsterm verschwinden sollte, was bei beiden Dif-
fusionstermen &dquivalent ist dazu, dass der Parameter o, 0 ist. Wir wollen
daher folgendes Testproblem fiir unsere Parameter k,V, 0., 0, mit den Mengen
Qo = (R? x R§ x 0) und ©; = (R? x R} x R*) formulieren:

Hy: (k,V,0¢,0,) €09 wvs Hy:(k,V,0.,0;)€ O (4.15)
oder etwas weniger exakt, dafiir iibersichtlicher:
Hy:0,=0 ws Hy:o0,#0. (4.16)

Dabei ist o die in Abschnitt 3.2 erwahnte Standardabweichung des Messfehlers.
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4.2.2 Teststatistik und Monte-Carlo-Verteilungsschitzer

Als Teststatistik verwenden wir das geschétzte 6. . Um daraus einen Test zu ent-
wickeln, bendtigen wir die Verteilung von 6, unter Hy . Wie bereits angedeutet,
ist 6, das Ergebnis einer komplexen numerischen Optimierung und hat daher
eine unbekannte Verteilung. Wir nutzen daher das in Abschnitt 3.3 beschriebe-
ne Verfahren, um die Verteilung von 6. zu approximieren. Wie in 3.3 erwahnt,
gehort zu solch einer Approximation noch ein Schatzer 0, fiir Parameter der
Nullhypothese. Diesen definieren wir als

0o := arg max pg(Yn), (4.17)
[ASISH)

mit den Definitionen aus Abschnitt 3.2 fiir die Likelihood py und Daten Y.
Wir schrinken also den Maximum-Likelihood-Schétzer einfach auf den Nullhy-
pothesenraum Og ein (Ganz konkret entspricht dies hier der Schitzung einer
gewohulichen, parametrisierten Differentialgleichung). Damit sind alle Kompo-
nenten vorhanden, um die Verteilung von &, zu approximieren. Noch einmal
schematisch, analog zu 3.3.2 aufgeschrieben:

1. Auf zu testenden Daten Yy, schitze Nullhypothesenparameter éo = (];), V,d.,0)
und &,.

2. Simuliere n Datensitze ‘jf\?m’l, ...,H%m’" mit dem geschitzten Nullhypo-

thesenparameter 6.

3. Zu jedem simulierten Datensatz y;im erhalte ein geschétztes &&k) und aus

. . .. . —1 A
diesen die empirische Verteilung F; von &;.

4. Verwerfe, wenn das in Schritt 1 geschitzte 6, auf den zu testenden Daten
im Ablehnungsbereich liegt, konkret wenn 6, > F_ 1 (1 — «)

emp

4.3 Simulationsstudie

Da reale Daten nicht vorliegen, versuchen wir durch eine Simulationsstudie mit
verschiedenen Experimenten die eben gestellte Frage zu beantworten. Dabei si-
mulieren wir eine pharmakokinetische Studie mit gestorten Beobachtungen und
multiplen Dosisgaben jeweils mit linearem Modell und nichtlinearem Modell und
untersuchen, wie sich unser oben definierter Test beziiglich empirisch ermittel-
tem Typ-I- und Typ-II-Fehler verhilt.

Wir nutzen dabei den Wirkstoff Phenytoin als Orientierung sowohl fiir die Wahl
eines realistischen Studiendesigns, d.h. fiir Messpunkte, Dosismenge etc., als
auch fiir die Wahl von Parametern fiir die Simulation und stellen diese im Fol-
genden vor.

Phenytoin ist ein Medikament zur Behandlung [17] von Epilepsie und hat ein
nichtlineares Abbauverhalten. Damit entspricht es grob dem Fall, den wir un-
tersuchen wollen.
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Abbildung 4.3: Beispielhaftes Studiendesign mit Mehrfachdosisgabe und Mes-
sungen kurz vor und nach der Dosisgabe und zusétzlichen Messungen im ersten
Intervall.

4.3.1 Studiendesign

Phenytoin wird unter anderem verabreicht als [17] Mehrfachdosierung iiber meh-
rere Tage, um letztlich eine Steady-State-Konzentration(d.h. eine ungefihr glei-
che Konzentration nach der Medikamentengabe, siche auch Abb. 4.3) zu errei-
chen. Ausgehend davon betrachten wir ein Design, bei dem wir tégliche Bolus-
dosierungen iiber 16 Tage simulieren. Dabei messen wir immer kurz vor und
kurz nach der Dosisgabe die Konzentration, siehe 4.3. Dies bleibt bei allen Ex-
perimenten fixiert. Aufserdem messen wir in einem ausgezeichnetem Dosierungs-
intervall noch zusétzlich mehrere Konzentrationen. Diese beiden Komponenten
werden variiert, siche Abschnitt 4.3.3.

4.3.2 Parameterwahl

Die Parameterwahl motiviert sich ebenfalls aus dem Wirkstoff Phenytoin, wir
orientieren uns an den angegebenen Parametern in [9] und [17]:

1. Viae = 350 mg pro Tag

2. K,, = 4 mg pro Liter
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3. Tagesdosis Ty = 250 mg pro Tag
4. Volumen V =501
Reparametrisieren wir dann wie in Gleichung 4.7, erhalten wir den Parameter

Vmax

k=
K,V

= 1.75 pro Tag. (4.18)

Da wir uns insbesondere dafiir interessieren, wie sich unser Test im Grenzbe-
reich zwischen linearer und nichtlinearer Konzentration verhélt, variieren wir
den Parameter K,, nach unten und nach oben. Konkret ziehen wir K,, mit
gleicher Wahrscheinlichkeit aus der Menge {3,4, ...,8,9} (sieche Abb.4.4 fiir Vi-
sualisierung) und lassen den Rest der Parameter konstant. Hier ist insbesondere
die Reparametrisierung mit & wichtig: Wir lassen k£ konstant und nicht etwa
Vinaz, das implizit mitvariiert.

4.3.3 Experimente

Mit diesem eben vorgestellten Grundgeriist untersuchen wir verschiedene Sze-
narien und wenden unsere verschiedenen Modelle an.

Komponenten: Verschiedene Messfehler und verschiedene Designs

Die Szenarien haben jeweils verschiedene, kombinierende Komponenten, die wir
hier kurz vorstellen

1. Verschiedene Messfehler (-Varianzen)

(a) Niedriger Messfehler: 02 = 0.01
(b) Mittlerer Messfehler: o2 = 0.05
(c) Hoher Messfehler: o2 = 0.1

2. Unterschiedliche Anzahl an Messungen in einem Dosisintervall (zusétzlich
zu den standardméfigen zwei Messungen nach und vor der Dosisgabe)

(a) Wenig Messungen : n = 3
(b) Mittelviele Messungen : n = 6
(¢) Viele Messungen : n = 11

3. Unterschiedliche Dosisintervalle fiir die zusétzlichen Messungen

(a) Intervall k =1
(b) Intervall k =4
(c) Intervall k =7

Siehe Abbildung 4.5 fiir grafische Darstellung der einzelnen Komponenten.
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Abbildung 4.4: Konzentrations-Zeit-Profil fiir verschiedene K,,. Die blauen
Punkte stellen die Messpunkte dar, die griine Linie den realen Verlauf und rot
das K,,.
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Abbildung 4.5: Visualisierung der verschiedenen Szenarien. Die griine Linie vi-
sualisiert den wahren Verlauf eines exemplarischen linearen Modells bei téglicher
Dosisgabe. Die roten Linien oben zeigen das 99%-Quantil des erwarteten Feh-
lers. Die blauen Punkte stellen die Messpunkte dar.
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Modelle

Auf diese Szenarien wenden wir unsere verschiedenen Modelle an:
1. Die schon erwdhnten verschiedenen Diffusionsterme

(a) Modell mit konstantem Diffusionsterm o,dW,;
(b) Modell mit multiplikativem Diffusionsterm Co.dW;

2. Modelle mit fixiertem o2

(a) Modell mit fixiertem o2 = 0.01
(b) Modell mit fixiertem o2 = 0.05
2

(¢) Modell mit fixiertem o2 = 0.1

Die Fixierung des o. bedeutet hier, dass das Modell o, nicht als Parameter
geschétzt wird, sondern immer den fixierten Wert hat. Die Motivation dafiir ist,
dass der Messfehler manchmal zu einem bestimmten Grad bekannt ist, und wir
hier diesen Fall damit abbilden wollen.

Kombinationen

Da die Anzahl der Kombinationen der oben stehenden Komponenten zu grof ist,
um alle auszuprobieren, betrachten wir daher im Folgenden sinnvolle Szenarien
und vergleichen diese. Zunéchst definieren wir ein Basisszenario, das als Stan-
dard dienen soll. Ausgehend von diesem variieren wir die Bedingungen und un-
tersuchen auftretende Anderungen. Das Basisszenario beinhaltet folgende Kom-
ponenten

1. Modell mit konstantem und linearem Diffusionsterm
2. Alle drei o,

3. Zusatzliche Messung im Dosisintervall £ =1

4. Messung von mittelvielen (n = 6) Konzentrationen

Ausgehend vom Basisszenario definieren wir 3 weitere Szenarien. Dabei variieren
wir jeweils folgende Komponenten einzeln (in dem Sinne, dass die restlichen
Komponenten wie im Basisszenario bleiben)

1. Szenario 1: Variation der Anzahl der zusétzlichen Samples n
2. Szenario 2: Variation des Dosisintervalls k zur zusédtzlichen Messung

3. Szenario 3: Fixierung der Messfehler-Varianz o2 im Modell, wobei wir hier
nur das Modell mit konstantem Diffusionsterm betrachten.
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4.4 Implementierung

Wir wollen hier kurz einige relevante Detailfragen der Implementierung vorstel-
len.

Simulation

Wir simulieren die gewohnlichen Differentialgleichungen mit dem Eulerverfah-
ren. Wir simulieren pro Szenario 3000 Trajektorien im Test-II-Setting und 200
Trajektorien im Test-I-Setting, auf denen wir den Test anwenden. Pro Test ap-
proximieren wir die empirische Verteilung der Teststatistik mit 200 Samples.
Das Signifikanzniveau ist immer a = 0.05.

Fixierung der Startkonzentration

Wir fixieren die Startkonzentration jeweils auf 0 bei der Parameterschitzung
bzw. auf nahe 0, um keine Probleme bei der Logtransformation (siehe 4.24) zu
bekommen, was sicher eine plausible Annahme vor der ersten Dosisgabe ist.
Dies erhoht die numerische Stabilitéit, da ansonsten die Startkonzentration ein
weiterer Parameter im Modell ist.

Bolus-Dosierung

Die Dosierung entspricht der Inhomogenitit B des in 3.2 vorgestellten Algorith-
mus. Das Package erlaubt eine Ubergabe als diskrete Menge von Werten

ULy oeey Upy,s (4.19)

wobei Zwischenwerte linear interpoliert werden, siehe auch Bemerkung 3.2.2.
Damit simulieren wir Bolus-Dosierungen mit Dosis D zum Zeitpunkt ¢ als sehr
hohe Infusionen in kurzen Zeitrdumen, indem wir diskrete Werte dy, ..., d,, zu
Zeitpunkten tg, ..., t, um t iibergeben mit der Eigenschaft

D= de (te —th—1), (4.20)
k=1

da fiir die interpolierte Funktion dinterpotiert ilt

n

tr
Z dy; - (tk - tk—l) = / dinterpoliert(s)d5~ (4.21)

k=1 to

Damit steigt die Konzentration in dem (kurzen) Zeitraum ¢ bis ¢; genau um
%, ganz wie man es bei einer Bolusdosierung mit Menge D erwarten wiirde.
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Stateabhingiger Diffusionsterm

Da das Paket cstmr selbst keinen stateabhingigen Diffusionsterm (d.h. von X
abhéngigen) zulésst, ist
og(t,z) =0, - (4.22)

direkt nicht implementierbar. Wir transformieren daher die Gleichung

D(t
dX, = —k- X, + %dt t o, X dW, (4.23)

mit f(X) = In(X) und erhalten fiir den transformierten Prozess Z; = f(X})
mit Itos Lemma
51

dZ = (~k—o73) +

D(t)

—_— 4.24
7 (4.24)

(siehe 2.30) und setzen die beobachtete Grofse Y; = exp(Z;). exp entspricht dann
der in 3.2 eingefiihrten (nichtlinearen) Funktion h. Die Transformation mit In
fiihrt offensichtlich zu Schwierigkeiten, wenn X in der N&he von 0 ist, jedoch
kommt dies in dem Setting, welches wir untersuchen nicht vor.

Multiple Parameterinitialisierungen

Um ein besseres Optimierungsergebnis zu erreichen, starten wir den im Package
aus [14] implementierten Schitzer mehrfach mit zufélligen Startwerten neu und
nehmen die Parameter mit der besten Likelihood als Resultat. Siehe Tabelle
4.12 fiir die daraus resultierende Verbesserung.

4.5 Resultate

Zu jedem der vorgestellten Szenarios inklusive des Basisszenarios gibt es zwei
Tabellen (4.2, 4.3, 4.5 und 4.9) mit

1. ausgewdhlten K,, Werten, die die Testpower beschreiben,
2. dem (kumulierten) Typ-I-Fehler und der Rate an nicht konvergierten Tests.

Auferdem geben wir noch ausgewéhlte Abbildungen zum Vergleich fiir einige
Kombinationen von Parametern. In jeder Typ-II-Tabelle ist das Basisszenario
mit aufgefiithrt und signifikante Unterschiede markiert (siehe Legende), um den
Vergleich zu erleichtern. Weiterhin geben wir noch die Tabelle 4.8, in der die
gleichen Resultate stehen, jedoch nun verglichen nach Modell (siehe Legende).
Wir fassen in diesem Abschnitt die interessanten Erkenntnisse aus dem umfang-
reichen Daten zusammen, fiir die exakten und kompletten Ergebnisse verweisen
wir auf die Tabellen.
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Tabelle 4.1: Ergebnisse: Basis-Szenario

Modell Parameter Design Nicht konv. Typ-II K,,=5 K,,=T7 K,,=9
ordW 02=001 k=1,n=6 0.3 % 1+£0 0.984+0.01 0.55+0.05
o, dW Uf =0.05 k=1,n=6 0.4 % 1+0.01 0.41£0.05 0.154+0.03
ordW a2 =01 k=1n=6 0.3 % 0.95+0.02 0.244+0.04 0.14+0.03
C-0.dW 02=001 k=1n=6 5.4 % 140 0.964+0.02 0.384+0.05
C-0.dW 02=005 k=1n=6 4.5 % 1+0 0.32+0.04 0.12+0.03
C-0.dW o2=0.1 k=1,n=6 49 % 0.89+£0.03 0.15+0.03  0.1+0.03
Modell Parameter Design Emp. Typ-I Fehler Nicht konv.Typ-I
ordW 02=001 k=1,n=6 0.06+0.03 0.5 %
o dW 062 =0.05 k=1,n=6 0.05+0.03 0%
o dW o2 =01 k=1,n=6 0.04+0.03 0%
C-0.dW 02=001 k=1n=6 0.03+0.02 1.5 %
C-0.dW 02=005 k=1,n=6 0.05+0.03 1.5 %
C-0,dW 02=0.1 k=1,n=6 0.0740.04 1%

Tabelle 4.2: Die obere Tabelle beschreibt das Verhalten des Tests im Typ-II-
Setting. Angegeben ist die empirischen Testpower zu verschiedenen K,,, zu-
sammen mit der Breite eines Konfidenzintervalls (berechnet mit Normalvertei-
lungsapproximation), auferdem der Anteil nichtkonvergierter Tests. Die untere
Tabelle beschreibt in &hnlicher Weise das Typ-I-Setting. Die Werte fiir den Typ-
I-Fehler sind iiber alle K, aggregiert. Fiir die genaue Bedeutung von Modell,
Parameter und Design, siehe Abschnitt 4.3.3.

1. Alle Resultate sind sinnvoll

Alle Ergebnisse, die vorliegen, widersprechen keiner verniinftigen Erwartung.
Dazu gehoren insbesondere:

1. Der Typ-I Fehler schwankt um den von uns gewdhlten a = 0.05 Wert.
2. Ein hoherer Messfehler fiihrt zu einer niedrigeren Testpower (Abb. 4.6).
3. Hohere K, Werte filhren zu einer niedrigeren Testpower (Abb.4.6).

4. Korrekt fixierte o fithren zu einer hoheren Testpower (Tabelle 4.9).

5. Mehr Samples fiihren zu einer héheren Testpower (Tabelle 4.3).

Diese (erwartbaren) Ergebnisse sind zumindest notwendige Bedingungen dafiir,
dass sowohl Idee als auch Implementierung keine groben Fehler enthalten.

2. Weniger Samples fithren nicht zu (sehr viel) schlechteren Ergeb-
nissen

Erhohen wir die Anzahl der Messsamples, zeigt sich wie erwartet ein Anstieg
in der Power. Senken wir sie jedoch ab, gibt es nur einen Fall von signifikantem
Abfall in der Testpower. Nimmt man an, dass zusétzliche Messungen zuséatzliche
Kosten verursachen, ist dies eine Moglichkeit diese zu senken, ohne das Ergebnis
zu verschlechtern (siehe Tabelle 4.3).
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Tabelle 4.3: Ergebnisse: Verschiedene Zahl von Messungen

Modell Parameter Design Nicht konv. Typ-II K,,=5 K,,=7 K.,=9
o dW 02=001 k=1n=11 0.2 % 1£0.01  0.99+0.01  0.6640.04
o dW 02=005 k=1n=11 0.1 % 140  0.48-+0.05 0.1940.04
o dW 02 =01 k=1,n=11 0.2%  0.9840.01 0.29+£0.04  0.1240.03
o dW 02=001 k=1,n=3 0.2 % 1£0.01  0.9640.02 0.540.05
o dW 02=005 k=1n=3 0.3 % 140  0.37+£0.05  0.16+0.03
o dW o2 =01 k=1,n=3 0.1 %  0.94+0.02  0.2240.04  0.140.03
o dW 62=001 k=1,n=6 0.3 % 1£0  0.9840.01  0.55+0.05
o dW 02=005 k=1,n=6 0.4 % 14£0.01  0.41£0.05  0.1540.03
o dW 02 =01 k=1,n=6 0.3% 0.954£0.02  0.24+0.04  0.1440.03
C-0.dW 02=001 k=1n=11 5% 1+0 140  0.6240.05
C-0.dW 02=005 k=1n=11 4% 1£0  0.4640.05 0.1440.03
C-0.dW 0¢2=0.1 E=1n=11 3% 097+0.02  0.2340.04  0.0940.03
C-0.dW 02=001 k=1n=3 4.5 % 1£0  0.96+0.02  0.45+0.05
C-0.dW 02=005 k=1n=3 3.9% 140  0.34+0.05 0.140.03
C-0.dW 02=0.1 k=1n=3 3.8%  09140.03  0.17+£0.04  0.0740.02
C-0.dW 0¢2=001 k=1n=6 5.4 % 14£0  0.96+0.02  0.3840.05
C-0.dW 02=005 k=1n=6 4.5 % 140  0.32+0.04  0.1240.03
C-0.dW ¢2=0.1 k=1,n=6 49% 0.89£0.03  0.15+0.03 0.140.03
Modell Parameter Design Emp. Typ-I Fehler Nicht konv.Typ-I
ordW 02=001 k=1n=11 0.03+0.02 0%
o dW 02=005 k=1n=11 0.06-0.03 0.5 %
o dW a2 =0.1 k=1n=11 0.04+0.03 0%
o dW 62=001 k=1,n=3 0.07+0.04 0%
o dW 02=005 k=1n=3 0.06+0.03 0%
o dW 02=01 k=1,n=3 0.09+0.04 0.5 %
o dW 02=001 k=1,n=6 0.06+0.03 0.5 %
ordW 02=005 k=1n=6 0.05+0.03 0%
o dW a2 =01 k=1,n=6 0.04+0.03 0%
C-0.dW 02=001 k=1n=11 0.05+0.03 3.5 %
C-0.dW 02=005 k=1n=11 0.05+0.03 0%
C-0.dW ¢2=0.1 k=1n=11 0.07+0.04 0%
C-0.dW 02=001 k=1n=3 0.07+0.04 1%
C-0.dW 02=005 k=1n=3 0.06+0.03 2.5 %
C-0.dW 02=0.1 k=1n=3 0.06-0.03 0.5 %
C-0.dW 02=001 k=1n=6 0.03+0.02 1.5 %
C-0.dW 02=005 k=1n=6 0.05+0.03 1.5 %
C-0.dW 0¢2=0.1 k=1,n=6 0.07+0.04 1%

Tabelle 4.4: Siehe 4.2 fiir analoge Erklirung der Werte. Zusitzlich vergleichen
wir die Ergebnisse mit dem Basis-Szenario (blau hinterlegt). Wir vergleichen
dabei jeweils die Ergebnisse, bei denen ausschlieflich das Design unterschiedlich
ist (d.h. das Ergebnis fiir das Szenario mit konstantem Diffusionsterm, hohem
Messfehler und vielen Samples wird mit dem Szenario mit konstantem Diffu-
sionsterm, hohem Messfehler und normalvielen Samples verglichen). Die mit
griin hinterlegten Werte zeigen eine statistisch signifikante Verbesserung, rot
hinterlegte eine Verschlechterung an. Wir nutzen hierfiir den exakten Test nach
Fischer zum Niveau o = 0.05.
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Abbildung 4.6: Modell mit konstantem und multiplikativem Diffusionsterm zu
verschiedenen Messfehlern im Basisszenario mit 95%-Konfidenzintervall (berech-
net mit Normalverteilungsapproximation)

3. Die Wahl des Messzyklus hat Einfluss auf das Ergebnis

Das spitere Messen im 7. Intervall fithrt sowohl bei linearem Modell als auch
konstantem Modell zu signifikant besseren Ergebnissen. Das Messen im 4. In-
tervall fithrt bei unterschiedlichen Messfehlern zu unterschiedlichen Ergebnissen,
siehe Tabelle 4.5. Nimmt man an, dass der Aufwand gleich bleibt beim messen
im 1. oder 7. Dosisintervall, ist dies eine nicht mit zusétzlichen Kosten verbun-
dene Designwahl. Wir kdnnen hier keine direkte Schlussfolgerung ziehen, was fiir
eine konkrete Studie besser ist. Es ist aber sicher sinnvoll, vorher den optimalen
Messzyklus zu bestimmen, z.B. ebenfalls durch eine Simulationsstudie.

4. Das lineare Modell ist schlechter als das konstante Modell

Im besten Fall unterscheidet sich das lineare Modell nicht vom konstanten Mo-
dell unter bestimmten Szenarien. Dagegen schneidet das lineare Modell in vielen
Fillen signifikant schlechter ab und ist in nur einem Fall signifikant besser als
das konstante, siche Tabelle 4.8. Dazu kommt noch eine héhere Rate an nicht-
konvergierten Tests.

5. Das Fixieren eines Messfehlers funktioniert eher nicht

Fixieren wir den korrekten Messfehler, erhoht sich wie erwartet die Testpower.
Nehmen wir jedoch einen kleinerer Messfehler als den realen, wird der Typ-
I-Fehler extrem grofs. Ist der fixierte Messfehler dagegen grofer als der ange-
nommene, verlieren wir Testpower. Den Messfehler zu fixieren macht also nur
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Abbildung 4.7: Testpower fiir verschieden viele Messungen n, jeweils fiir unter-
schiedliche Messfehler mit 95%-Konfidenzintervall (berechnet mit Normalvertei-
lungsapproximation). Wir verwenden nur das Modell mit konstantem Diffusi-
onsterm.
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Tabelle 4.5: Ergebnisse: Unterschiedliche Intervalle

Modell Parameter Design Nicht konv. Typ-11 K,,=5 K,,=7 K,,=9
o dW 02=001 k=1,n=6 0.3 % 1+0  0.98+0.01  0.55+0.05
o dW 02=005 k=1,n=6 0.4 % 14£0.01  0.414+0.05  0.15+0.03
o dW 02 =01 k=1,n=6 0.3% 095+£0.02 0.24+0.04  0.1440.03
o dW 02=001 k=4n=6 0.4 % 140 0.97+0.02  0.48+0.05
o dW 02=005 k=4n=6 0.4 % 140.01  0.33+0.04 0.13+0.03
o dW 02 =0.1 k=4,n=6 0.3 %  0.9540.02 0.240.04  0.11+0.03
o dW 02=001 k=7n=6 0.4 % 140 0.99+0.01  0.69+0.04
o dW 02=005 k=7n=6 0.4 % 140  0.44+0.05  0.1740.04
o dW o2 =01 k=T7T,n=6 0.3%  096+0.02  0.25+0.04 0.1140.03
C-0.dW 02=001 k=1n=6 5.4 % 1£0  0.96+£0.02  0.38+0.05
C-0.dW 02=005 k=1n=6 4.5 % 14£0  0.32+£0.04  0.1240.03
C-0.dW 0¢2=0.1 k=1,n=6 49 % 0.89+0.03 0.1540.03 0.140.03
C-0.dW 02=001 k=4n=6 59 % 140 0.914+0.03  0.49+0.05
C-0.dW 02=005 k=4,n=6 6.3%  099+0.01  0.2740.04  0.1240.03
C-0.dW 02=0.1 k=4n=6 55%  0.9140.03  0.16+0.04 0.140.03
C-0.dW 02=001 k=7n=6 5.6 % 140  0.97+0.02  0.66+0.05
C-0.dW 02=005 k=7n=6 58 % 14£0.01  0.43+0.05 0.16+0.04
C-0.dW ¢2=0.1 k=T,n=6 52 %  0914+0.03 0.214+0.04  0.15+0.03
Modell Parameter Design Emp. Typ-I Fehler Nicht konv.Typ-I
ordW 02=001 k=1,n=6 0.06+0.03 0.5 %
o dW 02=005 k=1,n=6 0.05+0.03 0%
o dW 02 =0.1 k=1,n=6 0.04-+0.03 0 %
o dW 02=001 k=4,n=6 0.03+0.02 0%
o dW 02=005 k=4,n=6 0.04-+0.03 0.5 %
o dW 02=0.1 k=4,n=6 0.06+0.03 0%
ordW 02=001 k=T7n=6 0.07+0.04 0%
o dW 02=005 k=7n=6 0.07£0.04 0.5 %
o dW o2 =0.1 k=T7T,n=6 0.06+0.03 0%
C-0.dW 02=001 k=1n=6 0.03+0.02 1.5 %
C-0.dW 02=005 k=1n=6 0.05+0.03 1.5 %
C-0.dW 02=0.1 k=1n=6 0.07+0.04 1%
C-0.dW 02=001 k=4n=6 0.11£0.04 1.5 %
C-0.dW 02=005 k=4n=56 0.04-+0.03 0%
C-0.dW 02=0.1 k=4,n=6 0.05+0.03 0%
C-0.dW 02=001 k=Tn=6 0.04+0.03 0%
C-0.dW 02=005 k=7n=6 0.04-+0.03 0 %
C-0.dW 0¢2=0.1 k=T7T,n=6 0.07+0.04 1.5 %

Tabelle 4.6: Siehe 4.2 fiir analoge Erkldrung der Werte. Zusitzlich vergleichen
wir die Ergebnisse mit dem Basis-Szenario (blau hinterlegt). Wir vergleichen
dabei jeweils die Ergebnisse, bei denen ausschliefslich das Design unterschiedlich
ist (d.h. das Ergebnis fiir das Szenario mit konstantem Diffusionsterm, hohem
Messfehler und Messung im 7. Intervall wird mit dem Szenario mit konstantem
Diffusionsterm, hohem Messfehler und 1. Intervall verglichen). Die mit griin hin-
terlegten Werte zeigen eine statistisch signifikante Verbesserung, rot hinterlegte
eine Verschlechterung an. Wir nutzen hierfiir den exakten Test nach Fischer

zum Niveau o = 0.05.
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Abbildung 4.8: Test-Power fiir verschiedene Dosisintervalle k, jeweils fiir unter-
schiedliche Messfehler mit 95%-Konfidenzintervall (berechnet mit Normalvertei-
lungsapproximation). Wir verwenden nur das Modell mit konstantem Diffusi-
onsterm.

41



Tabelle 4.7: Vergleich von konstantem und multiplikativem Diffusionsterm

Modell Parameter Design Nicht konv. Typ-II K,,—5 K,,—=7 K,,—9
o dW 02=001 k=1n=11 0.2 % 140.01 0.99+0.01 0.66£0.04
o dW 02=005 k=1n=11 0.1 % 140 0.48+0.05 0.19+£0.04
o dW a2 =0.1 k=1,n=11 0.2 % 0.98+0.01 0.2940.04 0.12+0.03
o dW 02=001 k=1,n=3 0.2 % 140.01 0.96+0.02 0.5+0.05
o dW 02=005 k=1,n=3 0.3 % 140 0.37£0.05 0.16£0.03
o dW o2 =0.1 k=1n=3 0.1 % 0.94+0.02 0.2240.04 0.1£0.03
o dW 02=001 k=1,n=6 0.3 % 140 0.98+0.01 0.55+0.05
o dW 02=005 k=1,n=6 0.4 % 14+0.01 0.41£0.05 0.15+0.03
o dW o2 =01 k=1n=6 0.3 % 0.95+0.02 0.24+0.04 0.14+0.03
C-0.dW 02=001 k=1n=11 5% 1+0 1+0  0.62+0.05
C-0.dW 02=005 k=1n=11 4% 1+0 0.46+0.05 0.1440.03
C-0.dW 02=0.1 k=1n=11 3% 0.974+0.02  0.234+0.04 0.0940.03
C-0.dW 02=001 k=1n=3 4.5 % 1+0 0.96+0.02 0.4540.05
C-0.dW 02=005 k=1n=3 3.9 % 1+0 0.34+0.05 0.1£0.03
C-0.dW 02=0.1 k=1n=3 3.8 % 0.91+0.03 0.17£0.04 0.0740.02
C-0.dW 02=001 k=1n=6 5.4 % 140 0.96+0.02  0.3840.05
C-0.dW 02=005 k=1n=6 4.5 % 1+£0  0.32+0.04 0.1240.03
C-0.dW 0o2=0.1 k=1n=6 49 %  0.89+0.03 0.15+0.03 0.1£0.03
Modell Parameter Design Nicht konv. Typ-11 K.,=5 K,,=7 K,,=9
o dW 02=001 k=1,n=6 0.3 % 1+0 0.98+0.01 0.55+0.05
o dW 02=005 k=1,n=6 0.4 % 14+0.01 0.4140.05 0.15+0.03
o dW d2=0.1 k=1n=6 0.3 % 10.95+0.02 0.2440.04 0.14+0.03
o dW 02=001 k=4n=6 0.4 % 1+0 0.97+0.02 0.48+0.05
o dW 02=005 k=4n=6 0.4 % 14+0.01 0.33+0.04 0.13£0.03
o dW 02 =01 k=4n=6 0.3 % 10.95+0.02 0.2+0.04 0.11£0.03
o dW 02=001 k=7n=6 0.4 % 1+0 0.99+0.01 0.69+0.04
o dW 02=005 k=7n=6 0.4 % 1+0 0.4440.05 0.17£0.04
o dW d2=0.1 k=7n=6 0.3 % 10.96+0.02 0.2540.04 0.11£0.03
C-0.dW 02=001 k=1n=6 54 % 1+0 0.96+0.02  0.3840.05
C-0.dW 02=005 k=1n=6 4.5 % 1+£0  0.32+0.04 0.12£0.03
C-0.dW 02=0.1 k=1n=6 49 % 0.89+0.03 0.1540.03 0.1£0.03
C-0.dW 02=001 k=4n=6 59 % 1+0 0.91+0.03 0.49+0.05
C-0.dW 02=005 k=4,n=6 6.3 % 0.99+£0.01  0.2740.04 0.12£0.03
C-0.dW o2=0.1 k=4n=6 55 % 0.91+0.03 0.16+0.04 0.1£0.03
C-0.dW 02=001 k=T7n=6 5.6 % 1+£0 0.97£0.02 0.66+0.05
C-0.dW 02=005 k=Tn=6 5.8 % 14+0.01 0.4340.05 0.16+0.04
C-0.dW 02=0.1 k=7Tn=6 52 % 0.91+0.03 0.21+0.04  0.1540.03

Tabelle 4.8: Siehe Tabelle 4.2 fiir analoge Erklarung der Werte. Die beiden Ta-
belle sind die selben Tabellen zum Typ-II-Fehler wie in 4.5 und 4.3, jedoch
vergleichen wir hier das Modell mit konstantem Diffusionsterm mit dem mit
multiplikativem, und zwar jeweils unter gleichen Bedingungen (d.h. unter glei-
chem Design und Messfehler). Blau hinterlegt ist jeweils das Modell mit kon-
stantem Diffusionsterm, griin bzw. rot zeigen signifikante Verbesserungen bzw.
Verschlechterungen an. Wir nutzen hierfiir den exakten Test nach Fischer zum
Niveau a = 0.05.
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Tabelle 4.9: Fixierter Messfehler

Modell Parameter Design Nicht konv. Typ-II K,,=5 K,,=T7 K,,=9
ordW 02=001 k=1,n=6 0.3 % 14+0  0.98+£0.01  0.5540.05
ordW 02=005 k=1,n=6 0.4 % 14£0.01  0.41£0.05  0.1540.03
o dW 02=01 k=1,n=6 0.3 % 0.954+0.02 0.24+0.04  0.1440.03
o-dW Fix. c2=0.01 02=001 k=1n=6 0% 140 1+£0  0.78+0.04
o-dW Fix. c2=0.01 02=005 k=1n=6 0.1 % 140 1+0 10
0.dW,Fix. 02 =001 02=01 k=1,n=6 0.1% 140 140 140
0.dW,Fix. 02 =0.05 02=001 k=1,n=6 0.1% 140  0.01£0.01 0+0
0.dW,Fix. 02 =0.05 02=005 k=1,n=6 0.1% 140  0.594£0.05  0.1540.03
0,dW,Fix. 02 =005 02=01 k=1,n=6 0.2 % 14£0  0.89+0.03 0.8-£0.04
0,dW,Fix.c2=01 02=001 k=1,n=6 0% 140 040 0+0
0,dW,Fix. 02 =01 02=005 k=1,n=6 02%  0.99+0.01 0.01+0.01 0+0
0,dW,Fix.c2=01 02=01 k=1,n=6 0.1% 0.9940.01 0.3£0.04  0.1140.03
Modell Parameter Design Emp. Typ-I Fehler Nicht konv.Typ-I
o dW 02=001 k=1n=6 0.06+0.03 0.5 %
o dW 02=005 k=1n=6 0.05+0.03 0%
ordW 02=01 k=1,n=6 0.0440.03 0%
0.dW,Fix. c2=0.01 02=001 k=1,n=6 0.0840.04 0%
o-dW Fix. c2=0.01 02=005 k=1n=6 14+0 0%
o.dW Fix. 02 =0.01 02=0.1 k=1n=6 140 0%
0.dW Fix. 02 =005 02=001 k=1,n=6 040 0%
o.dW Fix. 02 =0.05 02=005 k=1,n=6 0.0440.03 0 %
0.dW,Fix. 62=0.05 02=01 k=1,n=6 0.8+0.06 0%
0,dW,Fix.c2=0.1 02=001 k=1,n=6 040 0%
0.dW,Fix.c2=01 02=005 k=1,n=6 040 0%
0,dW,Fix.02=01 o02=01 k=1,n=6 0.0340.02 0.5 %

Tabelle 4.10: Siehe Tabellen 4.2 und 4.3 fiir Erklarung der Werte und Einfarbung

Sinn, wenn wir den Messfehler sehr genau kennen, was sicher keiner realistische
Annahme ist (Siehe Tabelle 4.9).
6. Das Verfahren ist numerisch instabil

Der Anteil der nichtkonvergierten Tests fiir das Modell mit multiplikativem Dif-
fusionsterm ist zum Teil {iber 5% und bei dem anderen Modell immer noch bis
zu 1%, auch mit der Multistart-Optimierung.
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Tabelle 4.11: Ergebnisse: Basis-Szenario ohne Multistart

Modell Parameter Design Nicht konv. Typ-II K,,=5 K,,=T7 K,,=9
o dW 02=001 k=1,n=6 0.3 % 1+0 0.98+0.01 0.55+0.05
o dW 02=005 k=1,n=6 0.4 % 14+0.01 0.414+0.05 0.15+0.03
o dW o2=0.1 k=1n=6 0.3 % 10.95+0.02 0.2440.04 0.14+0.03
o,dW, kein Multistart af =0.01 k=1,n=6 0.2 % 0.724+0.08 0.68+0.08 0.4240.08
o-dW, kein Multistart ¢2=0.05 k=1,n=6 0.1 % 0.7440.07 0.2440.07 0.1+0.05
o-dW, kein Multistart o2 = 0.1 k=1n=6 0% 0.74+0.07 0.16£0.06 0.11+0.05

Tabelle 4.12: Vergleich der Ergebnisse mit und ohne Multistart-Optimierung.
Siehe Tabellen 4.2 und 4.3 fiir Erkldrung der Werte und Einfdrbung.

4.6 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben demonstriert, dass das vorgeschlagene Konzept der Detektion von
Modellmissspezifikationen durch den Diffusionsterm von stochastischen Dif-
ferentialgleichungen grundsétzlich funktioniert. Sowohl fiir verschieden grofie
Messfehler als auch fiir verschiedene Designs funktioniert der vorgeschlagene
Test robust in dem in Abschnitt 4.5 aufgefiihrten Sinn. Weiterhin haben wir
mit den verschiedenen getesteten Modellen und Designs erste Erkenntnisse ge-
sammelt, wie das Ergebnis im konkreten Fall des hier definierten Designs zum
pharmakokinetischen Problem der Unterscheidung von linearer und nichtlinea-
rer Abbaudynamik verbessert werden kann.

Als Nachteil muss sicher die numerische Instabilitét des Verfahrens genannt
werden. In diesem konkreten Fall konnten wir diese durch die Multistart-
Optimierung korrigieren, jedoch verbleiben auch mit dieser z.B. ein nicht zu
vernachlissigbarer Anteil nichtkonvergierender Tests. Es ist moglich, dass bei
zukiinftigen, komplexeren Modellen sich dieses Problem noch verstirkt. In der
Summe lohnt es sich aber, den beschriebenen Ansatz weiterzuverfolgen.

Ein erster Ankniipfungspunkt ist sicher die Anwendung auf reale Daten statt
im Rahmen einer Simulationsstudie. Auch die Anwendung auf allgemeinere,
hoherdimensionale Modelle, wie zum Beispiel die angesprochenen Mehrkompar-
tementmodelle aus der Pharmakokinetik, oder auch andere Anwendungsfelder,
in denen missspezifizierte ODE-Modelle auftauchen kénnen, ist interessant. Die-
se beiden Punkte sind insbesondere gut kombinierbar, denn bei einer groferen
Klasse von moglichen Modellen ist es einfacher, reale Datensétzen zu finden, auf
denen man die Praktikabilitdt untersuchen kann.
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