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(1) SeiX = {1, . . . , n} und (bn, cn) der vollständige Graph überX mit Standargewichten,
d.h. bn(x, y) = 1 falls x 6= y, b(x, y) = 0, falls x = y und cn ≡ 0. Wählen Sie drei
Ihrer Lieblingszahlen n aus N \ {1}. Geben Sie für diese n jeweils die Matrix lbn,cn ,
die Wirkung des Laplaceoperators Lbn,cn an und skizzieren Sie den Graph.

(2) Sei X eine Menge mit der diskreten Topologie ausgestattet welche durch die diskrete
Metrik d, d.h., d(x, y) = 1 für x 6= y und d(x, y) = 0 für x = y, gegeben ist.

(a) Zeigen Sie, dass jede Funktion f : X → R stetig ist.

(b) Betrachten Sie die Menge C(X) der stetigen reellwertigen Funktion auf X. Ge-
ben Sie eine Addition und skalare Multiplikation an mit der C(X) ein reeller
Vektorraum ist.

(c) Geben Sie ein Beispiel einer Basis von C(X) an.

(3) Sei (b, c) ein Graph über einer endlichen Menge X. Zeigen Sie, dass die Form, die
gegeben ist durch Qb,c : C(X)→ [0,∞), f 7→ Qb,c(f) := Qb,c(f, f) mit

Qb,c(f, f) =
1

2

∑
x,y∈X

b(x, y)(f(x)− f(y))2 +
∑
x∈X

c(x)f(x)2,

eine quadratische Form ist, d.h. Qb,c erfüllt

Qb,c(αf) = α2Qb,c(f) and Qb,c(f + g) +Qb,c(f − g) = 2(Qb,c(f) +Qb,c(g))

für alle f, g ∈ C(X).



(4) Sei (b, c) ein Graph über einer endlichen Menge X. Definiere weiterhin deg : X →
[0,∞)

deg(x) =
∑
x∈X

b(x, y) + c(x),

und für W ⊆ X

EW := {(x, y) ∈ W ×W | b(x, y) > 0}.

sowie

∂EW = (W ×X \W ) ∪ ((X \W ×W )) ∩ EX .

Zeigen Sie, dass einen Graph mit Standardgewichten und für alle W ⊆ X gilt

deg(W ) :=
∑
x∈W

deg(x) = #EW +
1

2
#∂EW.

und insbesondere

deg(X) = #EX .

Geben Sie eine Interpretation der Gleichung in Worten an.
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