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Sei (b, c) ein endlicher Graph über (X, deg) mit

deg(x) =
∑
y∈X

b(x, y) + c(x).

Sei P : `2(X, deg) → `2(X, deg) ein Operator mit Matrix p : X × X → [0,∞) gegeben
durch

p(x, y) =
b(x, y)

deg(x)

d.h.
Pf(x) =

∑
y∈X

p(x, y)f(y).

Sei weiterhin pn : X × X → [0,∞) die Matrix der n-ten Potenz P n = P ◦ . . . ◦ P des
Operators P . Sei Y = (Yn) die Markovkette die gegeben ist durch die Übergangswahr-
scheinlichkeiten

P(Yn+1 = y | Yn = x) = p(x, y), x, y ∈ X.

Weiterhin sei L = Lb,c,deg der zu (b, c) über (X, deg) gehörige Operator und λ0 = inf σ(L)
der kleinste Eigenwert. Für einen linearen Operator auf `2(X,m) sei ‖A‖ = sup‖f‖=1 ‖Af‖
die Operatornorm.

(1) Sei der Graph zusammenhängend. Zeigen Sie, dass λ0 = 0 dann und nur dann wenn
für die Operatornorm von P gilt ‖P‖ = 1. Zeigen sie weiterhin, falls ‖P‖ < 1, dann

lim
α↓0

(L+ α)−1f =
∞∑
n=0

P nf,

für alle f ∈ `2(X, deg). (Tipp: Teleskopsumme)



(2) Zeigen Sie, dass die Gleichung in Aufgabe (1) auch für ‖P‖ = 1 mit f ≥ 0 gilt, wobei
allerdings beide Seiten der Gleichung in diesem Fall +∞ sind.

(3) Zeigen Sie, dass für alle x ∈ X der Grenzwert

ρ := lim
n→∞

‖P n‖1/n

existiert.

(4) Sei

ρx,y = lim sup
n→∞

pn(x, y)
1/n

für x, y ∈ X für einen zusammenhängenden Graphen. Zeigen Sie, dass für alle
x, y, x′, y′ ∈ X gilt

ρx,y = ρx′,y′ = ρ = 1− λ0.
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