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Übungen Topologische (Vektor-)Räume Blatt 1

1. Zeigen Sie, dass in einem metrischen Raum (X, d) jede offene Kugel B(x, r) := {y ∈ X :
d(x, y) < r} (in der erzeugten Topologie) offen ist und dass jede abgeschlossene Kugel

{y ∈ X : d(x, y) ≤ r}

abgeschlossen ist. Gibt es auch eine Metrik auf Rd, in der jede offene Kugel abgeschlossen
ist und jede abgeschlossene Kugel offen?

2. Zeigen Sie, dass
da(x, y) := |arctan(x)− arctan(y)|

eine Metrik auf R definiert und diese die euklidische Topologie erzeugt. Warum stammt
da nicht von einer Norm?

3. Zeichnen Sie die Einheitskugeln B(0, 1) in R2 bzgl. der Normen ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 und ‖ · ‖∞.

4. Zwei Metriken d1 und d2 auf einer Menge X heißen äquivalent, wenn sie die gleiche
Topologie erzeugen. Zeigen Sie: Wenn es eine Konstanten α, β > 0 gibt, so dass

αd1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ βd1(x, y) (1)

für alle x, y ∈ X, so sind die Metriken äquivalent. Entscheiden Sie, ob auch die Umkehrung
gilt, d.h. ob äquivalente Metriken Eigenschaft (1) erfüllen.

5. Es bezeichne T1 und T∞ die von den Normen

‖f‖1 :=

∫ 1

0
|f(x)| dx und ‖f‖∞ := sup{|f(x)| : x ∈ [0, 1]}

auf dem Vektorraum C[0, 1] der K-wertigen stetigen Funktionen auf [0, 1] erzeugten To-
pologien. Welche der beiden Topologien ist feiner? Sind die Topologien gleich?

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:

http://www.math.uni-potsdam.de/professuren/graphentheorie/teaching/topologie/


