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Kapitel 1

Die Grundlagen

1.1 Punktmengetopologie

1.1.1 Erste Definitionen und Beispiele

Definition 1.1.1. Sei X eine Menge. Eine Topologie τ auf X ist eine Familie von Teil-
mengen von X mit den Eigenschaften

1. ∅, X ∈ τ ,

2. beliebige Vereinigungen von Mengen aus τ sind wieder in τ ; d.h. falls {Uα}α∈Λ ⊂ τ
für eine beliebige Indexenge Λ, dann

⋃
α∈Λ Uα ∈ τ und

3. endliche Schnitte von Mengen aus τ sind in τ ; d.h. falls {U1, · · · , Un} ⊂ τ für n ∈ N,
dann

⋂
1≤i≤n Ui ∈ τ .

Definition 1.1.2. Ein Paar (X, τ), wobei X eine Menge und τ eine Topologie auf X ist,
heißt ein topologischer Raum.

Bemerkung 1.1.3. Wir schreiben oft
”
sei X ein topologischer Raum.“ Damit meinen

wir, dass X eine Menge ist und dass wir eine bestimmte Topologie auf X gewählt haben.

Beispiel 1.1.4.

1. Sei X eine Menge. Die Topologie τdisk := P(X) (Potenzmenge von X) heißt die
diskrete Topologie auf X.

2. Sei X eine Menge. Die Topologie τgrob := {∅, X} heißt die grobe Topologie auf X.
In der Literatur heißt diese Topologie häufiger die triviale Topologie.

3. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Für p ∈ X bezeichnen wir mit Br(p) den offenen
r-Ball um p. Die Familie

τd := {U ⊂ X | ∀p ∈ U,∃ε > 0: Bε(p) ⊂ U}

ist eine Topologie auf X. Wir nennen sie die Topologie induziert durch die Metrik
d.

4. Die
”
Standardtopologie“ auf Rn ist die Topologie induziert durch die euklidische

Metrik.

Definition 1.1.5. Sei (X, τ) ein topologischer Raum.
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� Falls U ∈ τ , dann heißt U offen.

� Falls A ⊂ X und (X \ A) ∈ τ , dann heißt A abgeschlossen.

� Sei S ⊂ X. Das Innere von S ist die Vereinigung aller offenen Mengen von X, die
in S enthalten sind. Es wird mit S◦ bezeichnet.

� Sei S ⊂ X. Der Abschluss von S ist der Schnitt aller abgeschlossenen Mengen von
X, die S enthalten. Er wird mit S bezeichnet.

Bemerkung 1.1.6.

� Das Innere von S ist, als Vereinigung offener Mengen, offen. Damit ist S◦ die größte
offene Menge, die in S enthalten ist.

� Der Abschluss von S ist, als Schnitt abgeschlossener Mengen, abgeschlossen. Damit
ist S die kleinste abgeschlossene Menge, die S enthält.

Definition 1.1.7. Sei X ein topologischer Raum und sei p ∈ X. Eine Teilmenge S ⊂ X
heißt eine

� Umgebung von p, falls eine offene Menge U mit p ∈ U ⊂ S existiert.

� offene Umgebung von p, falls sie offen und eine Umgebung von p ist; d. h. eine offene
Umgebung von p ist eine offene Menge, die p enthält.

Das folgende
”
lokale“ Kriterium für Offenheit ist nützlich.

Proposition 1.1.8. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge U ⊂ X ist offen
genau dann, wenn für alle p ∈ U eine offene Umgebung Up von p existiert, die in U
enthalten ist.

Beweis. Sei U offen. Dann setzen wir Up := U . Das beweist eine Richtung. Sei nun U so,
dass für alle p ∈ U , eine offene Umgebung Up von p existiert die in U enthalten ist. Dann
gilt U =

⋃
p∈U Up. Das heißt, U ist eine Vereinigung offener Mengen und damit offen.

Definition 1.1.9. Seien X and Y topologische Räume. Eine Abbildung F : X → Y heißt
stetig, falls für alle U ⊂ Y offen F−1(U) ⊂ X offen ist; d.h. Urbilder offener Mengen sind
offen.

Aufgabe 1.1.10. Seien X und Y topologische Räume und sei F : X → Y eine Abbildung.
Zeigen Sie

1. F is stetig genau dann, wenn Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.

2. F ist stetig genau dann, wenn für alle p ∈ X und eine beliebige offenen Umgebung
U von F (p) eine offene Umgebung V von p mit F (V ) ⊂ U existiert.

3. Nun setzen wir voraus, dass die Topologien auf X und Y durch Metriken dX und
dY auf X bzw. Y induziert sind. Zeigen Sie, F ist stetig genau dann wenn das
ε-δ-Kriterium erfüllt ist.

Beispiel 1.1.11.

� Sei X eine Menge, die mit der diskreten Topologie versehen ist. Sei Y ein beliebiger
topologischer Raum. Dann ist jede Abbildung F : X → Y stetig.
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� Sei Y eine Menge, die mit der groben (trivialen) Topologie versehen ist. Sei X ein
beliebiger topologischer Raum. Dann ist jede Abbildung F : X → Y stetig.

Definition 1.1.12. Seien X und Y topologische Räume. Eine Abbildung F : X → Y
heißt

� offen, falls für alle offene Teilmengen U ⊂ X F (U) ⊂ Y offen ist.

� abgeschlossen, falls für alle abgeschlossenen Teilmengen U ⊂ X F (U) ⊂ Y abge-
schlossen ist.

� ein Homöomorphismus, falls F bijektiv ist und F und F−1 stetig sind.

Aufgabe 1.1.13.

� Eine stetige und bijektive Abbildung F : X → Y ist genau dann ein Homöomorphismus,
wenn F offen ist.

� Eine stetige und bijektive Abbildung F : X → Y ist genau dann ein Homöomorphismus,
wenn F abgeschlossen ist.

Beispiel 1.1.14.

� Wir bezeichnen mit τgrob bzw. τst die grobe bzw. die Standardtopologie auf Rn.
Die Identitätsabbildung id : (Rn, τst)→ (Rn, τgrob) ist stetig und bijektiv, aber nicht
offen.

� Verkettung stetiger Abbildungen ist stetig.

1.1.2 Neue Topologische Räume aus alten

Teilraumtopologie

Proposition 1.1.15. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Sei Y ⊂ X. Wir setzen

τ |Y = {Ũ ⊂ Y : ∃U ⊂ X offen mit Ũ = U ∩ Y }.

Dann ist die Familie τ |Y eine Topologie auf Y .

Beweis.

� Da ∅ = ∅ ∩ Y und Y = X ∩ Y , gilt ∅, Y ∈ τ |Y .

� Sei {Ũα}α∈Λ ⊂ τ |Y mit Λ einer beliebigen Indexmenge. Für jedes α ∈ Λ finden wir

Uα ⊂ X offen, sodass Ũα = Uα ∩ Y . Es gilt⋃
α∈Λ

Ũα =
⋃
α∈Λ

(Uα ∩ Y ) = (
⋃
α∈Λ

Uα) ∩ Y,

was impliziert, dass
⋃
α∈Λ Ũα ∈ τ |Y (da

⋃
α∈Λ Uα ⊂ X offen ist).

� In ähnlicher Weise zeigt man, dass endliche Schnitte Elemente aus τ |Y wieder in τ |Y
sind.
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Definition 1.1.16. Sei (X, τ), Y und τ |Y wie in Proposition 1.1.15. Die Topologie τ |Y
heißt die Teilraumtopologie auf Y .

Beispiel 1.1.17.

� Betrachte R× {0} ⊂ R2. Wir versehen R2 mit der Standardtopologie. Eine Menge

Ũ ⊂ R× {0} ist offen in der Teilraumtopologie genau dann, wenn

∀(x, 0) ∈ Ũ , ∃ε > 0 : (y, 0) ∈ Ũ falls |y − x| < ε.

Insbesondere ist die Abbildung

R→ R× {0} x 7→ (x, 0)

ein Homöomorphismus, falls R mit der Standardtopologie und R×{0} mit der Teil-
raumtopologie versehen wird. Anders gesagt stimmt, bis auf die kanonische Identi-
fikation R = R×{0}, die Teilraumtopologie von R×{0} mit der Standardtopologie
von R überein.

� Wir bezeichnen mit Sn(R) ⊂ Rn+1 die n-dimensionale Sphäre mit Radius R; d.h.
die Menge aller Punkte von Rn+1 mit euklidischer Norm R. Wir versehen Rn+1 mit
der Standardtopologie. Die Standardtopologie von Sn(R) ist die Teilraumtopologie
auf Sn(R).

Beispiel 1.1.18. Wir versehen R mit der Standardtopologie. Die Menge (0, 1] ist eine
offene Teilmenge von [−2, 1], wenn wir [−2, 1] mit der Teilraumtopologie versehen. In der
Tat, es gilt (0, 1] = (0, 2) ∩ [−2, 1]. Die Menge (0, 1] ist aber offensichtlich keine offene
Teilmenge von R.

Aufgabe 1.1.19. Sei X ein topologischer Raum. Sei Y ⊂ X offen. Falls eine Menge
U ⊂ Y in der Teilraumtopologie auf Y offen ist, dann ist sie auch in X offen.

Proposition 1.1.20. Sei X ein topologischer Raum und sei Y ⊂ X. Wir bezeichnen mit
ι die Inklusionsabbildung Y ⊂ X und versehen Y mit der Teilraumtopologie.

1. ι ist stetig.

2. Sei W ein weiterer topologischer Raum. Die Einschränkung einer stetigen Abbildung
F : X → W auf Y ist stetig.

3. Sei Z ein weiterer topologischer Raum. Eine Abbildung G : Z → Y ist genau dann
stetig, falls ι ◦G : Z → X stetig ist.

Beweis.

1. Sei U ⊂ X offen. Es gilt ι−1(U) = U ∩ Y , welche nach Definition von Teilraumto-
pologie offen (in Y ) ist.

2. Die Einschränkung ist genau die Verkettung F ◦ ι und als Verkettung stetiger Ab-
bildungen stetig.

3. Sei G stetig. Dann ist ι ◦G eine Verkettung stetiger Abbildungen und damit stetig.
Sei nun umgekehrt ι ◦ G stetig. Sei U eine offene Teilmenge von Y (in der Teil-

raumtopologie). Nach Definition existiert eine offene Teilmenge Ũ von X, sodass

U = Ũ ∩Y . Dann gilt G−1(U) = (ι◦G)−1(Ũ). Daraus folgt, dass die Menge G−1(U)

offen ist, da sie das Urbild der offenen Menge Ũ unter der stetigen Abbildung ι ◦G
ist.
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Definition 1.1.21. Seien X und Y topologische Räume. Eine stetige Abbildung ι : Y →
X heißt eine topologische Einbettung, falls sie injektiv ist und die Abbildung

Y → F (Y ) y 7→ F (y)

ein Homöomorphismus ist. Hier versehen wir F (Y ) mit der Teilraumtopologie.

Beispiel 1.1.22.

� SeiX ein topologischer Raum und Y ⊂ X. Sei ι : Y → X die Inklusion. Wir versehen
Y mit der Teilraumtopologie. Dann ist ι eine topologische Einbettung.

� Die Abbildung
R→ R2 x 7→ (x, 0)

ist eine topologische Einbettung

Aufgabe 1.1.23. Zeigen Sie, dass de Abbildung

(−π, π)→ R2 t 7→ (sin(t), sin(2t))

injektiv und stetig, aber keine topologische Einbettung ist.

Quotiententopologie

Proposition 1.1.24. Sei X ein topologischer Raum. Sei Y eine Menge und F : X → Y
eine surjektive Abbildung. Die Familie

τF := {U ⊂ Y : F−1(U) ⊂ X ist offen}

ist eine Topologie auf Y .

Beweis. Der Beweis wird als eine Aufgabe den Student*innen überlassen.

Definition 1.1.25. Seien X, Y, F und τF wie oben. Die Topologie τF heißt die Quotien-
tentopologie auf Y (induziert durch F ).

Häufig benutzen wir die obige Konstruktion, um eine Topologie auf die Menge der
Äquivalenzklassen eines topologischen Raums bezüglich einer Äquivalenzrelation zu de-
finieren. Sei X ein topologischer Raum und sei R eine Äquivalenzrelation auf X. Wir
bezeichnen mit X/R die Menge der Äquivalenzklassen von X bezüglich der Relation R.
Dann haben wir eine kanonische Abbildung

X → X/R x 7→ [x],

wobei wir mit [x] die Äquivalenzklassen von x ∈ X bezeichnen. Wir können nun X/R mit
der Quotiententopologie induziert durch die obere Abbildung versehen.

Beispiel 1.1.26.

1. Betrachte die Äquivalenzrelation auf R gegeben durch x ∼ x + k für k ∈ Z. Der
Raum R/ ∼ versehen mit der Teilraumtopologie ist homöomorph zu S1.

2. Betrachte die Äquivalenzrelation auf [0, 1] gegeben durch 0 ∼ 1 und x ∼ x für alle
x ∈ (0, 1). [0, 1]/ ∼ ist homöomorph zu dem Quotientenraum aus dem vorherigen
Beispiel.
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3. Betrachte X = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2 versehen mit der Teilraumtopologie. Betrachte die
Äquivalenzrelation auf X gegeben durch

(0, x) ∼ (1, x) , (x, 0) ∼ (x, 1)

und (x, y) ∼ (x, y) für alle (x, y) ∈ (0, 1) × (0, 1). Wir werden sehen, dass X/ ∼
versehen mit der Quotiententopolgoe homöomorph zum zwei-dimensionalen Torus
(Oberfläche des Donuts) ist.

4. Sei X = Rn+1 \ {0}. Betrachte die Äquivalenzrelation auf X gegeben durch x ∼ λx
für beliebiges λ ∈ R \ {0}. Die Äquivalenzklassen sind dann genau die eindimensio-
nalen Unterräume von Rn+1 jeweils ohne den Ursprung. X/ ∼ wird normalerweise
mit RPn bezeichnet und heißt der n-dimensionale projektive Raum. Wir werden RPn
versehen mit der Quotiententopologie später untersuchen.

Proposition 1.1.27. Sei X ein topologischer Raum, Y eine Menge und F : X → Y eine
surjektive Abbildung. Wir versehen Y mit der Quotiententopologie. Dann gilt:

1. F ist stetig.

2. Eine Abbildung G : Y → Z von Y in einen weiteren topologischen Raum Z ist stetig
genau dann, wenn G ◦ F stetig ist.

Beweis.

1. Die Aussage folgt sofort aus der Definition der Quotiententopologie.

2. Falls G stetig ist, dann ist G ◦ F als Verkettung stetiger Abbildungen wieder ste-
tig. Sei nun umgekehrt G ◦ F stetig. Sei U ⊂ Z offen. Dann gilt F−1(G−1(U)) =
(G◦F )−1(U). Die Menge auf der rechten Seite ist nach Annahme offen. Aus der De-
finition der Quotiententopologie folgt dann, dass G−1(U) offen ist. Die Behauptung
folgt.

Aufgabe 1.1.28.

� Zeigen Sie, dass die Räume der Äquivalenzklassen aus dem Beispiel 1 und Beispiel
2 von Beispiel 1.1.26 zueinander homöomorph sind.

� Finden sie eine stetige Bijektion vom Raum der Äquivalenzklassen in Beispiel 2 von
Beispiel 1.1.26 nach S1.

Definition 1.1.29. Seien X und Y topologische Räume. Eine stetige surjektive Abbil-
dung F : X → Y heißt Quotientenabbildung, falls die Topologie auf Y mit der Quotien-
tentopologie auf Y induziert durch F übereinstimmt.

Aufgabe 1.1.30.

1. Seien X und Y topologische Räume. Sei F : X → Y eine stetige surjektive Abbil-
dung. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(i) F ist eine Quotientenabbildung.

(ii) Eine Abbildung G : Y → Z von Y in einen weiteren topologischen Raum Z ist
stetig genau dann, wenn G ◦ F stetig ist.
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2. Finden Sie topologische Räume X und Y und eine stetige surjektive Abbildung
F : X → Y , die keine Quotientenabbildung ist.

Ein wichtiger Spezialfall dieser Konstruktion ergibt sich, wenn F : X → Y eine bijek-
tive Abbildung von einem topologischen Raum X in eine Menge Y ist. Die Quotienten-
topologie auf Y ist die Topologie, die wir erhalten, indem wir die offenen Mengen von X
mittels F nach Y transportieren.

Beispiel 1.1.31. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Nach Wahl einer (geordneten)

Basis B ⊂ V von V bekommen wir einen Isomorphismus ΦB : Rn
∼=−→ V (indem wir die

Standardbasis von Rn auf B abbilden.). Wir können die Standardtopologie von Rn mittels
ΦB nach V transportieren. Die resultierende Topolgie auf V ist unabhängig von Wahl der

Basis: Sei C eine weitere Basis und ΦC : Rn
∼=−→ V der entsprechende Isomorphismus. Wir

bezeichnen die Topologie, die durch ΦB bzw. ΦC induziert wird mit τB bzw. τC. Sei U ⊂ V .
Es gilt

Φ−1
C (U) = (Φ−1

C ◦ ΦB)(ΦB)−1(U).

Da Φ−1
C ◦ ΦB : Rn → Rn linear und bijektiv und damit ein Homöomorphismus ist, ist

Φ−1
C (U) genau dann offen, wenn Φ−1

B (U) offen ist. Daher gilt τB = τC.

Topologische Summe

Seien {Xν}ν∈Λ topologische Räume. Hier ist Λ eine nicht notwendigerweise endliche In-
dexmenge. Wir bezeichnen mit X := tν∈ΛXν die disjunkte Vereinigung der Mengen X.
Die Familie

τ = {U ⊂ X|U ∩Xν ist offen ∀ν ∈ Λ}
definiert eine Topologie auf X.

Definition 1.1.32. Seien {Xν}ν∈Λ, X und τ wie oben. Der topologischer Raum (X, τ)
heißt die topologische Summe der Familie {Xν}ν∈Λ.

Bemerkung 1.1.33. Seien {Xν}ν∈Λ, X und τ wie oben. Da

Xν ∩Xµ =

{
∅ falls ν 6= µ

Xν falls ν = µ

sind die Mengen Xν in der topologische Summe offen.

Proposition 1.1.34. Sei X die topologische Summe einer Familie {Xν}ν∈Λ von topolo-
gischen Räumen. Wir bezeichnen mit ιν : Xν → X die Inklusionsabbildung.

1. Die Abbildungen ιν sind stetig.

2. Sei Z ein weiterer topologischer Raum. Eine Abbildung F : X → Z ist genau dann
stetig, wenn F ◦ ιν für alle ν ∈ Λ stetig ist.

Beweis.

1. Sei U ⊂ X offen. Es gilt ι−1
ν (U) = U ∩Xν , welche nach Definition der topologischen

Summe offen ist.

2. Falls F stetig ist, dann ist F ◦ ιν , als eine Verkettung von stetigen Abbildungen,
auch stetig. Seien nun die Abbildungen F ◦ ιν für alle ν stetig. Sei V ⊂ Z offen.
Dann ist F−1(V ) =

⋃
ν∈Λ(F ◦ ιν)−1(V ), als Vereinigung offener Mengen offen.
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Sei X ein topologischer Raum. Wir bezeichnen mit σ die Topologie auf X. Sei {Xν}ν∈Λ

eine disjunkte Familie von Teilmengen von X mit X =
⋃
ν∈ΛXν . Jedes Xν , versehen mit

der Teilraumtopologie, ist ein topologischer Raum. Sei τ nun die Topologie auf X, sodass
(X, τ) die topologische Summe der Familie {Xν}ν∈Λ ist. Wie hängen σ und τ zusammen?
Falls U ⊂ X offen ist, ist, nach der Definition der Teilraumtopologie, U ∩ Xν in (der
Teilraumtopologie von) Xν offen. Daher gilt immer σ ⊂ τ .

Proposition 1.1.35. In der obigen Situation gilt τ = σ genau dann, wenn die Mengen
Xν (in X) offen sind (also Xν ∈ σ).

Beweis. Seien die Mengen Xν alle offen (also Xν ∈ σ). Sei U ∈ τ . Nach Definition gilt
dann, dass U ∩Xν in der Teilraumtopologie von Xν offen ist. Wegen Aufgabe 1.1.19 ist
dann U ∩Xν ∈ σ. Weiterhin gilt U =

⋃
ν∈Λ U ∩Xν . Daraus folgt, dass U ∈ σ.

Sei nun umgekehrt τ = σ. Aus Xν ∈ τ (siehe Bemerkung 1.1.33) folgt Xν ∈ σ. Die
Behauptung folgt.

1.1.3 Basen von topologischen Räumen

Definition 1.1.36. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Eine Familie B ⊂ τ heißt eine
Basis für τ , falls für alle U ∈ τ und für alle p ∈ U ein V ∈ B mit p ∈ V ⊂ U existiert.

Beispiel 1.1.37.

1. Betrachte Rn. Die Familie

B := {Br(x)|x ∈ Qn, r ∈ Q}

ist eine Basis für die Standardtopologie auf Rn.

2. Sei X ein topologischer Raum und sei Y ⊂ X. Sei weiterhin B eine Basis für die
Topologie auf X. Dann ist

BY⊂X := {V ∩ Y |V ∈ B}

eine Basis für die Teilraumtopologie auf Y .

3. Seien X und Y topologische Räume und sei F : X → Y eine stetige, offene und
surjektive Abbildung. Sei B eine Basis für die Topologie auf X. Dann ist

BF := {F (V )|V ∈ B}

eine Basis für die Topologie auf Y .

Aufgabe 1.1.38. Beweisen Sie die Aussagen in Beispiel 1.1.37.

Proposition 1.1.39. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Eine Familie B ⊂ τ ist eine
Basis für die Topologie auf X ⇐⇒ jede offene Menge von X ist eine Vereinigung von
Elementen aus B.

Beweis. =⇒ : Sei B eine Basis für τ . Sei U ⊂ X offen. Nach Definition einer Basis gibt
es für jedes p ∈ U , Vp ∈ B mit p ∈ Vp ⊂ U . Es ist dann klar, dass U =

⋃
p∈U Vp.

⇐= : Sei U offen. Nach Voraussetzung existiert {Vα}α∈Λ ⊂ B, sodass U =
⋃
α∈Λ Vα.

Sei p ∈ U . Dann existiert αp ∈ Λ mit p ∈ Vαp . Die Behauptung folgt.
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Die folgende Frage ist natürlich und ihre Antwort wird später nützlich sein. Sei X
eine Menge und sei B ⊂ P(X). Wann ist B eine Basis für eine Topologie auf X. We-
gen Proposition 1.1.39 gibt es höchstens eine Topologie, für die B eine Basis sein kann
(warum?).

Aufgabe 1.1.40. Sei X eine Menge und sei B ⊂ P(X). Dann ist B die Basis einer
Topologie auf X genau dann, wenn

1. X =
⋃
V ∈B V und

2. für alle V1, V2 ∈ B und für alle p ∈ V1 ∩ V2 existiert V ∈ B mit p ∈ V ⊂ V1 ∩ V2.

Beispiel 1.1.41 (Produkttopologie). Seien (X1, τ1) und (X2, τ2) topologische Räume. Die
Familie

BX1×X2
:= {V ×W |V ∈ τ1,W ∈ τ2}

erfüllt die Voraussetzungen 1 und 2 aus Aufgabe 1.1.40. Die Topologie auf X1 ×X2, die
dadurch erzeugt wird, heißt die Produkttopologie. Die Projektionen

πi : X1 ×X2 → Xi (x1, x2) 7→ xi

sind dann offensichtlich stetig (wenn X1 ×X2 mit der Produkttopologie versehen wird.)

Aufgabe 1.1.42. Seien X1, X2, Y1 und Y2 topologische Räume. Wir versehen im Folgen-
den X1 ×X2 und Y1 × Y2 mit der Produkttopologie.

1. Wir bezeichnen mit πi : X1×X2 → Xi die kanonischen Projektionen (siehe Beispiel
1.1.41). Sei Z ein weiterer topologischer Raum. Beweisen Sie, dass eine Abbildung
F : Z → X1 × X2 genau dann stetig ist, wenn die Abbildungen π1 ◦ F und π2 ◦ F
stetig sind.

2. Seien F1 : X1 → Y1 und F2 : X2 → Y2 Abbildungen. Beweisen Sie, dass

F1 × F2 : X1 ×X2 → Y1 × Y2 (x1, x2) 7→ (F1(x1), F2(x2))

genau dann stetig ist, wenn F1 und F2 stetig sind.

Definition 1.1.43. Ein topologischer Raum heißt zweitabzählbar, falls er eine abzählbare
Basis besitzt.

Beispiel 1.1.44.

1. Rn versehen mit der Standardtopologie ist zweitabzählbar.

2. Teilmengen von zweitabzählbaren topologischen Räumen sind zweitabzählbar (wenn
sie mit der Teilraumtopologie versehen werden).

3. Seien X und Y topologische Räume und sei F : X → Y eine stetige, offene und
surjektive Abbildung. Falls X zweitabzählbar ist, dann ist Y auch zweitabzählbar.

Definition 1.1.45. Sei X ein topologischer Raum.

� Eine Umgebungsbasis an p ∈ X ist eine Familie {Bα}α∈Λ von Umgebungen von p,
sodass für eine beliebige Umgebung V von p ein α0 ∈ Λ existiert mit Bα0 ⊂ V .

� X heißt erstabzählbar, wenn an jedem Punkt eine abzählbare Umgebungsbasis exis-
tiert.

Bemerkung 1.1.46. Offensichtlich impliziert Zweitabzählbarkeit Erstabzählbarkeit.

Beispiel 1.1.47. Sei X eine überabzählbare Menge versehen mit der diskreten Topologie.
Dann ist X erstabzählbar, aber nicht zweitabzählbar.
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1.1.4 Hausdorffeigenschaft

Definition 1.1.48. Ein topologischer Raum X heißt Hausdorff, falls für je zwei Punkte
p, q ∈ X mit p 6= q disjunkte offene Umgebungen Up und Uq von p bzw. q (also Up∩Uq = ∅)
existieren.

Beispiel 1.1.49.

1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist X, versehen mit der Topologie induziert
durch die Metrik, Hausdorff. In der Tat: Falls p, q ∈ X mit p 6= q, dann sind die
metrische Bälle mit Radius d(p,q)

3
rund um p und q disjunkte offene Umgebungen

von p bzw. q.

2. Wegen 1 ist Rn, versehen mit der Standardtopologie, Hausdorff.

3. Sei X eine Menge mit mehr als einem Punkt. Dann ist X, versehen mit der groben
Topologie, nicht Hausdorff.

Aufgabe 1.1.50.

1. Zeigen Sie, dass Teilmengen von Hausdorffräumen Hausdorff sind (wenn sie mit der
Teilraumtopologie versehen werden).

2. Beweisen Sie, dass Produkte von Hausdorffräumen Hausdorff sind (wenn sie mit der
Produkttopologie versehen werden).

3. Beweisen Sie, dass RPn Hausdorff ist.

4. Finden Sie einen topologischen Hausdorffraum X, eine Menge Y und eine surjek-
tive Abbildung F : X → Y , sodass Y , versehen mit der Quotiententopologie, nicht
Hausdorff ist.

Proposition 1.1.51. Sei X ein Hausdorffraum. Sei p ∈ X. Die Menge {p} ⊂ X ist
abgeschlossen.

Beweis. Sei q ∈ X \ {p}. Dann existieren disjunkte offene Umgebungen Up und Uq von p
bzw. q. Damit gilt Uq ⊂ X \ {p}. Das zeigt aber, dass X \ {p} offen ist. Die Behauptung
folgt.

1.1.5 Kompaktheit

Definition 1.1.52. Sei X ein topologischer Raum. Sei S ⊂ X.

Eine Familie {Aα}α∈Λ ⊂ P(X) heißt eine Überdeckung von S in X, falls S ⊂
⋃
α∈ΛAα. In

diesem Fall, heißt eine Teilfamilie {Aα}α∈I mit I ⊂ Λ und S ⊂
⋃
α∈I Aα eine Teilüberdeckung.

Eine Überdeckung von S in X heißt eine offene Überdeckung von S in X, falls die Ele-
mente der Familie offen sind. Eine Überdeckung von S in X, die endlich viele Elemente
enthält, heißt eine endliche Überdeckung.

Bemerkung 1.1.53. Falls S = X in der Situation von Definition 1.1.52 gilt, sagen wir

”
Überdeckung von X“ statt

”
Überdeckung von X in X“. Ähnlich vereinfachen wir die

Terminologie für offene und Teilüberdeckung.

Definition 1.1.54. Sei X ein topologischer Raum. X heißt kompakt, falls jede offene
Überdeckung von X eine endliche Teilüberdeckung hat.
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Beispiel 1.1.55.

1. Alle endlichen Mengen, versehen mit einer beliebigen Topologie, sind kompakt.

2. Teilmengen von Rn, versehen mit der Teilraumtopologie, sind genau dann kompakt,
wenn sie beschränkt und abgeschlossen sind.

3. (Endliche) Produkte kompakter Räume sind kompakt. Wir haben unendliche Pro-
dukte von topologischen Räumen nicht diskutiert. Unendliche Produkte kompakter
Räume sind auch kompakt (Satz von Tychonoff).

Das folgende Kriterium ist hilfreich um die Kompaktheit von Teilmengen eines topo-
logischen Raums, versehen mit der Teilraumtopologie, zu überprüfen.

Proposition 1.1.56. Sei X ein topologischer Raum. Eine Menge Y ⊂ X, versehen mit
der Teilraumtopologie, ist kompakt ⇐⇒ jede offene Überdeckung {Uα}α∈Λ von Y in X
besitzt eine endliche Teilüberdeckung.

Beweis. Aufgabe.

Proposition 1.1.57. Sei X ein kompakter topologischer Raum. Sei A ⊂ X abgeschlossen.
Dann ist A (versehen mit der Teilraumtopologie) kompakt.

Beweis. Wir benutzen Proposition 1.1.56. Sei {Uα}α∈Λ eine offene Überdeckung von A
in X. Dann ist {Uα}α∈Λ ∪ {X \ A} eine offene Überdeckung von X. Da X kompakt ist,
existieren α1, · · · , αn, sodass X = (

⋃
1≤i≤n Uαi) ∪ (X \ A). Daraus folgt, A ⊂

⋃
1≤i≤n Uαi .

Die Behauptung folgt mit Hilfe der Proposition 1.1.56.

Proposition 1.1.58. Sei X ein Hausdorffraum. Sei K ⊂ X kompakt. Dann ist K abge-
schlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass X \K offen ist. Dafür zeigen wir, dass für jedes x ∈ X \K eine
offene Umgebung Ux von x mit Ux ∩K = ∅ existiert.

Sei x ∈ X \ K beliebig. Da X Hausdorff ist, existieren für jedes y ∈ K offene Um-
gebungen Vy und Uy von y bzw. x mit Uy ∩ Vy = ∅. Wir haben K ⊂

⋃
y∈K Vy. Da K

kompakt ist, existieren y1, · · · , yn, sodass K ⊂
⋃

1≤i≤n Vyi . Wir setzen Ux =
⋂

1≤i≤n Uyi .
Dann ist Ux eine offene Umgebung von X und es gilt

Ux ∩K ⊂ Ux ∩
⋃

1≤i≤n

Vyi =
⋃

1≤i≤n

Ux ∩ Vyi = ∅.

Die Behauptung folgt.

Aufgabe 1.1.59.

1. Seien X und Y topologische Räume und sei F : X → Y eine stetige Abbildung. Sei
K ⊂ X kompakt. Dann ist F (K) auch kompakt.

2. Sei X ein kompakter Raum und sei Y ein Hausdorffraum. Sei F : X → Y eine stetige
bijektive Abbildung. Dann ist F ein Homöomorphismus.

Definition 1.1.60. Ein topologischer Raum X heißt lokalkompakt, falls jeder Punkt p ∈
X eine kompakte Umgebung besitzt.
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Bemerkung 1.1.61. Alle topologischen Räume, die uns (als topologischer Raum) in-
teressieren, sind lokalkompakt. Einfache Beispiele für nicht lokalkompakte Räume sind
unendlich-dimensionale Hilberträume.

Die folgende Proposition ist der Hauptgrund, weswegen wir den Begriff der Lokalkom-
paktheit eingeführt haben.

Proposition 1.1.62. Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum. Dann gibt es eine Basis
für die Topologie auf X, die aus Mengen mit kompaktem Abschluss besteht.

Beweis. Sei B eine beliebige Basis. Wir definieren

C = {V ∈ B|V ist kompakt }.

Nach Definition besteht C aus Mengen mit kompaktem Abschluss. Wir behaupten, dass
sie eine Basis für die Topologie auf X ist. In der Tat: Sei p ∈ X und sei U eine offene
Umgebung von p. Wir müssen zeigen, dass es eine Menge V ∈ C mit p ∈ V ⊂ U gibt.
Sei K eine kompakte Umgebung von p. Da X ein Hausdorffraum ist, ist K abgeschlossen
(also K = K). Da B eine Basis ist und K ∩ U eine Umgebung von p ist gibt es V ∈ B
mit p ∈ V ⊂ K ∩ U ⊂ U . Wir haben V ⊂ K = K. Damit ist V als eine abgeschlossene
Teilmenge eines kompakten Raums kompakt. Die Behauptung folgt.

1.1.6 Zusammenhängende Räume

Definition 1.1.63. Ein topologischer Raum X heißt zusammenhängend, falls keine nicht-
leeren disjunkten offenen Mengen U und V mit X = U ∪ V existieren.

Proposition 1.1.64. Eine Teilmenge X ⊂ R ist zusammenhängend ⇐⇒ X ist leer
oder ein Interval.

Beweis. =⇒ : Sei X eine zusammenhängende Teilmenge von R. Dann ist sie leer oder ein
Interval. In der Tat: Sei X nicht leer. Wir nehmen an, X ist kein Interval. Dann existiert
ein c ∈ R \X, sodass (c,∞) ∩X 6= ∅ und (−∞, c) ∩X 6= ∅. Dann ist

X = ((−∞, c) ∩X) ∪ ((c,∞) ∩X)

eine Zerlegung von X in nichtleere disjunkte offene Mengen. Das widerspricht die Voraus-
setzung, dass X zusammenhängend ist.
⇐= : Falls X leer ist, dann gibt es nichts zu zeigen. Sei X ein Interval. Wir nehmen an,

dass X nicht zusammenhängend ist. Dann existieren nichtleere disjunkte offene Mengen
U und V mit X = U∩V . Wähle a ∈ U und b ∈ V . O.B.d.A. sei a < b. Dann ist [a, b] ⊂ X.
Da U ⊂ X und V ⊂ X offen sind, ist [a, a + ε) ⊂ U und (b − ε, b] ⊂ V für ein ε > 0
hinreichend klein. Wir setzen c := sup([a, b] ∩ U). Dann ist a + ε ≤ c ≤ b − ε und daher
gilt c ∈ (a, b) ⊂ X = U ∪ V . Falls c ∈ U , dann gibt es δ > 0, sodass (c − δ, c + δ) ⊂ U .
Das ist ein Widerspruch zur Definition von c. Falls c ∈ V dann gibt es δ > 0, sodass
(c− δ, c+ δ) ⊂ V , was auch der Definition von c widerspricht, da U ∩ V = ∅,

Die folgende Proposition gibt uns eine nützliche äquivalente Charakterisierung zusam-
menhängender Räume.

Proposition 1.1.65. Ein topologischer Raum X ist zusammenhängend ⇐⇒ ∅ und X
sind die einzige Teilmengen von X, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.
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Beweis. =⇒ : Sei U sowohl offen als auch abgeschlossen. Dann ist X \ U auch sowohl
offen als auch abgeschlossen und X = U ∪ (X \ U) ist eine Zerlegung von X in disjunkte
offene Mengen. X zusammenhängend impliziert, dass U oder X \ U leer sein muss.
⇐= : Sei X = U∪V eine Zerlegung von X in disjunkten offenen Mengen U und V . Die

Menge U = X \ V ist dann sowohl offen als auch abgeschlossen. Damit ist sie entweder ∅
oder X. Entsprechend ist V entweder X oder ∅. Daraus folgt, dass keine Zerlegungen von
X in nichtleeren disjunkten offenen Mengen existieren; also X ist zusammenhängend.

Bemerkung 1.1.66. Wir werden Teilmengen von topologischen Räumen als zusam-
menhängend oder nichtzusammenhängend bezeichnen. Damit meinen wir, dass sie zu-
sammenhängend bzw. nichtzusammenhängend sind wenn sie mit der Teilraumtopologie
versehen werden.

Proposition 1.1.67. Seien X und Y topologische Räume und sei F : X → Y eine stetige
Abbildung. Sei C ⊂ X zusammenhängend. Dann ist F (C) ⊂ Y zusammenhängend.

Beweis. Die Abbildung
G : C → F (C) x 7→ F (x)

ist wegen der Eigenschaften der Teilraumtopologie stetig. Wir nehmen an, dass F (C)
nicht zusammenhängend ist. Dann existieren nichtleere disjunkte offene Mengen U und V
mit F (C) = U ∩ V . Dann gilt C = G−1(U) ∩ G−1(V ). Die Mengen G−1(U) und G−1(V )
sind wegen der Stetigkeit von G offen. Weiterhin sind sie nichtleer und disjunkt. Daraus
folgt, dass C nicht zusammenhängend ist. Das ist ein Widerspruch.

Aufgabe 1.1.68. Sei X ein topologischer Raum und sei {Cα}α∈Λ eine Familie von zu-
sammenhängenden Teilmengen von X. Falls

⋂
α∈ΛAα 6= ∅, dann ist

⋃
α∈ΛAα zusam-

menhängend.

Definition 1.1.69. Sei X in topologischer Raum und sei p ∈ X. Die Vereinigung aller
zusammenhängenden Teilmengen von X die p enthalten heißt die Zusammenhangskom-
ponente von X die p enthält.

Wegen Aufgabe 1.1.68 sind die Zusammenhangskomponenten, die einen bestimmten
Punkt enthalten zusammenhängend. Also ist die Zusammenhangskomponente eines to-
pologischen Raums X, die einen Punkt p enthalten nichts anderes als die größte zusam-
menhängende Menge von X die p enthält.

Lemma 1.1.70. Sei C eine Zusammenhangskomponente eines topologischen Raums X
(die einen Punkt p enthält). Sei D ⊂ X eine zusammenhängende Menge. Dann gilt ent-
weder C ∩D = ∅ oder D ⊂ C.

Beweis. Sei C ∩ D 6= ∅. Dann ist wegen Aufgabe 1.1.68 C ∪ D eine zusammenhängen
Menge die p enthält. Da C aber die größte zusammenhängende Menge ist die p enthält,
gilt D ⊂ C. Die Behauptung folgt.

Proposition 1.1.71. Sei X ein topologischer Raum. Seien x, y ∈ X. Wir bezeichnen
mit Cx und Cy die Zusamenhangskomponenten von X die x bzw. y enthalten. Dann gilt
entweder Cx ∩ Cy = ∅ oder Cx = Cy.

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus Lemma 1.1.70.

Bemerkung 1.1.72. Wegen Proposition 1.1.71 ist jeder topologischer Raum X die dis-
junkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten.
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Aufgabe 1.1.73. SeiX ein topologischer Raum. Betrachte die folgende Äquivalenzrelation
aufX: x ∼ y genau dann, wenn eine zusammenhängende Teilmenge vonX existiert, die so-
wohl x als auch y enthält. Zeigen Sie, dass die Äquivalenzklassen dieser Äquivalenzrelation
genau die Zusammenhangskomponenten von X sind.

Bemerkung 1.1.74. Aus Proposition 1.1.67 folgt, dass zwei homöomorphen Räume die
gleiche Anzahl von Zusammenhangskomponenten haben. In der Tat: seien X und Y to-
pologische Räume und sei F : X → Y ein Homöomorphismus. Dann kann, wegen der
Proposition 1.1.67, Y nicht mehr Zusammenhangskomponenten als X haben. Wenn wir
F mit F−1 ersetzen, sehen wir, dass X nicht mehr Zusammenhangskomponenten als Y
haben kann.

Definition 1.1.75. Ein topologischer Raum X heißt lokal zusammenhängend, falls für
jedes p ∈ X und jede offene Umgebung U von p eine zusammenhängende offene Umgebung
V von p mit V ⊂ U existiert.

Proposition 1.1.76. Sei X ein lokal zusammenhängender Raum. Dann sind die Zusam-
menhangskomponenten von X offen.

Beweis. Sei C eine Zusammenhangskomponente von X. Sei p ∈ C. Dann besitzt p eine
zusammenhängende offene Umgebung D. Da p ∈ C ∩ D, folgt aus Lemma 1.1.70, dass
D ⊂ C. Daraus folgt, dass C offen ist.

Korollar 1.1.77. SeiX ein lokal zusammenhängender Raum. Dann istX die topologische
Summe seiner Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Folgt sofort aus Bemerkung 1.1.72 und Proposition 1.1.35 un Proposition 1.1.76.

1.1.7 Wegzusammenhängende Räume

Definition 1.1.78. Ein topologischer Raum X heißt wegzusammenhängend, falls es für je
zwei Punkte x0, x1 ∈ X eine stetige Abbildung γ : [0, 1]→ X mit γ(i) = xi (für i ∈ {0, 1})
gibt.

Bemerkung 1.1.79. Wir betrachten γ wie in Definition 1.1.78 als ein stetiger Pfad, der
die Punkte x0 und x1 miteinander verbindet. Also sind wegzusammenhängende Räume
topologische Räume, in denen je zwei Punkte mit einem stetigen Pfad miteinander ver-
bunden werden können.

Aufgabe 1.1.80. Seien X und Y topologische Räume und sei F : X → Y eine stetige
Abbildung. Sei C ⊂ X eine wegzusammenhängende Teilmenge von X. Dann ist F (C)
wegzusammenhängend.

Definition 1.1.81. Sei X ein topologischer Raum. Betrachte die Äquivalenzrelation ∼p
auf X, definiert durch

x ∼p y ⇐⇒ ∃γ : [0, 1]→M, sodass γ(0) = x, γ(1) = y.

Eine Äquivalenzklasse von ∼p heißt eine Wegzusammenhangskomponente von X.

Bemerkung 1.1.82. Wegen Aufgabe 1.1.80 haben homöomorphe Räume dieselbe Anzahl
von Wegzusammenhangskomponenten.
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Beispiel 1.1.83. Die Wegzusammenhangskomponenten der Menge [−1, 1] ∪ [3, 4] sind
[−1, 1] und [3, 4]. Es ist klar, dass diese zwei Teilmengen wegzusammenhängend sind.
Weiterhin kann wegen des Zwischenwertsatzes, kein Punkt der Menge [−1, 1] mittels eines
stetigen Pfads mit einem Punkt der Menge [3, 4] verbunden werden.

Proposition 1.1.84. Wegzusammenhängende Räume sind zusammenhängend.

Beweis. Angenommen X ist nicht zusammenhängend. Dann existieren nichtleere disjunk-
te offene Mengen U und V mit X = U ∪ V . Sei p ∈ U und q ∈ V . Sei γ : [0, 1] → X ein
stetiger Pfad, der p und q verbindet. Die Zerlegung

γ([0, 1]) = (γ([0, 1]) ∩ U) ∪ (γ([0, 1]) ∩ V )

ist eine Zerlegung von γ([0, 1]) in nichtleere disjunkte offene Mengen. Das widerspricht
der Tatsache, dass γ([0, 1]) zusammenhängend ist.

Die Umkehrung von Proposition 1.1.84 gilt nicht.

Aufgabe 1.1.85. Zeigen Sie, dass

S := {0} × [0, 1] ∪ {(x, sin(
1

x
))|x ∈ (0, 1]}

zusammenhängend, aber nicht wegzusammenhängend ist.

Definition 1.1.86. Ein topologischer Raum X heißt lokal wegzusammenhängend, falls
für jedes p ∈ X und jede offene Umgebung U von p eine offene wegzusammenhängende
Umgebung V von p mit V ⊂ U existiert.

Bemerkung 1.1.87. Proposition 1.1.84 impliziert, dass lokal wegzusammenhängende
Räume lokal zusammenhängend sind.

Proposition 1.1.88. Sei X ein lokal wezusammenhängender Raum. Falls X zusam-
menhängend ist, ist er auch wegzusammenhängend. In diesem Fall stimmen die Zusam-
menhangskomponenten mit den Wegzusammenhangskomponenten überein.

Beweis. Sei p ∈ X. Betrachte die Menge

Sp := {q ∈ X|∃γ : [0, 1]→ X stetig mit γ(0) = p, γ(1) = q}.

Wir zeigen Sp = X. Da X zusammenhängend ist, ist Sp = X äquivalent dazu, dass Sp
nichtleer offen und abgeschlossen ist.

� Die Menge Sp ist nicht leer, da p ∈ Sp.

� Die Menge Sp ist offen: Sei q ∈ Sp. Da X lokal wegzusammenhängend ist, besitzt
q eine wegzusammenhängende offene Umgebung V . Für alle q′ ∈ V existiert eine
stetige Abbildung η : [0, 1] → V mit η(0) = q und η(1) = q′. Weiterhin, da q ∈ Sp,
existiert eine stetige Abbildung γ : [0, 1]→ X mit γ(0) = p und γ(1) = q. Die stetige
Abbildung

ηγ : [0, 1]→ X t 7→

{
γ(2t) falls 0 ≤ t ≤ 1

2

η(2t− 1) falls 1
2
≤ t ≤ 1

verbindet dann p und q′ miteinander. Daraus folgt, dass V ⊂ Sp.
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� Die Menge Sp ist abgeschlossen: Sei r ∈ X \ Sp. Wir zeigen, dass r eine Umgebung
U mit U ∩ Sp = ∅ besitzt. Da X lokal wegzusammenhängend ist, besitzt r eine
wegzusammenhängende offene Umgebung U . Falls, q ∈ U ∩ Sp, dann können wir p
mit q und q mit r verbinden. Durch Verkettung von Pfaden wie oben können wir
dann p mit r verbinden. Das ist ein Widerspruch. Also es gilt U ∩ Sp = ∅.

Die Übereinstimmung der Zusammenhangskomponenten mit den Wegzusammenhangs-
komponenten für lokal wegzusammenhängende Räume wird als Aufgabe den Student*innen
überlassen.

1.2 Wiederholung: Differentialrechnung

In diesem Abschnitt wiederholen wir die wichtigsten Konzepte und Resultate aus der
Differentialrechnung. Wir werden einige bekannte Resultate etwas allgemeiner formulieren
als sie in einer ersten Vorlesung in Analysis auftauchen. Die Beweise dieser allgemeineren
Aussagen sind aber identisch zu den Beweisen der entsprechenden spezielleren Aussagen.

Seien (V, || · ||V und (W, || · ||W ) normierte endlich-dimensionale Vektorräume. Wir
bezeichnen mit L(V ;W ) den Vektorraum der linearen Abbildungen von V nach W .

Proposition 1.2.1. Die Abbildung L(V ;W ) 3 A 7→ supv∈V,||v||V =1 ||A(x)||W definiert eine
Norm auf L(V ;W ).

Definition 1.2.2. Seien V und W wie oben. Die Norm auf L(V ;W ), definiert in Propo-
sition 1.2.1, heißt die Operatornorm.

Wir werden den Vektorraum der linearen Operatoren zwischen normierten Räumen
immer mit der Operatornorm versehen.

Bemerkung 1.2.3. Alle Normen auf endlich-dimensionalen Vektorräumen sind äquivalent;
d.h. für je zwei Normen || · ||1 und || · ||2 auf einem endlich-dimensionalem Vektorraum V
existieren C1, C2 > 0, sodass für alle v ∈ V

C1||v||1 ≤ ||v||2 ≤ C2||v||1.

Bemerkung 1.2.4. Sei (V, || · ||) ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum. V
ist dann ein metrischer Raum mit der Metrik d(x, y) = ||x − y||. Wegen Bemerkung
1.2.3 stimmen die durch diese Metrik induzierten Topologien auf V für unterschiedliche
Normen überein. Weiterhin stimmt die Topologie auf V , induziert durch die Metrik d,
mit der

”
Standardtopologie“ auf V (siehe Beispiel 1.1.31) überein (Warum?).

Definition 1.2.5. Seien (V, || · ||V und (W, || · ||W ) normierte endlich-dimensionale Vek-
torräume. Sei U ⊂ V offen und F : U → W stetig.

� Die Abbildung F heißt differenzierbar an der Stelle p ∈ U , falls es eine A ∈ L(V ;W )
gibt, sodass für alle h ∈ V mit p+ h ∈ U

F (p+ h) = F (p) + A(h) + r(h)

mit limh→0 || r(h)
||h||V
||W = 0. In diesem Fall heißt A das Differntial von F an der Stelle

p und wir setzen (DF )p := A.
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� Falls F an allen Stellen p ∈ U differenzierbar ist, heißt F differenzierbar auf U . F
heißt eine C1-Abbildung auf U , falls F differenzierbar auf U ist und

DF : U → L(V ;W ) p 7→ (DF )p

stetig ist.

Bemerkung 1.2.6. Falls das Differential einer Abbildung an einem Punkt existiert, dann
ist es eindeutig: Sei F wie in Definition 1.2.5. Seien A und B Differentiale von F an der
Stelle p. Dann gilt

F (p+ h) = F (p) + A(h) + r1(h), F (p+ h) = F (p) +B(h) + r2(h)

mit limh→0 || r1(h)
||h||V
||W = limh→0 || r2(h)

||h||V
||W = 0. Daraus folgt

(A−B)(h) = R(h) mit lim
h→0
||R(h)

||h||V
||W = 0,

wobei wir R(h) := r2(h)−r1(h) gesetzt haben. Da A−B linear ist gilt limh→0 || R(h)
||h||V
||W =

limh→0 ||R( h
||h||V

)||W = 0, was impliziert, dass A − B(v) für alle v ∈ V mit ||v||V = 1
verschwindet. Daraus folgt A−B = 0.

Bemerkung 1.2.7. Da alle Normen auf endlich-dimensionalen Vektorräumen äquivalent
sind, sind die Definitionen der Differenzierbarkeit und des Differentials unabhängig von
der Wahl der Normen auf V und W .

Wir werden stetige Funktionen auch als C0-Funktionen bezeichnen. Rekursiv definiert
man Ck-Funktionen:

Definition 1.2.8. Seien (V, || · ||V ) und (W, || · ||) normierte endlich-dimensionale Vek-
torräume. Sei U ⊂ V offen und F : U → W stetig. Sei k ≥ 2. F heißt eine Ck-Funktion,
wenn sie eine Ck−1 Abbildung ist und die Funktion

D · · ·D︸ ︷︷ ︸
k−1−mal

F =: Dk−1F : U → L(V ;L(V ; · · · ,L(V ;W )) · · · )︸ ︷︷ ︸
k−1−mal

eine C1-Abbildung ist. Die Abbildung F heißt eine C∞- oder glatte Abbildung, falls sie
für alle k ∈ N eine Ck-Abbildung ist

Beispiel 1.2.9. Seien V undW normierte endlich-dimensionale Vektorräume. SeiA : V →
W eine lineare Abbildung. Wir wissen dann, dass A stetig ist. Aus der Definition des Dif-
ferentials folgt unmittelbar, dass A auf V differenzierbar ist mit konstantem Differential:

DA : V → L(V ;W ) p 7→ A.

Da die Abbildung DA konstant ist, ist sie auch differenzierbar und es gilt D2A = 0. Auch
alle höheren Ableitungen existieren und verschwinden.

Proposition 1.2.10. Seien V,W und X normierte endlich-dimensionale Vektorräume
und U ⊂ V offen. Seien F : U → W und G : W → X differenzierbare Abbildungen. Dann
ist G ◦ F differenzierbar auf U und es gilt für alle p ∈ U

D(G ◦ F )p = (DG)F (p) ◦ (DF )p
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Bemerkung 1.2.11. Sei k ∈ N oder k = ∞. Falls F und G, in der Situation von
Proposition 1.2.10, Ck-Abbildungen sind, ist G ◦ F auch eine Ck-Abbildung.

Definition 1.2.12. Seien V und W normierte endlich-dimensionale Vektorräume. Seien
U ⊂ V und U ′ ⊂ W offen. Eine Ck-Abbildung F : U → U ′ heißt ein Ck-Diffeomorphismus,
falls sie bijektiv ist und die Inverse F−1 : F (U)→ U ⊂ V eine Ck-Abbildung ist.

Beispiel 1.2.13. Jeder Isomorphismus zwischen normierten, endlich-dimensionalen Vek-
torräumen ist eine C∞-Diffeomorphismus.

Das folgende Theorem ist sehr nützlich. Es wird häufiger
”
The Inverse Mapping Theo-

rem“ oder
”
der Satz der lokalen Umkehrbarkeit“ genannt.

Theorem 1.2.14. Seien V und W normierte endlich-dimensionale Vektorräume und
U ⊂ V offen. Sei F : U → W eine Ck-Abbildung. Falls (DF )p : V → W invertierbar ist,

dann existiert eine offene Umgebung Ũ von p, sodass F (Ũ) offen ist und F : Ũ → F (Ũ)
ein Ck-Diffeomorphismus ist.

Bemerkung 1.2.15. Wie kann man das Differential konkret berechnen? Im Folgenden
diskutieren wir eine praktische Methode für die Berechnung des Differentials. Seien V und
W normierte endliche-dimensionale Räume und sei F : V ⊃ U → W eine C1-Abbildung.
Seien v 6= 0, p ∈ U und t ∈ R hinreichend klein. Aus der Definition des Differentials
erhalten wir

F (p+ tv) = F (p) + (DF )p(tv) + r(tv) = F (p) + t(DF )p(v) + r(tv)

mit || r(tv)
||tv||V

||W = 1
||v||V
|| r(tv)

t
||W

t→0−−→ 0. Daraus folgt

t(DF )p(v) = F (p+ tv)− F (p) + r(tv).

Wenn wir nun die obige Gleichung durch t teilen und die Limites der beiden Seiten für
t→ 0 gleich setzen, erhalten wir:

(DF )p(v) = lim
t→0

F (p+ tv)− F (p)

t
. (∗)

Für ε ∈ R hinreichend klein, definieren wir die Abbildung γ : (−ε, ε)→ V, t 7→ p+ tv. Aus
Gleichung (∗) erhalten wir

(DF )p(v) =
d

dt
(F ◦ γ)|t=0

Aufgabe 1.2.16. Im Folgenden benutzen wir die Identifikation

Mn(R)
∼=−→ L(Rn;Rn) M 7→ (v 7→Mv)

und versehen Mn(R) mit der Operatornorm. Wir bezeichnen mit idn die n×n-Identitätsmatrix.

1. (i) Zeigen Sie, dass GLn(R) eine offene Teilmenge von Mn(R) ist.

(ii) Zeigen Sie, dass die Inversionsabbildung

Inv : GLn(R)→ GLn(R) A 7→ A−1

glatt ist und berechnen Sie (DInv)idn : Mn(R)→ Mn(R). Dabei können Sie die
geometrische Reihe benutzen: Für H ∈ Mn(R) mit Operatornorm ||H|| < 1 ist
idn +H invertierbar und es gilt

(idn−H)−1 =
∞∑
i=0

H i.
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2. Zeigen Sie, dass die Determinantenabbildung det : Mn(R)→ R glatt ist und berech-
nen Sie (Ddet)idn : Mn(R)→ R.

Bemerkung 1.2.17. Wir haben oben das Konzept der Differenzierbarkeit nur für Funk-
tionen, die auf offenen Teilmengen von Vektorräumen definiert sind eingeführt. Für unsere
spätere Diskussion über Mannigfaltigkeiten mit Rand benötigen wir die folgende Verallge-
meinerung. Seien V und W normierte endliche-dimensionale Vektorräume und sei S ⊂ V
eine beliebige Teilmenge von V . Sei F : S → W eine stetige Abbildung. F heißt diffe-
renzierbar auf S, falls für jedes p ∈ S eine offene Umgebung U und eine differenzierbare
Fortsetzung von F auf U existiert; d.h. eine differenzierbare Funktion F̃ : U → W mit
F̃ |S∩U = F |S∩U . Offensichtlich, stimmt diese Definition mit der vorherigen Definition der
Differenzierbarkeit überein, falls S eine offene Teilmenge von V ist.

Spezialfall V = Rn und W = Rm

Jetzt betrachten wir den Spezialfall V = Rn und W = Rm, versehen mit der euklidischen
Norm. Im Folgenden bezeichnen wir mit ri : Rn → R die Standardkoordinatenfunktionen
auf Rn:

ri : (x1, · · · , xn) 7→ xi.

Weiterhin bezeichnen wir, mit etwas Notationsmissbrauch, den i-ten Standardbasisvektor
in Rn und Rm mit ei.

Sei U ⊂ Rn offen und sei F : U → Rm eine Abbildung. Wir bezeichnen die i-te
Komponentenfunktion ri ◦ F : U → R mit F i. Das Differential von F an der Stelle p ∈ U
ist dann eine lineare Abbildung (DF )p : Rn → Rm. Mit ∂F i

∂rj
bezeichnen wir die partielle

Ableitung von F i in die Richtung von ej. Nach Definition gilt

∂F i

∂rj
: U → R p 7→ lim

t→0

F i(p+ tej)− F i(p)

t
.

Proposition 1.2.18. Die Abbildung F ist eine C1-Abbildung auf U genau dann, wenn
alle partiellen Ableitungen ∂F i

∂rj
existieren und stetig sind.

Nach Wahl einer Basis von Rn und Rm kann diese lineare Abbildung durch eine Matrix
dargestellt werden.

Proposition 1.2.19. Falls F an einer Stelle p differenzierbar ist, ist die ij-te Kompo-
nente der darstellenden Matrix von (DF )p in den Standardbasen von Rn und Rm gegeben

durch ∂F i

∂rj
(p).

Beweis. Nach Definition der darstellenden Matrix, ist die ij-te Komponente der dar-
stellenden Matrix von (DF )p in der Standardbasis gegeben durch ri((DF )p(ej)). Nach
Bemerkung 1.2.15 gilt:

ri((DF )p(ej)) = ri
(

lim
t→0

F (p+ tej)− F (p)

t

)
= lim

t→0

F i(p+ tej)− F i(p)

t
=
∂F i

∂rj
(p).

Die folgende Proposition ist eine Verallgemeinerung von Proposition 1.2.18.

Proposition 1.2.20. Sei k ∈ N. Die Abbildung F , wie oben, ist eine Ck-Abbildung auf
U genau dann, wenn die partiellen Ableitungen

∂jF i

∂rl1 · · · ∂rlj
für alle 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ k und 1 ≤ l1, · · · , lj ≤ n existieren und stetig sind.
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Im Folgenden betrachten wir den Fall m = 1.

Definition 1.2.21. Sei U ⊂ Rn offen und sei f : U → R eine glatte Funktion auf U . F
heißt reell-analytisch an der Stelle p, falls die Funktion f in einer offenen Umgebung von
p durch die Taylorreihe von f an der Stelle p,

f(x) = f(p) +
∑
i

∂f

∂ri
(p)(ri(x)− ri(p)) +

1

2

∑
i,j

∂2f

∂ri∂rj
(p)(ri(x)− ri(p))(rj(x)− rj(p))+

· · ·+ 1

k!

∑
l1,··· ,lk

∂kf

∂rl1 · · · ∂rlk
(p)(rl1(x)− rl1(p)) · · · (rlk(x)− rlk(p)) + · · · ,

gegeben ist. Die Funktion f heißt reell-analytisch auf U falls, sie an jeder Stelle p ∈ U
reell-analytisch ist.

Nicht alle glatte Funktionen sind reell-analytisch. Die Funktion

R→ R x 7→

{
e−

1
x falls x > 0

0 falls x ≤ 0

ist glatt aber nicht reell-analytisch (Aufgabe). Jedoch spielt die Taylorentwicklung von
Funktionen bei der Untersuchung ihres lokalen Verhaltens eine Rolle.

Definition 1.2.22. Eine Teilmenge S von Rn heißt sternförmig bzgl. eines Punkts p ∈ S,
falls für alle x ∈ S die Strecke {p+ t(x− p)|t ∈ [0, 1]} vollständig in S enthalten ist.

Proposition 1.2.23. Sei U ⊂ Rn offen und sternförmig bzgl. p ∈ U . Sei f : U → R eine
C1-Abbildung. Dann existieren stetige Funktionen g1, . . . , gn : U → R, sodass

f(x) = f(p) +
∑
i

gi(x)(ri(x)− ri(p)).

und gi(p) = ∂f
∂ri

(p).

Beweis. Da U bzgl. p sternförmig ist und f eine stetig differenzierbare Funktion ist, ist
die Funktion t 7→ f(p+ t(x− p)) wohldefiniert und stetig differenzierbar. Mit Kettenregel
erhalten wir

d

dt
(f(p+ t(x− p))) =

∑
i

(ri(x)− ri(p))( ∂f
∂ri

(p+ t(x− p))).

Aus dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

f(p+1(x−p))−f(p+0(x−p)) = f(x)−f(p) =
∑
i

(ri(x)−ri(p))
∫ 1

0

∂f

∂ri
(p+ t(x−p))dt.

Wir setzen gi(x) =
∫ 1

0
∂f
∂ri

(p+ t(x− p))dt. Dann gilt

f(x) = f(p) +
∑
i

gi(x)(ri(x)− ri(p)).

Es bleibt zu zeigen, dass gi(p) = ∂f
∂ri

(p). Nach Definition gilt

gi(p) =

∫ 1

0

∂f

∂ri
(p+ t(p− p))dt =

∫ 1

0

∂f

∂ri
(p)dt =

∂f

∂ri
(p).

22



Aufgabe 1.2.24. Sei U ⊂ Rn offen und sternförmig bzgl. p ∈ U . Sei f : U → R eine
C2-Abbildung. Zeigen Sie, dass

f(x) = f(p) +
∑
i

∂f

∂ri
(p)(ri(x)− ri(p))+

∑
i,j

[
(ri(x)− ri(p))(rj(x)− rj(p))

∫ 1

0

(1− t) ∂2f

∂ri∂rj
(p+ t(x− p))

]
.
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Kapitel 2

Topologische und differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden bezeichnen wir mit ri : Rn → R die Standardkoordinatenfunktionen auf Rn:

ri : (x1, · · · , xn) 7→ xi.

Weiterhin wird Rn immer mit der Standardtopologie versehen.

2.1 Topologische Mannigfaltigkiten

Definition 2.1.1.

� Ein topologischer Raum X heißt lokal euklidisch der Dimension n, falls jedes p ∈ X
eine offene Umgebung besitzt, die zu einer offenen Teilmenge von Rn homöomorph
ist. Präziser: Für alle p, existieren eine offene Umgebung U von p und ein Homöomor-
phismus ϕ : U → V , wobei V eine offene Teilmenge von Rn ist.

� Seien U und ϕ wie oben. Die Abbildung ϕ heißt eine Koordinatenabbildung und die
Funktionen xi := ri ◦ ϕ heißen Koordinatenfunktionen. Das Paar (U,ϕ) heißt ein
Koordinatensystem oder eine Karte.

Bemerkung 2.1.2. Mit der oberen Definition ist die leere Menge ein lokal euklidischer
Raum von beliebiger Dimension.

Bemerkung 2.1.3. Mittels der algebraischen Topologie kann man zeigen, dass die Di-
mension eines nichtleeren lokal euklidischen Raums wohldefiniert ist; d.h. falls ein nicht-
leerer topologischer Raum lokal euklidisch der Dimension n ist, dann kann er nicht lokal
euklidisch der Dimension m 6= n sein.

Bemerkung 2.1.4. Lokal euklidische Räume der Dimension 0 haben notwendigerweise
die diskrete Topologie. Das liegt daran, dass die einzigen offenen Mengen von R0 = {0},
die leere Menge und {0} sind. In einem lokal euklidischen Raum der Dimension 0 hat
jeder Punkt p eine offene Umgebung die homöomorph zu {0} ist. Diese offene Umgebung
kann nur {p} sein. Daraus folgt, dass jede einpunktige Teilmenge eines lokal euklidischen
Raums der Dimension 0 offen ist. Solche Räume besitzen also die diskrete Topologie.
Umgekehrt ist jede Menge, versehen mit der diskreten Topologie, ein lokal euklidischer
Raum der Dimension 0. Wir nennen eine Menge, versehen mit der diskreten Topologie,
einen diskreten Raum.
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Bemerkung 2.1.5. Sei X ein lokal euklidischer Raum der Dimension n. Sei p ∈ X. Dann
können wir eine Karte (U,ϕ) um p finden mit ϕ(p) = 0. Solche Karten heißen zentriert
um p. In der Tat: Sei (U, ψ) eine beliebige Karte um p. Wir definieren

ϕ : U → ψ(U)− ψ(p) x 7→ ψ(x)− ψ(p),

wobei ψ(U)− ψ(p) die Menge

{y − ψ(p)|y ∈ ψ(U)}

bezeichnet. Sei nun r > 0. Dann können wir, wie folgt, eine zentrierte Karte (U,ϕ) um
p finden mit ϕ(U) = Br(0): Sei (V, ψ) eine zentrierte Karte um p. Da ψ(V ) eine offene
Teilmenge von Rn ist und 0 ∈ ψ(V ), gibt es ein ε > 0 mit Bε(V ) ⊂ ψ(V ). Wir setzen
U := ψ−1(Bε(0)) und definieren

ϕ : U → Br(0) x 7→ r

ε
ψ(x).

(U,ϕ) ist die gesuchte Karte. Ähnlich können wir zentrierte Karten konstruieren mit der
Eigenschaft, dass das Bild der Koordinatenabbildung der offene Kubus mit Seitenlange r
und Zentrum 0,

C r
2
(0) := {y ∈ Rn||ri(y)| < r

2
},

ist.

Definition 2.1.6. Ein topologischer Raum M heißt eine topologische Mannigfaltigkeit
der Dimension n, falls M

� lokal euklidisch der Dimension n,

� Hausdorff und

� zweitabzählbar ist.

Beispiel 2.1.7.

� Der Raum Rn ist Hausdorff und zweitabzählbar und besitzt eine
”
globale“ Karte. Die

Identitätsabbildung id : Rn → Rn ist trivialerweise ein Homöomorphismus. Rn ist
daher eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Es gibt aber auch andere
Koordinatenabbildungen auf Rn außer der Identitätsabbildung. Wir betrachten z. B.
die Polarkoordinaten auf R2:

R2 \ (R≥0 × {0})→ (0,∞)× (0, 2π)

P := (x, y) 7→ (
√
x2 + y2, Winkel zwischen 0P und der x-Achse ).

� Allgemeiner sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum, versehen mit der Topo-
logie, die im Beispiel 1.1.31 eingeführt wurde. Mit dieser Topologie ist V Hausdorff
und zweitabzählbar (da Rn Hausdorff und zweitabzählbar ist). Sei B = {v1, · · · , vn}
eine Basis von V . Dann ist die Abbildung

ϕ : V → Rn
∑
i

ξivi 7→ (ξ1, · · · , ξn),

nach Konstruktion der Topologie auf V , ein Homöomorphismus. Damit ist (V, ϕ)
eine globale Karte für V . Jeder n-dimensionale reelle Vektorraum ist daher eine
topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n.
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Beispiel 2.1.8. Betrachte Sn = {x ∈ Rn+1|||x|| = 1} ⊂ Rn+1 versehen mit der Teilraum-
topologie. Hier bezeichnet ||x|| die euklidische Norm von x ∈ Rn+1. Als Teilmenge von
Rn+1 ist Sn Hausdorff und zweitabzählbar. Wir zeigen nun, dass Sn lokal euklidisch der
Dimension n ist. Für 1 ≤ i ≤ n+ 1 setzen wir:

U+
i = {x ∈ Sn|ri(x) > 0}, U−i = {x ∈ Sn|ri(x) < 0}

und definieren

ϕ±i : U±i → Rn x 7→ (r1(x), · · · , ri−1(x), ri+1(x), · · · , rn+1(x)).

Das Bild von ϕ±i ist der offene Ball mit Radius 1 und Zentrum 0 in Rn, den wir mit
B1(0) bezeichnen. Wir behaupten, dass ϕ±i : U±i → B1(0) ein Homöomorphismus ist. Wir
beweisen diese Aussage im Folgenden nur für ϕ+

1 . Die Abbildung ϕ+
1 ist als Einschränkung

der stetigen Projektionsabbildung

Rn+1 → Rn x 7→ (r2(x), · · · , rn+1(x))

stetig. Weiterhin ist ϕ+
1 bijektiv mit der inversen Abbildung

ψ+
1 : Rn ⊃ B1(0)→ U+

1 (y1, · · · , yn) 7→ (
√

1− ||y||2, y1, · · · , yn).

Es bleibt zu zeigen, dass ψ+
1 stetig ist. Wegen Proposition 1.1.20 reicht es zu zeigen,

dass die Verkettung von ψ+
1 mit der Inklusionsabbildung Sn → Rn+1 stetig ist. Diese

Verkettung ist wieder gegeben durch

(y1, · · · , yn) 7→ (
√

1− ||y||2, y1, · · · , yn)

und ist damit stetig.

Beispiel 2.1.9.

� Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann ist jede offene
Teilmenge U von M , versehen mit der Teilraumtopologie, auch eine topologische
Mannigfaltigkeit der Dimension n. In der Tat: Sei p ∈ U . Dann existiert eine offene
Umgebung V von p in M und ein Homöomorphismus ϕ : V → W mit W ⊂ Rn offen.
Ṽ := V ∩ U ist eine offene Teilmenge von sowohl U als auch V . Die Einschränkung
ϕ|Ṽ : Ṽ → ϕ(Ṽ ) ist dann ein Homöomorphismus, da ϕ ein Homöomorphismus ist.

Weiterhin, da Ṽ eine offene Teilmenge von V ist, ist ϕ(Ṽ ) eine offene Teilmenge
von W . Wegen der Offenheit von W als Teilmenge von Rn und Aufgabe 1.1.19, ist
ϕ(Ṽ ) in Rn offen. Damit ist (Ṽ , ϕ|Ṽ ) eine Karte für U , die in einer Umgebung von
p definiert ist.

� Wir bezeichnen mit Mn(R) den Vektorraum der n × n-Matrizen mit Koeffizienten
in R und mit GLn(R) ⊂ Mn(R) die Teilmenge der invertierbaren Matrizen. Wir
versehen Mn(R) mit der Standardtopologie. GLn(R) ist eine offene Teilmenge von
Mn(R) (siehe Aufgabe 1.2.16). Daher ist GLn(R) ein lokal euklidischer Raum der
Dimension n2.

Beispiel 2.1.10. Wegen Bemerkung 2.1.4 wissen wir, dass die lokal euklidischen Räume
der Dimension 0 genau die diskreten Räume sind. Diskrete Räume sind offensichtlich
Hausdorff. Solche Räume sind zweitabzählbar genau dann, wenn sie abzählbar viele Ele-
mente haben. Also sind die null-dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten genau die
abzählbaren diskreten Räume.
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Beispiel 2.1.11. Betrachte die Teilmenge X := R×{0}∪{0}×R ⊂ R2, versehen mit der
Teilraumtopologie. Als Teilmenge von R2 ist X Hausdorff und zweitabzählbar. Der Raum
X ist aber nicht lokal euklidisch. Da X nicht diskret ist, kann er kein lokal euklidischer
Raum der Dimension 0 sein. Wir nehmen an, dass X ein lokal euklidischer Raum der
Dimension n ≥ 1 ist. Sei (U,ϕ) eine zentrierte Karte um 0 ∈ X mit ϕ(U) = B1(0). Falls
n = 1, hat B1(0) \ {0} zwei Zusammenhangskomponenten. Falls n > 1, ist B1(0) \ {0}
zusammenhängend. Anderseits hat U \{0} vier Zusammenhangskomponenten. Das ist ein
Widerspruch.

Beispiel 2.1.12. Sei X = Rn t Rn. Betrachte die Äquivalenzrelation ∼, die durch die
Identifikation jedes p 6= 0 aus der ersten Kopie von Rn mit demselben Punkt aus der
zweiten Kopie definiert wird. X/ ∼, versehen mit der Quotiententopologie, ist dann lokal
euklidisch der Dimension n und zweitabzählbar, aber nicht Hausdorff (Aufgabe).

Beispiel 2.1.13. Die topologische Summe von überabzählbar vielen Kopien von Rn ist
lokal euklidisch der Dimension n und Hausdorff, aber nicht zweitabzählbar (Warum?).

Proposition 2.1.14. Topologische Mannigfaltigkeiten sind lokalkompakt und lokal weg-
zusammenhängend.

Beweis. Da diskrete Räume offensichtlich lokalkompakt und lokal wegzusammenhängend
sind, betrachten wir topologische Mannigfaltigkeiten der Dimension größer 0. Sei M eine
topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n ≥ 1 und sei p ∈M . Sei (U,ϕ) eine zentrier-
te Karte um p mit ϕ(U) = B1(0). Da B 1

2
(ϕ(p)) kompakt und ϕ ein Homöomorphismus ist,

ist ϕ−1(B 1
2
(ϕ(p))) eine kompakte Umgebung von p. Damit ist M lokalkompakt. Sei nun V

eine Umgebung von p. Da V ∩U eine offene Umgebung von p ist, gibt es ein δ > 0, sodass
Bδ(ϕ(p)) ⊂ ϕ(V ∩U). Da Bδ(ϕ(p)) wegzusammenhängend und ϕ ein Homöomorphismus
ist, ist ϕ−1(Bδ(ϕ(p))) wegzusammenhängend. Offensichtlich gilt ϕ−1(Bδ(ϕ(p))) ⊂ V . Dar-
aus folgt, dass M lokal wegzusammenhängend ist.

2.2 Differenzierbare Strukturen und Mannigfaltigkei-

ten

Eines unserer Hauptziele in dieser Vorlesung ist die Verallgemeinerung der Konzepte und
Techniken der Differential- und Integralrechnung auf allgemeinere geometrische Objekte.
Da topologische Mannigfaltigkeiten lokal wie Rn aussehen, könnte man denken, dass eine
Verallgemeinerung der Methoden der Analysis für sie möglich ist. Zum Beispiel sieht es auf
den ersten Blick so aus, als ob wir in zwei unterschiedlichen Weisen den Begriff der Glatt-
heit für Funktionen, die auf topologischen Mannigfaltigkeiten definiert sind, einführen
können. Diese beiden Versuche führen allerdings zu ungeeigneten Definitionen.

� Erster Versuch: Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Eine stetige Funktion
f : M → R heißt glatt genau dann, wenn für jedes p ∈ M eine Karte (U,ϕ) mit
p ∈ U existiert, sodass f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ R glatt ist.

� Zweiter Versuch: Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Eine stetige Funktion
f : M → R heißt glatt genau dann, wenn die Funktion f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R für alle
Karten (U,ϕ) glatt ist.

Das folgende Beispiel zeigt, warum diese beiden Ansätze problematisch sind.
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Beispiel 2.2.1. Wir bezeichnen mit ϕ : R → R den Homöomorphismus x 7→ x
1
3 . Wir

setzen ψ := ϕ−1. Die Paare (R, ϕ) und (R, ψ) sind Karten auf R. Die an der Stelle 0
nichtdifferenzierbare Funktion ϕ ist, nach der Definition im ersten Versuch oben, glatt;
da ϕ ◦ ϕ−1 = id. Anderseits ist die, nach Analysis I, glatte Identitätsfunktion id : R→ R,
nach der Definition im zweiten Versuch, nicht glatt; da id ◦ψ−1 = id ◦ϕ = ϕ.

Das obige Problem wird mit der Einführung von differenzierbaren Strukturen gelöst.

Definition 2.2.2. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Eine differenzierbare Struk-
tur der Klasse Ck auf M ist eine Familie F = {(Uα, ϕα)}α∈Λ von Karten auf M mit den
folgenden Eigenschaften:

1. M =
⋃
α∈Λ Uα.

2. Für alle α, β ∈ Λ sind

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ)→ ϕα(Uα ∩ Uβ), ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

Ck-Abbildungen.

3. F ist maximal bezüglich der Eigenschaft 2; d. h. falls (U,ϕ) eine Karte auf M ist,
sodass ϕ◦ϕ−1

α und ϕα◦ϕ−1 für alle α ∈ Λ Ck-Abbildungen sind, dann gilt (U,ϕ) ∈ F .

Definition 2.2.3. Ein Paar (M,F), wobei M eine n-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit und F eine differenzierbare Struktur der Klasse Ck auf M ist, heißt eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse Ck.

Bemerkung 2.2.4. Seien (U,ϕ) und (V, ψ) Karten auf einer topologischen Mannigfaltig-
keit. Die Abbildung ϕ◦ψ−1 heißt der Kartenwechsel oder die Koordinatentransformation.

Bemerkung 2.2.5. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Klasse C∞ werden auch glat-
te Mannigfaltigkeiten genannt. Da wir fast immer mit glatten Mannigfaltigkeiten arbeiten
werden, benutzen wir den Begriff

”
Mannigfaltigkeit“ als Synonym für

”
glatte Mannigfal-

tigkeit“ und den Begriff
”
differenzierbare Struktur“ als Synonym für

”
differenzierbare

Struktur der Klasse C∞“.

Bemerkung 2.2.6. Mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur auf einer Menge X meinen wir
die Auswahl einer Topologie auf X, die X zu einer topologischen Mannigfaltigkeit macht
und eine differenzierbare Struktur auf X, versehen mit dieser Topologie.

Wegen Eigenschaft 3 in der Definition 2.2.2 ist es schwierig, eine differenzierbare Struk-
tur auf einer topologischen Mannigfaltigkeit konkret zu beschreiben. Proposition 2.2.8
erleichtert das Definieren von differenzierbaren Strukturen. Zuerst eine

Definition 2.2.7. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Eine Familie von Karten auf
M , die die ersten zwei Eigenschaften in der Definition 2.2.2 erfüllt, heißt ein Atlas der
Klasse Ck für M .

Proposition 2.2.8. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und sei F0 = {(Uα, ϕα)}α∈Λ

ein Atlas der Klasse Ck für M. Dann existiert eine eindeutige differenzierbare Struktur F
der Klasse Ck auf M mit F0 ⊂ F .

28



Beweis. Sei F die Familie aller Karten (U,ϕ) auf M mit der Eigenschaft, dass ϕ ◦ ϕ−1
α

und ϕα ◦ ϕ−1 für alle α ∈ Λ Ck-Abbildungen sind. Wir behaupten, dass F die gesuchte
Familie ist.

Da F0 die Eigenschaft 2 aus der Definition 2.2.2 erfüllt, gilt F0 ⊂ F . Zunächst zeigen
wir, dass F eine differenzierbare Struktur der Klasse Ck ist. Da F0 die Eigenschaft 1 aus
der Definition 2.2.2 erfüllt, gilt die ebenfalls für F .

Jetzt zeigen wir, dass F die Eigenschaft 2 aus der Definition 2.2.2 erfüllt. Seien
(U,ϕ), (V, ψ) Karten aus F . Wir zeigen, dass ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → ϕ(U ∩ V ) eine Ck-
Abbildung ist. Man kann dann ganz analog zeigen, dass ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V )
eine Ck-Abbildung ist. Da ϕ und ψ Homöomorphismen sind, ist ϕ ◦ ψ−1 ebenfalls ein
Homöomorphismus. Sei p ∈ U ∩ V und setze x := ψ(p). Es existiert (Uα, ϕα) ∈ F0 mit
p ∈ Uα. Die Menge W := Uα ∩U ∩ V ist dann eine offene Umgebung von p und ψ(W ) ist
damit eine offene Umgebung von x. Wir haben

ϕ ◦ ψ−1|ψ(W ) = (ϕ ◦ ϕ−1
α ) ◦ (ϕα ◦ ψ−1).

Das zeigt, dass ϕ ◦ ψ−1 in einer offenen Umgebung jedes Punkts von ψ(U ∩ V ) eine
Ck-Abbildung ist. Daher ist sie eine Ck-Abbildung auf ψ(U ∩ V ).

Wir zeigen nun, dass F die Eigenschaft 3 aus der Definition 2.2.2 erfüllt. Sei (U,ϕ)
eine beliebige Karte auf M mit der Eigenschaft, dass ϕ ◦ ψ−1 und ψ ◦ ϕ−1 für beliebiges
(V, ψ) ∈ F Ck-Abbildungen sind. Insbesondere gilt dies dann für alle (V, ψ) ∈ F0. Daher
gilt nach Definition von F , dass (U,ϕ) zu der Familie F gehört.

Es bleibt zu zeigen, dass F die einzige differenzierbare Struktur der Klasse Ck ist, die
F0 beinhaltet. Sei F ′ eine weitere differenzierbare Struktur der Klasse Ck mit F0 ⊂ F ′.
Dann sind, für (U,ϕ) ∈ F ′, die Abbildungen ϕ ◦ψ−1 und ψ ◦ϕ−1 für alle (V, ψ) ∈ F0 C

k-
Abbildungen. Das zeigt F ′ ⊂ F . Dies wiederum impliziert, dass für beliebiges (U,ϕ) ∈ F
die Abbildungen ϕ ◦ ψ−1 und ψ ◦ ϕ−1 für alle (V, ψ) ∈ F ′ Ck-Abbildungen sind. Daraus
folgt, dass F ⊂ F ′ da F ′ die Eigenschaft 3 aus der Definition 2.2.2 F erfüllt. Wir haben
gezeigt, dass F ′ = F .

Bemerkung 2.2.9. Mit anderen Worten: Jeder Atlas der Klasse Ck für eine topologische
Mannigfaltigkeit M induziert eine eindeutige differenzierbare Struktur der Klasse Ck auf
M .

Definition 2.2.10. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit.

� Sei F0 ein Atlas für M . Sei F die induzierte differenzierbare Struktur auf M . Eine
Karte (U,ϕ) für M , die in F enthalten ist, heißt kompatibel mit F0.

� Zwei Atlanten für M , die dieselbe differenzierbare Struktur induzieren, heißen kom-
patible Atlanten.

Aufgabe 2.2.11. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Zwei Atlanten F0 und G0 sind
genau dann kompatibel, wenn die Abbildungen ϕα◦ψ−1

β und ψβ◦ϕ−1
α für alle (Uα, ϕα) ∈ F0

und (Vβ, ψβ) ∈ G0 glatt sind.

Jetzt benutzen wir Proposition 2.2.8 um die Beispiele von topologischen Mannigfal-
tigkeiten, die wir bereits gesehen haben, mit einer differenzierbaren Struktur zu versehen.

Beispiel 2.2.12.

� {(Rn, idRn)} ist ein Atlas der Klasse C∞ für Rn. Die induzierte differenzierbare
Struktur heißt die standard-differenzierbare Struktur auf Rn. Die in Beispiel 2.1.7
eingeführte Polarkoordinatenkarte auf R2 ist kompatibel mit dem obigen Atlas
(Aufgabe).
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� Allgemeiner sei V ein n-dimensionaler Vektorraum (versehen mit der Standardto-
pologie). Sei B = {v1, · · · , vn} eine Basis von V und betrachte die Abbildung

ϕ : V → Rn
∑
i

ξivi 7→ (ξ1, · · · , ξn),

die tautologischerweise ein Homöoomorphismus ist. {(V, ϕ)} ist dann ein Atlas der
Klasse C∞ für V . Die induzierte differenzierbare Struktur hängt nicht von Wahl
der Basis ab: Sei C eine weitere Basis und sei ψ : V → Rn der daraus resultieren-
de Isomorphismus. Die Abbildungen ϕ ◦ ψ−1 und ψ ◦ ϕ−1 sind linear und damit
glatt. Das zeigt, dass die Atlanten {(V, ϕ)} und {(V, ψ)} kompatibel sind und daher
dieselbe differenzierbare Struktur auf V induzieren. Wir nennen die so erhaltene
differenzierbare Struktur auf einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum die
standard-differenzierbare Struktur auf dem Vektorraum.

Beispiel 2.2.13. Wir setzen U := S1 \ {(1, 0)} und V := S1 \ (−1, 0). Die Abbildungen

γ : (0, 2π)→ U t 7→ (cos(t), sin(t))

und
η : (−π, π)→ V t 7→ (cos(t), sin(t))

sind stetig und bijektiv. Weiterhin ist es leicht zu sehen, dass sie offen sind. Daher sind
sie Homöomophismen. Wir setzen ϕ := γ−1 und ψ := η−1. Es gilt

U ∩ V = {(x, y) ∈ S1|y > 0} t {(x, y) ∈ S1|y < 0},

ϕ(U ∩ V ) = (0, π) t (π, 2π), ψ(U ∩ V ) = (0, π) t (−π, 0).

Weiterhin berechnen wir

ϕ ◦ ψ−1(t) = ϕ ◦ η(t) =

{
t, falls t ∈ (0, π)

t+ 2π, falls t ∈ (−π, 0)

und

ψ ◦ ϕ−1(t) = ψ ◦ γ(t) =

{
t, falls t ∈ (0, π)

t− 2π, falls t ∈ (π, 2π).

Damit sind die Abbildungen ϕ ◦ψ−1 und ψ ◦ϕ−1 glatt. Da zusätzlich U ∪ V = S1, ist die
Familie {(U,ϕ), (V, ψ)} ein Atlas für S1 und induziert eine differenzierbare Struktur.

Beispiel 2.2.14. Wir benutzen die Notation aus 2.1.8. Die Familie {(U±i , ϕ±i )}i∈{1,··· ,n+1}
ist ein Atlas der Klasse C∞ auf Sn (Aufgabe). Die induzierte differenzierbare Struktur auf
Sn heißt die standard-differenzierbare Struktur auf Sn. Ein kompatibler Atlas ist gegeben
durch die sogenannten stereographischen Projektionen. Sie werden wie folgt definiert:

Wir setzen N := (0, · · · , 0, 1), S := (0, · · · , 0,−1), UN := Sn \{N} und US := Sn \{S}.
Für x ∈ UN schneidet die Gerade, die N und x verbindet, die Hyperebene

{(x1, · · · , xn, 0)|xi ∈ R)}

genau an einem Punkt, den wir mit ϕN(x) bezeichnen. Die Abbildung

ϕN : UN → Rn x 7→ ϕN(x)

ist ein Homöomorphismus. Ähnlich definieren wir ϕS : US → Rn. {(UN , ϕN), (US, ϕS)} ist
dann ein Atlas für Sn und die Atlanten {(UN , ϕN), (US, ϕS)} und {(U±i , ϕ±i )}i∈{1,··· ,n+1}
sind kompatibel (Aufgabe). Auf S1 stimmt diese differenzierbare Struktur mit der diffe-
renzierbaren Struktur aus Beispiel 2.2.13 überein.
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Beispiel 2.2.15. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und F eine differenzierbare
Struktur der Klasse Ck. Dann ist

F|U := {(V ∩ U,ϕ|V )|(V, ϕ) ∈ F}

eine differenzierbare Struktur der Klasse Ck auf U . So kann z. B. GLn(R) mit einer diffe-
renzierbaren Struktur versehen werden (siehe Beispiel 2.1.9). Wir werden ab jetzt offene
Teilmengen von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten der Klasse Ck immer mit dieser dif-
ferenzierbaren Struktur versehen.

Beispiel 2.2.16. In diesem Beispiel zeigen wir, dass RPn mit einer differenzierbaren
Struktur der Klasse C∞ versehen werden kann. Wir betrachten dazu den topologischen
Raum RPn. In den Übungen haben Sie gesehen, dass dieser Raum Hausdorff ist. Um zu
sehen, dass er zweitabzählbar ist, zeigen wir, dass die kanonische Abbildung π : Rn+1 \
{0} → RPn offen ist und benutzen die Beobachtung 3 aus Beispiel 1.1.37: Sei U ⊂
Rn+1 \ {0} offen. Für λ ∈ R \ {0} bezeichnen wir mit ϕλ : Rn+1 \ {0} → Rn+1 \ {0} den
Homöomorphismus x 7→ λx. Um zu zeigen, dass π(U) offen ist, müssen wir zeigen, dass
π−1(π(U)) in Rn+1 \ {0} offen ist. Es gilt aber

π−1(π(U)) =
⋃

λ∈R\{0}

ϕλ(U).

Da die Abbildungen ϕλ Homöomorphismen sind, sind die Mengen ϕλ(U) offen. Die Menge
π−1(π(U)) ist dann als eine Vereinigung offener Mengen offen.

Wir bezeichnen mit [(ξ1, · · · , ξn+1)] die Äquivalenzklasse eines Punkts (ξ1, . . . , ξn+1) ∈
Rn+1. Wir setzen

Ui := {[(ξ1, . . . , ξn+1)] ∈ RPn|ξi 6= 0}

und definieren

ϕi : Ui → Rn [(ξ1, . . . , ξn+1)] 7→ (
ξ1

ξi
, . . .

ξi−1

ξi
,
ξi+1

ξi
, . . .

ξn+1

ξi
).

Man beachte, dass die Wahl des Repräsentanten in der obigen Definition keine Rolle
spielt. Es ist leicht zu sehen, dass die Abbildungen ϕi Homöomorphismen sind und dass
RPn =

⋃
i∈{1,··· ,n+1} Ui. RP

n ist daher eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Darüber hinaus ist die Familie {(Ui, ϕi)}i∈{1,··· ,n+1} ein Atlas der Klasse C∞ (Aufgabe).
Wir werden RPn immer mit der durch diesen Atlas induzierten differenzierbaren Struktur
versehen.

Beispiel 2.2.17. Seien x1, . . . , xk ∈ Rn. Wir nennen ein Tupel (x1, . . . , xk) ein k-Rahmen
in Rn, falls die Vektoren x1, . . . , xk linear unabhängig sind. Wir bezeichnen die Menge
der k-Rahmen in Rn mit F (k, n). Diese Menge kann in einer natürlichen Weise als eine
Teilmenge der Menge der n× k-Matrizen Mn×k(R) gesehen werden, in dem wir das Tupel
(x1, . . . , xk) als eine Matrix betrachten. Die Elemente von F (k, n) sind genau die Matri-
zen in Mn×k(R) von Rang k. Diese Teilmenge ist offen: Eine n × k-Matrix hat Rang k
genau dann, wenn mindestens eine ihrer k × k-Untermatrizen eine nichtverschwindende
Determinante hat. Anders gesagt: Das Komplement von F (k, n) ist der Schnitt der Null-
stellenmengen der Unterdeterminantenabbildungen und damit abgeschlossen. Wenn wir
den Vektorraum Mn×k(R) mit ihrer standard-differenzierbaren Struktur versehen, erhal-
ten wir eine differenzierbare Struktur auf F (k, n). Die Menge der k-Rahmen in Rn hat
damit eine Mannigfaltigkeitsstruktur.
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Beispiel 2.2.18. Die Menge

V (k, n) := {(x1, . . . , xk) ∈ F (k, n)|{x1, . . . , xk} ist eine orthonormale Menge},
versehen mit der Teilraumtopologie, ist eine topologische Mannigfaltigkeit. Sie kann in
einer natürlichen Weise mit einer differenzierbaren Struktur versehen werden und heißt
die Stiefel-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.2.19. Seien k, n ∈ N mit 1 ≤ k ≤ n. Wir bezeichnen mit G(k, n) die Menge
der k-dimensionalen Unterräume von Rn. Betrachte die Abbildung

π : F (k, n)→ G(k, n) (x1, · · · , xk) 7→ Span{x1, · · · , xk}.
Die Abbildung π ist offensichtlich surjektiv. Die Menge G(k, n), versehen mit der Quoti-
ententopologie, ist eine topologische Mannigfaltigkeit. Sie kann in einer natürlichen Weise
mit einer differenzierbaren Struktur versehen werden. Die resultierende Mannigfaltigkeit
heißt die Graßmann-Mannigfaltigkeit. Wir bemerken, dass die Abbildung

RPn−1 → G(1, n) [x] 7→ Span{x}
ein Homöomorphismus ist.

Beispiel 2.2.20.

� Seien M und N topologische Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n. Seien
FM = {(Uα, ϕα)}α∈Λ und FN = {(Vβ, ψβ)}β∈I differenzierbare Strukturen der Klas-
se Ck. M ×N , versehen mit der Produkttopologie, ist eine topologische Mannigfal-
tigkeit. Weiterhin ist die Familie

{(Uα × Vβ, ϕα × ψβ)|(Uα, ϕα) ∈ FM , (Vβ, ψβ) ∈ FN}
ein Atlas der Klasse Ck auf M × N . Im Folgenden wird M × N immer mit der so
definierten differenzierbaren Struktur versehen.

� Mittels der obigen Konstruktion können wir glatte differenzierbare Strukturen auf
dem Zylinder R×S1 und dem n-dimensionalen Torus T n := S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸

n-times

definieren.

Bemerkung 2.2.21. Wir formulieren jetzt einige natürliche Fragen rund um differen-
zierbare Strukturen.

� Besitzt eine topologische Mannigfaltigkeit immer eine differenzierbare Struktur? In
[1] hat Kervaire eine negative Antwort auf diese Frage gegeben.

� Kann eine topologische Mannigfaltigkeit mehr als eine differenzierbare Struktur
besitzen? Ja. R besitzt unendlich viele differenzierbare Strukturen. Im Fall von
R ergeben diese differenzierbare Strukturen aber diffeomorphe Mannigfaltigkeiten
(Aufgabe). Siehe Definition 2.4.15 für die Definition eines Diffeomorphismus zwi-
schen Mannigfaltigkeiten.

� Das vorherige Beispiel widerlegt nicht die Existenz von unterschiedlichen differen-
zierbaren Strukturen auf R, die nichtdiffeomorphe Mannigfaltigkeiten ergeben. Da-
her ist die folgende Frage natürlich: Kann eine topologische Mannigfaltigkeit meh-
rere differenzierbare Strukturen besitzen, die zu nichtdiffeomorphen Mannigfaltig-
keiten führen. In [3] hat Milnor gezeigt, dass mehrere differenzierbare Strukturen
auf S7 existieren, die nichtdiffeomorphe Mannigfaltigkeiten ergeben. In [2] zeigen
Kervaire und Milnor u. a., dass das gleiche Phänomen auch bei anderen Sphären
auftreten kann. Im Fall von S4 ist diese Frage offen. Auf Rn mit n 6= 4 gibt es genau
eine differenzierbare Struktur (bis auf Diffeomorphismus). Auf R4 gibt es unendlich
viele differenzierbare Strukturen, die nichtdiffeomorphe Mannigfaltigkeiten ergeben.
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2.3 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wie schon erwähnt, ist eins unserer Ziele in diesem Kurs die Verallgemeinerung der Kon-
zepte und Methoden der Analysis auf allgemeinere Räume. Wir haben bis jetzt eine Klasse
von solchen Räumen gesehen, die sich für diese Verallgemeinerung anbieten. Einige to-
pologische Räume, die auf den ersten Blick auch geeignet scheinen, sind aber von der
Klasse der (topologischen) Mannigfaltigkeiten ausgeschlossen. Z. B. ist der abgeschlossene
Ball Br(0) mit Radius r und Zentrum 0 (Disk) in Rn keine topologische Mannigfaltigkeit,
da man keine offene Umgebung der Randpunkte finden kann, die homöomorph zu einer
offenen Teilmenge von Rn ist (kann man mittels algebraischer Topologie beweisen). Die
abgeschlossene obere und untere Hemisphäre in Sn sind auch keine topologischen Mannig-
faltigkeiten (sie sind homöomorph zum Br(0) ⊂ Rn). Der abgeschlossene obere Halbraum
Hn ⊂ Rn,

Hn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|xn ≥ 0},

ist auch keine topologische Mannigfaltigkeit. Wir führen jetzt eine größere Klasse von
topologischen Räumen ein, die sowohl diese Räume als auch die topologische Mannigfal-
tigkeiten beinhalten.

Definition 2.3.1. Ein zweitabzählbarer Hausdorffraum M heißt eine n-dimensionale to-
pologische Mannigfaltigkeit mit Rand, falls für jeden Punkt p eine offene Umgebung U
und ein Homöomorphismus ϕ : U → V existiert, wobei V eine offene Teilmenge von Hn

ist.

Bemerkung 2.3.2. Seien U und ϕ wie in Definition 2.3.1. Wie für topologische Mannig-
faltigkeiten nennen wir ϕ eine Koordinatenabbildung und (U,ϕ) ein Koordinatensystem
oder eine Karte. Weiterhin bezeichnen wir die Abbildungen ri ◦ ϕ als die Koordinaten-
funktionen der Karte (U,ϕ).

Im Folgenden bezeichnen wir mit ∂Hn die Menge

{(x1, . . . , xn−1, 0) ∈ Rn}

und bemerken, dass die Abbildung

∂Hn → Rn−1 (x1, . . . , xn−1, 0) 7→ (x1, . . . , xn−1)

ein Homöomorphismus ist.

Beispiel 2.3.3. Hn, Br(0) ⊂ Rn, [0, 1]× Sn und die Hemisphären

Sn+(−) = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn|xn+1 ≥ (≤)0}

sind topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand (Aufgabe).

Beispiel 2.3.4. Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei
U ⊂ M offen. Dann ist U auch eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit
Rand (vgl. Beispiel 2.1.9).

Definition 2.3.5. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand.

� Ein Punkt p ∈ M heißt ein innerer Punkt, falls eine Karte (U,ϕ) für M mit p ∈ U
existiert, sodass ϕ(p) /∈ ∂Hn.
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� Ein Punkt p ∈ M heißt ein Randpunkt, falls eine Karte (U,ϕ) für M mit p ∈ U
existiert, sodass ϕ(p) ∈ ∂Hn.

Bemerkung 2.3.6. Nach Definition, ist jeder Punkt einer topologischen Mannigfaltigkeit
mit Rand M entweder ein innerer Punkt oder ein Randpunkt. Es ist aber auf den ersten
Blick nicht klar, ob ein Punkt von M sowohl ein innerer Punkt als auch ein Randpunkt
sein kann. Dass das nicht der Fall sein kann, kann auch mittels algebraischer Topologie
bewiesen werden.

Definition 2.3.7. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand.

� Die Menge aller inneren Punkte von M heißt das Innere von M und wird mit M◦

bezeichnet.

� Die Menge aller Randpunkte von M heißt der Rand von M und wird mit ∂M
bezeichnet.

Bemerkung 2.3.8. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Wegen Bemer-
kung 2.3.6 sind M◦ und ∂M disjunkt und es gilt M = M◦ ∪ ∂M .

Beispiel 2.3.9. Falls Sie die Aufgabe in Beispiel 2.3.3 gelöst haben, dann wissen Sie, dass

� der Rand von Hn genau die oben definierte Menge ∂Hn = {(x1, . . . , xn−1, 0) ∈ Rn}
ist. Das Innere von Hn ist das Komplement von ∂Hn:

(Hn)◦ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|xn > 0}.

� der Rand von Br(0) ⊂ Rn die n − 1-dimensionale Sphäre Sn−1 ist. Das Innere von
Br(0) ist der offene r-Ball Br(0).

� der Rand von [0, 1] × Sn die Vereinigung {0} × Sn ∪ {1} × Sn ist. Das Innere von
[0, 1]× Sn ist (0, 1)× Sn.

� der Rand von Sn+ die n−1-dimensionale Sphäre Sn−1 ist, wobei wir die Identifikation

{(x1, . . . , xn, 0) ∈ Rn+1} → Rn (x1, . . . , xn, 0) 7→ (x1, . . . , xn)

benutzt haben. Damit gilt

(Sn+)◦ = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn|xn+1 > 0}.

Bemerkung 2.3.10. Beispiel 2.3.9 zeigt, dass der in Definition 2.3.5 eingeführte Begriff

”
das Innere“ nicht mit dem in Definition 1.1.5 eingeführten punktmengetopologischen In-

neren übereinstimmt. Letzteres bezeichnen wir daher ab jetzt als das topologische Innere.
In der Tat: Das topologische Innere von Sn+, betrachtet als eine Teilmenge von Rn+1, ist

leer. Manchmal stimmen die beiden Begriffe überein. Das topologische Innere von Br(0),
betrachtet als eine Teilmenge von Rn, ist Br(0). Aber selbst hier muss man vorsichtig
sein. Das topologische Innere von Br(0), betrachtet als eine Teilmenge von sich selbst, ist
Br(0).

Aufgabe 2.3.11. Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Dann ist M
eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand ∂M = ∅.
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Lemma 2.3.12. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. M◦ ist offen in M
(und ∂M ist abgeschlossen in M).

Beweis. Sei p ∈ M◦. Sei (U,ϕ) eine Karte von M mit p ∈ U . Dann gilt ϕ(p) /∈ ∂Hn und
es existiert ein ε > 0, sodass Bε(ϕ(p)) ⊂ (Hn)◦∩ϕ(U). ϕ−1(Bε(ϕ(p))) ist dann eine offene
Teilmenge von M , die in M◦ enthalten ist. Die Behauptung folgt.

Proposition 2.3.13. Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand.

1. Das Innere M◦ von M ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

2. Der Rand ∂M von M ist eine n− 1-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Beweis.

1. Sei p ∈ M◦. Sei (U,ϕ) eine Karte von M mit p ∈ U . Die Menge V := U ∩M◦ ist
wegen Lemma 2.3.12 eine offene Teilmenge von M . Da V in M offen ist, ist ϕ(V )
eine offene Teilmenge von Hn, die, nach Definition von V , in (Hn)◦ enthalten ist.
Damit ist ϕ(V ) eine offene Teilmenge (Hn)◦. Da (Hn)◦ in Rn offen ist, ist ϕ(V ) auch
in Rn offen. Nach Definition der Teilraumtopologie ist V eine offene Teilmenge von
M◦. Da ϕ ein Homöomorphismus ist, ist ϕ|V : V → ϕ(V ) ein Homöomorphismus.
Damit ist (V, ϕ|V ) eine Karte für M◦.

2. Sei p ∈ ∂M . Sei (U,ϕ) eine Karte von M mit p ∈ U . Dann gilt ϕ(p) ∈ ∂Hn.
Die Menge ϕ(U) ∩ ∂Hn ist eine offene Teilmenge von ∂Hn, die wir mittels des
Homöomorphismus

∂Hn → Rn−1 (x1, . . . , xn−1, 0) 7→ (x1, . . . , xn−1)

als eine offene Teilmenge von Rn−1 betrachten. Wir setzen V := ϕ−1(ϕ(U) ∩ ∂Hn).
V ist dann eine offene Teilmenge von ∂M und (V, ϕV ) ist eine Karte für ∂M .

Um z. B. Begriffe wie Glattheit von Funktionen auf topologischen Mannigfaltigkeiten
mit Rand zu definieren, verallgemeinern wir das Konzept einer differenzierbaren Struktur
auf topologischen Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Definition 2.3.14. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Eine differen-
zierbare Struktur der Klasse Ck auf M ist eine Familie F = {(Uα, ϕα)}α∈Λ von Karten
auf M mit den folgenden Eigenschaften:

1. M =
⋃
α∈Λ Uα.

2. Für alle α, β ∈ Λ sind

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ)→ ϕα(Uα ∩ Uβ), ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

Ck-Abbildungen.

3. F ist maximal bezüglich der Eigenschaft 2; d. h. falls (U,ϕ) eine Karte auf M ist,
sodass ϕ◦ϕ−1

α und ϕα◦ϕ−1 für alle α ∈ Λ Ck-Abbildungen sind, dann gilt (U,ϕ) ∈ F .

Bemerkung 2.3.15. Der einzige Unterschied zwischen den beiden Definitionen 2.2.2 und
2.3.14 ist, dass in Definition 2.3.14 die Definitionsbereiche der Kartenwechselabbildungen
nicht notwendigerweise offene Teilmengen von Rn sind. Daher ist die Glattheit der Kar-
tenwechselabbildungen in Definition 2.3.14 im Sinne der Bemerkung 1.2.17 zu verstehen.
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Definition 2.3.16. Ein Paar (M,F), wobei M eine n-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit mit Rand ist und F eine differenzierbare Struktur der Klasse Ck auf M ist,
heißt eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand der Klasse Ck.

Bemerkung 2.3.17. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand der Klasse C∞ wer-
den auch glatte Mannigfaltigkeiten mit Rand genannt. Da wir hauptsächlich im glatten
Kontext arbeiten, nennen wir sie häufiger einfach Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Bemerkung 2.3.18. Ein Atlas für eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand wird
analog zur Definition 2.2.7 definiert. Mann kann dann analog zur Proposition 2.2.8 zei-
gen, dass jeder Atlas auf einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand in genau einer
differenzierbaren Struktur enthalten ist.

Beispiel 2.3.19. {(Hn, idHn)}, wobei idHn die Identitätsabbildung auf Hn bezeichnet,
ist ein Atlas für Hn. Die induzierte glatte differenzierbare Struktur heißt die standard-
differenzierbare Struktur auf Hn.

Aufgabe 2.3.20. Definieren Sie differenzierbare Strukturen auf den topologischen Man-
nigfaltigkeiten mit Rand, die in Beispiel 2.3.3 vorkommen.

2.4 Differenzierbare Abbildungen auf Mannigfaltig-

keiten

Bei den bisherigen Versuchen Glattheit zu definieren, sind wir auf Probleme gestoßen. Wir
werden nun sehen, dass diese nach der Wahl einer differenzierbaren Struktur verschwinden.
Als Nächstes werden wir sehen, dass diese Probleme nach der Wahl einer differenzierbaren
Struktur verschwinden.

Definition 2.4.1. Seien (M,FM) und (N,FN) Mannigfaltigkeiten der Klasse Ck. Sei
l ∈ N0 mit 1 ≤ l ≤ k. Eine stetige Abbildung F : M → N heißt eine C l-Abbildung, falls
für alle (U,ϕ) ∈ FM und (V, ψ) ∈ FN , die Abbildung

ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(F−1(V ) ∩ U)→ ψ(F (U) ∩ V )

eine C l-Abbildung ist.

Bemerkung 2.4.2.

� Wir haben das Konzept der Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen Mannig-
faltigkeiten nur für stetige Abbildungen definiert. Differenzierbare Abbildungen sind
also nach Definition stetig.

� Falls, in Definition 2.4.1, k = l =∞, dann nennen wir F auch eine glatte Abbildung.

� Wir reservieren den Begriff
”
Funktion“ für Abbildungen mit Bildbereich R. Mit

”
eine glatte Funktion F auf einer Mannigfaltigkeit M“ meinen wir also eine glatte

Abbildung F : M → R im Sinne der Definition 2.4.1. Wir versehen R immer mit
ihrer standard-differenzierbaren Struktur.

Bemerkung 2.4.3. Die Abbildung ψ ◦ F ◦ ϕ−1, in der Situation von Definition 2.4.1,
heißt die Koordinatendarstellung der Abbildung F in den Koordinatensystemen (U,ϕ)
und (V, ψ).
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Bemerkung 2.4.4. Seien (M,FM) und (N,FN) differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit
Rand der Klasse Ck. Für 0 ≤ l ≤ k, heißt eine stetige Abbildung F : M → N eine
C l-Abbildung, falls für alle (U,ϕ) ∈ FM und (V, ψ) ∈ FN , die Abbildung

ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(F−1(V ) ∩ U)→ ψ(F (U) ∩ V )

eine C l-Abbildung ist. Der einzige Unterschied zur Definition 2.4.1 ist, dass der Defini-
tionsbereich von ψ ◦ F ◦ ϕ−1 jetzt eine offene Teilmenge von Hn ist. Insbesondere ist er
nicht immer offen in Rn. In diesem Fall ist die Glattheit im Sinne der Bemerkung 1.2.17
zu verstehen.

Es ist fast nie möglich, die Bedingung der Definition 2.4.1 direkt für alle Karten in
den differenzierbaren Strukturen von M und N zu überprüfen. Die folgende Proposition
gibt eine praktische Methode zur Verifizierung der Differenzierbarkeit von Abbildungen.

Proposition 2.4.5. Seien M und N (glatte) Mannigfaltigkeiten und seien (FM)0 und
(FN)0 Atlanten auf M bzw. N . Wir versehen M und N mit den durch (FM)0 und (FN)0

induzierten differenzierbaren Strukturen. Sei F : M → N eine stetige Abbildung. Die Ab-
bildung F ist glatt genau dann, wenn für alle (U,ϕ) ∈ (FM)0 und (V, ψ) ∈ (FN)0, die
Abbildung

ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(F−1(V ) ∩ U)→ ψ(F (U) ∩ V )

glatt ist.

Beweis. Wir bezeichnen mit FM und FN die differenzierbaren Strukturen, die durch
(FM)0 und (FN)0 induziert werden. Falls F glatt ist, dann gilt

ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(F−1(V ) ∩ U)→ ψ(F (U) ∩ V ) (∗)

für alle (U,ϕ) ∈ (FM)0 und (V, ψ) ∈ (FN)0, da (FM)0 ⊂ FM und (FN)0 ⊂ FN . Sei nun
umgekehrt F so, dass die Glattheit von (∗) für alle (U,ϕ) ∈ (FM)0 und (V, ψ) ∈ (FN)0

gilt. Seien (Ũ , ϕ̃) ∈ FM und (Ṽ , ψ̃) ∈ FN . Wir müssen zeigen, dass

ψ̃ ◦ F ◦ ϕ̃−1 : ϕ(F−1(Ṽ ) ∩ Ũ)→ ψ(F (Ũ) ∩ Ṽ )

glatt ist. Falls F−1(Ṽ )∩ Ũ = ∅, gibt es nichts zu zeigen. Sei p ∈ F−1(Ṽ )∩ Ũ . Wir wählen
Karten (U ′, ϕ′) ∈ (FM)0 mit p ∈ U ′ und (V ′, ψ′) ∈ (FN)0 mit F (p) ∈ V ′. Wir setzen

W = F−1(Ṽ ∩ V ′) ∩ (Ũ ∩ U ′). Dann gilt

ψ̃ ◦ F ◦ ϕ̃−1|ϕ(W ) = (ψ̃ ◦ (ψ′)−1) ◦ (ψ′ ◦ F ◦ (ϕ′)−1) ◦ (ϕ′ ◦ ϕ̃−1)|ϕ(W ).

Das Argument zeigt, dass ψ̃ ◦ F ◦ ϕ̃−1 in einer offenen Umgebung jedes Punkts von
ϕ(F−1(Ṽ ) ∩ Ũ) glatt ist. Die Behauptung folgt.

Bemerkung 2.4.6. Wir haben die Proposition 2.4.5 im C∞-Kontext formuliert und
bewiesen. Die allgemeinere Aussage im Ck-Kontext gilt und wird analog bewiesen. Wei-
terhin, gilt die analoge Aussage für Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Bemerkung 2.4.7. Aus Proposition 2.4.5 folgt, dass falls M und N offene Teilmengen
von Rm bzw. Rn (, versehen mit den standard-differenzierbaren Strukturen,) sind und
F : M → N eine stetige Abbildung ist, dann ist F eine Ck-Abbildung im Sinne der
Definition 2.4.1 genau dann, wenn sie eine Ck-Abbildung im Sinne der Definition 1.2.5
und 1.2.8 ist. Das folgt sofort, wenn man in Proposition 2.4.5 (FM)0 := {(M, idM)}
und (FN)0 := {(N, idN)} setzt, wobei idM , idN die Identitätsabbildungen auf M bzw. N
bezeichnen.
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Bemerkung 2.4.8. Wenn wir über Karten für eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit re-
den, meinen wir ab jetzt Karten, die in der gewählten differenzierbaren Struktur enthalten
sind.

Beispiel 2.4.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U eine offene Teilmenge von M
versehen mit der differenzierbaren Struktur, die sie von M erbt. Die Inklusionsabbildung
ι : U →M ist glatt. In der Tat: ι ist stetig und die Abbildung

ψ ◦ ι ◦ ϕ−1 : ϕ(V ∩W )→ ψ(V ∩W )

ist für beliebige Karten (V, ψ) und (W,ϕ) von U bzw. M glatt. Das liegt daran, dass (V, ψ)
gleichzeitig eine Karte für M ist und ψ ◦ ι ◦ ϕ−1 = ψ ◦ ϕ−1, welche wegen Kompatibilität
der Karten in einer (glatten) differenzierbaren Struktur glatt ist.

Beispiel 2.4.10. Wir zeigen, dass die Abbildung

π : Rn+1 \ {0} → RPn (ξ1, . . . , ξn+1) 7→ [(ξ1, . . . , ξn+1)]

glatt ist. Wir benutzen hier die Notation und den Atlas für RPn, die im Beispiel 2.2.16
eingeführt wurden. Auf Rn+1 \ {0} betrachten wir den Atlas {(Rn+1 \ {0}, idRn+1\{0})},
wobei idRn+1\{0} die Identitätsabbildung auf Rn+1 \ {0} bezeichnet. Die Abbildung

ϕi ◦ π ◦ (idRn+1\{0})
−1 : idRn+1\{0}(π

−1(Ui) ∩ Rn+1 \ {0}) = π−1(Ui) =

{(ξ1, · · · , ξn+1) ∈ Rn+1 \ {0}|ξi 6= 0} → ϕi(π(Rn+1 \ {0}) ∩ Ui) = ϕi(Ui) = Rn

ist gegeben durch

ϕi ◦ π ◦ (idRn+1\{0})
−1((ξ1, . . . , ξn+1)) = ϕi ◦ π((ξ1, . . . , ξn+1)) =

ϕ([(ξ1, . . . , ξn+1)]) = (
ξ1

ξi
, , . . .

ξi−1

ξi
,
ξi+1

ξi
, . . .

ξn+1

ξi
)

und ist damit glatt. Daraus folgt, dass π glatt ist.

Aufgabe 2.4.11. Seien M , N und P Mannigfaltigkeiten.

1. Seien F : M → N und G : N → P glatt. Dann ist G ◦ F glatt.

2. Sei H : M → N eine nicht notwendigerweise stetige Abbildung. Zeigen Sie: H ist
glatt genau dann, wenn für alle p ∈ M eine offene Umgebung U existiert, sodass
H|U : U → N glatt ist. Hier versehen wir die Menge U mit der differenzierbaren
Struktur, die sie als offene Teilmenge von M erbt.

Aufgabe 2.4.12. Seien M1 und M2 Mannigfaltigkeiten. Betrachte die Mannigfaltigkeit
M1 × M2 (siehe Beispiel 2.2.20). Wir bezeichnen mit πi die kanonischen Projektionen
M1 ×M2 →Mi.

1. Zeigen Sie, dass πi für i ∈ {1, 2} glatt ist.

2. Sei N eine weitere Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass eine Abbildung F : N →M1×
M2 glatt ist genau dann, wenn π1 ◦ F und π2 ◦ F glatt sind.

Aufgabe 2.4.13. Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen glatt sind. Alle Mannigfal-
tigkeiten haben ihre oben definierte

”
standard“-differenzierbare Strukturen.
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1. Die Inklusion ι : Sn → Rn+1.

2. Die Einschränkung der Abbildung π aus 2.4.10 auf Sn, π|Sn : Sn → RPn.

3. Die Abbildung

p : Rn → T n (ξ1, . . . , ξn) 7→ (eiξ
1

, . . . , eiξ
n

),

wobei T n der n-dimensionale Torus ist (siehe Beispiel 2.2.20) und wir die kanonische
Identifikation R2 ∼= C benutzt haben, um S1 als eine Teilmenge von C zu betrachten.

Bemerkung 2.4.14. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit C∞(M) die
Menge der glatten (R-wertigen) Funktionen auf M . Die Menge C∞(M) ist unter Addi-
tion und Multiplikation abgeschlossen, da die Koordinatendarstellung der Addition und
Multiplikation von Funktionen durch die Addition bzw. Multiplikation der Koordinaten-
darstellungen gegeben ist. Es ist leicht zu sehen, dass C∞(M) mit diesen Operationen und
mit der Operation der Skalar-Multiplikation mit Elementen aus R eine Algebra ist; d. h.
gleichzeitig ein Vektorraum und ein Ring und so, dass die unterschiedlichen Operationen
miteinander kompatibel sind.

Definition 2.4.15. Seien M und N (glatte) Mannigfaltigkeiten (eventuell mit Rand).
Eine glatte Abbildung F : M → N heißt ein (glatter) Diffeomorphismus, falls F bijektiv
ist und ihre Inverse F−1 : N →M glatt ist. Wir nennen M und N diffeomorph zueinander,
falls ein Diffeomorphismus F : M → N existiert.

Bemerkung 2.4.16. Es ist leicht zu sehen, dass eine Verkettung von Diffeomorphismen
wieder ein Diffeomorphismus ist.

Beispiel 2.4.17. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei (U,ϕ : U → V ) eine
Karte für M (die in der gewählten differenzierbaren Struktur enthalten ist). U und V sind
als offene Teilmengen von M bzw. Rn in einer natürlichen Weise Mannigfaltigkeiten. Ein
Atlas für V ist {(V, idV )}, wobei idV die Identitätsabbildung auf V ist. Die Abbildung
ϕ : U → V ist nach Definition ein Homöomorphismus (und damit stetig und bijektiv).
Weiterhin sind die Abbildungen ϕ und ϕ−1 im Sinne der Definition 2.4.1 glatt, da für alle
Karten (W,ψ) von U die Abbildungen

idV ◦ϕ ◦ ψ−1 = ϕ ◦ ψ−1

und
ψ ◦ ϕ−1 ◦ id−1

V = ψ ◦ ϕ−1,

wegen Kompatibilität von ϕ und ψ, glatt sind. Wir haben gezeigt, dass Karten Diffeo-
morphismen sind.

Seien nun umgekehrt U und V offene Teilmengen von M bzw. Rn und sei ϕ : U →
V ein Diffeomorphismus im Sinne der Definition 2.4.1. Dann ist ϕ insbesondere ein
Homöomorphimus und es gilt für alle Karten (W,ψ) von U , dass die Abbildungen

idV ◦ϕ ◦ ψ−1 = ϕ ◦ ψ−1

und
ψ ◦ ϕ−1 ◦ id−1

V = ψ ◦ ϕ−1

glatt sind. Das bedeutet, dass (U,ϕ) eine Karte für M ist (die in der gewählten differen-
zierbaren Struktur enthalten ist).
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Proposition 2.4.18. Seien M und N diffeomorphe Mannigfaltigkeiten. Dann gilt dimM =
dimN .

Beweis. Sei F : M → N ein Diffeomorphismus. Für beliebige Karten (U,ϕ) und (V, ψ)
für M bzw. N ist die Abbildung

ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : RdimM ⊃ ϕ(U ∩ F−1(V ))→ ψ(U ∩ F−1(V )) ⊂ RdimN

als eine Verkettung von Diffeomorphismen wieder ein Diffeomorphismus (siehe Bemerkung
2.4.16 und 2.4.17). Ihre Differential ist an jeder Stelle x ∈ ϕ(U∩F−1(V )) eine invertierbare
lineare Abbildung von RdimM nach RdimN . Daraus folgt, dass dimM = dimN .

Aufgabe 2.4.19. Finden Sie unendlich viele (glatte) differenzierbare Strukturen auf R
versehen mit ihrer Standardtopologie und zeigen Sie, dass die resultierenden glatte Man-
nigfaltigkeiten zueinander diffeomorph sind.

2.5 Zerlegungen der Eins

In diesem Abschnitt zeigen wir die Existenz von Zerlegungen der Eins auf Mannigfaltigkei-
ten (mit Rand). Zerlegungen der Eins sind ein wichtiges Werkzeug, das uns erlaubt, lokale

”
Strukturen“ und Funktionen zusammenzusetzen, um globale Strukturen und Funktionen

auf der Mannigfaltigkeit zu definieren. Umgekehrt erlauben sie uns, globale Strukturen
und Funktionen als lokal endliche Summen von lokalen Strukturen zu schreiben. Das
ermöglicht uns z. B. Integration von Funktionen (präziser Differentialformen) auf Man-
nigfaltigkeiten zu definieren: Dazu zerlegen wir Funktionen in Summen von Funktionen,
deren Träger in Kartengebieten enthalten sind. Auf diesen Kartengebieten können wir
einen Integrationsbegriff mithilfe der Lebesgue-Integration auf Rn einführen.

Definition 2.5.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Familie {Aα}α∈Λ von Teilmengen
von X heißt lokal endlich, falls für jedes x ∈ X eine Umgebung Ux von X existiert, sodass
Ux ∩ Aα 6= ∅ für höchstens endlich viele α ∈ Λ gilt.

Beispiel 2.5.2. Die Familie {Br(0)}r∈R+ von Teilmengen von R ist nicht lokal endlich,
da jede Umgebung von 0 ∈ R alle (unendlich viele) Elemente der Familie schneidet.

Bemerkung 2.5.3. Sei X ein topologischer Raum und sei f : X → R eine Funktion. Im
Folgenden bezeichnen wir den Träger von f mit supp f . Es gilt also:

supp f = {x ∈ X|f(x) 6= 0}

Definition 2.5.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit.

� Eine Familie {ψα}α∈Λ ⊂ C∞(M) heißt eine Zerlegung der Eins, falls

1. ψα ist eine nicht-negative Funktion für alle α ∈ Λ; d. h. ψα(p) ≥ 0 für alle
p ∈M ,

2. {suppψα}α∈Λ eine lokal endliche Familie ist und

3.
∑

α∈Λ ψα(p) = 1 für alle p ∈M .

� Sei {Uβ}β∈I eine Überdeckung von M . Eine Zerlegung der Eins {ψα}α∈Λ heißt eine
Zerlegung der Eins bezüglich der Überdeckung {Uβ}β∈I , falls für jedes α ∈ Λ ein
β ∈ I existiert mit suppψα ⊂ Uβ
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Das Hauptziel dieses Abschnitts ist es, das folgende Theorem zu beweisen.

Theorem 2.5.5 (Existenz von Zerlegungen der Eins). Sei M eine Mannigfaltigkeit und
sei {Uα}α∈Λ eine offene Überdeckung von M . Dann existiert eine abzählbare Zerlegung
der Eins {ψi}i∈N bezüglich der Überdeckung {Uα}α∈Λ mit der Eigenschaft, dass suppψi
für alle i ∈ N kompakt ist. Falls wir die Kompaktheit der Träger nicht fordern, können
wir eine Zerlegung der Eins {ηα}α∈Λ bezüglich {Uα}α∈Λ finden mit supp ηα ⊂ Uα für jedes
α ∈ Λ.

Wir beweisen zuerst zwei Lemmas.

Lemma 2.5.6. Sei X ein lokalkompakter, zweitabzählbarer Hausdorffraum. Dann existiert
eine Familie {Gi}i∈N von offenen Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaften:

1. Gi ist für jedes i ∈ N kompakt.

2. Gi ⊂ Gi+1.

3. X =
⋃
i∈NGi.

Beweis. Sei {Ui}i∈N eine Basis für die Topologie von X mit der Eigenschaft, dass Ui für
alle i ∈ N kompakt ist (siehe Proposition 1.1.62 und ihren Beweis für die Existenz solcher
Basen).

Wir setzen G1 := U1 und definieren Gi für i ≥ 2, rekursiv, wie folgt: Sei Gk =
⋃jk
n=1 Un

für ein jk ∈ N. Da Gk =
⋃jk
n=1 Un und endliche Vereinigungen kompakter Mengen kompakt

sind, ist Gk kompakt. Damit ist diese Menge in einer endlichen Vereinigung der Mengen
aus {Ui}i∈N enthalten. Sei jk+1 die kleinste natürliche Zahl, sodass Gk ⊂

⋃jk+1

n=1 Un. Wir
setzen

Gk+1 =

jk+1⋃
n=1

Un.

Die Familie {Gi}i∈N ist die gesuchte Familie.

Lemma 2.5.7. Es existiert eine nicht-negative glatte Funktion τ auf Rn mit der Eigen-
schaft, dass τ(x) = 1 für alle x ∈ C1(0) und τ(x) = 0 für alle x /∈ C2(0). Hier bezeichnet
Cr(0) den offenen Kubus um 0 mit der Seitenlänge 2r.

Beweis. Betrachte die Funktion

R→ R t 7→

{
e−

1
t falls t > 0

0 falls t ≤ 0
.

Wir definieren

g : R→ R t 7→ f(t)

f(t) + f(1− t)
und

h : R→ R t 7→ g(t+ 2)g(2− t).

Die Funktion h ist glatt, nicht-negativ, konstant gleich 1 auf [−1, 1] und verschwindet
außerhalb von (−2, 2). Die Funktion τ := (h ◦ r1) · · · (h ◦ rn) hat die in der Aussage
beschriebenen Eigenschaften. Hier bezeichnet ri : Rn → R, wie immer, die i-te standard-
Koordinatenfunktion.
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Bemerkung 2.5.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit und p ∈ M . Sei (V, ϕ) eine zentrierte
Karte um p mit ϕ(V ) ⊃ C2(0). Sei τ wie in Lemma 2.5.7 und betrachte die Funktion

τp(q) =

{
(τ ◦ ϕ)(q) für q ∈ V
0 für q /∈ V.

.

Die Funktion τp ist glatt: Wir zeigen, dass für alle q ∈ M eine offene Umgebung Uq von
q existiert, sodass τp|Uq glatt ist.

� Falls q ∈ V , wählen wir Uq := V . τp|Uq ist dann glatt, weil

τp|Uq ◦ ϕ−1 = τ ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = τ

� Falls q ∈ V ′ := M \ ϕ−1(C1.5(0)), wählen wir Uq := V ′. Die Funktion τp|Uq ist dann
konstant (gleich 0) und damit glatt.

Jetzt beweisen wir Theorem 2.5.5.

Beweis von Theorem 2.5.5. Sei {Gi}i∈N wie in Lemma 2.5.6. Wir setzen G0 := ∅. Für
p ∈M wähle αp ∈ Λ, sodass p ∈ Uαp . Sei ip die größte natürliche Zahl, sodass p ∈M \Gip .

Sei (V, ϕ) eine um p zentrierte Karte mit V ⊂ Uαp ∩ (Gip+2 \Gip) und ϕ(V ) ⊃ C2(0). Sei
τ wie in Lemma 2.5.7. Wie in Bemerkung 2.5.8 definieren wir τp ∈ C∞(M) durch

τp(q) =

{
(τ ◦ ϕ)(q) für q ∈ V
0 für q /∈ V.

τp ist konstant gleich 1 auf einer Umgebung Wp von p und ist kompakt getragen mit
supp τp ⊂ V ⊂ Uαp ∩ (Gip+2 \Gip).

Sei nun i ≥ 1. Wir wählen p1, . . . , pm ∈ Gi \ Gi−1 so, dass die Familie {Wpj}1≤j≤m,

wobei jedes Wpj wie oben konstruiert wird, eine Überdeckung der kompakten Menge

Gi \ Gi−1 ist. Für 1 ≤ j ≤ m bezeichnen wir mit τpj die glatte Funktion, die ausgehend
von pj wie oben konstruiert wird. Durch die Wiederholung dieses Prozess für jedes i ∈ N
bekommen wir abzählbar viele Funktionen, die wir mit τ1, τ2,. . . bezeichnen.

Die Familie {supp τi}i∈N ist lokal endlich (Aufgabe) und für jedes i ∈ N, existiert ein
αi ∈ Λ mit supp τi ⊂ Uαi . Wegen der lokalen Endlichkeit der Familie {supp τi}i∈N gilt für
jedes p ∈ M , dass τi(p) für fast alle i verschwindet. Damit ist die punktweise definierte
Summe T =

∑
i τi eine wohldefinierte Funktion mit T (p) 6= 0 für alle p ∈ M . Weiterhin

ist die Funktion T glatt, da sie (wegen der lokalen Endlichkeit von {supp τi}i∈N) in einer
offenen Umgebung jedes Punktes von M durch eine endliche Summe der Funktionen τi
gegeben ist. Wir setzen

ψi =
τi
T
.

Dann gilt ∑
i

ψi(p) = 1

für jedes p. Da suppψi = supp τi, ist {ψi}i∈N eine Zerlegung der Eins bezüglich {Uα}α∈Λ.
Nun konstruieren wir eine Zerlegung der Eins {ηα}α∈Λ (also mit der selben Indexmenge

wie {Uα}α∈Λ). Sei {ψi}i∈N die gerade konstruierte Zerlegung der Eins und sei α ∈ Λ. Wir
definieren

η̃α :=
∑

i:suppψi⊂Uα

ψi.
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Falls kein i mit suppψi ⊂ Uα existiert, setzen wir ηα = 0. Wir definieren η :=
∑

α η̃α
punktweise und setzen

ηα =
η̃α
η
.

Die Familie {ηα}α∈Λ ist eine Zerlegung der Eins bezüglich {Uα}α∈Λ mit supp ηα ⊂ Uα.
Wir bemerken, dass man nicht gewährleisten kann, dass ηα kompakt getragen sind.

Aufgabe 2.5.9. Beweisen Sie, dass die in dem Beweis von Theorem 2.5.5 konstruierte
Familie {supp τi} lokal endlich ist.

Wir werden das folgende Korollar aus Theorems 2.5.5 häufiger benutzen.

Korollar 2.5.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U ⊂ M offen. Sei A ⊂ M abge-
schlossen mit A ⊂ U . Dann existiert eine glatte Funktion η mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

� 0 ≤ η(p) ≤ 1 für alle p ∈M ,

� η(p) = 1 für alle p ∈ A und

� supp η ⊂ U .

Beweis. Wähle eine Zerlegung der Eins {η, ψ} bezüglich der offenen Überdeckung {U,M \
A} mit supp η ⊂ U und suppψ ⊂M \ A. η ist die gesuchte Funktion.

Aufgabe 2.5.11. In der Voraussetzung von Theorem 2.5.5 ersetzen Sie
”
Mannigfaltig-

keit“ mit
”
Mannigfaltigkeit mit Rand“ und beweisen Sie die neue Aussage.

43



Kapitel 3

Das (Ko-)Tangentialbündel und das
(Ko-)Differential

In der Analysis kann man zum Beispiel anhand des Satzes über die lokale Umkehrbarkeit
sehen, wie das Differential einer differenzierbare Abbildung für die Untersuchung der Ab-
bildung nützlich sein kann. In diesem Kapitel verallgemeinern wir das Konzept des Diffe-
rentials auf differenzierbaren Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten. Dafür benötigen
wir zuerst das Konzept des Tangentialraums an einem Punkt einer Mannigfaltigkeit. Der
Tangentialraum an einem Punkt kann als eine lineare Approximation der Mannigfaltigkeit
in der Nähe dieses Punkts interpretiert werden. Das Differential einer differenzierbaren
Abbildung wird dann als eine lineare Abbildung zwischen den Tangentialräumen definiert.

3.1 Der Tangential- und Kotangentialraum

Sei x ∈ Rn und U eine offene Umgebung von x. Sei f : U → R eine differenzierbare
Funktion. Die Funktion f kann in unterschiedliche Richtungen abgeleitet werden. Auf
diese Weise ergibt jede

”
Richtung am Punkt x“ einen Operator zwischen dem Raum der

Funktionen, die in einer Umgebung von x definiert sind, und R. Der Raum solcher
”
Rich-

tungsableitungsoperatoren“ ist ein n-dimensionaler Vektorraum, den wir als der Tange-
tialraum von Rn am Punkt x bezeichnen. Da Mannigfaltigkeiten lokal wie Rn aussehen,
können wir erwarten, dass wir den Begriff der Richtungsableitung und Tangentialraum
für Mannigfaltigkeiten verallgemeinern können.

Im Folgenden sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p ∈M . Wir setzen

Ck
p (M) := {f : U → R|U ⊂M ist eine offene Umgebung von p, f ist Ck}.

Betrachte die Äquivalenzrelation auf Ck
p (M) definiert durch

f ∼ g ⇐⇒ f und g stimmen in einer Umgebung von p überein.

Definition 3.1.1. Der Raum
Ckp (M)

∼ heißt der Raum der Funktionskeime der Klasse Ck

am Punkt p. Er wird mit GCk
p (M) bezeichnet. Die Äquivalenzklasse [f ] ∈ GCk

p (M) einer
Funktion f ∈ Ck

p (M) heißt der Keim der Funktion f an Punkt p.

Bemerkung 3.1.2. In der Literatur wird der Raum GCk
p (M) häufiger mit Ck

p (M) be-
zeichnet.
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Bemerkung 3.1.3. Wir haben eine Kette von Inklusionen

C1
p(M) ⊃ C2

p(M) ⊃ · · · ⊃ C∞p (M)

und damit eine Kette von Inklusionen

GC1
p(M) ⊃ GC2

p(M) ⊃ · · · ⊃ GC∞p (M).

Bemerkung 3.1.4. Sei k ∈ N. Sei [f ] ∈ GCk
p (M) mit einem Repräsentanten f : U → R.

Für λ ∈ R definieren wir
λ[f ] := [λf ].

Sei weiterhin [g] ∈ GCk
p (M) mit einem Repräsentant g : V → R. Wir definieren [f ] + [g]

als den Keim der Funktion

U ∩ V → R q 7→ f(q) + g(q)

am Punkt p, die wir mit f+g bezeichnen. Dieser Keim hängt nur von den Äquivalenzklassen
[f ] und [g] ab und nicht von den gewählten Repräsentanten f und g. Weiterhin definieren
wir [f ][g] als der Keim der Funktion

U ∩ V → R q 7→ f(q)g(q),

die wir mit fg bezeichnen und die wieder nur von der Äquivalenzklassen [f ] und [g]
abhängt. Versehen mit diesen Operationen ist die Menge GCk

p (M) eine Algebra.

Bemerkung 3.1.5. Seien [f ], [g] ∈ GCk
p (M). Falls [f ] = [g], dann gilt offensichtlich

f(p) = g(p). Die Abbildung

GCk
p (M)→ R [f ] 7→ f(p)

ist also wohldefiniert.

Bemerkung 3.1.6. Falls es aus dem Kontext klar ist, mit welcher Mannigfaltigkeit wir
arbeiten, schreiben wir Gk

p statt GCk
p (M). Im Folgenden werden wir uns hauptsächlich

mit G∞p beschäftigen.

Definition 3.1.7. Sei γ : (a, b)→M eine C1-Kurve mit γ(t0) = p für ein t0 ∈ (a, b). Die
Abbildung

X : G∞p → R [f ] 7→ d(f ◦ γ)

dt
|t=t0

heißt ein Tangentialvektor am Punkt p. Zusätzlich nennen wir X den Tangentialvektor an
der Kurve γ an der Stelle t0.

Bemerkung 3.1.8.

� Tangentialvektoren an Punkten von Ck-Mannigfaltigkeiten werden ganz analog de-
finiert. Dafür ersetzt man in Definition 3.1.7 den Raum G∞p mit Gk

p.

�
d(f◦γ)

dt
|t=t0 , in der Situation von 3.1.7, hängt nicht von Wahl eines Repräsentanten der

Äquivalenzklasse [f ] ab, da alle Repräsentanten in einer Umgebung von p = γ(t0)
übereinstimmen.
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� Zwei unterschiedliche Kurven können denselben Tangentialvektor induzieren. Das
passiert z. B. wenn zwei Kurven γ1 : (a, b)→M und γ2 : (a, b)→M in einer Umge-
bung eines t0 ∈ (a, b) übereinstimmen. Die Tangentialvektoren an γ1 und γ2 an der
Stelle t0 stimmen dann überein.

Bemerkung 3.1.9. Wir benutzen die Notation von Definition 3.1.7. Die Kurve γ definiert
auch eine Abbildung

G1
p → R [f ] 7→ d(f ◦ γ)

dt
|t=t0 ,

deren Einschränkung auf G∞p ⊂ G1
p mit X übereinstimmt. Wir bezeichnen die hier de-

finierte Abbildung auch mit X. Auf diese Weise wirken Tangentialvektoren an glatte
Mannigfaltigkeiten auf Keime von C1-Funktionen.

Aufgabe 3.1.10. Finden Sie zwei C1-Kurven γ1, γ2 : (−ε, ε)→ R2, die nur an der Stelle
0 ∈ (−ε, ε) übereinstimmen und denselben Tangentialvektor an der Stelle 0 besitzen.

Definition 3.1.11. Die Menge der Tangentialvektoren an einem Punkt p ∈M heißt der
Tangentialraum von M am Punkt p und wird mit TpM bezeichnet.

Beispiel 3.1.12. Sei (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}.
Sei p ∈ U . Wir setzen x0 := ϕ(p) und definieren

γi : (−ε, ε)→M t 7→ ϕ−1(x0 + tei)

für ein hinreichend kleines ε. Hier bezeichnet ei ∈ Rn den i-ten Standardbasisvektor. Wir
bezeichnen den Tangentialvektor von γi an der Stelle 0 mit ∂

∂xi
|p. Es gilt

∂

∂xi
|p[f ] =

d(f ◦ γi)
dt

|t=0

= lim
t→0

(f ◦ ϕ−1)(x0 + tei)− (f ◦ ϕ−1)(x0)

t

=
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri
(x0).

Der Tangentialvektor ∂
∂xi
|p leitet Funktionen, die in einer Umgebung von p definiert sind,

in die i-te Koordinatenrichtung ab. In dieser Weise induziert jede Karte (U,ϕ) einer n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit n Tangentialvektoren an jedem Punkt p ∈ U . Diese Tan-
gentialvektoren sind natürlich von der Wahl der Karte abhängig. Wir berechnen zusätzlich

∂

∂xi
|p([xj]) =

∂(xj ◦ ϕ−1)

∂ri
(x0) =

∂((rj ◦ ϕ) ◦ ϕ−1)

∂ri
(x0) =

∂rj

∂ri
(x0) = δji ,

wobei

δji =

{
1 falls i = j

0 sonst

das sogenannte Kronecker-Delta ist.

Beispiel 3.1.13. Wir betrachten nun einen Spezialfall des vorherigen Beispiels. Für
M = Rn betrachten wir die Identitätskarte (Rn, idRn). Die i-te Koordinatenfunktion dieser
Karte ist ri ◦ idRn = ri und wir haben

∂

∂ri
|p([f ]) =

∂(f ◦ id−1
Rn)

∂ri
(idRn(p)) =

∂f

∂ri
(p).

Der Tangentialvektor ∂
∂ri
|p ist also nichts anderes als die i-te Richtungsableitung.
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Bemerkung 3.1.14. Ein Tangentialvektor X ∈ TpM hat die folgende Eigenschaften:

� X : G∞p → R ist linear.

� X([f ][g]) = g(p)X([f ]) + f(p)X([g]) für alle [f ], [g] ∈ G∞p .

In der Tat: Wähle eine Kurve γ : (a, b)→M , sodass X der Tangentialvektor an γ an einer
Stelle t0 ∈ (a, b) ist. Wegen Linearität der Ableitung gilt für alle λ ∈ R und [f ], [g] ∈ G∞p

X(λ[f ] + [g]) =
d ((λf + g) ◦ γ)

dt
|t=t0 = λ

d(f ◦ γ)

dt
|t=t0 =

d(g ◦ γ)

dt
|t=t0 = λX([f ]) +X([g]).

Zusätzlich gilt wegen der Produktregel

X([f ][g]) =
d ((fg) ◦ γ)

dt
|t=t0 =

d ((f ◦ γ)(g ◦ γ))

dt
|t=t0 =

(g ◦ γ)(t0)X([f ]) + (f ◦ γ)(t0)X([g]) = g(p)X([f ]) + f(p)X([g]).

Wegen Bemerkung 3.1.14 wissen wir, dass für p ∈ M der Tangentialraum TpM eine
Teilmenge von L(G∞p ;R) ist. Das bedeutet, dass wir Tangentialvektoren addieren oder
mit einer reellen Zahl multiplizieren können. In der folgenden Proposition zeigen wir u. a.,
dass das Ergebnis solcher Operationen wieder ein Tangentialvektor ist. Das impliziert,
dass TpM ein Untervektorraum von L(G∞p ;R) und insbesondere ein Vektorraum ist.

Proposition 3.1.15. Sei p ∈M und sei (U,ϕ) eine Karte um p mit Koordinatenfunktio-
nen {x1, . . . , xn}. Seien { ∂

∂x1 |p, . . . , ∂
∂xn
|p} die induzierten Tangentialvektoren (siehe Bei-

spiel 3.1.12).

1. Für jedes X ∈ TpM existieren {ξ1, . . . , ξn}, sodass X =
∑

i ξ
i ∂
∂xi
|p.

2. Für jedes X ∈ TpM gilt X =
∑

iX([xi]) ∂
∂xi
|p.

3. Jede beliebige Linearkombination der Tangentialvektoren { ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn
|p} ist ein

Tangentialvektor am Punkt p.

4. Die Familie der Tangentialvektoren { ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn
|p} ist linear unabhängig.

Beweis. Wir setzen x0 := ϕ(p).

1. Für X ∈ TpM wählen wir eine Kurve γ : (a, b)→M , sodass X der Tangentialvektor
an γ an einer Stelle t0 ∈ (a, b) ist. O. B.ḋ. A. können wir annehmen, dass γ([a, b]) ⊂ U
(sonst können wir das Intervall kleiner machen). Wir setzen γi := ri ◦ (ϕ ◦ γ). Also
γi ist die i-te Komponente der Kurve ϕ ◦ γ. Es gilt

X([f ]) =
d(f ◦ γ)

dt
|t=t0 =

d(f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ γ)

dt
|t=t0 =

∑
i

dγi

dt
|t=t0

∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri
(x0).

Wir setzen ξi := dγi

dt
|t=t0 . Dann gilt

X([f ]) =
∑
i

ξi
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri
(x0) =

∑
i

ξi
∂

∂xi
|p([f ].)

Die Behauptung folgt.
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2. Nach dem ersten Teil der Proposition existieren ξ1, . . . , ξn, sodass X =
∑

i ξ
i ∂
∂xi
|p.

Es gilt

X([xj]) =
∑
i

ξi
∂

∂xi
|p([xj]) =

∑
i

ξiδji = ξj.

3. Sei
∑

i ζ
i ∂
∂xi
|p eine beliebige Linearkombination der { ∂

∂x1 |p, . . . , ∂
∂xn
|p}. Wir setzen

ζ := (ζ1, · · · , ζn). Für ein hinreichend kleines ε betrachte die Kurve

γ : (−ε, ε)→M t 7→ ϕ−1(x0 + tζ).

Eine Berechnung wie im Beweis der ersten Teil der Aussage zeigt, dass
∑

i ζ
i ∂
∂xi
|p

der Tangentialvektor an γ an der Stelle 0 ist.

4. Sei
∑

i η
i ∂
∂xi
|p = 0 für ηi ∈ R. Dann gilt

ηj =
∑
i

ηi
∂

∂xi
|p([xj]) = 0.

Das zeigt, dass die Familie { ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn
|p} linear unabhängig ist.

Korollar 3.1.16. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei p ∈ M . Dann ist
TpM ein n-dimensionaler Vektorraum.

Bemerkung 3.1.17. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei p ∈M . Es folgt
aus Proposition 3.1.15, dass wir aus jeder Karte (U,ϕ) für M mit Koordinatenfunktionen
{x1, . . . , xn} und p ∈ U eine Basis { ∂

∂x1 |p, . . . , ∂
∂xn
|p} von TpM erhalten. Diese Basis hängt

natürlich von Wahl der Karte ab. Sie erlaubt uns TpM , in einer nicht-kanonischen Weise,
mit Rn zu identifizieren.

Definition 3.1.18. Sei k ∈ N ∪ {∞}. Eine Derivation der Algebra G∞p ist eine lineare
Abbildung D : G∞p → R mit

D([f ][g]) = g(p)D([f ]) + f(p)D([g]).

Bemerkung 3.1.19. Die Menge der Derivationen von G∞p ist ein Untervektorraum des
Vektorraums L(G∞p ;R). Wegen Bemerkung 3.1.14 ist TpM ein Untervektorraum der Vek-
torraum der Derivationen von G∞p . Wir werden sehen, dass TpM mit der Menge der
Derivationen von G∞p übereinstimmt. Aus diesem Grund definieren manche Quellen TpM
als den Raum der Derivationen von G∞p .

Aufgabe 3.1.20. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei p ∈M .

1. Sei k ∈ N ∪ {∞}. Für λ ∈ R bezeichnen wir mit cλ die konstante Funktion mit
cλ(q) = λ für all q ∈M . Sei D eine Derivation von Gk

p. Zeigen Sie, dass D([cλ]) = 0.
(Hinweis: Betrachten Sie erst den Fall λ = 1.)

2. Sei k ∈ N∪{∞}. Seien [f ], [g] ∈ Gk
p Funktionenkeime, die am Punkt p verschwinden,

und sei D eine Derivation von Gk
p. Zeigen Sie, dass D([f ][g]) = 0.

3. Zeigen Sie, dass der Raum der Derivationen von G∞p n-dimensional ist und folgern
Sie daraus, dass TpM mit dem Raum der Derivationen von G∞p übereinstimmt.
(Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 1.2.24.)
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4. Sei k ∈ N. Finden Sie heraus, warum Ihr Beweis der vorherigen Teilaufgabe nicht
benutzt werden kann, um zu zeigen, dass der Raum der Derivationen von Gk

p n-
dimensional ist.

Beispiel 3.1.21.

� Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Für alle v ∈ V gibt es einen kanoni-
schen Isomorphismus zwischen V und TvV . Für w ∈ V betrachte die Kurve

γw : t 7→ v + tw.

Die Abbildung
Φv : V → TvV w 7→ Xw

ist ein Isomorphismus: Da V und TvV n-dimensional sind, reicht es zu zeigen, dass
Φv injektiv ist. Für w ∈ V ungleich 0 wählen wir ein Funktional α : V → R mit
α(w) = 1. Die Funktion α ist glatt, da sie linear ist. Nach Definition ist

Xw([α]) =
d(α ◦ γ)

dt
|t=0 = 1

Die letzte Gleichheit gilt, da

(α ◦ γ)(t) = α(v + tw) = α(v) + tα(w) = α(v) + t.

Das zeigt, dass Φv injektiv und damit ein Isomorphismus ist.

� Jetzt betrachten wir den Spezialfall V = Rn. Für v ∈ Rn erhalten wir wie oben
einen kanonischen Isomorphismus Φv : Rn → TvRn. Sei ei ∈ Rn der i-te Standard-
basisvektor. Für [f ] ∈ GC∞v (Rn), gilt

(Φv(ei)) ([f ]) = lim
t→0

f(v + tei)− f(v)

t
=
∂f

∂ri
(p) =

∂

∂ri
|p([f ]).

Also wird ei durch Φv mit der i-ten Richtungsableitung ∂
∂ri
|p identifiziert.

Beispiel 3.1.22. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und U ⊂ M offen. Sei
p ∈ U . Die Einschränkungsabbildung

res : G∞p (M)→ G∞p (U) [f : V → R] 7→ [f |U∩V ]

ist ein Isomorphismus von Algebren (warum?). Die Abbildung

TpU → TpM X 7→ ([f ] 7→ X(res([f ])))

ist ein (kanonischer) Isomorphismus: Sie ist offensichtlich injektiv und die Dimensionen
von TpU und TpM sind gleich. Man kann diese Abbildung auch geometrisch definieren:
Eine C1-Kurve γU : (a, b)→M mit γ(t0) = p ist gleichzeitig eine C1-Kurve in M , die wir
mit γM bezeichnen. Der obige Isomorphismus bildet den Tangentialvektor von γU an t0
auf den Tangentialvektor von γM an t0 ab. Wir werden ab jetzt die Tangentialräume von
Mannigfaltigkeiten und ihren offenen Teilmengen identifizieren.

Bemerkung 3.1.23. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p ∈M . Sei X ∈ TpM . Ab jetzt
schreiben wir X(f) statt X([f ]) für f ∈ C∞p (M).
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Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p ∈ M . Seien (U,ϕ) und (V, ψ) Karten für
M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn} bzw. {y1, . . . , yn} mit p ∈ U ∩ V . Seien
{ ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn
|p} bzw. { ∂

∂y1 |p, . . . , ∂
∂yn
|p} die induzierten Tangentialvektoren wie im Bei-

spiel 3.1.12. Jedes X ∈ TpM ist dann eine Linearkombination
∑

i ξ
i ∂
∂xi
|p mit ξi = X(xi).

Andererseits ist X =
∑

i ζ
i ∂
∂yi
|p mit ζ i = X(yi). Wir können die Zahlen {ζ i}1≤i≤n durch

eine Basiswechselmatrix und die Zahlen {ξi}1≤i≤n bestimmen. Die Basiswechselmatrix
wird in der folgenden Proposition bestimmt.

Proposition 3.1.24. Wir benutzen die Notation von oben. Wir setzen

idϕ,ψ := ψ ◦ ϕ−1|ϕ(U∩V )

und bezeichnen mit
(
(D idϕ,ψ)ϕ(p)

)i
j

die ij-te Komponente der Jacobimatrix von idϕ,ψ am

Punkt ϕ(p). Dann gilt

ζ i =
∑

1≤j≤n

(
(D idϕ,ψ)ϕ(p)

)i
j
ξj.

Beweis. Es gilt

ζ i = X(yi) =
∑

1≤i≤n

ξj
∂

∂xj
|p(yi) =

∑
1≤i≤n

ξj
∂(yi ◦ ϕ−1)

∂rj
(ϕ(p))

=
∑

1≤i≤n

ξj
∂(ri ◦ ψ ◦ ϕ−1)

∂rj
(ϕ(p)) =

∑
1≤i≤n

ξj
∂(ri ◦ idϕ,ψ)

∂rj
(ϕ(p)).

Die Behauptung folgt, da
∂(ri◦idϕ,ψ)

∂rj
(ϕ(p)) =

(
(D idϕ,ψ)ϕ(p)

)i
j
.

Bemerkung 3.1.25. Proposition 3.1.24 besagt, dassζ
1

...
ζn

 = (D idϕ,ψ)ϕ(p)

ξ
1

...
ξn

 ,

wobei wir mit etwas Notationsmissbrauch die Jacobimatrix von idϕ,ψ mit D idϕ,ψ bezeich-
nen. Analog erhalten wir mittels id−1

ϕ,ψ = ϕ ◦ ψ−1|ψ(U∩V )ξ
1

...
ξn

 = (D idϕ,ψ)−1
ϕ(p)

ζ
1

...
ζn

 .

Mit anderen Worten: Die Basiswechselmatrix zwischen den Basen { ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn
|p} und

{ ∂
∂y1 |p, . . . , ∂

∂yn
|p} ist die Jacobimatrix der Kartenwechselabbildung ψ ◦ ϕ−1 an der Stelle

ϕ(p).

Definition 3.1.26. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p ∈ M . Der Kotangentialraum
von M am Punkt p ist der Dualraum von TpM und wird mit T ∗pM bezeichnet. Elemente
von T ∗pM heißen Kotangentialvektoren.

Bemerkung 3.1.27. SeiM eine Mannigfaltigkeit und sei p ∈M . Sei (U,ϕ) eine Karte mit
Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn} mit p ∈ U . Wir bezeichnen mit {dx1|p, . . . , dxn|p} ⊂
T ∗pM die zu { ∂

∂x1 |p, . . . , ∂
∂xn
|p} ⊂ TpM duale Basis. Es gilt also nach Definition

dxi|p(
∂

∂xj
|p) = δij. (∗)

Jedes ω ∈ T ∗pM ist eine Linearkombination
∑

i ξidx
i|p. Wegen (∗) gilt ξi = ω( ∂

∂xi
|p).
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Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p ∈ M . Seien (U,ϕ) und (V, ψ) Karten für M
mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn} bzw. {y1, . . . , yn} und mit p ∈ U ∩ V . Sei-
en {dx1|p, . . . , dxn|p} bzw. {dy1|p, . . . , dyn|p} die induzierten Kotangentialvektoren wie
in Bemerkung 3.1.27. Jedes ω ∈ T ∗pM ist dann eine Linearkombination

∑
i ξidx

i|p mit

ξi = ω( ∂
∂xi
|p). Andererseits ist ω =

∑
i ζidy

i|p mit ζ i = ω( ∂
∂yi
|p). Um das Tupel (ζ1, . . . , ζn)

mithilfe des Tupels (ξ1, . . . , ξn) zu berechnen, benötigen wir die Basiswechselmatrix zwi-
schen den Basen {dx1|p, . . . , dxn|p} und {dy1|p, . . . , dyn|p}. Aus Lineare Algebra, und we-
gen Proposition 3.1.24, wissen wir, dass die transponierte Matrix zu (D idϕ,ψ)−1

ϕ(p) die
gesuchte Basiswechselmatrix ist, wobei wir hier die Notation von Proposition 3.1.24 be-
nutzen. In der folgenden Proposition geben wir eine direkte Herleitung dieser Tatsache.

Proposition 3.1.28. Wir benutzen die Notation von oben. Wir setzen

idϕ,ψ := ψ ◦ ϕ−1|ϕ(U∩V )

und bezeichnen mit
(
(D idϕ,ψ)ϕ(p)

)i
j

die ij-te Komponente der Jacobimatrix von idϕ,ψ im

Punkt ϕ(p). Dann gilt

ζi =
∑

1≤j≤n

(
(D idϕ,ψ)−1

ϕ(p)

)j
i
ξj

Beweis. Es gilt

ζi = ω(
∂

∂yi
|p) =

∑
1≤i≤n

ξjdx
j|p(

∂

∂yi
|p)

=
∑

1≤i≤n

ξjdx
j|p(

∑
1≤k≤n

(
(D idϕ,ψ)−1

ϕ(p)

)k
i

∂

∂xk
|p) =

∑
1≤j≤n

(
(D idϕ,ψ)−1

ϕ(p)

)j
i
ξj.

3.2 Das Differential einer differenzierbaren Abbildung

Das Differential einer differenzierbaren Abbildung wird nun als eine lineare Abbildung
zwischen Tangentialräumen definiert.

Definition 3.2.1. SeienM undN Mannigfaltigkeiten. Sei F : M → N eine C1-Abbildung.
Sei p ∈M . Das Differential von F im Punkt p ist die Abbildung

(DF )p : TpM → TF (p)N,

die wie folgt definiert wird: Für x ∈ TpM wählen wir eine C1-Kurve γ : (a, b)→M , sodass
X der Tangentialvektor an γ an der Stelle t0 ∈ (a, b) ist. Wir definieren (DF )p als den
Tangentialvektor an die Kurve

F ◦ γ : (a, b)→ N

an der Stelle t0.

Es ist vielleicht auf den ersten Blick nicht klar, ob (DF )p(X) in Definition 3.2.1 von
Wahl der Kurve γ unabhängig ist. Das folgende Lemma beweist diese Unabhängigkeit.
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Lemma 3.2.2. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei F : M → N eine C1-Abbildung.
Sei p ∈ M und X ∈ TpM . Sei γ : (a, b) → M eine C1-Kurve, sodass X der Tangential-
vektor an γ an der Stelle t0 ∈ (a, b) ist. Wir definieren Y ∈ TF (p)N durch

GC∞F (p)(N)→ R [f ] 7→ d(f ◦ (F ◦ γ))

dt
|t=t0 .

Dann gilt Y (f) = X(f ◦F ). Insbesondere ist (DF )p(X) in Definition 3.2.1 von Wahl der
Kurve γ unabhängig.

Beweis. Für [f ] ∈ GC∞F (p)(N) gilt

d(f ◦ (F ◦ γ))

dt
|t=t0 =

d((f ◦ F ) ◦ γ)

dt
|t=t0 = X(f ◦ F ).

Wir bemerken, dass die Abbildung f◦F in einer offenen Umgebung von γ(t0) wohldefiniert
ist und benutzen hier die Beobachtung von Bemerkung 3.1.9.

Das Lemma 3.2.2 gibt uns eine kurvenfreie Definition des Differntials: Sei F wie in
Definition 3.2.1. Für X ∈ TpM und [f ] ∈ GC∞F (p)(N) gilt

((DF )p(X))([f ]) = X(f ◦ F ).

Mithilfe dieser Beschreibung des Differentials sieht man sofort dessen Linearität.

Korollar 3.2.3. Sei F wie in Definition 3.2.1. Das Differential von F an p ∈ M ist eine
lineare Abbildung.

Bemerkung 3.2.4. Wir schreiben häufiger (F∗)p statt (DF )p für das Differential einer
differenzierbaren Abbildung in einem Punkt p.

Beispiel 3.2.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U ⊂ M offen. Wir bezeichnen mit
ι die Inklusionsabbildung U → M . Für p ∈ U stimmt (ι∗)p : TpU → TpM mit dem in
Beispiel 3.1.22 diskutierten Isomorphismus zwischen TpU und TpM überein.

Seien M und N m- bzw. n-dimensionale Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine
glatte Abbildung. Sei p ∈M . Seien (U,ϕ) und (V, ψ) Karten um p und F (p) für M bzw. N
mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xm} und {y1, . . . , yn}. In der folgenden Proposition
bestimmen wir die darstellende Matrix von (F∗)p : TpM → TF (p)N bezüglich der Basen
{ ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xm
|p} und { ∂

∂y1 |F (p), . . . ,
∂
∂yn
|F (p)} von TpM bzw. TF (p)N .

Proposition 3.2.6. Wir benutzen die obige Notation. Wir setzen Fϕ,ψ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1

und bezeichnen mit
(
(DFϕ,ψ)ϕ(p)

)i
j

die ij-te Komponente der Jacobimatrix von Fϕ,ψ am

Punkt p. Für X =
∑

i ξ
i ∂
∂xi
|p gilt

(F∗)p(X) =
∑
i,k

(
(DFϕ,ψ)ϕ(p)

)i
k
ξk

∂

∂yi
|F (p).

Mit anderen Worten: (F∗)p(X) =
∑

i ζ
i ∂
∂yi
|F (p) mitζ

1

...
ζn

 = (DFϕ,ψ)ϕ(p)

ξ
1

...
ξn

 ,

wobei wir mit etwas Notationsmissbrauch die Jacobimatrix von Fϕ,ψ mit DFϕ,ψ bezeichnen.
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Beweis. Die Aussage kann analog zu Proposition 3.1.24 bewiesen werden (Aufgabe).

Aufgabe 3.2.7. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei γ : (a, b) → M eine C1-Kurve.
Wir bezeichnen mit r := r1 die Standardkoordinatenfunktion auf R. Zeigen Sie, dass der
Tangentialvektor an γ an der Stelle t0 mit (γ∗)t0( ∂

∂r
|t0) übereinstimmt. Wir bezeichnen

manchmal Tangentialvektoren zur Kurven an einer Stelle t0 mit γ̇(t0).

Aufgabe 3.2.8. Seien V und W endlich-dimensionale R-Vektorräume und U ⊂ V offen.
Sei : U → W eine glatte Abbildung. Zeigen Sie, dass für p ∈ U das Diagramm

TpU TF (p)W

V W

(F∗)p

∼= ∼=
(DF )p

kommutiert. Hier bezeichnet (F∗)p das in Definition 3.2.1 eingeführte Differential von F
an der Stelle p und (DF )p das in Definition 1.2.5 eingeführte (klassische) Differential.
Weiterhin ist die linke vertikale Abbildung die Verkettung

TpU ∼= TpV ∼= V

der kanonischen Isomorphismen, die in Beispiel 3.1.21 und Beispiel 3.1.22 diskutiert wur-
den und die rechte vertikale Abbildung der Isomorphismus aus Beispiel 3.1.21.

Beispiel 3.2.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit, p ∈ M und sei f eine glatte Funktion, die
auf einer offenen Umgebung von p definiert ist. Wir bezeichnen mit r := r1 die Standard-
koordinatenfunktion auf R. Für x ∈ R ist jedes Y ∈ TxR ein Vielfaches von ∂

∂r
|x. Für

jedes X ∈ TpM gibt es also eine Zahl (df)p(X), sodass (f∗)p(X) = (df)p(X) ∂
∂r
|f(p). Die

Abbildung
(df)p : TpM → R X 7→ (df)p(X)

ist linear und damit ein Kotangentialvektor an p. Für x ∈ TpM gilt

(df)p(X) = ((f∗)p(X)) (r) = X(r ◦ f) = X(f).

Sei nun (U,ϕ) eine Karte um p mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Es gilt

(df)p =
∑
i

(df)p(
∂

∂xi
|p)dxi =

∑
i

∂

∂xi
|p(f)dxi

Definition 3.2.10. Wir benutzen die Notation von 3.2.11. Der Kotangentialvektor (df)p ∈
T ∗pM heißt das totale Differential von f in p.

Beispiel 3.2.11. Sei M eine Mannigfaltigkeit und p ∈ M . Sei (U,ϕ) eine Karte für M
mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Für das totale Differential von xi gilt:

(dxi)p(
∂

∂xj
|p) =

∂

∂xj
|p(xi) = δij.

Das bedeutet, dass die Kotangentialvektoren (dxi)p mit den in Bemerkung 3.1.27 ein-
geführten Kotangentialvektoren (dxi)|p übereinstimmen.

Definition 3.2.12. SeienM undN Mannigfaltigkeiten. Sei F : M → N eine C1-Abbildung.
Sei p ∈M . Das Kodifferential von F im Punkt F (p) ist die duale Abbildung zu (F∗)p:

(F ∗)F (p) := ((F∗)p)
∗ : T ∗F (p)N → T ∗pM ω 7→ (X 7→ ω((F∗)p(X))) .
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Aufgabe 3.2.13. Seien M und N m- bzw. n-dimensionale Mannigfaltigkeiten und sei
F : M → N eine glatte Abbildung. Sei p ∈ M . Seien (U,ϕ) und (V, ψ) Karten um p
und F (p) für M bzw. N mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xm} und {y1, . . . , yn}. Wir

setzen Fϕ,ψ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 und bezeichnen mit
(
(DFϕ,ψ)ϕ(p)

)i
j

die ij-te Komponente der

Jacobimatrix von Fϕ,ψ im Punkt p. Zeigen Sie, dass für ω =
∑

i ξidy
i|F (p) ∈ T ∗F (p)N

(F ∗)F (p)(ω) =
∑
i

ζidx
i

mit ζ1
...
ζn

 =
(
(DFϕ,ψ)ϕ(p)

)tξ1
...
ξn


wobei wir mit At die transponierte Matrix einer Matrix A bezeichnen.

Proposition 3.2.14. Seien M , N und P Mannigfaltigkeiten und seien F : M → N und
G : N → P glatte Abbildungen. Sei p ∈M . Dann gilt

((G ◦ F )∗)p = (G∗)F (p) ◦ (F∗)p

und
((G ◦ F )∗)G(F (p)) = (F ∗)F (p) ◦ (G∗)G(F (p)).

Beweis. Für X ∈ TpM gilt

(((G ◦ F )∗)p(X)) (f) = X(f ◦ (G ◦ F )) = X((f ◦G) ◦ F ) =

((F∗)p(X)) (f ◦G) =
(
(G∗)F (p)((F∗)p(X))

)
(f).

Andererseits gilt für ω ∈ T ∗G(F (p))P und X ∈ TpM(
((G ◦ F )∗)G(F (p))(ω)

)
(X) = ω(((G ◦ F )∗)p(X)) = ω((G∗)F (p)((F∗)p(X))) =

(G∗)F (p)(ω)((F∗)p(X)) =
(
(F ∗)F (p)((G∗)F (p)(ω))

)
(X) =

(
(F ∗)F (p) ◦ (G∗)G(F (p))(ω)

)
(X)

Da für jede Mannigfaltigkeit M das Differential der Identitätsabbildung idm : M →M
in jedem Punkt p ∈ M die Identitätsabbildung von TpM ist, erhalten wir das folgende
Korollar aus Proposition 3.2.14.

Korollar 3.2.15. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N ein Diffeomor-
phismus. Dann ist für jedes p ∈M das Differential (F∗)p im Punkt p invertierbar mit der
Inversen (F−1

∗ )F (p).

Die folgende Proposition beschreibt eine wichtige Beziehung zwischen dem Kodifferen-
tial und dem totalen Differential. In der Sprache der Kategorientheorie besagt sie, dass
das totale Differential natürlich ist.

Proposition 3.2.16. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Sei F : M →
N eine glatte Abbildung und p ∈ M . Sei f eine glatte Funktion, die auf einer offenen
Umgebung von F (p) definiert ist. Es gilt

(F ∗)F (p)((df)F (p)) = (d(f ◦ F ))p.
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Beweis. Sei X ∈ TpM . Es gilt

(F ∗)F (p)((df)F (p))(X) = (df)F (p)((F∗)p(X)) = (F∗)p(X)(f) = X(f ◦F ) = (d(f ◦F ))p(X).

Die Behauptung folgt.

Die folgende Proposition ist ein Korollar des Satzes über die lokale Umkehrbarkeit
(Theorem 1.2.14).

Proposition 3.2.17. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und p ∈ M . Sei F : M →
N eine glatte Abbildung, sodass (F∗)p : TpM → TF (p)N ein Isomorphismus ist. Dann
existiert eine offene Umgebung U von p, sodass F (U) ⊂ N offen und F |U : U → F (U)
ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Da (F∗)p ein Isomorphismus ist, sind die Dimensionen von M und N gleich
und werden hier mit n bezeichnet. Seien (V, ϕ) und (W,ψ) Karten um p bzw. F (p) mit
Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn} bzw. {y1, . . . , yn}. Die Jacobimatrix der Abbildung

Fϕ,ψ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : Rn ⊃ ϕ(V ∩ F−1(W ))→ ψ(W ∩ F (V )) ⊂ Rn

an der Stelle ϕ(p) ist die darstellende Matrix von (F∗)p bezüglich der Basen { ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn
|p}

und { ∂
∂y1 |F (p), . . . ,

∂
∂yn
|F (p)}. Daher ist das Differential von Fϕ,ψ in ϕ(p) invertierbar. Nach

Theorem 1.2.14 existiert eine Umgebung Ũ ⊂ ϕ(V ∩ F−1(W )) von ϕ(p), sodass Fϕ,ψ(Ũ)

offen und Fϕ,ψ|Ũ : Ũ → Fϕ,ψ(Ũ) ein Diffeomorphismus ist. Wir definieren U := ϕ−1(Ũ).
Die Menge

F (U) = ψ−1 ◦ Fϕ,ψ ◦ ϕ(U) = ψ−1(Fϕ,ψ(Ũ))

ist als Urbild der offenen Menge Fϕ,ψ(Ũ) unter der stetigen Abbildung ψ offen. Da die
Kartenabbildungen ϕ und ψ Diffeomorphismen sind (siehe Beispiel 2.4.17), ist

F |U = ψ−1 ◦ Fϕ,ψ ◦ ϕ|U : U → F (U)

ein Diffeomorphismus.

Aufgabe 3.2.18. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Wir bezeichnen mit πM : M×N →
M und πN : M × N → N die Projektionsabbildungen auf M bzw. N . Sei p ∈ M und
q ∈ N . Zeigen Sie, dass

T(p,q)(M ×N)→ TpM ⊕ TqN X 7→ (((πM)∗)p(X), ((πN)∗)q(X))

ein Isomorphismus ist.

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und p ∈M . Sei {x1, . . . , xn} eine Familie
glatter Funktionen, die auf einer offenen Umgebung von p definiert sind. Wann sind die
Funktionen x1, . . . , xn die Koordinatenfunktionen einer Karte für M? Beispiel 3.2.20 und
Proposition 3.2.21 beantworten diese Frage. Proposition 3.2.21 ist eine weitere Folgerung
des Satzes über die lokale Umkehrbarkeit (Theorem 1.2.14). Zunächst aber folgende

Definition 3.2.19. Sei M eine Mannigfaltigkeit und p ∈ M . Eine Familie {x1, . . . , xj}
von glatten Funktionen, die in einer offenen Umgebung von p definiert sind, heißt eine
unabhängige Familie an der Stelle p, falls die Familie {(dx1)p, . . . , (dx

j)p} ⊂ T ∗pM linear
unabhängig ist.
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Beispiel 3.2.20. Sei M eine Mannigfaltigkeit und p ∈ M . Sei (U,ϕ) eine Karte für M
mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Das totale Differential von xi in p ist nichts an-
deres als dxi|p (siehe Beispiel 3.2.11). Die Familie {dx1|p, . . . , dxn|p} ist eine Basis von
T ∗pM und insbesondere linear unabhängig. Das bedeutet, dass die Familie der Koordina-
tenfunktionen eine unabhängige Familie an der Stelle p ist.

Proposition 3.2.21. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei {x1, . . . , xn}
eine unabhängige Familie von Funktionen in einem Punkt p ∈ M . Dann sind die Funk-
tionen x1, . . . , xn die Koordinatenfunktionen einer Karte um p.

Beweis. Sei V eine offene Umgebung von p, auf der die Funktionen x1, . . . , xn definiert
sind. Betrachte die glatte Abbildung

ϕ : V 7→ Rn q 7→ (x1(q), . . . , xn(q)).

Wenn wir zeigen können, dass eine offene Umgebung U von p existiert, sodass ϕ(U)
offen und ϕ|U : U → ϕ(U) ein Diffeomorphismus ist, dann folgt, dass (U,ϕ|U) eine Kar-
te um p ist, deren Koordinatenfunktionen nach Konstruktion die Funktionen x1, . . . , xn

sind (siehe Beispiel 2.4.17). Wegen Proposition 3.2.17 reicht es zu zeigen, dass (ϕ∗)p ein
Isomorphismus ist. Diese Aussage ist äquivalent zu der Aussage, dass das Kodifferential
(ϕ∗)p : T ∗ϕ(p)Rn → T ∗pM ein Isomorphismus ist. Es gilt

(ϕ∗)p((dr
i)ϕ(p)) = (d(ri ◦ ϕ))p = (dxi)p.

Die Basis {(dr1)ϕ(p), . . . , (dr
n)ϕ(p)} ⊂ T ∗ϕ(p)Rn wird auf die Basis {(dx1)p, . . . , (dx

n)p} ⊂
T ∗pM abgebildet. Die Behauptung folgt.

3.3 Tangential- und Kotangentialbündel

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass wir auf eine natürliche Weise eine Mannig-
faltigkeitsstruktur auf der Vereinigung aller (Ko-)Tangentialräume definieren können. Die
resultierende Mannigfaltigkeit heißt das (Ko-)Tangentialbündel und erlaubt uns klassische
Begriffe wie (glatte) Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten zu verallgemeinern.

Sei (M,F) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir setzen

TM =
⊔
p∈M

TpM T ∗M =
⊔
p∈M

T ∗pM.

Betrachte die
”
Projektionsabbildungen“

πTM : TM →M TpM 3 X 7→ p

und
πT ∗M : T ∗M →M T ∗pM 3 ω 7→ p.

Sei (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Wie wir schon ge-
sehen haben, können wir für jedes p ∈ U , mithilfe der Basis { ∂

∂x1 |p, . . . , ∂
∂xn
|p}, den Tan-

gentialraum TpM mit Rn identifizieren. Explizit:

TpM → Rn X 7→ (dx1|p(X), . . . , dxn|p(X)).
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Die inverse Abbildung ist gegeben durch

Rn → TpM (ξ1, . . . , ξn) 7→
∑
i

ξi
∂

∂xi
|p.

Wir benutzen diese Isomorphismen für jedes p ∈ U , um eine Bijektion zwischen π−1
TM(U)

und ϕ(U)× Rn ⊂ R2n zu konstruieren:

ϕ̃ : π−1
TM(U)→ ϕ(U)× Rn TpM 3 X 7→ (ϕ(p), dx1|p(X), . . . , dxn|p(X)).

Mithilfe solcher Bijektionen und dem Ergebnis von Aufgabe 1.1.40 können wir eine To-
pologie auf TpM einführen: Die Familie

BTM := {ϕ̃−1(V )|(U,ϕ) ∈ F , V ⊂ ϕ(U)× Rn ist offen}

von Teilmengen von TM erfüllt die Voraussetzungen aus Aufgabe 1.1.40 und ist damit
die Basis einer eindeutigen Topologie auf TM (Aufgabe), mit der wir TM versehen.
Die Bijektionen ϕ̃ sind dann tautologischerweise Homöomorphismen. Der Raum TM ist
also ein lokal euklidischer Raum der Dimension 2n. Er ist darüber hinaus Hausdorff und
zweitabzählbar.

Aufgabe 3.3.1.

1. Zeigen Sie, dass TM Hausdorff ist.

2. Benutzen Sie die Zweitabzählbarkeit vonM , um zu zeigen, dassM einen abzählbaren
Atlas besitzt.

3. Zeigen Sie, dass TM zweitabzählbar ist.

TM ist also eine 2n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Die Familie

F̃0 = {(π−1
TM(U), ϕ̃)|(U,ϕ) ∈ F}

ist ein Atlas. In der Tat: Für jedes X ∈ TpM finden wir eine Karte (U,ϕ) ∈ F um p. Dann

gilt X ∈ π−1
TM(U). Zusätzlich ist die Kartenwechselabbildung ψ̃ ◦ ϕ̃−1 zwischen Karten

(π−1
TM(U), ϕ̃) und (π−1

TM(V ), ψ̃), die durch Karten (U,ϕ) bzw. (V, ψ) induziert werden,
gegeben durch

ϕ̃(π−1
TM(U) ∩ π−1

TM(V ))→ ψ̃(π−1
TM(U) ∩ π−1

TM(V ))

(x, ξ1, . . . , ξn) 7→ (ψ ◦ ϕ−1(x),
∑

1≤j≤n

((D idϕ,ψ)x)
1
j ξ

j, . . . ,
∑

1≤j≤n

((D idϕ,ψ)x)
n
j ξ

j),

wobei wir die Notation und das Ergebnis aus Proposition 3.1.24 benutzen. ψ̃ ◦ ϕ̃−1 ist
glatt, da die Abbildung ψ ◦ϕ−1 = idϕ,ψ glatt ist und (damit) ihre Jacobimatrix glatt von
x abhängt. Ab jetzt versehen wir TM mit der eindeutigen differenzierbaren Struktur, die
den Atlas F̃0 enthält.

Definition 3.3.2. Der Raum TM , versehen mit der obigen Topologie und differenzier-
baren Struktur, heißt das Tangentialbündel von M .

Proposition 3.3.3. Die Projketionsabbildung πTM : TM →M ist glatt.
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Beweis. Sei (U,ϕ) eine Karte für M und (π−1
TM(U), ϕ̃) die induzierte Karte auf TM . Die

Abbildung
ϕ ◦ πTM ◦ ϕ̃ := ϕ(U)× Rn → ϕ(U)

ist gegeben durch (x, ξ1, . . . , ξn) 7→ x und ist damit glatt. Damit ist die Einschränkung
von πTM auf π−1

TM(U) glatt. Die Behauptung folgt.

Bemerkung 3.3.4. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine
glatte Abbildung. Wir definieren

F∗ : TM → TN TpM 3 X 7→ (F∗)p(X).

Diese Abbildung ist glatt (warum?).

Bemerkung 3.3.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U ⊂M offen. Im Beispiel 3.1.22
haben wir gesehen, dass für alle p ∈ U die Tangentialräume TpU und TpM von U und M
an der Stelle p kanonisch isomorph sind. So können wir die (offene) Menge π−1

TM(U) mit
der Menge TU identifizieren. Diese Identifikation ist ein Diffeomorphismus (Warum?).
Wir werden diese Identifikation häufiger benutzen.

Ganz ähnlich kann man eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf T ∗M definieren. Für jede
Karte (U,ϕ) für M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn} und jedes p ∈ U können wir,
mithilfe der Basis {dx1|p, . . . , dxn|p}, den Kotangetialraum T ∗pM mit Rn identifizieren.
Explizit:

T ∗pM → Rn ω 7→ (ω(
∂

∂x1
|p), . . . , ω(

∂

∂xn
|p)).

Durch das Zusammensetzen dieser Isomorphismen bekommen wir eine Bijektion

ϕ̃ : π−1
T ∗M(U)→ ϕ(U)× Rn T ∗pM 3 ω 7→ (ϕ(p), ω(

∂

∂x1
|p), . . . , ω(

∂

∂xn
|p)).

Wie für TM können wir diese Bijektionen benutzen, um eine Topologie und eine differen-
zierbare Struktur auf T ∗M zu definieren.

Definition 3.3.6. Der Raum T ∗M mit der oben definierten Mannigfaltigkeitsstruktur
heißt der Kotangentialbündel von M .

Proposition 3.3.7. Die Projektionsabbildung πT ∗M : T ∗M →M ist glatt.

Beweis. Sei (U,ϕ) eine Karte für M und (π−1
T ∗M(U), ϕ̃) die induzierte Karte auf TM . Die

Abbildung
ϕ ◦ πT ∗M ◦ ϕ̃ := ϕ(U)× Rn → ϕ(U)

ist gegeben durch (x, ξ1, . . . , ξn) 7→ x und ist damit glatt.

Bemerkung 3.3.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U ⊂ M offen. Ähnlich wie in
Bemerkung 3.3.5 können wir T ∗U mit der Menge π−1

T ∗M(U) identifizieren.

Beispiel 3.3.9. Mittels der Identitätskarte (Rn, idRn) auf Rn erhalten wir Diffeomorphis-
men

Φ: TM → Rn × Rn = R2n TpM 3 X 7→ (p, dr1|p(X), . . . , drn|p(X))

und

Ψ: T ∗M → Rn × Rn = R2n T ∗pM 3 ω 7→ (p, ω(
∂

∂r1
|p), . . . , ω(

∂

∂xn
|p)).
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Bemerkung 3.3.10. Die Tangential- und Kotangentialbündel einer Mannigfaltigkeit ent-
stehen beide durch das Zusammensetzen von Vektorräumen, die jeweils zu einem Punkt
von M assoziiert sind. Sie besitzen einige gemeinsame Eigenschaften. Im Folgenden sei
(E, π,M) ∈ {(TM, πTM ,M), (T ∗M,πT ∗M ,M)}. Dann gilt:

(i) E ist eine Mannigfaltigkeit und π : E →M ist eine glatte surjektive Abbildung.

(ii) Für jedes p ∈ E ist π−1({p}) ein n-dimensionaler Vektorraum.

(iii) Für jedes p ∈ M gibt es eine offene Umgebung U von p und ein Diffeomorphismus
Φ: π−1(U)→ U × Rn mit den folgenden Eigenschaften:

� Das Diagramm

π−1(U) U × Rn

U

π

Φ

πU

kommutiert. Die Abbildung πU : U × Rn → U ist durch (q, x) 7→ q gegeben.

� Für jedes q ∈ U ist die Abbildung

π|π−1({q}) → {q} × Rn = Rn

ein Isomorphismus.

Solch ein Tupel (E, π,M) heißt ein glattes Vektorbündel auf M . Die obigen Abbildungen
Φ heißen lokale Trivialisierungen. Wir werden Vektorbündel später näher studieren.

Aufgabe 3.3.11. Finden Sie einen Diffeomorphismus Φ: TS1 → S1 × R, sodass das
Diagramm

TS1 S1 × R

S1

πTS1

Φ

πS1

kommutiert. Hier bezeichnet πS1 die Abbildung, die durch S1 × R 3 (p, x) 7→ p ∈ S1

gegeben ist.

3.4 Vektorfelder und 1-Formen

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Sei (E, π,M) ∈ {(TM, πTM ,M), (T ∗M,πT ∗M ,M)}.
Wir untersuchen nun Abbildungen σ : M → E mit der Eigenschaft π ◦ σ = idM . Die
Gleichung besagt nur, dass σ(p) für jedes p ∈M in π−1({p}) liegt.

3.4.1 Vektorfelder

Wir studieren jetzt die grundlegenden Eigenschaften von Vektorfeldern. Ihre geometri-
sche und analytische Bedeutung wird erst klar nachdem wir Integralkurven und Flüsse
einführen und untersuchen.

Definition 3.4.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Ein (glattes) Vektorfeld auf M ist eine
glatte Abbildung X : M → TM mit der Eigenschaft, dass πTM ◦ X = idM . Der Raum
aller glatten Vektorfelder auf M wird mit X(M) bezeichnet.
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Beispiel 3.4.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit und (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordina-
tenfunktionen {x1, . . . , xn}. Sei (TU = π−1

TM(U), ϕ̃) die induzierte Karte. Wir definieren

∂

∂xi
: U → TU p 7→ ∂

∂xi
|p.

Es gilt πTU ◦ ∂
∂xi

= idU und

ϕ̃ ◦ ∂

∂xi
◦ ϕ−1(x) = (x, ei).

Damit sind die Abbildungen ∂
∂xi

glatte Vektorfelder auf U .

Sei M eine Mannigfaltigkeit und X : M → TM eine nicht notwendigerweise glatte
Abbildung mit πTM ◦X = idM . Sei (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordinatenfunktionen
{x1, . . . , xn}. Für jedes p ∈ U finden wir X i(p) ∈ R, sodass X(p) =

∑
iX

i(p) ∂
∂xi
|p. So

erhalten wir n Funktionen

X i : U → R p 7→ X i(p),

die wir die Komponentenfunktionen von X in der Karte (U,ϕ) nennen.

Proposition 3.4.3. Seien M , X wie oben. Die Abbildung X ist genau dann ein glattes
Vektorfeld, wenn ihre Komponentenfunktionen X i : U → R in allen Karten glatt sind.

Beweis. Sei (U,ϕ) eine Karte fürM mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Sei (π−1
TM , ϕ̃)

die induzierte Karte für TM . Die Glattheit von X|U ist äquivalent zur Glattheit von
ϕ̃ ◦X ◦ ϕ−1. Es gilt

ϕ̃ ◦X ◦ ϕ−1(x) = (x, (X1 ◦ ϕ−1)(x), . . . , (Xn ◦ ϕ−1)(x)).

Die Abbildung ϕ̃◦X◦ϕ−1 ist also genau dann glatt, wenn die AbbildungenX i◦ϕ−1 : ϕ(U)→
R glatt sind. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn X i glatt sind. Die Behauptung
folgt.

Bemerkung 3.4.4. Seien X1, X2 ∈ X(M). Sei λ ∈ R und sei f ∈ C∞(M). Wir definieren
X1 +X2, λX1 und fX1 ∈ X(M) punktweise:

(X1 +X2)(p) = X1(p) +X2(p),

(λX1)(p) = λX1(p),

(fX1)(p) = f(p)X1(p).

Versehen mit diesen Operationen ist X(M) ein C∞(M)-Modul.

Beispiel 3.4.5. Vielleicht haben Sie in einer Vorlesung zur Vektoranalysis Vektorfelder
auf Rn als glatte Abbildungen Rn → Rn kennengelernt. Wir erläutern hier die Beziehung
zwischen dieser Definition und Definition 3.4.1. Sei F : Rn → Rn eine glatte Abbildung.
Wir bezeichnen mit F i die Abbildung ri ◦ F : Rn → R. Dann ist

X :=
∑
i

F i ∂

∂ri

ein glattes Vektorfeld auf Rn. Sei umgekehrt X ∈ X(Rn). Wir bezeichnen mit X i die
Komponentenfunktionen von X in der Identitätskarte (Rn, idnR). Die Abbildung

FX : Rn → Rn p 7→ (X1(p), . . . , Xn(p))

ist glatt. So bekommen wir eine 1-zu-1-Korrespondenz zwischen der Menge der glatten
Abbildungen von Rn nach Rn und X(Rn).
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Beispiel 3.4.6.

� Auf R2 definieren wir das Vektorfeld

r1 ∂

∂r2
− r2 ∂

∂r1
.

� Das Euler-Vektorfeld auf Rn ist gegeben durch∑
i

ri
∂

∂ri

.

Bevor wir ein weiteres Kriterium für die Glattheit von Abbildungen X : M → TM
mit der Eigenschaft πTM ◦X = idM geben, beweisen wir eine sehr nützliche Aussage zur
Konstruktion glatter lokaler Erweiterungen von Funktionen, die auf einer Teilmenge einer
Mannigfaltigkeit definiert sind.

Proposition 3.4.7. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U ⊂ M offen. Sei f : U → R
eine glatte Funktion. Für jedes p ∈ U existiert eine glatte Funktion f̃ : M → R, die auf
einer offenen Umgebung V ⊂ U von p mit f übereinstimmt.

Beweis. Wir wählen eine offene Umgebung V von p so, dass V ⊂ U . Wegen Korollar
2.5.10 existiert eine Funktion η ∈ C∞(M) mit den Eigenschaften

� η|V ≡ 1,

� supp η ⊂ U .

Wir definieren

f̃ : M → R q 7→

{
η(q)f(q) für q ∈ U
0 für q /∈ U.

.

Die Funktion f̃ stimmt auf der offenen Umgebung V mit f überein. Weiterhin ist sie
eingeschränkt auf U das Produkt der glatten Funktionen η und f und damit glatt. Ande-
rerseits verschwindet f̃ auf M \ supp η und ist damit dort glatt. Da jedes q ∈M entweder
in der offenen Menge U oder in der offenen Menge M \ supp η enthalten ist, folgt daraus,

dass f̃ glatt ist.

Bemerkung 3.4.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit und p ∈ M . Seien X, Y ∈ TpM . Falls
X(f) = Y (f) für alle f ∈ C∞(M), dann gilt X = Y . In der Tat: Sei [f : U → R] ∈ G∞p .

Dann existiert eine glatte Funktion f̃ auf M , die in einer offenen Umgebung von p mit f
übereinstimmt. Es gilt

X([f ]) = X([f̃ ]) = Y ([f̃ ]) = Y ([f ]).

Seien M und X wie oben. Für p ∈M schreiben wir häufiger Xp statt X(p). Für jedes
f ∈ C∞(M) definieren wir eine Abbildung

X(f) : M → R p 7→ Xp(f).

Proposition 3.4.9. Seien M und X wie oben. X ist genau dann ein glattes Vektorfeld,
wenn für jedes f ∈ C∞(M) die Abbildung

X(f) : M → R p 7→ Xp(f)

eine glatte Abbildung ist.
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Beweis. Sei X glatt und sei f ∈ C∞(M). Wir zeigen, dass X(f) eingeschränkt auf den
Definitionsbereich jeder Karte glatt ist. Daraus folgt die Behauptung. Sei (U,ϕ) eine Karte
für M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Wir bezeichnen mit X i die Komponen-
tenfunktionen von X in der Karte (U,ϕ). Es gilt

X(f)|U =
∑
i

X i ∂

∂xi
(f).

Daraus erhalten wir

X(f) ◦ ϕ−1 =
∑
i

X i ◦ ϕ−1∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri
.

Daraus folgt die Glattheit von X(f)|U .
Sei nun umgekehrt X so, dass X(f) für jedes f ∈ C∞(M) glatt ist. Sei (U,ϕ) eine

Karte für M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Wir zeigen, dass die Komponen-
tenfunktionen {X i}1≤i≤n von X in der Karte (U,ϕ) glatt sind. Dafür zeigen wir, dass für
jedes p ∈ U eine offene Umgebung V ⊂ U von p existiert, sodass X i|V glatt ist. Sei p ∈ U .

Für jedes i ∈ {1, . . . , n} finden wir eine glatte Funktion x̃i, die in einer offenen Umgebung

V ⊂ U von p mit xi übereinstimmt. Die Funktion X(x̃i) ist nach Voraussetzung glatt. Es
gilt

X(x̃i)|V =
∑
j

Xj|V
∂

∂xj
|V (x̃i|V ) =

∑
j

Xj|V
∂

∂xj
|V (xi) = X i|V .

Die Funktion X i|V ist damit glatt. Die Behauptung folgt.

Bemerkung 3.4.10. Wegen Proposition 3.4.9 induziert jedes Vektorfeld X eine lineare
Abbildung

DX : C∞(M)→ C∞(M) f 7→ X(f).

Für f, g ∈ C∞(M) gilt
DX(fg) = gDX(f) + fDX(g),

da für jedes p ∈M

DX(fg)(p) = Xp(fg) = g(p)Xp(f) + fpXp(g).

Definition 3.4.11. Eine lineare Abbildung D : C∞(M)→ C∞(M) mit der Eigenschaft,
dass für alle f, g ∈ C∞(M)

D(fg) = gD(f) + fD(g)

gilt, heißt eine (C∞(M)-wertige) Derivation von C∞(M).

Wir haben gesehen, dass jedes Vektorfeld eine Derivation von C∞(M) induziert. Die
folgende Proposition besagt, dass jede Derivation von C∞(M) von einem Vektorfeld in-
duziert wird.

Proposition 3.4.12. Sei D : C∞(M) → C∞(M) eine Derivation von C∞(M). Dann
existiert genau ein (glattes) Vektorfeld X mit D = DX , wobei wir hier die in der Bemer-
kung 3.4.10 eingeführten Notation benutzen.

Beweis. Sei p ∈M . Wir definieren

Xp : G∞p → R
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wie folgt: Sei [f ] ∈ G∞p . Wähle eine glatte Funktion f̃ , die auf einer offenen Umgebung

von p mit f übereinstimmt.
(
D(f̃)

)
(p) ist von der Wahl von f̃ (Aufgabe). Wir setzen

Xp([f ]) =
(
D(f̃)

)
(p).

Die Abbildung Xp ist eine Derivation von G∞p (Aufgabe) und damit ein Tangentialvektor
an der Stelle p. Die Abbildung

X : M → TM p 7→ Xp

ist ein glattes Vektorfeld und es gilt D = DX (Aufgabe). X ist das einzige Vektorfeld
mit D = DX (Aufgabe).

Mithilfe der Proposition 3.4.12 könne wir für eine Mannigfaltigkeit M den Raum
der Derivationen von C∞(M) mit X(M) identifizieren. Ab jetzt werden wir, mit etwas
Notationsmissbrauch, die durch ein Vektorfeld X induzierte Derivation wieder mit X
(statt DX) bezeichnen.

Vektorfelder und das Differential

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte Abbildung. Sei X
ein Vektorfeld auf M . Definiert die Abbildung N → TN , die F (p) ∈ N auf F∗(Xp)
abbildet, ein Vektorfeld auf N? I. Allg. ist die Antwort negativ: Falls F nicht surjektiv ist,
ist die obige Abbildung nicht überall auf N definiert und falls F nicht injektiv ist, kann
es sein, dass ein Punkt q = F (p1) = F (p2) auf zwei unterschiedliche Tangentialvektoren
abgebildet wird. Es ist trotzdem möglich zu definieren, wann zwei Vektorfelder X und Y
auf M bzw. N miteinander

”
F -verwandt“ sind.

Definition 3.4.13. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte
Abbildung. Zwei Vektorfelder X ∈ X(M) und Y ∈ X(N) heißen F -verwandt, falls

F∗ ◦X = Y ◦ F.

Lemma 3.4.14. Wir benutzen die Notation aus Definition 3.4.13. X und Y sind genau
dann F -verwandt, wenn für alle Funktionen f ∈ C∞(N) gilt

X(f ◦ F ) = Y (f) ◦ F.

Beweis. Seien X und Y F -verwandt. Sei p ∈M . Wir haben

(X(f ◦ F )) (p) = Xp(f ◦ F ) = (F∗(Xp)) (f) =
(
YF (p)

)
(f) = Y (f)F (p) = (Y (f) ◦ F ) (p).

Seien nun umgekehrt X und Y so, dass für alle f ∈ C∞(M)

X(f ◦ F ) = Y (f) ◦ F

gilt. Wir zeigen, dass für alle p ∈M und alle f, g ∈ C∞(M)

(F∗(Xp)) (f) =
(
YF (p)

)
(f)

(siehe Bemerkung 3.4.8). Es gilt

(F∗(Xp)) (f) = Xp(f ◦ F ) = (X(f ◦ F )) (p) = (Y (f) ◦ F ) (p) =

Y (f)F (p) =
(
YF (p)

)
(f).

Die Behauptung folgt.
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Beispiel 3.4.15. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U ⊂ M offen. Wir bezeichnen
mit ι : U → M die Inklusionsabbildung. Sei X ein Vektorfeld auf M . Wir betrachten die
Einschränkung X|U , mithilfe der Identifikation TU = π−1|TM , als ein Vektorfeld auf U .
Tautologischerweise sind die Vektorfelder X|U und X ι-verwandt.

Beispiel 3.4.16. Sei r := r1 die Standard-Koordinatenfunktion auf R. Betrachte die
glatte Abbildung

F : R→ R2 p 7→ (cos p, sin p)

und das Vektorfeld

X := r1 ∂

∂r2
− r2 ∂

∂r1

auf R2. Die Vektorfelder ∂
∂r

und X sind F -verwandt.

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte Abbildung. Für
ein X ∈ X(M) existiert i. Allg. kein Vektorfeld Y auf N , sodass X und Y F -verwandt
sind.

Aufgabe 3.4.17. Sei ι : (−1, 1) → R die Inklusionsabbildung. Finden Sie ein glattes
Vektorfeld auf (−1, 1), sodass kein Y ∈ X(M) existiert mit der Eigenschaft, dass X und
Y ι-verwandt sind.

Falls F ein Diffeomorphismus ist, ist die Situation anders.

Proposition 3.4.18. Sei F : M → N ein Diffeomorphismus. Sei X ein Vektorfeld auf
M . Dann existiert ein eindeutiges Vektorfeld Y auf N , sodass X und Y F -verwandt sind.

Beweis. Falls ein Vektorfeld Y auf N existiert, sodass X und Y F -verwandt sind, gilt

Y (q) = F∗(XF−1(q))

für alle q ∈ N . Damit ist Y eindeutig. Für die Existenz benutzen wir die obige Formel,
um Y zu definieren. Um zu sehen, dass das so definierte Vektorfeld glatt ist, bemerken
wir, dass Y durch die Komposition

N
F−1

−−→M
X−→ TM

F∗−→ TN

gegeben ist und dass F−1 und F∗ glatt sind.

Bemerkung 3.4.19. Wir bezeichnen manchmal das Vektorfeld Y , das in Proposition
3.4.18 konstruiert wurde, mit F∗(X). Diese Notation kann zugegeben etwas verwirrend
sein.

Kommutator von Vektorfelder

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Der Raum X(M) hat mehr Struktur, als wir bis jetzt be-
trachtet haben. Wir definieren eine bilineare anti-symmetrische Operation

X(M)× X(M)→ X(M),

deren geometrische Bedeutung wir erst später, nach der Einführung des Konzepts des
Flusses eines Vektorfelds, diskutieren werden.

Seien X und Y (glatte) Vektorfelder auf M (die wir gleichzeitig als Derivationen von
C∞(M)) betrachten.
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Proposition 3.4.20. X und Y wie oben. Die Abbildung

[X, Y ] : C∞(M)→ C∞(M) f 7→ X(Y (f))− Y (X(f))

ist eine Derivation.

Beweis. Für f, g ∈ C∞(M) gilt:

[X, Y ](fg) = X(Y (fg))− Y (X(fg)) = X(gY (f) + fY (g))− Y (gX(f) + fX(g)) =

gX(Y (f))+Y (f)X(g)+fX(Y (g))+Y (g)X(f)−(gY (X(f)) +X(f)Y (g) + fY (X(g)) +X(g)Y (f))

= g (X(Y (f))− Y (X(f))) + f (X(Y (f))− Y (X(f))) = g[X, Y ](f) + f [X, Y ](g).

Definition 3.4.21. Sei M eine Mannigfaltigkeit und seien X, Y ∈ X(M). Das in Pro-
position 3.4.20 definierte Vektorfeld [X, Y ] heißt der Kommutator oder die Lie-Klammer
von X und Y . Insbesondere gilt für jedes p ∈M und f ∈ C∞(M), dass

[X, Y ]p(f) = X(Y (f))(p)− Y (X(f))(p) = Xp(Y (f))− Yp(X(f)).

Proposition 3.4.22. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und F : M → N eine glatte
Abbildung. Seien X1, X2 ∈ X(M) und Y1, Y2 ∈ X(N) so, dass Xi und Yi F -verwandt sind.
Dann sind [X1, X2] und [Y1, Y2] auch F -verwandt.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass

F∗ ◦ [X1, X2] = [Y1, Y2] ◦ F.

Dafür zeigen wir für p ∈M und f ∈ C∞(N), dass

F∗([X1, X2]p)(f) = [Y1, Y2]F (p)(f).

Es gilt

F∗([X1, X2]p)(f) = [X1, X2]p(f ◦ F ) = (X1)p(X2(f ◦ F ))− (X2)p(X1(f ◦ F )) =

(X1)p((Y2(f) ◦ F ))− (X2)p((Y1(f) ◦ F )) = (F∗ ◦X1)p(Y2(f))− (F∗ ◦X2)p(Y1(f)) =

(Y1 ◦ F )(p)(Y2(f))− (Y2 ◦ F )(p)(Y1(f)) =

(Y1)F (p)(Y2(f))− (Y2)F (p)(Y1(f)) = [Y1, Y2]F (p)(f).

Die Behauptung folgt.

Mithilfe der Proposition 3.4.22 und Beispiel 3.4.15 erhalten wir das folgende

Korollar 3.4.23. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U ⊂ M offen. Für Vektorfelder
X, Y ∈ X(M) gilt

[X, Y ]|U = [X|U , Y |U ].

Aufgabe 3.4.24. Sei M eine Mannigfaltigkeit.

(i) Seien X, Y ∈ X(M). Finden Sie die Komponentenfunktionen von [X, Y ] in einer
Karte mithilfe der Komponentenfunktionen der Vektorfelder X und Y .
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(ii) Sei (U,ϕ) eine Karte mit Koordinatenfunktionen {xi}1≤n. Zeigen Sie, dass

[
∂

∂xi
,
∂

∂xj
] = 0.

Bemerkung 3.4.25. Die Abbildung

X(M)× X(M)→ X(M) (X, Y ) 7→ [X, Y ]

hat die folgenden Eigenschaften:

� Sie ist bilinear.

� Sie ist anti-symmetrisch: Für X, Y ∈ X(M) gilt [X, Y ] = −[Y,X].

� Sie erfüllt die Jacobi-Identität: Für X, Y, Z ∈ X(M) gilt

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0.

Ein Vektorraum mit einer bilinearen, anti-symmetrischen Operation, die die Jacobi-Identität
erfüllt, heißt eine Lie-Algebra. Damit ist X(M) versehen mit der Kommutator-Operation
eine Lie-Algebra. Zusätzlich gilt für X, Y ∈ X(M) und f, g ∈ C∞(M)

[fX, gY ] = fg[X, Y ] + (fX(g))Y − g(Y (f))X.

Aufgabe 3.4.26. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Wir bezeichnen mit πM : M×N →
M und πN : M ×N → N die Projektionsabbildungen auf M bzw. N . Wir benutzen den
Isomorphismus aus Aufgabe 3.2.18. Sei X ∈ X(M) und Y ∈ X(N). Betrachten Sie die
Vektorfelder

X̃ : M ×N → T (M ×N) (p, q) 7→ (Xp, 0)

sowie
Ỹ : M ×N → T (M ×N) (p, q) 7→ (0, Yq)

und zeigen Sie, dass [X̃, Ỹ ] = 0.

3.4.2 1-Formen

Definition 3.4.27. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine (glatte) 1-Form (oder glattes Ko-
vektorfeld) auf M ist eine glatte Abbildung ω : M → T ∗M mit der Eigenschaft, dass
πT ∗M ◦X = idM . Der Raum aller glatten 1-Formen auf M wird mit Ω1(M) bezeichnet.

Beispiel 3.4.28. Sei M eine Mannigfaltigkeit und (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordina-
tenfunktionen {x1, . . . , xn}. Sei (T ∗U = π−1

T ∗M(U), ϕ̃) die induzierte Karte. Wir definieren

dxi : U → T ∗U p 7→ dxi|p.

Wir haben πT ∗U ◦ dxi = idU und

ϕ̃ ◦ dxi ◦ ϕ−1(x) = (x, ei).

Damit sind die Abbildungen dxi glatte 1-Formen auf U .
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Sei M eine Mannigfaltigkeit und ω : M → T ∗M eine nicht notwendigerweise glatte
Abbildung mit πT ∗M ◦ ω = idM . Sei (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordinatenfunktionen
{x1, . . . , xn}. Für jedes p ∈ U finden wir ωi(p) ∈ R, sodass ω(p) =

∑
i ωi(p)dx

i|p. So
erhalten wir n Funktionen

ωi : U → R p 7→ ωi(p),

die wir die Komponentenfunktionen von ω in der Karte (U,ϕ) nennen.

Proposition 3.4.29. Seien M , ω wie oben. Die Abbildung ω ist genau dann eine glatte
1-Form, wenn ihre Komponentenfunktionen ωi : U → R in allen Karten glatt sind.

Beweis. Sei (U,ϕ) eine Karte fürM mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Sei (π−1
T ∗M , ϕ̃)

die induzierte Karte für T ∗M . Die Glattheit von ω|U ist äquivalent zur Glattheit von
ϕ̃ ◦ ω ◦ ϕ−1. Es gilt

ϕ̃ ◦ ω ◦ ϕ−1(x) = (x, (ω1 ◦ ϕ−1)(x), . . . , (ωn ◦ ϕ−1)(x)).

Die Abbildung ϕ̃◦ω◦ϕ−1 ist also genau dann glatt, wenn die Abbildungen ωi◦ϕ−1 : ϕ(U)→
R glatt sind. Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn ωi glatt sind. Die Behauptung
folgt.

Bemerkung 3.4.30. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei f : M → R eine glatte Funk-
tion. Die Abbildung

df : M → T ∗M p 7→ (df)p

erfüllt πT ∗M ◦df = idM . Zusätzlich ist diese Abbildung glatt: Die Komponentenfunktionen
von df in einer Karte (U,ϕ) mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn} sind die Funktionen
{ ∂
∂x1 (f), . . . , ∂

∂xn
(f)} und sind damit glatt. Wir nennen df das totale Differential von f .

Bemerkung 3.4.31. Seien ω1, ω2 ∈ Ω1(M). Sei λ ∈ R und sei f ∈ C∞(M). Wir definie-
ren ω1 + ω2, λω1 und fω1 ∈ Ω1(M) punktweise:

(ω1 + ω2)(p) = ω1(p) + ω2(p),

(λω1)(p) = λω1(p),

(fω1)(p) = f(p)ω1(p).

Ω1(M), versehen mit diesen Operationen ist ein C∞(M)-Modul.

Sei M eine Mannigfaltigkeit und ω : M → T ∗M eine nicht notwendigerweise glatte
Abbildung mit πT ∗M ◦ ω = idM . Für p ∈ M schreiben wir häufiger ωp statt ω(p). Für
jedes X ∈ X(M) definieren wir eine Abbildung

ω(X) : M → R p 7→ ωp(Xp).

Proposition 3.4.32. Seien M und ω wie oben. ω ist genau dann eine glatte 1-Form,
wenn für jedes X ∈ X(M) die Abbildung

ω(X) : M → R p 7→ ωp(Xp)

glatt ist.

Für den Beweis von Proposition 3.4.32 benötigen wir das Ergebnis der folgenden
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Aufgabe 3.4.33. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U ⊂ M offen. Sei X ein glattes
Vektorfeld auf U . Für jedes p ∈ U existiert ein glattes Vektorfeld X̃ auf M , das in einer
offenen Umgebung von p mit X übereinstimmt.

Beweis von Proposition 3.4.32. Sei ω glatt. Sei X ∈ X(M). Wir zeigen, dass ω(X) einge-
schränkt auf dem Definitionsbereich jeder Karte von M glatt ist. Sei (U,ϕ) eine Karte mit
Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Seien {ωi} und {X i} die Komponentenfunktionen
von ω und X in der Karte (U,ϕ). Dann gilt

ω(X)|U =
∑
i

ωidx
i(
∑
j

Xj ∂

∂xj
) =

∑
i,j

ωiX
jdxi(

∂

∂xj
) =

∑
i

ωiX
i.

Damit ist ω(X)|U , als eine Summe von Produkten aus glatten Funktionen glatt.
Sei nun umgekehrt ω so, dass ω(X) für alle X ∈ X(M) glatt ist. Sei (U,ϕ) eine Karte

auf M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn} und p ∈ U . Wir bezeichnen mit ωi, die
Komponentenfunktionen von ω in dieser Karte. Wähle für jedes 1 ≤ i ≤ n ein Vektorfeld
∂̃
∂xi

, das in einer offenen Umgebung V von p mit ∂
∂xi

übereinstimmt. Es gilt

ω(
∂̃

∂xj
)|V =

∑
i

ωi|V (
∂̃

∂xj
|V ) =

∑
i

ωi|V (
∂

∂xi
|V ) = ωj|V .

Die Funktion ωj ist damit glatt. Die Behauptung folgt.

Bemerkung 3.4.34. Wegen Proposition 3.4.32 induziert jede 1-Form ω eine lineare Ab-
bildung

Lω : X(M)→ C∞(M) X 7→ ω(X).

Für f ∈ C∞(M) und X ∈ X(M) gilt

Lω(fX) = fLω(X),

da für p ∈M
ω(fX)(p) = ωp(f(p)X(p)) = f(p)ωp(X(p)).

Mit anderen Worten: Die Abbildung Lω ist eine C∞(M)-Modul Homomorphismus.

Proposition 3.4.35. Sei L : X(M) → C∞(M) ein C∞(M)-Modul-Homomorphismus.
Dann existiert genau eine 1-Form ω mit L = Lω. Wir benutzen hier die Notation aus
Bemerkung 3.4.34.

Zuerst beweisen wir ein

Lemma 3.4.36. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p ∈ M . Sei Xp ∈ TpM . Dann
existiert ein glattes Vektorfeld auf M mit X(p) = Xp.

Beweis von Lemma 3.4.36. Sei (U,ϕ) eine Karte für M um p mit Koordinatenfunktionen
{x1, . . . , xn}. Für geignetes ξi ∈ R gilt Xp =

∑
i ξ
i ∂
∂xi
|p. Wir definieren Y ∈ X(U) durch

Y =
∑
i

ξi
∂

∂xi
.

Nach Aufgabe 3.4.33 existiert ein Vektorfeld X auf M , das in einer offenen Umgebung
von p mit Y übereinstimmt. Insbesondere gilt in diesem Fall X(p) = Xp.
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Beweis von Proposition 3.4.35. Sei p ∈M . Wir zeigen zuerst, dass für X, Y ∈ X(M) mit
Xp = Yp gilt L(X)(p) = L(Y )(p). In der Tat: Sei (U,ϕ) eine Karte um p mit Koordi-
natenfunktionen {x1, . . . , xn}. Sei V eine offene Umgebung von p mit V ⊂ U . Sei η eine
glatte Funktion auf M mit η|V ≡ 1 und supp η ⊂ U . Es gilt

L(X)(p)− L(Y )(p) = L(X − Y )(p) = η2L(X − Y )(p) = L(η2(X − Y ))(p).

Auf U gilt X − Y =
∑
F i ∂

∂xi
für geeignete Funktionen F i. Da Xp = Yp, gilt zusätzlich

F i(p) = 0 für 1 ≤ i ≤ n. Wir bezeichnen mit F̃ i die glatte Funktion auf M , die auf
U durch ηF i gegeben ist und außerhalb von U verschwindet. Weiterhin bezeichnen wir

mit ∂̃
∂xi

das Vektorfeld auf M , das auf U mit η ∂
∂xi

übereinstimmt und außerhalb von U
verschwindet. Dann gilt

η2(X − Y ) =
∑
i

F̃ i
∂̃

∂xi

und wir erhalten

L(η2(X − Y ))(p) = L(
∑
i

F̃ i
∂̃

∂xi
)(p) =

∑
i

F̃ iL(
∂̃

∂xi
)(p) = 0,

da F̃ i(p) = F i(p) = 0. Wir definieren einen Kotangentialvektor ωp ∈ T ∗pM wie folgt: Für
Xp ∈ TpM wählen wir ein Vektorfeld X mit X(p) = Xp und setzen ωp(Xp) := L(X)(p).
Wegen der obigen Beobachtung ist die Zahl L(X)(p) unabhängig von Wahl des Vektorfelds
X. Wir definieren die lineare Abbildung

ωp : TpM → R Xp 7→ ωp(Xp)

und
ω : M → T ∗M p 7→ ωp.

Dann gilt für jedes X ∈ X(M), dass L(X) = ω(X). Wegen dieser Gleichung und Propo-
sition 3.4.32 ist ω zusätzlich glatt und damit eine 1-Form. Der Beweis der Eindeutigkeit
ist eine Aufgabe.

1-Formen und das Kodifferential

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte Abbildung. Für jedes
p ∈M wurde das Kodifferential (F ∗)F (p) von F an der Stelle F (p) als die duale Abbildung
zum (F∗)p definiert. Für ω : N → T ∗N mit πT ∗M ◦ ω = idM definieren wir

F ∗(ω) : M → T ∗M p 7→ (F ∗)F (p)(ωF (p)).

Wir nennen diese Abbildung der Pullback von ω unter der Abbildung F . Die folgende
Proposition ist für die Berechnung des Pullbacks von 1-Formen sehr hilfreich.

Proposition 3.4.37. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte
Abbildung.

1. Für ω ∈ Ω1(N) und g ∈ C∞(N) gilt

F ∗(gω) = (g ◦ F )F ∗(ω).
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2. Für f ∈ C∞(N) gilt
F ∗(df) = d(f ◦ F ).

Beweis.

1. Für p ∈M gilt

F ∗(gω)(p) = (F ∗)F (p)

(
g(F (p))ωF (p)

)
= g(F (p))(F ∗)F (p)(ωF (p)) = ((g ◦ F )F ∗(ω)) (p)

2. Folgt sofort aus Proposition 3.2.16.

Bemerkung 3.4.38. In der Situation von Proposition 3.4.37 gilt insbesondere, dass
F ∗(df) glatt ist.

Proposition 3.4.39. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte
Abbildung. Sei ω ∈ Ω1(N). Dann ist F ∗(ω) glatt und damit eine 1-Form.

Beweis. Wir zeigen, dass die Einschränkung von F ∗(ω) auf eine geeignete offene Umge-
bung jedes Punkts p ∈ M glatt ist. Sei p ∈ M und sei (V, ψ) eine Karte um F (p) mit
Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Wir bezeichnen mit ωi die Komponentenfunktionen
von ω in der Karte (V, ψ). Da F stetig ist, ist die Menge U := F−1(V ) offen. Für p ∈ U
gilt

F ∗(ω)(p) = (F ∗)F (p)

(∑
i

ωi(F (p))dxi|F (p)

)
=
∑
i

(ωi ◦ F )(p)dxi ◦ F (p).

Also
F ∗(ω)|U =

∑
i

(ωi ◦ F )d(xi ◦ F )

und ist damit glatt.

3.5 Der Fall von Mannigfaltigkeiten mit Rand

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Konzepte (Ko-)Tangentialraum, Differential
und (Ko-)Tangentialbündel auf Mannigfaltigkeiten mit Rand. Im randlosen Fall haben
wir zuerst eine geometrische Beschreibung der Tangentialvektoren gegeben und haben
dann gesehen, dass Tangentialvektoren an einem Punkt einer glatten Mannigfaltigkeit als
Derivationen des Raums der Funktionskeime an dem Punkt definiert werden können. Die
Definitionen im Fall von berandeten Mannigfaltigkeiten sind fast identisch. Wir werden
aber einfachheitshalber zuerst mit der algebraischen Definition arbeiten und dann sehen,
wie Kurven auf Mannigfaltigkeiten mit Rand Tangentialvektoren induzieren.

Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p ∈ M . Der Raum GC∞p (M) der

Funktionskeime an p ist, genau wie im randlosen Fall, der Raum der Äquivalenzklassen
von glatten Funktionen, die in einer offenen Umgebung von p definiert sind, wobei zwei
solcher Funktionen genau dann äquivalent sind, wenn sie in einer Umgebung von p
übereinstimmen. Mit der üblichen Operationen ist GC∞p (M), wie im randlosen Fall, eine
Algebra. Ein Tangentialvektor an p ist eine Derivation der Algebra GC∞p (M). Also eine
lineare Abbildung X : GC∞p (M)→ R mit

X([f ][g]) = g(p)X([f ]) + f(p)X([g])
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für alle [f ], [g] ∈ GC∞p (M). Der Raum aller Tangentialvektoren an p heißt der Tangenti-
alraum von M an der Stelle p und wird mit TpM bezeichnet. Der Dualraum zum TpM
heißt der Kotangentialraum von M an p und wird mit T ∗pM bezeichnet. Elemente von
T ∗pM heißen Kotangentialvektoren Falls ∂M = ∅ stimmen diese Räume mit dem vorher
definierten Tangential- und Kotangentialraum für Mannigfaltigkeiten überein.

Sei N eine weitere Mannigfaltigkeit mit Rand und sei F : M → N eine glatte Abbil-
dung. Das Differential von F im Punkt p ist die lineare Abbildung

(F∗)p : TpM → TF (p)N X 7→ ([f ] 7→ X(f ◦ F )).

Die duale Abbildung zum (F∗)p heißt das Kodifferential von F am Punkt F (p):

(F ∗)F (p) : T ∗F (p)N → T ∗pM ω 7→ (X 7→ ω((F∗)p(X))) .

Falls ∂M = ∂N = ∅ stimmen diese Abbildungen mit der in Definition 3.2.1 und 3.2.12
eingeführten Abbildungen überein. Der Beweis der folgenden Proposition ist identisch zu
dem von Proposition 3.2.14.

Proposition 3.5.1. Seien M , N und P Mannigfaltigkeiten mit Rand und seien F : M →
N und G : N → P glatte Abbildungen. Sei p ∈M . Dann gelten:

((G ◦ F )∗)p = (G∗)F (p) ◦ (F∗)p

und
((G ◦ F )∗)G(F (p)) = (F ∗)F (p) ◦ (G∗)G(F (p)).

Korollar 3.5.2. Seien M und N Mannigfaltigkeiten mit Rand und sei F : M → N ein
Diffeomorphismus. Dann ist für jedes p ∈M das Differential (F∗)p im Punkt p invertierbar
mit der Inverse (F−1

∗ )F (p).

Tangentialraum an einem inneren Punkt

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p ∈ M◦. Wie wir wissen,
ist M◦ auf natürliche Weise eine Mannigfaltigkeit. Die Einschränkungsabbildung

res : G∞p (M)→ G∞p (M◦) [f : V → R] 7→ [f |M◦∩V ]

ist ein Isomorphismus von Algebren. Daher ist die Abbildung

TpM
◦ → TpM X 7→ ([f ] 7→ X(res([f ])))

ein (kanonischer) Isomorphismus. Damit ist TpM ein n-dimensionaler Vektorraum, den
wir kanonischerweise mit TpM

◦ identifizieren können. Wir bemerken, dass dieser Isomor-
phismus nichts anderes ist als das Differential der Inklusionsabbildung ι : M◦ → M . Wie
im randlosen Fall, können wir Karten für M um p benutzen um eine Basis von TpM
zu definieren: Sei (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Da
p ∈M◦ und M◦ ⊂M offen ist, sind die Kurven

γi : (−ε, ε)→M t 7→ ϕ−1(x0 + tei)

für ein hinreichend kleines ε wohldefiniert und ihr Bild liegt in M◦. Wir definieren ∂
∂xi
|p ∈

TpM durch
∂

∂xi
|p[f ] =

d(f ◦ γi)
dt

|t=0.

Einfache Überlegungen wie im randlosen Fall zeigen, dass { ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn p
} eine Basis von

TpM ist. Die dazu duale Basis bezeichnen wir mit {dx1|p, . . . , dxn|p}.
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Tangentialraum an einem Randpunkt

Wir betrachten zuerst den Tangentialraum an einem Punkt p ∈ ∂Hn.

Proposition 3.5.3. Sei p ∈ ∂Hn. Die lineare Abbildung

TpHn → TpRn X 7→ ([f : V → R] 7→ X([f |Hn∩V ]))

ist ein Isomorphismus. Insbesondere ist TpHn ein n-dimensionaler Vektorraum.

Die Abbildung in Proposition 3.5.3 ist nichts anderes als das Differential der Inklu-
sionsabbildung ι : Hn → Rn. Wir werden entsprechend im Beweis dieser Proposition die
obige Abbildung mit (ι∗)p bezeichnen.

Beweis der Proposition 3.5.3.

� Injektivität: Sei X ∈ TpHn und X 6= 0. Dann existiert eine glatte Funktion f : U →
R, definiert auf einer offenen Umgebung U ⊂ Hn von p, sodass X([f ]) 6= 0. Die

Glattheit von f impliziert weiterhin die Existenz einer Funktion f̃ : V → R, die
auf einer offenen Umgebung V ⊂ Rn von p definiert ist und auf U ∩ V mit f
übereinstimmt. Es gilt

((ι∗)p(X)) ([f̃ ]) = X([f̃ |Hn∩V ]) = X([f̃ |U∩V ]) = X([f ]) 6= 0.

Die Injektivität von (ι∗)p folgt.

� Surjektivität: Sei X̃ ∈ TpRn. Dann existieren ξi ∈ R, sodass X̃ =
∑

i ξ
i ∂
∂ri
|p. Sei

[f : U → R] ∈ GC∞p (Hn). Dann existiert eine Funktion f̃ : V → R, die auf einer
offenen Umgebung V ⊂ Rn von p definiert ist und auf U ∩ V mit f übereinstimmt.
Wir setzen

X([f ]) =
∑
i

ξi
∂

∂ri
|p(f̃) =

∑
i

ξi
∂f̃

∂ri
(p).

Wir bemerken, dass
∑

i ξ
i ∂f̃
∂ri

(p), aufgrund der Stetigkeit von ∂f̃
∂ri

, durch die Ein-

schränkung von ∂f̃
∂ri

auf eine beliebig kleine Umgebung von p in Hn bestimmt werden

kann. X([f ]) ist damit weder von der Wahl der Erweiterung f̃ , noch von der Wahl
eines Repräsentanten f des Keims [f ] abhängig. Wir erhalten eine Abbildung

X : GC∞p (Hn)→ R.

Es ist leicht zu sehen, dass X eine Derivation von G∞p (Hn) ist und dass (ι∗)p(X) =

X̃.

Korollar 3.5.4. Sei M eine n- dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p ∈ ∂M .
Der Tangentialraum TpM ist n-dimensional.

Beweis. Wie im Beispiel 2.4.17, kann man zeigen, dass jede Karte (U,ϕ : U → V ) für M
um p ein Diffeomorphismus ist. Aus Korollar 3.5.2 folgt, dass (ϕ∗)p : TpM → Tϕ(p)Hn ein
Isomorphismus ist. Die Behauptung folgt aus Proposition 3.5.3.

Bemerkung 3.5.5. Mithilfe der Proposition 3.5.3 sieht man, dass die Aussage der Pro-
position 3.2.17 für Mannigfaltigkeiten mit Rand i. Allg. nicht gilt. In der Tat: Für jedes
p ∈ ∂Hn ist das Differential (ι∗) : TpHn → TpRn ein Isomorphismus. Für eine beliebige
offene Umgebung U ⊂ Hn des Punkts p in Hn ist ι(U) nicht offen und ι|U : U → U kein
Diffeomorphismus.
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Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p ∈ ∂M . Jetzt sehen
wir, wie man mithilfe einer Karte um p eine Basis für TpM konstruieren kann. Die Kon-
struktionen sind fast identisch zu denen im randlosen Fall. Sei (U,ϕ) eine Karte um p mit
Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Für 1 ≤ i ≤ n− 1 betrachten wir die Kurven

γi : (−ε, ε)→M t 7→ ϕ−1(x0 + tei)

für hinreichend kleines ε und definieren ∂
∂xi
|p ∈ TpM durch

∂

∂xi
|p[f ] =

d(f ◦ γi)
dt

|t=0.

Weiterhin betrachten wir die Kurve

γn : [0, ε)→M t 7→ ϕ−1(x0 + tei) (∗)

und definieren ∂
∂xn
|p ∈ TpM durch

∂

∂xi
|p[f ] = lim

t→0+

(f ◦ γn)(t)− (f ◦ γn)(0)

t
.

Wir bemerken, dass ∂
∂xi
|p mittels des Isomorphismus

TpM
(ϕ∗)p−−−→ Tϕ(p)Hn → Tϕ(p)Rn,

wobei Tϕ(p)Hn → Tϕ(p)Rn der Isomorphismus aus Proposition 3.5.3 ist, mit ∂
∂ri
|ϕ(p) iden-

tifiziert wird (Aufgabe). Insbesondere ist { ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn
|p} eine Basis von TpM .

Bemerkung 3.5.6. Wie im randlosen Fall, können wir den Tangentialraum einer Man-
nigfaltigkeit mit Rand als die Derivationen definieren, die durch Kurven induziert werden.
Der einzige Unterschied zum randlosen Fall ist, dass wir nun auch C1-Kurven wie γn in
(∗), die auf halboffenen Intervallen definiert sind, betrachten müssen. Im glatten Fall, den
wir jetzt behandeln, stimmt diese Definition mit unserer Definition überein. Im Ck-Fall
für k <∞ müssen wir sogar den Tangentialraum als Raum der durch Kurven induzierten
Derivationen definieren, da der Raum der Derivationen von GCk

p (M) in diesem Fall zu
groß ist.

Sei M weiterhin eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir erhalten, durch
Einschränkung der Karten aus der differenzierbaren Struktur von M auf ∂M , wie im Be-
weis von Proposition 2.3.13, einen Atlas und damit eine differenzierbare Struktur auf ∂M .
Ab jetzt versehen wir ∂M mit dieser differenzierbaren Struktur. Die Inklusionsabbildung
ι : ∂M →M ist dann tautologischerweise glatt.

Proposition 3.5.7. Sei p ∈ ∂M . Die Abbildung

(ι∗)p : Tp∂M → TpM

ist injektiv.

Beweis. Sei (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Dann ist
(U∩∂M,ϕ|U∩∂M) eine Karte für ∂M mit Koordinatenfunktionen {y1 := x1|U∩∂M , . . . , yn−1 :=
xn−1|U∩∂M}. Für 1 ≤ i ≤ n− 1 und hinreichend kleines ε betrachten wir die Kurven

γi : (−ε, ε)→M t 7→ ϕ−1(x0 + tei),
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die sowohl { ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn−1 |p} als auch { ∂
∂y1 |p, . . . , ∂

∂yn−1 |p} definieren. Für [f ] ∈ GC∞p (M)
gilt (

(ι∗)p(
∂

∂yi
|p)
)

([f ]) =
∂

∂yi
|p([f ◦ ι]) =

d((f ◦ ι) ◦ γi)
dt

|t=0 =

d(f ◦ γi)
dt

|t=0 =
∂

∂xi
|p([f ]).

Daraus folgt (ι∗)p(
∂
∂yi
|p) = ∂

∂xi
|p. Eine Basis von Tp∂M wird also auf eine linear un-

abhängige Teilmenge von TpM abgebildet. Die Behauptung folgt.

Mithilfe der Proposition 3.5.7 werden wir im Folgenden häufiger den Tangentialraum
von ∂M an einem Punkt p mit einem Teilraum des Tangentialraums von M am Punkt p
identifizieren.

Definition 3.5.8. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p ∈ ∂M .
Ein Tangentialvektor X ∈ TpM \ Tp∂M heißt ein nach innen zeigender Tangentialvektor,
falls eine C1-Kurve γ : [0, ε) → M existiert, sodass γ(0) = p und γ((0, ε)) ⊂ M◦ gelten
und X der Tangentialvektor

γ̇(0) : GC∞p (M)→ R [f ] 7→ lim
t→0+

(f ◦ γ)(t)− (f ◦ γ)(0)

t

ist. X ∈ TpM \Tp∂M heißt ein nach außen zeigender Tangentialvektor, falls −X ein nach
innen zeigender Tangentialvektor ist.

Bemerkung 3.5.9. Der Tangentialraum an einem Punkt p ∈ ∂M ist also eine disjunkte
Vereinigung der Menge der nach innen zeigenden Tangentialvektoren an p, der Menge der
nach außen zeigenden Tangentialvektoren an p und Tp∂M .

Aufgabe 3.5.10. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p ∈ ∂M .
Sei (U,ϕ) eine Karte für M um p mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Zeigen Sie,
dass ein Tangentialvektor X =

∑
i ξ
i ∂
∂xi
|p ∈ TpM genau dann ein nach innen (außen)

zeigender Tangentialvektor ist, wenn ξn > 0 (ξn < 0). Weiterhin ist X genau dann in
Tp∂M , wenn ξn = 0.

(Ko-)Tangentialbündel und (Ko-)Vektorfelder

Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir definieren wie im randlosen Fall

TM =
⊔
p∈M

TpM T ∗M =
⊔
p∈M

T ∗pM

und die Projektionsabbildungen

πTM : TM →M TpM 3 X 7→ p

und
πT ∗M : T ∗M →M T ∗pM 3 ω 7→ p.

Die Konstruktion der Mannigfaltigkeitsstrukturen auf TM und T ∗M sind fast identisch
zum randlosen Fall. Sei (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}.
Wie wir schon gesehen haben, können wir für jedes p ∈ U , mithilfe der Basis { ∂

∂x1 |p, . . . , ∂
∂xn
|p},

den Tangentialraum TpM mit Rn identifizieren. Explizit:

TpM → Rn X 7→ (dx1|p(X), . . . , dxn|p(X)).
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Die inverse Abbildung ist gegeben durch

Rn → TpM (ξ1, . . . , ξn) 7→
∑
i

ξi
∂

∂xi
|p.

Wir benutzen diesen Isomorphismus für jedes p ∈ U , um eine Bijektion zwischen π−1
TM(U)

und Rn × ϕ(U) ⊂ H2n zu konstruieren:

ϕ̃ : π−1
TM(U)→ Rn × ϕ(U) TpM 3 X 7→ (dx1|p(X), . . . , dxn|p(X), ϕ(p)).

Die Familie
BTM := {ϕ̃−1(V )|(U,ϕ) ∈ F , V ⊂ Rn × ϕ(U) ist offen}

ist eine Basis einer zweitabzählbaren Hausdorfftopologie. Die Familie

F̃0 = {(π−1
TM(U), ϕ̃)|(U,ϕ) ∈ F}

ist ein Atlas und induziert eine differenzierbare Struktur auf TM . Versehen mit dieser
Topologie und differenzierbarer Struktur heißt TM das Tangentialbündel von M .

Für jede Karte (U,ϕ) mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn} und jedes p ∈ U erhal-
ten wir einen Isomorphismus

T ∗pM → Rn ω 7→ (ω(
∂

∂x1
|p), . . . , ω(

∂

∂xn
|p)),

den wir benutzen können, um die Bijektion

ϕ̃ : π−1
T ∗M(U)→ Rn × ϕ(U) T ∗pM 3 ω 7→ (ϕ(p), ω(

∂

∂x1
|p), . . . , ω(

∂

∂xn
|p))

zu definieren. Mithilfe solcher Bijektionen können wir wie oben eine Mannigfaltigkeitss-
truktur auf T ∗M definieren. Versehen mit dieser differenzierbaren Struktur heißt T ∗M
das Kotangentialbündel von M .

Glatte Abbildungen X : M → TM bzw. ω : M → T ∗M , mit der Eigenschaft πTM◦X =
idM bzw. πT ∗M◦ω = idM , heißen Vektorfelder bzw. 1-Formen. Der Raum aller Vektorfelder
bzw. 1-Formen auf M wird mit X(M) bzw. Ω1(M) bezeichnet und hat eine natürliche
C∞(M)-Modul-Struktur. Weiterhin definieren wir den Kommutator zweier Vektorfelder
auf M genau wie im randlosen Fall.
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Kapitel 4

Immersionen und
Untermannigfaltigkeiten

Das Differential einer differenzierbaren Abbildung kann als die beste lineare Approxi-
mation der Abbildung interpretiert werden. In diesem Kapitel werden wir uns u. a. mit
der Frage beschäftigen, welche Informationen sich über eine Abbildung vom Differential
ablesen lassen. Wir werden uns hauptsächlich für differenzierbare Abbildungen interes-
sieren, deren Differential an allen Stellen injektiv ist. Das wird uns zum Konzept von
Untermannigfaltigkeiten führen. Weiterhin werden wir versuchen, die folgende Frage zu
beantworten: Wann besitzt eine Teilmenge einer Mannigfaltigkeit auf natürliche Weise
eine differenzierbare Struktur? Mithilfe unserer Antwort erhalten wir sehr viele Beispiele
neuer Mannigfaltigkeiten. Zum Beispiel werden wir sehen, dass viele Flächen in R3, denen
Sie schon begegnet haben, auf natürliche Weise Mannigfaltigkeiten sind. Damit können
wir die bisher entwickelte Theorie und die in den späteren Kapiteln folgenden Erkenntnisse
auf diese Räume anwenden.

4.1 Die Injektivität und Surjektivität des Differen-

tials

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte Abbildung. In Proposi-
tion 3.2.17 haben wir gesehen, dass, falls das Differential von F in einem Punkt p ∈M ein
Isomorphismus ist, dann ist die Einschränkung von F auf eine geeignete offene Umgebung
von p ein Diffeomorphismus auf das Bild dieser Einschränkung. Wir betrachten nun eine
Folgerung dieser Aussage.

Proposition 4.1.1. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei F : M → N eine glatte
Abbildung. Sei p ∈ M so, dass (F∗)p : TpM → TF (p)N ein Isomorphismus ist. Sei (V, ψ)
eine Karte um F (p) mit Koordinatenfunktionen {y1, . . . , yn}. Dann existiert eine Karte
(U,ϕ) für M um p mit Koordinatenfunktionen

{x1 := y1 ◦ F, . . . , xn := yn ◦ F}.

Beweis.

� Erster Beweis : Das Kodifferential F ∗F (p) von F an der Stelle F (p) ist ein Isomorphis-

mus, da (F∗)p ein Isomorphismus ist. Andererseits gilt für 1 ≤ i ≤ n, dass

dxi(p) = dyi ◦ F (p) = F ∗F (p)

(
dyi(F (p))

)
.
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Die Basis {dy1(F (p)), . . . , dyn(F (p))} wird also unter dem Isomorphismus F ∗F (p) auf

{dx1(p), . . . , dxn(p)} abgebildet. Damit ist {dx1(p), . . . , dxn(p)} eine Basis von T ∗pM
und die Funktionen x1, . . . , xn sind, nach Proposition 3.2.21, die Koordinatenfunk-
tionen einer Karte (U,ϕ) (mit U ⊂ F−1(V )).

� Zweiter Beweis : Sei W eine offene Umgebung von p, sodass F |W : W → F (W ) ein
Diffeomorphismus ist. Die Abbildung

ϕ := ψ ◦ F : W ∩ ψ(F−1(V ))→ F (W ) ∩ V ) ⊂ Rn

ist eine Verkettung von Diffeomorphismen und damit ein Diffeomorphismus. Wir
setzen U := W ∩ ψ(F−1(V ). Das Tupel (U,ϕ) ist eine Karte (siehe Beispiel 2.4.17)
mit Koordinatenfunktionen {x1 := y1 ◦ F, . . . , xn := yn ◦ F}.

Korollar 4.1.2. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei F : M → N eine glatte Abbil-
dung. Sei p ∈ M so, dass (F∗)p : TpM → TF (p)N ein Isomorphismus ist. Dann existieren
Karten (U,ϕ) und (V, ψ) um p und F (p), sodass

Fϕ,ψ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ F−1(V ))→ ψ(V ∩ F (U))

die Identitätsabbildung ist.

Beweis. Sei (V, ψ) eine Karte um F (p) mit Koordinatenfunktionen {y1, . . . , yn}. Sei (U,ϕ)
eine Karte um p mit Koordinatenfunktionen {x1 := y1 ◦ F, . . . , xn := yn ◦ F}. Für p ∈ U
bildet die Abbildung Fϕ,ψ bildet den Punkt

ϕ(p) = (y1 ◦ F (p), . . . , yn ◦ F (p))

auf
ψ(F (p)) = (y1 ◦ F (p), . . . , yn ◦ F (p)).

Die Behauptung folgt.

Proposition 4.1.3. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Sei F : M → N eine glatte Abbildung. Sei p ∈ M so, dass (F∗)p : TpM → TF (p)N
surjektiv ist. Sei (V, ψ) eine Karte um F (p) mit Koordinatenfunktionen {y1, . . . , yn}. Dann
existieren glatte Funktionen z1, . . . , zm−n, die in einer offenen Umgebung von p definiert
sind, sodass y1 ◦F, . . . , yn ◦F, z1, . . . , zm−n die Koordinatenfunktionen einer Karte (U,ϕ)
um p sind.

Lemma 4.1.4. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei p ∈M . Sei {y1, . . . , yk}
eine unabhängige Familie in p (insbesondere gilt k ≤ n). Dann existieren glatte Funktionen
z1, . . . , zn−k, die in einer offenen Umgebung von p definiert sind, sodass y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k

die Koordinatenfunktionen einer Karte um p sind.

Beweis. Die Familie {(dy1)p, . . . , (dy
k)p} ⊂ T ∗pM ist linear unabhängig. Sei (U,ϕ) eine

Karte um p mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Die Familie

{(dy1)p, . . . , (dy
k)p, (dx

1)p, . . . , (dx
n)p}

erzeugt T ∗pM . Wähle xi1 =: z1, . . . , xin−k =: zn−k, sodass

{(dy1)p, . . . , (dy
k)p, (dz

1)p, . . . , (dz
n−k)p}

eine Basis von T ∗pM ist. Nach Proposition 3.2.21, existiert eine Karte um p mit Koordi-
natenfunktionen {y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k}.
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Beweis von Proposition 4.1.3. Es genügt zu zeigen, dass y1◦F, . . . , yn◦F eine unabhängige
Familie in p ist. Dann folgt die Behauptung aus Lemma 4.1.4. Wir setzen

x1 := y1 ◦ F, . . . , xn := yn ◦ F.

Da (F∗)p surjektiv ist, ist die duale Abbildung (F ∗)F (p) injektiv. Andererseits berechnen
wir wie im Beweis von Proposition 4.1.1

dxi(p) = dyi ◦ F (p) = F ∗F (p)

(
dyi(F (p))

)
.

Die Basis {dy1(F (p)), . . . , dyn(F (p))} wird also unter der injektiven Abbildung F ∗F (p) auf

{dx1(p), . . . , dxn(p)} abgebildet. Das zeigt, dass die Familie {x1, . . . , xn} in p unabhängig
ist und wir Funktionen z1, . . . , zm−n finden können, sodass x1, . . . , xn, z1, . . . , zm−n die
Koordinatenfunktionen einer Karte (U,ϕ) um p sind (mit U ⊂ F−1(V )).

Korollar 4.1.5. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Sei F : M → N eine glatte Abbildung. Sei p ∈M so, dass (F∗)p : TpM → TF (p)N surjektiv
ist. Dann existieren Karten (U,ϕ) und (V, ψ) um p und F (p), sodass

Fϕ,ψ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ F−1(V ))→ ψ(V ∩ F (U))

durch
(x1, . . . , xm) 7→ (x1, . . . , xn)

gegeben ist.

Beweis. Sei (V, ψ) eine Karte um F (p) mit Koordinatenfunktionen {y1, . . . , yn}. Sei (U,ϕ)
eine Karte um p mit Koordinatenfunktionen {x1 := y1 ◦F, . . . , xn := yn ◦F, z1, . . . , zm−n}.
Für p ∈ U gilt

ϕ(p) = (y1 ◦ F (p), . . . , yn ◦ F (p), z1(p), . . . zm−n(p)).

Weiterhin gilt
ψ(F (p)) = (y1 ◦ F (p), . . . , yn ◦ F (p)).

Die Behauptung folgt.

Proposition 4.1.6. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Sei F : M → N eine glatte Abbildung. Sei p ∈ M so, dass (F∗)p : TpM → TF (p)N
injektiv ist. Sei (V, ψ) eine Karte um F (p) mit Koordinatenfunktionen {y1, . . . , yn}. Dann
existieren i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n}, sodass

yi1 ◦ F, . . . , yim ◦ F

die Koordinatenfunktionen einer Karte (U,ϕ) um p sind.

Beweis. Da (F∗)p injektiv ist, ist die duale Abbildung (F ∗)F (p) surjektiv. Andererseits gilt

dyi ◦ F (p) = F ∗F (p)

(
dyi(F (p))

)
.

Daraus folgt, dass die Familie

{dy1 ◦ F (p), . . . , dyn ◦ F (p)}
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den Raum T ∗pM erzeugt. Daher gibt es i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n}, sodass

{dyi1 ◦ F (p), . . . , dyim ◦ F (p)}

eine Basis von T ∗pM ist. Die Familie

{yi1 ◦ F (p), . . . , yim ◦ F (p)}

ist damit unabhängig in p. Daraus folgt die Existenz einer Karte (U,ϕ) um p mit Koor-
dinatenfunktionen {yi1 ◦ F (p), . . . , yim ◦ F (p)} (mit U ⊂ F−1(V )).

Bemerkung 4.1.7. Die folgende Umformulierung der Aussage von Proposition 4.1.6 wird
später nützlich: Seien M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Sei F : M → N eine glatte Abbildung. Sei p ∈ M so, dass (F∗)p : TpM → TF (p)N
injektiv ist. Sei (V, ψ) eine Karte um F (p). Dann existiert eine Projektionsabbildung
π : Rn → Rm, die durch das Ignorieren mancher Komponenten entsteht, sodass π ◦ ψ ◦ F
eine Koordinatenabbildung auf einer offenen Umgebung von p ist.

Das analoge Korollar zu Korollar 4.1.2 und Korollar 4.1.5, das sich aus Proposition
4.1.6 herleiten lässt, ist nicht sehr hilfreich. Eine präzisere Aussage zur Koordinatendar-
stellungen von Abbildungen, deren Differential an einem Punkt injektiv ist, werden wir
später diskutieren. Proposition 4.1.6 hat jedoch die folgende interessante Folgerung:

Korollar 4.1.8. Seien M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Sei F : M → N eine glatte Abbildung. Sei p ∈ M so, dass (F∗)p : TpM → TF (p)N
injektiv ist. Dann existiert eine offene Umgebung U von p, sodass F |U : U → N injektiv
ist.

Beweis. Seien (U,ϕ) und (V, ψ) wie in Proposition 4.1.6. Seien q1, q2 ∈ U so, dass F (q1) =
F (q2). Es gilt ψ(F (q1)) = ψ(F (q2)) und damit

(y1 ◦ F (q1), . . . , yn ◦ F (q1)) = (y1 ◦ F (q2), . . . , yn ◦ F (q2)).

Daraus folgt, dass

ϕ(q1) = (yi1 ◦ F (q1), . . . , yim ◦ F (q1)) = (yi1 ◦ F (q2), . . . , yim ◦ F (q2)) = ϕ(q2).

Da ϕ bijketiv ist, folgt q1 = q2.

4.2 Submersionen, Immersionen und Einbettungen

Definition 4.2.1. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Eine glatte Abbildung F : M → N
heißt eine Submersion, falls (F∗)p für alle p ∈M surjektiv ist.

Beispiel 4.2.2. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Die Projektionsabbildungen πM : : M×N →M und πN : M×N → N sind Submersionen:
In der Tat: Sei (p, q) ∈ M × N und seien (U,ϕ) und (V, ψ) Karten um p bzw. q. Die
Abbildung ϕ ◦ πM ◦ (ϕ× ψ) ist gegeben durch

Rm × Rn 3 (x, y) 7→ x ∈ Rm.

Die darstellende Matrix von ((πM)∗)(p,q) bezüglich der Karten (U,ϕ) und (U × V, ϕ× ψ)
ist also die Blockmatrix (

idm 0m×n
)
,

wobei idm und 0m×n die m×m-Identitätsmatrix bzw. die m× n-Nullmatrix bezeichnen.
Das zeigt, dass ((πM)∗)(p,q) surjektiv ist.
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Wir werden Submersionen in dieser Veranstaltung nicht systematisch untersuchen.

Definition 4.2.3. Seien M und N Mannigfaltigkeiten oder Mannigfaltigkeiten mit Rand.
Sei F : M → N eine glatte Abbildung

� F heißt eine Immersion, falls (F∗)p für alle p ∈M injektiv ist.

� F heißt eine Einbettung, falls F gleichzeitig eine injektive Immersion und eine topo-
logische Einbettung ist.

Bemerkung 4.2.4. Zur Erinnerung (siehe Definition 1.1.21): Eine stetige injektive Ab-
bildung F : Y → X zwischen topologischen Räumen Y und X ist eine topologische Ein-
bettung, falls die Abbildung

Y → F (Y ) y 7→ F (y)

ein Homöomorphismus ist, wobei F (Y ) mit der Teilraumtopologie versehen wird.

Aufgabe 4.2.5. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte
Abbildung. Sei p ∈M so, dass (F∗)p injektiv bzw. surjektiv ist. Dann existiert eine offene
Umgebung U von p, sodass F |U eine Immersion bzw. Submersion ist.

Beispiel 4.2.6. Die glatte Abbildung

F : R→ R2 x 7→ (cosx, sinx)

ist eine Immersion: Die darstellende Matrix von (F∗)x bezüglich der durch Standardko-

ordinaten induzierten Basen für TxR und TF (x)R2 ist die Matrix
(
− sinx cosx

)t
, die an

keiner Stelle verschwindet. Dieses Beispiel zeigt, dass obwohl Immersionen nach Korollar
4.1.8

”
lokal injektiv“ sind, sie i. Allg. nicht (global) injektiv sind.

Beispiel 4.2.7. Die glatte Abbildung

G : R→ R2 x 7→ (x, 0)

ist eine Einbettung. Die darstellende Matrix von (G∗)x in Standardkoordinaten ist die

Matrix
(
1 0

)t
und G ist eine topologische Einbettung (siehe Beispiel 1.1.17).

Beispiel 4.2.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit oder eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei
U ⊂ M offen. Die Inklusionsabbildung ι : U → M ist eine Einbettung: (ι∗)p ist an jeder
Stelle ein Isomorphismus (insbesondere injektiv) und die Topologie auf U ist die Teil-
raumtopologie.

Beispiel 4.2.9. Die Inklusionsabbildung ι : Sn → Rn+1 ist eine Einbettung: ι ist eine
topologische Einbettung, da Sn mit der Teilraumtopologie versehen ist. Weiterhin kann
man z. B. mittels Karten von Sn und der Identitätskarte auf Rn+1 die Injektivität von (ι∗)p
für alle p ∈ Sn überprüfen. Wir geben einen anderen Beweis für die Aussage, dass ι eine
Immersion ist: Seien I : Rn+1 \ {0} → Sn und ι′ : Sn → Rn+1 \ {0} Inklusionsabbildungen.
ι ist die Verkettung

Sn
ι′−→ Rn+1 \ {0} I−→ Rn+1.

Damit ist für jedes p ∈ Sn das Differential (ι∗)p die Verkettung

TpS
n (ι′∗)p−−→ Tp(Rn+1 \ {0}) (I∗)p−−−→ TpRn+1.
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Da (I∗)p ein Isomorphismus ist, ist die Injektivität von (ι∗)p äquivalent zur Injektivität
von (ι′∗). Wir zeigen nun, dass (ι′∗) für jedes p ∈ Sn injektiv ist. Betrachte die glatte
Abbildung

F : Rn+1 \ {0} → Sn x 7→ x

||x||
.

Es gilt F ◦ ι′ = idSn . Daraus folgt, (F∗)p ◦ (ι′∗)p = idTpSn . Die Abbildung (ι′∗)p hat also eine
Linksinverse und ist damit injektiv.

Beispiel 4.2.10. Die Abbildung

F : R2 → R3 (x, y) 7→ ((2 + cos(x)) cos(y), (2 + cos(x)) sin(y), sin(2y))

ist eine injektive Immersion. Betrachte die Abbildung

π : R2 → S1 × S1 (x, y) 7→ ((cosx, sinx), (cos y, sin y)).

Dann existiert genau eine Abbildung F̃ : S1 × S1 mit F = F̃ ◦ π. Man kann zeigen, dass
F̃ eine Einbettung ist (Aufgabe).

Beispiel 4.2.11. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir haben gesehen, dass ∂M auf
natürliche Weise eine Mannigfaltigkeit ist. Die Inklusionsabbildung ι : ∂M → M ist eine
Einbettung: In Proposition 3.5.7 haben wir schon gesehen, dass sie eine Immersion ist. Da
∂M mit der Teilraumtopologie versehen wird, ist ι tautologischerweise eine topologische
Einbettung.

Nicht jede injektive Immersion ist eine Einbettung:

Beispiel 4.2.12. Die glatte Abbildung

H : (−π, π)→ R2 x 7→ (sin(x), sin(2x))

ist eine injektive Immersion: In Standardkoordinaten ist
(
cosx 2 cos 2x

)t
die darstellende

Matrix von (H∗)x und die Gleichungen cosx = 0 und cos 2x = 0 können nicht gleichzeitig
gelten. H ist jedoch keine topologische Einbettung (siehe Aufgabe 1.1.23). Ganz analog
zeigt man, dass

F : (−π, π)→ R2 x 7→ (sin(−x), sin(2x))

eine injektive Immersion, aber keine Einbettung ist.

Die folgende Proposition gibt einfache Kriterien, um zu überprüfen, ob eine injektive
Immersion eine Einbettung ist.

Proposition 4.2.13. Seien X und Y lokal kompakte Hausdorffräume. Sei F : X → Y
eine stetige injektive Abbildung. Die Abbildung F ist eine topologische Einbettung, falls
sie eine der folgenden Bedingungen erfüllt:

1. F ist offen.

2. F ist abgeschlossen.

3. X ist kompakt.

4. F ist eine eigentliche Abbildung; d. h. Urbilder kompakter Mengen sind kompakt.

Beweis. Aufgabe.
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Beispiel 4.2.14. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei 1 ≤ k ≤ n. Sei
(U,ϕ) eine Karte auf M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Seien ck+1, . . . , cn ∈ R.
Die Teilmenge

S := {p ∈ U |xk+1(p) = ck+1, . . . , xn(p) = cn}

heißt ein k-Slice oder k-Schnitt der Karte (U,ϕ). Wir versehen S mit der Teilraumtopo-
logie und die differenzierbarer Struktur, die durch die globale Karte mit den Koordina-
tenfunktionen x1, . . . , xk induziert wird. Die Menge S wird so zu einer k-dimensionalen
Mannigfaltigkeit und die Inklusionsabbildung von S in M wird zu einer Einbettung.

Die folgende Proposition ist u. a. bei der Überprüfung der Glattheit von Abbildungen
sehr hilfreich.

Proposition 4.2.15. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei ι : M → N eine injek-
tive Immersion. Sei L eine weitere Mannigfaltigkeit und F : L→M eine Abbildung. Wir
setzen F̃ := ι ◦ F .

L N

M
F

F̃

ι

1. F ist genau dann glatt, wenn F stetig und F̃ glatt ist.

2. F ist stetig, falls F̃ stetig und ι eine Einbettung ist.

Beweis.

1. Wir setzen m := dimM und n := dimN . Sei F glatt. Dann ist F insbesondere
stetig und F̃ als eine Verkettung von glatten Funktionen glatt. Sei nun umgekehrt
F stetig und F̃ glatt. Wir zeigen, dass für jedes p ∈ L eine offene Umgebung U
von p existiert, sodass F |U glatt ist. Dafür zeigen wir, dass für jedes p ∈ L eine
Karte (V, ϕ) um F (p) existiert, sodass ϕ ◦ F : F−1(V )→ ϕ(V ) glatt ist. Da ϕ eine
Karte und damit ein Diffeomorphismus ist, folgt daraus, dass F |F−1(V ) glatt ist.
Wir bemerken, dass wir hier die Stetigkeit von F benötigen, um die Offenheit von
F−1(V ) zu gewährleisten. Sei (W,ψ) eine Karte um ι(F (p)). Dann existiert nach
Bemerkung 4.1.7 eine Projektionsabbildung π : Rn → Rm, sodass ϕ := π ◦ ψ ◦ ι,
eingeschränkt auf eine offene Umgebung V von F (p), eine Koordinatenabbildung
ist; d. h. (V, ϕ) ist eine Karte um F (p). Es gilt

(ϕ ◦ F )|F−1(V ) = (π ◦ ψ ◦ ι ◦ F )|F−1(V ) = (π ◦ ψ ◦ F̃ )|F−1(V ).

Aus der Glattheit von F̃ folgt die Glattheit von (ϕ ◦ F )|F−1(V ). Die Behauptung
folgt.

2. Der Beweis ist ähnlich zum Beweis von Teil 3 von Proposition 1.1.20.

Im folgenden Beispiel betrachten wir eine Anwendung von Proposition 4.2.15.

Beispiel 4.2.16. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei F : M → Sn eine Abbildung.
Sei ι : Sn → Rn+1 die Inklusionsabbildung. Wir haben gesehen, dass ι eine Einbettung
ist. Um direkt zu überprüfen, ob F eine glatte Abbildung ist, müssen wir zuerst einen
Atlas für M und für Sn konstruieren und die Darstellung von F in Karten für M und
Sn, die in den Atlanten enthalten sind, betrachten. Die Proposition 4.2.15 gibt uns die
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folgende Alternative: Um die Glattheit von F zu überprüfen, reicht es die Glattheit von
ι◦F : M → Rn+1 zu überprüfen. Das ist i. Allg. einfacher, da man mit der Identitätskarte
auf Rn+1 arbeiten kann.

M Rn+1

Sn
F

ι◦F

ι

Zunächst untersuchen wir das lokale Verhalten von Immersionen. Die folgende Propo-
sition besagt, dass Immersionen lokal Einbettungen sind.

Proposition 4.2.17. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei F : M → N eine Immer-
sion. Für jedes p ∈M existiert eine offene Umgebung U von p, sodass F |U : U → N eine
Einbettung ist.

Beweis. Da (F∗)p injektiv ist, existiert laut Korollar 4.1.8 eine offene Umgebung V von
p, sodass F |V injektiv ist. Sei U eine offene Umgebung mit U ⊂ V und U kompakt. Nach
Proposition 4.2.13 ist F |U eine topologische Einbettung. Jede Einschränkung einer topo-
logischen Einbettung ist wieder eine topologische Einbettung. Damit ist die Abbildung
F |U eine topologische Einbettung. Da sie zusätzlich eine injektive Immersion ist, ist sie
eine Einbettung.

Die folgende Proposition gibt uns eine Beschreibung des Bilds einer Einschränkung
einer Immersion auf geeignete offene Teilmengen. Mit deren Hilfe können wir analog zu
Korollar 4.1.2 und Korollar 4.1.5 Karten konstruieren, bezüglich der Immersionen eine
einfache Gestalt haben.

Proposition 4.2.18. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Sei F : M → N eine Immersion. Sei p ∈M . Dann existiert eine offene Umgebung
U von p und eine kubische, um F (p) zentrierte Karte (V, ψ), sodass F |U injektiv ist und
F (U) ein m-Slice der Karte (V, ψ) ist.

Beweis. Sei (W, τ) eine zentrierte Karte um F (p) mit Koordinatenfunktionen {z1, . . . , zn}.
Nach Proposition 4.1.6 sind m Elemente von {z1 ◦ F, . . . , zn ◦ F} die Koordinatenfunk-

tionen einer um p zentrierten Karte (W̃ , τ̃). Wir können o. B. d. A. annehmen, dass {z1 ◦
F, . . . , zm ◦ F} die Koordinatenfunktionen von (W̃ , τ̃) sind (sonst können wir die Funk-
tionen {z1, . . . , zn} umnummerieren). Sei π : Rn → Rm die Projektion auf die ersten n
Komponenten. Dann gilt τ̃ = π ◦ τ ◦ F . Für 1 ≤ i ≤ n definieren wir Funktionen yi auf
(π ◦ τ)−1(τ̃(W̃ )) durch

yi =

{
zi falls 1 ≤ i ≤ m

zi − zi ◦ F ◦ τ̃−1 ◦ π ◦ τ falls m+ 1 ≤ i ≤ n
.

Wir bemerken, dass für q ∈ W̃ und m+ 1 ≤ i ≤ n

yi(F (q)) = zi(F (q))− zi ◦ F ◦ τ̃−1 ◦ π ◦ τ(F (q)) =

zi(F (q))− zi ◦ F ◦ τ̃−1 ◦ π ◦ τ ◦ F (q) = zi(F (q))− zi(F (q)) = 0.

Für m + 1 ≤ i ≤ n verschwindet also yi auf F (W̃ ). Wir behaupten, dass die Familie
{y1, . . . , yn} die Koordinatenfunktionen einer Karte um F (p) sind. Um diese Behauptung
zu beweisen, zeigen wir, dass {y1, . . . , yn} eine in F (p) unabhängige Familie ist. Für 1 ≤
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i ≤ m gilt dyi(F (p)) = dzi(F (p)). Für m + 1 ≤ i ≤ n bezeichnen wir die Funktion
zi ◦ F ◦ τ̃−1 ◦ π ◦ τ mit wi. Für geeignete Zahlen ξij ist

dwi(F (p)) =
n∑
j=1

ξijdz
j|F (p)

und damit gilt für m+ 1 ≤ i ≤ n, dass

dyi(F (p)) = dzi|F (p) − dwi(F (p)) = dzi|F (p) −
n∑
j=1

ξijdz
j|F (p).

Für m+ 1 ≤ j ≤ n gilt

ξij = dwi(
∂

∂zj
|F (p)) =

∂

∂zj
|F (p)(w

i) = 0

(warum?). Damit gilt für m+ 1 ≤ j ≤ n

dyi(F (p)) = dzi|F (p) −
m∑
j=1

ξijdz
j|F (p).

Daraus folgt, dass die Familie {y1, . . . , yn} in F (p) unabhängig ist. Also existiert eine

kubische, um F (p) zentrierte Karte (V, ψ) mit V ⊂ (π ◦ τ)−1(τ̃(W̃ )) und mit Koordina-

tenfunktionen {y1, . . . , yn}. Wir setzen U := W̃ ∩ F−1(V ). Die Menge F (U) ist dann der
k-Slice von (V, ψ) gegeben durch

{q ∈ V |yi(q) = 0 für m+ 1 ≤ i ≤ n}.

Die darstellende Abbildung von F bezüglich der Karten (U, τ̃ |U) und (V, ψ) ist gegeben
durch

(ξ1, . . . , ξm) 7→ (ξ1, . . . , ξm, 0, . . . , 0).

Dies impliziert, dass F |U injektiv ist.

Aus dem Beweis von Proposition 4.2.18 erhalten wir das folgende

Korollar 4.2.19. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Sei F : M → N eine Immersion. Sei p ∈M . Dann existieren Karten (U,ϕ) um p und
(V, ψ) um F (p), sodass F (U) ⊂ V und

Fϕ,ψ : ϕ(U)→ ψ(V )

durch
(ξ1, . . . , ξm) 7→ (ξ1, . . . , ξm, 0, . . . , 0)

gegeben ist.

Die folgende globale Aussage über Immersionen ist interessant und hilfreich.

Proposition 4.2.20. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Eine glatte bijektive Immersion
F : M → N ist automatisch ein Diffeomorphismus.

Ein Beweis von Proposition 4.2.20 ist in der folgenden Aufgabe enthalten.

Aufgabe 4.2.21.
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(i) Sei F : Rn → Rn eine C1-Abbildung. Zeigen Sie, dass F Nullmengen auf Nullmengen
abbildet und folgern Sie daraus, dass, für m < n, das Bild jeder C1-Abbildung
G : Rm → Rn eine Nullmenge ist.

(Hinweis: Erinnern Sie sich, dass F eingeschränkt auf kompakte Teilmengen eine
Lipschitz-Funktion ist und dass eine Teilmenge N ⊂ Rn genau dann eine Nullmenge
ist, wenn für jedes ε > 0 abzählbar viele Bälle {Bri(pi)} existieren, sodass N ⊂⋃
i∈NBri(pi) und

∑
i λ(Bri(pi)) < ε.).

(ii) Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei n > m. Sei F : M → Rn eine
C1-Abbildung. Zeigen Sie, dass das Bild von F eine Nullmenge ist.

(Hinweis: M ist zweitabzählbar).

(iii) Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei F : M → N eine glatte bijektive Immersion.
Zeigen Sie, dass F ein Diffeomorphismus ist.
(Hinweis: Sie können Teil (i) und (ii) benutzen. Wir setzen n := dimN . Konstruieren
Sie mithilfe von F eine glatte surjektive Abbildung zwischen einer offenen Teilmenge
von M und Rn.)

4.3 Untermannigfaltigkeiten

Wir untersuchen nun Teilmengen von Mannigfaltigkeiten, die selbst eine (nicht zu seltsa-
me) Mannigfaltigkeitsstruktur besitzen.

Definition 4.3.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit oder eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei
S ⊂M und ι : S →M die Inklusionsabbildung.

� S versehen mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur, sodass ι eine Immersion ist, heißt
eine Untermannigfaltigkeit von M .

� S versehen mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur, sodass ι eine Einbettung ist, heißt
eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M .

Falls S eine Untermannigfaltigkeit oder eingebettete Untermannigfaltigkeit von M ist,
heißt dimM − dimS die Kodimension von S in M .

Bemerkung 4.3.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit und S ⊂ M eine eingebettete Unter-
mannigfaltigkeit. Dann ist die Topologie auf S notwendigerweise die Teilraumtopologie.

Beispiel 4.3.3. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine injektive
Immersion. Dann ist F eine Bijektion zwischen M und F (M) und wir können die To-
pologie und differenzierbare Struktur von M auf F (M) transportieren. Die Abbildung
F : M → F (M) wird dann tautologischerweise zu einem Diffeomorphismus. Die Inklu-
sionsabbildung ι : F (M) → N ist in diesem Fall eine Immersion. Damit ist F (M) eine
Untermannigfaltigkeit von N . Falls F eine Einbettung ist, wird F (M) auf diese Weise
zu einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit. Wir fassen zusammen: Das Bild einer in-
jektiven Immersion bzw. Einbettung ist auf natürliche Weise eine Untermannigfaltigkeit
bzw. eine eingebettete Untermannigfaltigkeit. Mithilfe der obigen Beispiele von injektiven
Immersionen und Einbettungen erhalten wir Beispiele von Untermannigfaltigkeiten und
eingebettete Untermannigfaltigkeiten.

Beispiel 4.3.4. Der Rand einer Mannigfaltigkeit mit Rand M , versehen mit seiner ka-
nonischen Mannigfaltigkeitsstruktur, ist eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M .
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Aufgabe 4.3.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit.

(i) Zeigen Sie, dass die eingebetteten Untermannigfaltigkeiten von M mit Kodimension
0 genau die offenen Teilmengen von M , versehen mit ihrer kanonischen Mannigfal-
tigkeitsstruktur, sind.

(ii) Zeigen Sie, dass Untermannigfaltigkeiten von M mit Kodimension 0 eingebettete
Untermannigfaltigkeiten sind.

Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei S ⊂M . Die folgenden Fragen sind natürlich:

� Kann die Menge S mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen werden, sodass sie
eine Untermannigfaltigkeit von M ist? Falls ja, wie viele solcher Mannigfaltigkeitss-
trukturen gibt es?

� Sei S mit der Teilraumtopologie versehen. Kann der topologische Raum S mit einer
differenzierbaren Struktur versehen werden, sodass er eine eingebettete Unterman-
nigfaltigkeit von M ist? Falls ja, wie viele solcher differenzierbaren Strukturen gibt
es?

Wir diskutieren zuerst den Eindeutigkeitsaspekt der obigen Problematik.

Proposition 4.3.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei S eine Teilmenge von M . Wir
versehen S mit einer Topologie. Dann existiert höchstens eine differenzierbare Struktur
auf S, sodass S versehen mit dieser differenzierbaren Struktur eine Untermannigfaltigkeit
von M ist.

Beweis. Seien F1 und F2 differenzierbare Strukturen auf S, sodass (S,F1) und (S,F2)
Untermannigfaltigkeiten von M sind. Wir bezeichnen die Mannigfaltigkeiten (S,F1) und
(S,F2) einfachheitshalber mit S1 bzw. S2. Wir zeigen, dass die Identitätsabbildung id : S1 →
S2 ein Diffeomorphismus ist. Seien ι1 : S1 → M und ι2 : S2 → M die Inklusionsabbildun-
gen (sie stimmen überein). Betrachte das kommutative Diagramm

S1 M

S2

id

ι1

ι2 .

Da die Topologien auf S1 und S2 übereinstimmen, ist die Abbildung id ein Homöomorphis-
mus und insbesondere stetig. Da ι2 : S2 →M eine injektive Immersion ist, ist id : S1 → S2

nach Proposition 4.2.15 glatt. Analog zeigt man, dass die Identitätsabbildung id : S2 → S1

glatt ist. Die Behauptung folgt.

Proposition 4.3.7. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei S eine Teilmenge von M . Wir
versehen S mit der Teilraumtopologie. Falls eine differenzierbare Struktur auf S existiert,
sodass (S,F) eine Untermannigfaltigkeit von M ist, dann ist S versehen mit einer belie-
bigen anderen Mannigfaltigkeitsstruktur keine Untermannigfaltigkeit von M .

Bemerkung 4.3.8. (S,F) wie in Proposition 4.3.7 ist eine eingebettete Untermannig-
faltigkeit von M , da S mit der Teilraumtopologie versehen ist.
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Beweis von Proposition 4.3.7. Wir versehen S mit einer beliebigen Mannigfaltigkeitss-
truktur und bezeichnen die resultierende Mannigfaltigkeit mit S̃. Die Mannigfaltigkeit
(S,F) wie in der Voraussetzung bezeichnen wir mit S. Die Inklusionsabbildungen von

S und S̃ in M werden im Folgenden mit ι und ι̃ bezeichnet. Sei id : S̃ → S die Iden-
titätsabbildung. Betrachte das kommutative Diagramm

S̃ M

S
id

ι̃

ι .

Wir nehmen jetzt an, dass S̃ eine Untermannigfaltigkeit von M ist. Da ι eine Einbettung
ist, ist id : S̃ → S nach Proposition 4.2.15 stetig. Dann ist ι̃ glatt und Proposition 4.2.15
impliziert die Glattheit von id. Da ι̃ in diesem Fall eine Immersion ist und ι̃∗ = ι∗ ◦
id∗ gilt, ist id auch eine Immersion. Also ist die Identitätsabbildung id : S̃ → S eine
bijektive Immersion. Proposition 4.2.20 impliziert dann, dass id ein Diffeomorphismus ist.
Mit anderen Worten stimmen die Mannigfaltigkeitsstrukturen von S und S̃ überein. Die
Behauptung folgt.

Beispiel 4.3.9. Wir haben schon gesehen, dass die glatte Abbildung

H : (−π, π)→ R2 x 7→ (sin(x), sin(2x))

eine injektive Immersion ist. S := H((−π, π)) kann also mit einer Mannigfaltigkeits-
struktur versehen werden, die sie zu einer 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit von
R2 macht. Man kann zeigen, dass S nicht zu einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit
von R2 gemacht werden kann. Andererseits kann man zeigen, dass mehrere Mannigfal-
tigkeitsstrukturen auf S existieren, die S zu einer Untermannigfaltigkeit von R2 machen
(Aufgabe).

Wir fokussieren uns nun auf die Frage der Existenz einer Mannigfaltigkeitsstruktur
auf einer Teilmenge S einer Mannigfaltigkeit M , die S zu einer eingebetteten Unterman-
nigfaltigkeit von M macht.

Proposition 4.3.10. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei S eine Teil-
menge von M . Falls S eine k-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von M ist,
existiert für jeden Punkt p ∈ S eine Karte (U,ϕ) um p, sodass S∩U ein k-Slice der Karte
(U,ϕ) ist. Umgekehrt: Falls für jeden Punkt p ∈ S eine Karte (U,ϕ) um p existiert, sodass
S∩U ein k-Slice der Karte (U,ϕ) ist, kann die Menge S mit einer Mannigfaltigkeitsstruk-
tur versehen werden, die sie zu einer k-dimensionalen eingebetteten Untermannigfaltigkeit
macht.

Beweis. Sei S eine k-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit. Sei ι : S →M die
Inklusionsabbildung. Sei p ∈ S. Nach Proposition 4.2.18 existiert eine offene Umgebung
W von p in S und eine Karte (V, ψ) um ι(p) = p, sodass W = ι(W ) ein k-Slice der Karte
(V, ψ) ist. Da S mit der Teilraumtopologie versehen ist und W eine offene Teilmenge von S

ist, existiert eine offene Teilmenge Ṽ von M , sodass W = Ṽ ∩ S. Wir setzen U := Ṽ ∩ V .
Dann ist U eine offene Umgebung von p in M und W = U ∩ S ein k-Slice der Karte
(U,ϕ := ψ|U).

Sei nun umgekehrt S so, dass für jedes p ∈ S eine Karte (U,ϕ) um p existiert, sodass
S ∩U ein k-Slice der Karte (U,ϕ) ist. O. B d. A. können wir annehmen, dass der k-Slice
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durch das Fixieren der letzten (n− k) Koordinaten in der Karte (U,ϕ) entsteht. Wir ver-
sehen S mit der Teilraumtopologie. Somit ist S ein Hausdorffraum und zweitabzählbar.
Mit p und (U,ϕ) wie eben und der Projektionsabbildung π : Rn → Rk auf die ersten k

Komponenten, definieren wir eine Karte (Ũ := U ∩S, ϕ̃ := π ◦ϕ) für S um p. Warum ist
die Abbildung ϕ̃ ein Homöomorphismus auf ihr Bild?. Da wir rund um jedes p ∈ S
so eine Karte konstruieren können, sehen wir, dass S eine topologische Mannigfaltigkeit
ist. Wir behaupten, dass die Familie der Karten auf S, die so konstruiert werden, ein
Atlas für S ist und dass S versehen mit der induzierten differenzierbaren Struktur eine
k-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von M ist. Der Beweis dieser Behaup-
tung ist eine Aufgabe.

Aufgabe 4.3.11. Zeigen Sie, dass die im Beweis der Proposition 4.3.10 definierte Ab-
bildung ein Homöomorphismus auf ihr Bild ist und beweisen Sie die dort formulierte
Behauptung.

Mithilfe der Proposition 4.3.10 erhalten wir eine sehr nützliche Methode um eingebet-
tete Mannigfaltigkeiten zu erkennen und neue eingebettete Untermannigfaltigkeiten zu
konstruieren.

Proposition 4.3.12 (Satz vom regulären Wert). Sei M eine m-dimensionale und N eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei q ∈ N und F : M → N eine glatte Abbildung, sodass
(F∗)p für alle p ∈ F−1(q) =: S surjektiv ist. Dann existiert eine eindeutige Mannigfaltig-
keitsstruktur auf S, mit der S eine (m−n)-dimensionale eingebettete Untermannigfaltig-
keit von M ist.

Bemerkung 4.3.13. In der Situation von Proposition 4.3.12 heißt jeder Punkt q ∈ N
mit der Eigenschaft, dass (F∗)p für alle p ∈ F−1(q) surjektiv ist, ein regulärer Wert von
F . Das Urbild eines regulären Werts von F heißt eine reguläre Niveaumenge von F . Mit
anderen Worten besagt Proposition 4.3.12, dass reguläre Niveaumengen einer Abbildung
auf eindeutige Weise mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen werden können, die sie
zu eingebetteten Untermannigfaltigkeiten des Definitionsbereichs machen.

Beweis. Um die Existenz einer Mannigfaltigkeitsstruktur auf S wie in der Behauptung
zu beweisen, reicht es nach Proposition 4.3.10 zu zeigen, dass für jedes p ∈ S eine Karte
(U,ϕ) von M existiert, sodass S ∩U ein (n−m)-Slice der Karte (U,ϕ) ist. Sei p ∈ S und
sei (V, ψ) eine um q zentrierte Karte mit Koordinatenfunktionen {y1, . . . , yn}. Da (F∗)p
surjektiv ist, existieren nach Proposition 4.1.3 glatte Funktionen xn+1, . . . , xm, die in einer
offenen Umgebung von p definiert sind, sodass

x1 := y1 ◦ F, . . . , xn := yn ◦ F, xn+1, . . . , xm

die Koordinatenfunktionen einer Karte (U,ϕ) um p sind. Wir behaupten:

S ∩ U = {p̃ ∈ U |x1(p̃) = 0, . . . , xn(p̃) = 0}.

In der Tat: Für 1 ≤ i ≤ n und p̃ ∈ U gilt nach Definition xi(p̃) = yi(F (p̃)). Außerdem ist
p̃ genau dann in S, wenn F (p̃) = q, also genau dann, wenn yi(F (p̃)) = yi(q) = 0 für alle
i ∈ {1, . . . , n}. Somit ist S ∩ U ein (m− n)-Slice der Karte (U,ϕ).

Die Eindeutigkeit einer Mannigfaltigkeitsstruktur auf S, mit der S eine eingebettete
Untermannigfaltigkeit von M ist, folgt aus Proposition 4.3.7.
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Beispiel 4.3.14. Betrachte die glatte Funktion

f : Rn+1 → R (ξ1, . . . , ξn+1)→
∑
i

(ξi)2.

Für p := (ξ1, . . . , ξn+1) ∈ Rn+1 ist die darstellende Matrix von (f∗)p in Standardkoordina-
ten durch (

2ξ1 · · · 2ξn+1
)

gegeben. Die Abbildung (f∗)p ist also für alle p 6= 0 surjektiv. Sei R > 0. Die Menge
f−1(R2) ist die n-dimensionale Sphäre Sn(R) mit Radius R. Nach Proposition 4.3.12 exis-
tiert genau eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf Sn(R), sodass Sn(R) eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von Rn+1 ist. Wegen der Eindeutigkeit dieser Mannigfaltigkeitss-
truktur sehen wir, dass sie genau die vorher betrachtete Standard-Mannigfaltigkeitsstruktur
auf Sn(R) ist.

Beispiel 4.3.15. Betrachte die glatte Abbildung det : GLn(R) → R. Sei idn die n × n
Identitätsmatrix. Wir haben gesehen (vgl. Aufgabe 1.2.16 und Aufgabe 3.2.8), dass, nach
kanonischer Identifikation Tidn GLn(R) ∼= Mn(R) und T1R ∼= R, die Abbildung (det∗)idn

mit der Spurabbildung tr : Mn(R) → R übereinstimmt. Im Folgenden identifizieren wir
stets die Tangentialräume von Mn(R) und GLn(R) mit Mn(R). Für A ∈ GLn(R) berechnen
wir nun (det∗)A : Mn(R)→ R. Betrachte die lineare Abbildung

LA : Mn(R)→ Mn(R) B 7→ AB,

die wir auf GLn(R) einschränken können, um die Abbildung LA : GLn(R) → GLn(R)
zu erhalten. Da die Abbildung LA linear ist, stimmt ihr Differential ((LA)∗)C für alle
C ∈ Mn(R) mit LA überein. Betrachte nun die Verkettung

det ◦ LA : GLn(R)→ R.

Wegen der Multiplikativität von det gilt det ◦ LA = det(A)det. Daraus folgt, dass

((det ◦ LA)∗)idn = (det∗)A ◦ LA = ((det(A)det)∗)idn = det(A)(det∗)idn = det(A)tr.

Daraus ergibt sich

(det∗)A = det(A)tr ◦ (LA)−1 = det(A)tr ◦ LA−1 .

Also gilt für alle B ∈ TA GLn(R) ∼= Mn(R)

(det∗)A = det(A)tr(A−1B).

Da für alle A ∈ GLn(R) ein B ∈ Mn(R) mit det(A)tr(A−1B) 6= 0 existiert (z. B. B = A−1),
ist (det∗)A für alle A ∈ GLn(R) surjektiv. Aus Proposition 4.3.12 folgt, dass für jedes
x ∈ R die Menge det−1(x) eine eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur besitzt, die sie zu
einer (n2−1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit von GLn(R) macht. Für x = 1 erhalten
wir so eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf der speziellen lineare Gruppe SLn(R) = det−1(1).

Aufgabe 4.3.16. Zeigen Sie, dass es eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf der orthogonalen
Gruppe On(R) gibt, die sie zu einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit von GLn(R)
macht, und bestimmen sie die Dimension von On(R) (als Mannigfaltigkeit). Hinweis: Sei
symn der Vektorraum der symmetrischen n× n-Matrizen. Betrachten sie die Abbildung

GLn(R)→ symn(R) A 7→ AtA.
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Bemerkung 4.3.17. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte
Abbildung. Sei q ∈ N . Es kann vorkommen, dass (F∗)p nicht für alle p ∈ F−1(q) surjektiv
ist, aber F−1(p) trotzdem eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M ist. Ein triviales
Beispiel ist die konstante Null-Abbildung Rn → R. Das Urbild von 0 ist die Menge Rn,
die mit ihrer Standard-Mannigfaltigkeitsstruktur eine eingebettete Untermannigfaltigkeit
von sich selbst ist.

Aufgabe 4.3.18. Betrachten Sie die glatte Abbildung

f : R3 → R (ξ1, ξ2, ξ3)→ (ξ1)2 + (ξ2)− (ξ3)2.

Für welches R ∈ R kann die Menge f−1(R) mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen
werden, die sie zu einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit von R3 macht. Skizzieren Sie
f−1(−1), f−1(0) und f−1(1).

Wir erwähnen die folgende Verallgemeinerung von Proposition 4.3.12 ohne Beweis.

Proposition 4.3.19. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit und F : M → N eine glatte Abbildung. Sei P eine p-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von N und ι : P → N die Inklusionsabbildung. Falls für jedes q ∈ F−1(P )

TF (q)N = (F∗)q(TqM) + (ι∗)F (q)(TF (q)P ),

dann existiert eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf L := F−1(P ), die sie zu einer (m−n+p)-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit von M macht.

Falls P zusätzlich eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von N ist, existiert eine
eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur auf L, die sie zu einer eingebetteten (m − n + p)-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit von M macht.

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Nicht jede eingebettete Untermannigfaltigkeit von M ist
eine reguläre Niveaumenge einer glatten Abbildung F : M → N in einer Mannigfaltigkeit
N . Da Niveaumengen immer abgeschlossen sind, sind triviale Beispiele solcher eingebette-
ten Untermannigfaltigkeiten nicht abgeschlossene eingebettete Untermannigfaltigkeiten;
z. B. (−1, 1)× {0} ⊂ R2. Es gilt jedoch die folgende

Proposition 4.3.20. Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei S ⊂ M . Die
Menge S besitzt genau dann eine Mannigfaltigkeitsstruktur, die sie zu einer k-dimension-
alen eingebetteten Untermannigfaltigkeit von M macht, wenn für jedes p ∈ S eine offene
Umgebung U von p und eine glatte Abbildung F : U → Rm−k existieren, sodass U ∩S eine
reguläre Niveaumenge von F ist.

Beweis. Sei S eine k-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von M . Für p ∈ S
existiert nach Proposition 4.3.10 eine um p zentrierte Karte (U,ϕ) von M , sodass

U ∩ S = {q ∈ U |xk+1(q) = 0, . . . , xm−k(q) = 0},

wobei {x1, . . . , xn} die Koordinatenfunktionen von (U,ϕ) bezeichnen. Betrachte die glatte
Abbildung

F : U → Rm−k q 7→ (xk+1(q), . . . , xm(q)).

Es gilt S ∩ U = F−1(0). Weiterhin gilt für alle q ∈ U

(F ∗)F (q)(dr
1|F (q)) = dxk+1|q . . . , (F ∗)F (q)(dr

m−k|F (q)) = dxm|q.
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Daraus folgt die Injektivität von (F ∗)F (q) und damit die Surjektivität von (F∗)q. Die
Menge S ∩ U ist also eine reguläre Niveaumenge von F . Sei nun umgekehrt S so, dass
für jedes p ∈ S eine offene Umgebung U von p und eine glatte Abbildung F : U → Rm−k

existieren, sodass U ∩ S eine reguläre Niveaumenge von F ist. Nach Proposition 4.3.12
besitzt die Menge U ∩ S eine Mannigfaltigkeitsstruktur, die sie zu einer k-dimensionalen
eingebetteten Untermannigfaltigkeit von U macht. Nach Proposition 4.3.10 existiert für
jeden Punkt p ∈ S ∩ U eine Karte (V ⊂ U, ψ) von U (und damit von M) um p, sodass
(S ∩ U) ∩ V = S ∩ V ein k-Slice der Karte (V, ψ) ist. Aus Proposition 4.3.10 folgt, dass
S eine Mannigfaltigkeitsstruktur besitzt, die sie zu einer k-dimensionalen eingebetteten
Untermannigfaltigkeit von M macht.

Aufgabe 4.3.21. Wir bezeichnen mit H die offene Teilmenge

{(r, z)|r > 0, z ∈ R}

von R2. Sei C eine eindimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von H. Wir be-
zeichnen mit SC die Rotationsfläche

{(x, y, z)|(
√
x2 + y2, z) ∈ C}.

Wenn wir H als eine offene Teilmenge der xz-Ebene visualisieren, erhalten wir SC durch
die Rotation von C um die z-Achse. Zeigen Sie, dass SC eine zweidimensionale eingebettete
Untermannigfaltigkeit von R3 ist.

4.4 Tangentialräume von und Vektorfelder entlang

Untermannigfaltigkeiten

4.4.1 Tangentialräume von Untermannigfaltigkeiten

Sei S eine Untermannigfaltigkeit oder eine eingebettete Untermannigfaltigkeit einer Man-
nigfaltigkeit M und sei ι : S → M die Inklusionsabbildung. Da ι nach Definition eine
Immersion ist, ist (ι∗)p : TpS → TpM eine injektive Abbildung. Wir werden im Folgenden
häufiger Tangentialvektoren v ∈ TpS mit (ι∗)p(v) ∈ TpM identifizieren und so TpS als
eine Teilmenge von TpM betrachten. Zunächst formulieren und beweisen wir eine Propo-
sition, die uns erlaubt, die Tangentialräume von regulären Niveaumengen einer glatten
Abbildung mithilfe der Abbildung zu bestimmen.

Proposition 4.4.1. Sei F : M → N eine glatte Abbildung. Sei S eine reguläre Niveau-
menge von F versehen mit der Mannigfaltigkeitsstruktur, die sie zu einer eingebetteten
Untermannigfaltigkeit von M macht. Sei p ∈ S. Es gilt

TpS = ker(F∗)p.

Beweis. Da dimS = dim ker(F∗)p, reicht es zu zeigen, dass (ι∗)p(TpS) ⊂ ker(F∗)p. Sei
v ∈ TpS und sei γ : (−ε, ε)→ S eine C1-Kurve mit γ̇(0) = v. Es gilt dann

(ι∗)p(v) = ˙(ι ◦ γ)(0).

Sei [f ] ∈ GC∞p (N). Dann gilt

(F∗)p ((ι∗)p(v)) (f) = (ι∗)p(v)(f ◦ F ) =

(
d

dt
(f ◦ F ◦ ι ◦ γ)

)
(0) = 0,

da ι◦γ in einer Niveaumenge von F liegt und F ◦ι◦γ daher konstant ist. Da [f ] ∈ GC∞p (N)
beliebig war, folgt daraus (ι∗)p(v) ∈ ker(F∗)p.
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Beispiel 4.4.2. Betrachte die Funktion

f : Rn+1 → R (ξ1, . . . , ξn+1)→
∑
i

(ξi)2

und ihre reguläre Niveaumenge Sn = f−1(1). Da der Tangentialraum von Rn+1 an jedem
Punkt p mithilfe des kanonischen Isomorphismuses

TpRn+1 → Rn+1
∑
i

ζ i
∂

∂ri
|p 7→ (ζ1, . . . , ζn+1)

mit Rn+1 identifiziert werden kann, können wir für p ∈ Sn den Tangentialraum TpS
n mit

einem Untervektorraum von Rn+1 identifizieren. Nach Proposition 4.4.1 müssen wir dafür
ker(f∗)p berechnen. Für p := (ξ1, . . . , ξn+1) ∈ Sn ist die darstellende Matrix von (f∗)p in
Standardkoordinaten durch (

2ξ1 · · · 2ξn+1
)

gegeben. Daraus erhalten wir

ker(f∗)p = {v ∈ Rn+1|〈2p, v〉 = 0} = {v ∈ Rn+1|〈p, v〉 = 0},

wobei wir mit 〈·, ·〉 das Standard-Skalarprodukt auf Rn+1 bezeichnen. Der Tangentialraum
TpS

n kann also mit der Hyperfläche, die zum p orthogonal ist, identifiziert werden.

Beispiel 4.4.3. Die spezielle lineare Gruppe SLn(R) ist eine reguläre Niveaumenge von
det : GLn(R)→ R. Nach der Identifikation Tidn GLn(R) ∼= Mn(R) können wir TidnSLn(R)
mit einem Teilraum von Mn(R) identifizieren. Da (det∗)idn = tr, ist dieser Teilraum genau
der Vektorraum der spurfreien n× n Matrizen.

Aufgabe 4.4.4. Betrachten Sie die Menge

S := {(x, y) ∈ R2|max{|x|, |y|} = 1}

(i) Zeigen Sie, dass die Menge S versehen mit der Teilraumtopologie eine differenzier-
bare Struktur besitzt, die sie zu einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit macht.

(ii) Zeigen Sie, dass keine Mannigfaltigkeitsstrukturen auf S existieren, die S zu einer
Untermannigfaltigkeit von R2 machen.

4.4.2 Vektorfelder entlang Untermannigfaltigkeiten

Die Begriffe und Resultate in diesem Abschnitt sind für unsere spätere Diskussion über
induzierte Orientierungen auf Untermannigfaltigkeiten relevant. Sie haben aber natürlich
weitere Anwendungen.

Definition 4.4.5. Seien M und N Mannigfaltigkeiten oder Mannigfaltigkeiten mit Rand
und sei F : M → N eine glatte Abbildung. Eine glatte Abbildung X : M → TN mit
der Eigenschaft πTN ◦X = F heißt ein Vektorfeld entlang der Abbildung F . Mit anderen
Worten: Ein Vektorfeld entlang der Abbildung F ist eine glatte Abbildung X : M → TN
mit X(p) ∈ TF (p)N für alle p ∈ M . Der Raum aller Vektorfelder entlang F wird im
Folgenden mit X(F ) bezeichnet.
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Wir interessieren uns hier nur für Vektorfelder entlang von Inklusionsabbildungen
eingebetteter Untermannigfaltigkeiten. Im Fall einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit
S einer Mannigfaltigkeit M kann ein Vektorfeld entlang der Inklusionsabbildung ι : S →
M als ein Vektorfeld auf M interpretiert werden, das nur auf S definiert ist. Die folgende
Proposition spielt eine Rolle bei der Definition von Stokes-Orientierung auf dem Rand
einer orientierten Mannigfaltigkeit mit Rand (folgt später).

Proposition 4.4.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei ι : ∂M → M die Inklu-
sionsabbildung. Dann existiert ein nach innen zeigendes Vektorfeld entlang ι, d. h. ein
Vektorfeld X : ∂M → TM entlang ι, sodass X(p) für jedes p ∈M ein nach innen zeigen-
der Tangentialvektor ist.

Beweis. Wir setzen n := dimM . Sei p ∈ ∂M und sei (U,ϕ) eine Karte von M um p. Wir
setzen V := U ∩ ∂M . Die glatte Abbildung

XV : V → TM p 7→ ∂

∂xn
|p

ist ein nach innen zeigendes Vektorfeld entlang der Inklusionsabbildung ιV : V → M .
Für jedes p ∈ ∂M existiert also eine offene Umgebung V von p in ∂M und ein nach
innen zeigendes Vektorfeld XV entlang der Inklusionsabbildung ιV → M . Sei {Vα}α∈I
eine Überdeckung von ∂M mit solchen offenen Teilmengen und sei XVα ein nach innen
zeigendes Vektorfeld entlang der Inklusionsabbildung ιVα . Sei {ηα}α∈I eine Zerlegung der
Eins bezüglich der Überdeckung {Vα}α∈I . Dann ist

X : ∂M → TM p 7→
∑
α

ηα(p)Xα(p)

ein nach innen zeigendes Vektorfeld entlang ι.

4.5 Einbettungssätze

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die folgende Frage ist natürlich: Kann M
als eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von RN für ein N ∈ N realisiert werden?
Präziser: Existiert ein N ∈ N und eine Einbettung ι : M → RN? In diesem Fall können
wir ι(M) auf natürliche Weise mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen, die es zu
einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit von RN macht. Versehen mit dieser Mannigfal-
tigkeitsstruktur ist ι(M) diffeomorph zu M ist. Wir können M dann für alle praktischen
Zwecke als eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von RN betrachten. Wir erwähnen die
folgende fundamentale Aussage zu dieser Problematik ohne Beweis.

Theorem 4.5.1 (Einbettungssatz von Whitney). Sei M eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Dann existiert eine Einbettung ι : M → R2n.

Bemerkung 4.5.2. Der Einbettungssatz von Whitney ist im folgenden Sinne optimal:
Es gibt n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die sich nicht in Rm mit m < 2n einbetten
lassen. Ein Beispiel ist der zweidimensionale projektive Raum RP2, der sich nicht in R3

einbetten lässt (diese Aussage kann mittels der Theorie der charakteristischen Klassen
bewiesen werden).

Der Beweis der folgenden Aussage ist viel einfacher.
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Proposition 4.5.3. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Dann existiert ein N ∈ N
und eine Einbettung ι : M → RN .

Beweis. Siehe Aufgabe 4.5.4

Aufgabe 4.5.4. Sei M eine kompakte n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

(i) Finden Sie eine Überdeckung {Vi}i∈{1,...,p} von M und offene Teilmengen Ui von M ,
sodass Vi ⊂ Ui und Ui diffeomorph zu einem offenen Ball von Rn ist.

(ii) Finden Sie eine Einbettung ι : M → R(n+1)p. (Hinweis: Benutzen Sie die vorherige
Teilaufgabe und betrachten sie glatte Funktionen 0 < ηi < 1 auf M mit supp ηi ⊂ Ui,
ηi|Vi ≡ 1.)
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Kapitel 5

Tensorprodukte und Tensorfelder auf
Mannigfaltigkeiten

5.1 Algebraische Grundlagen

5.1.1 Das Tensorprodukt

Seien U und V K-Vektorräume (K ∈ {R,C}). Wir betrachten das folgende
”
universelle

Problem“: Gibt es ein Paar (T, θ), wobei T ein Vektorraum ist und θ : U × V → T
eine bilineare Abbildung, sodass für jeden anderen Vektorraum W und eine bilineare
Abbildung ϕ : U × V → W eine eindeutig lineare Abbildung ϕ̃ : T → W existiert, sodass
das Diagramm

T

U × V W

ϕ̃
θ

ϕ

kommutiert. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit eines solchen Paars bis auf einen kano-
nischen Isomorphismus.

Proposition 5.1.1. Seien U und V wie oben und seien (T, θ) und (T ′, θ′) zwei Paare
mit der obigen Eigenschaft. Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ψ : T → T ′,
sodass das Diagramm

U × V

T T ′

θ′θ

ψ

kommutiert. Weiterhin ist ψ ein Isomorphismus.

Beweis. Da (T, θ) die obige
”
universelle“ Eigenschaft hat und da θ′ bilinear ist, existiert

eine eindeutige lineare Abbildung ψ : T → T ′, sodass

T

U × V T ′

ψ
θ

θ′

kommutiert. Das beweist den ersten Teil der Proposition. Wir zeigen nun, dass ψ ein
Isomorphismus ist. Da (T ′, θ′) die obige universelle Eigenschaft hat und da θ bilinear ist,
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existiert eine eindeutige lineare Abbildung ψ′ : T ′ → T , sodass das Diagramm

T ′

U × V T

ψ′
θ′

θ

kommutiert. Aus der obigen Diskussion folgt die Kommutativität des folgenden Dia-
gramms:

T

T ′

U × V T

ψ

ψ′

θ

θ′

θ

Die universelle Eigenschaft von (T, θ) impliziert ψ′ ◦ψ = idT . Durch Tauschen der Rollen
von (T, θ) und (T ′, θ′) ergibt sich ψ ◦ ψ′ = idT ′ . Daraus folgt, dass ψ ein Isomorphismus
ist.

Proposition 5.1.2. Seien U und V wie oben. Dann existiert ein Paar (T, θ) mit der
obigen universellen Eigenschaft.

Bemerkung 5.1.3. Der Beweis von Proposition 5.1.2 ist für uns nicht interessant. Da
werden normalerweise T als ein Quotient eines freien Vektorraum erzeugt durch Elemente
von U×V konstruiert. Diese Konstruktion ist bei unseren konkreten Probleme meist nicht
hilfreich. Wichtig ist, dass so ein Paar (T, θ) existiert und dass es, nach Proposition 5.1.1,
bis auf einen kanonischen Isomorphismen eindeutig ist. Alle weitere Eigenschaften dieses
Paars folgen direkt aus seiner universellen Eigenschaft.

Definition 5.1.4. Seien U und V wie oben. Das Paar (T, θ) mit der obigen universellen
Eigenschaft heißt das Tensorprodukt von U und V . Wir werden die Bezeichnung U ⊗ V
für T und die Bezeichnung ⊗ für θ verwenden. Weiterhin schreiben wir u⊗v statt ⊗(u, v)
für u ∈ U und v ∈ V . Elemente der Form u⊗ v ∈ U ⊗ V heißen Elementartensoren.

Bemerkung 5.1.5. Nicht jedes Element von U ⊗ V ist ein Elementartensor. Man kann
jedoch zeigen, dass jedes Element von U ⊗ V eine endliche Linearkombination von Ele-
mentartensoren ist. Siehe Proposition 5.1.16 unten für den endlich-dimensionalen Fall,

Proposition 5.1.6. Seien U , V und W K-Vektorräume.

1. Es existiert ein eindeutiger Isomorphismus U ⊗V ∼= V ⊗U , der, für alle u ∈ U und
v ∈ V , u⊗ v auf v ⊗ u abbildet.

2. Es existiert ein eindeutiger Isomorphismus U ⊗ (V ⊗W ) ∼= (U ⊗ V )⊗W , der, für
alle u ∈ U , v ∈ V und w ∈ W , u⊗ (v ⊗ w) auf (u⊗ v)⊗ w abbildet.

3. Es existiert ein eindeutiger Isomorphismus (U ⊕ V ) ⊗W ∼= (U ⊗W ) ⊕ (V ⊗W ),
der, für alle u ∈ U , v ∈ V und w ∈ W , (u, v)⊗ w auf (u⊗ w, v ⊗ w) abbildet.

4. Es existiert ein eindeutiger Isomorphismus K ⊗ U ∼= U , der, für alle r ∈ R und
u ∈ U , r ⊗ u auf ru abbildet.
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Beweis. Wir beweisen nur 1. Der Beweis der restlichen Aussagen sind ähnlich. Die Ab-
bildung

t : U × V → V ⊗ U (u, v) 7→ v ⊗ u
ist bilinear. Die universelle Eigenschaft von U⊗V impliziert die Existenz einer eindeutigen
linearen Abbildung t̃ : U ⊗ V → V ⊗ U , sodass das Diagramm

U ⊗ V

U × V V ⊗ U

t̃⊗

t

kommutiert. Insbesondere gilt t̃(u⊗ v) = v ⊗ u. Andererseits ist die Abbildung

s : V × U → U ⊗ V (v, u) 7→ u⊗ v

bilinear und es existiert eine eindeutige lineare Abbildung s̃ : V ⊗U → U ⊗V , sodass das
Diagramm

V ⊗ U

V × U U ⊗ V

s̃⊗

s

kommutiert. Sei τ : U×V → V ×U die Abbildung, die (u, v) auf (v, u) abbildet. Betrachte
das kommutative Diagramm

U ⊗ V

V ⊗ U

U × V V × U U ⊗ V

t̃

s̃

⊗

t

τ

⊗

s

.

Die Abbildung, die durch die Komposition

U × V τ−→ V × U s−→ U ⊗ V

gegeben ist, ist genau die Tensorproduktabbildung ⊗ : U × V → U ⊗ V . Aus der univer-
sellen Eigenschaft von U ⊗ V folgt, dass die Komposition

U ⊗ V t̃−→ V ⊗ U s̃−→ U ⊗ V

die Identitätsabbildung idU⊗V ist. Analog zeigt man, dass

V ⊗ U s̃−→ U ⊗ V t̃−→ V ⊗ U

die Identitätsabbildung idV⊗U ist. Die Abbildung t̃ ist der gesuchte Isomorphismus. Falls
t′ : U ⊗ V → V ⊗ U eine weitere Abbildung mit t′(u ⊗ v) = v ⊗ u ist, kommutiert das
Diagramm

U ⊗ V

U × V V ⊗ U.

t′⊗

t

Daraus folgt t′ = t̃ und damit die Eindeutigkeitsaussage in der Behauptung.
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Proposition 5.1.7. Seien U1, U2, V1 und V2 Vektorräume und fi : Ui → Vi für i ∈ {1, 2}
eine lineare Abbildung. Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung f1⊗f2 : U1⊗U2 →
V1 ⊗ V2, die u1 ⊗ u2 für alle ui ∈ Ui auf f1(u1)⊗ f2(u2) abbildet.

Beweis. Betrachte die bilineare Abbildung

f : U1 × U2 → V1 ⊗ V2 (u1, u2) 7→ f1(u1)⊗ f2(u2).

Für jede lineare Abbildung f̃ : U1 ⊗ U2 → V1 ⊗ V2, die u1 ⊗ u2 für alle ui ∈ Ui auf
f1(u1)⊗ f2(u2) abbildet, kommutiert das Diagramm

U1 ⊗ U2

U1 × U2 V1 ⊗ V2

f̃
⊗

f

.

Wegen der universellen Eigenschaft von U1⊗U2 existiert genau eine solche lineare Abbil-
dung, die wir mit f1 ⊗ f2 bezeichnen.

Beispiel 5.1.8. Seien U und V Vektorräume. Wir bezeichnen mit idU , idV und idU⊗V
die Identitätsabbildungen von U , V bzw. U ⊗ V . Die Abbildung idU⊗V ist eine lineare
Abbildung, die u ⊗ v für alle u ∈ U und v ∈ V auf u ⊗ v = idU(u) ⊗ idV (v) abbildet.
Daraus folgt idU ⊗ idV = idU⊗V .

Proposition 5.1.9. Seien U1, U2, V1, V2,W1 und W2 Vektorräume. Seien fi : Ui → Vi und
gi : Vi → Wi lineare Abbildungen. Dann gilt

(g1 ◦ f1)⊗ (g2 ◦ f2) = (g1 ⊗ g2) ◦ (f1 ⊗ f2).

Beweis. Sei h : U1 × U2 → W1 ⊗W2 die bilineare Abbildung, die durch

(u1, u2) 7→ g1 ◦ f1(u1)⊗ g2 ◦ f2(u2)

gegeben ist. (g1 ◦f1)⊗ (g2 ◦f2) ist die eindeutige lineare Abbildung, für die das Diagramm

U1 ⊗ U2

U1 × U2 W1 ⊗W2

(g1◦f1)⊗(g2◦f2)
⊗

h

kommutiert. Die Behauptung folgt, wenn wir die Kommutativität des Diagramms

U1 ⊗ U2

U1 × U2 W1 ⊗W2

(g1⊗g2)◦(f1⊗f2)
⊗

h

zeigen können. Betrachte die bilinearen Abbildungen

f : U1 × U2 → V1 ⊗ V2 (u1, u2) 7→ f1(u1)⊗ f2(u2),

g : V1 × V2 → W1 ⊗W2 (v1, v2) 7→ g1(v1)⊗ g2(v2)

und
(f1, f2) : U1 × U2 → V1 × V2 (u1, u2) 7→ (f1(u1), f2(u2)).
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Das Diagramm

U1 ⊗ U2

V1 ⊗ V2

U1 × U2 V1 × V2 W1 ⊗W2

f1⊗f2

g1⊗g2

⊗
f

(f1,f2)

⊗

g

ist kommutativ und

U1 × U2
(f1,f2)−−−−→ V1 × V2

g−→ W1 ⊗W2

ist die bilineare Abbildung h.

Korollar 5.1.10. Seien U1, U2, V1 und V2 Vektorräume. Für i ∈ {1, 2} seien fi : Ui → Vi
Isomorphismen. Dann ist f1 ⊗ f2 ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Proposition 5.1.9 ist f−1
1 ⊗ f−1

2 die Inverse zu f1 ⊗ f2.

Beispiel 5.1.11. Sei U ein m-dimensionaler und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.
Dann gibt es einen Isomorphismus U ⊗ V ∼= Km ⊗Kn.

Proposition 5.1.12. Seien U und V endlich-dimensionale Vektorräume. Dann ist U⊗V
ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dimU ⊗ V = dimU · dimV .

Aufgabe 5.1.13. Beweisen Sie Proposition 5.1.12. Hinweis: Proposition 5.1.6 kann hilf-
reich sein.

Proposition 5.1.14. Seien U und V endlich-dimensionale Vektorräume. Dann existiert
ein kanonischer Isomorphismus L(U ;V ) ∼= U∗ ⊗ V . Explizit: Es existiert ein kanonischer
Isomorphismus, der u∗ ⊗ v für alle u∗ ∈ U∗ und v ∈ V auf die lineare Abbildung

(u 7→ u∗(u)v)

abbildet.

Beweis. Die Abbildung

U∗ × V → L(U ;V ) (u∗, v) 7→ (u 7→ u∗(u)v)

ist bilinear und induziert eine lineare Abbildung U∗ ⊗ V → L(U ;V ), die u∗ ⊗ v für alle
u∗ ∈ U∗ und v ∈ V auf die lineare Abbildung (u 7→ u∗(u)v) abbildet. Die Vektorräume
U∗ ⊗ V und L(U ;V ) haben die gleiche Dimension. Daher reicht es, die Surjektivität der
Abbildung U∗ ⊗ V → L(U ;V ) zu zeigen. Seien {u1, · · · , um} und {v1, · · · vn} Basen von
U bzw. V und {u∗1, · · · , u∗m} die duale Basis zu {u1, · · · , um} ⊂ U∗. Für 1 ≤ i ≤ m und
1 ≤ j ≤ n ist die darstellende Matrix der Abbildung (u 7→ u∗i (u) · vj) bezüglich der Basen
{u1, · · · , um} und {v1, · · · vn} die Matrix mit dem Eintrag 1 an der Stelle ji und 0 sonst.
Daher spannt die Familie

{(u 7→ u∗i (u) · vj)} ⊂ L(U ;V )

den Raum L(U ;V ) auf. Die Behauptung folgt.
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Bemerkung 5.1.15. Aus Lineare Algebra wissen wir, dass die Abbildung

U → (U∗)∗ u 7→ (v∗ 7→ v∗(u))

für jeden endlich-dimensionalen Vektorraum U ein kanonischer Isomorphismus ist und
daher einen kanonischen Isomorphismus U ⊗ V ∼= (U∗)∗ ⊗ V induziert. Aus dieser Beob-
achtung und Proposition 5.1.14 erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus U ⊗ V ∼=
L(U∗;V ). Man kann diesen Isomorphismus, wie im Beweis von Proposition 5.1.14, auch
direkt konstruieren.

Mithilfe von Bemerkung 5.1.15 und des Beweises von Proposition 5.1.14 kann man die
folgende Proposition beweisen:

Proposition 5.1.16. Seien U und V endlich-dimensionale Vektorräume und {u1, · · · , um}
und {v1, · · · , vn} Basen von U bzw. V . Dann ist {ui⊗vj}1≤i≤m,1≤j≤n eine Basis von U⊗V .

Aufgabe 5.1.17. Beweisen Sie Proposition 5.1.16.

Notation 5.1.18. Seien V1, . . . , Vk und W Vektorräume (über einen Körper K). Wir
bezeichnen mit M(V1, . . . , Vk;W ) den Vektorraum der multilinearen Abbildungen von V1×
· · · × Vk nach W . Weiterhin setzen wir für einen Vektorraum V

Mk(V ;W ) := M(V, · · · , V︸ ︷︷ ︸
k-mal

;W )

und
Mk(V ) := M(V, · · · , V︸ ︷︷ ︸

k-mal

;K).

Die folgende Proposition ist eine unmittelbare Folgerung der universellen Eigenschaft
des Tensorprodukts.

Proposition 5.1.19. Seien U , V und W Vektorräume. Es existiert ein kanonischer Iso-
morphismus

L(U ⊗ V ;W )→ M(U, V ;W ),

der α̃ ∈ L(U ⊗ V ;W ) auf die bilineare Abbildung α ∈ M(U, V ;W ) mit

α(u, v) = α̃(u⊗ v) = (α̃ ◦ ⊗)(u, v)

abbildet.

Beweis. Betrachte die lineare Abbildung

L(U ⊗ V ;W )→ M(U, V ;W ) α̃ 7→ (α̃ ◦ ⊗).

Diese Abbildung ist surjektiv, weil, aufgrund der universellen Eigenschaft von U ⊗ V , für
jede bilineare Abbildung α : U × V → W eine lineare Abbildung α̃ : U ⊗ V → W mit
α = α̃ ◦ ⊗ existiert. Die Injektivität der obigen Abbildung folgt aus der Tatsache, dass
genau ein α̃ mit α = α̃ ◦ ⊗ existiert.

Seien V1, . . . , Vk Vektorräume. Wegen Teil 2 von Proposition 5.1.6 können wir den
Vektorraum V1 ⊗ · · · ⊗ Vk und die Abbildung

⊗ : V1 × · · · × Vk → V1 ⊗ · · · ⊗ Vk (v1, . . . , vk) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vk,

die wir mit etwas Notationsmissbrauch mit ⊗ bezeichnet haben, unabhängig von der Rei-
henfolge der Tensorproduktbildung, bis auf einen kanonischen Isomorphismus definieren.
Mit einer iterierten Anwendung der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts erhalten
wir die folgende
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Proposition 5.1.20. Seien V1, . . . , Vk und W Vektorräume. Sei ϕ ∈ M(V1, . . . , Vk;W ).
Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ϕ̃ : V1 ⊗ · · · ⊗ Vk → W , sodass das Dia-
gramm

V1 ⊗ · · · ⊗ Vk

V1 × · · · × Vk W

ϕ̂⊗

ϕ

kommutiert.

Das folgende Korollar ist eine Verallgemeinerung von Proposition 5.1.19 und wird
analog zu dieser Proposition bewiesen.

Korollar 5.1.21. Seien V1, . . . , Vk und W Vektorräume. Es existiert ein kanonischer
Isomorphismus

L(V1 ⊗ · · · ⊗ Vk;W )→ M(V1, . . . , Vk;W ),

der α̃ ∈ L(V1 ⊗ · · · ⊗ Vk;W ) auf die multilineare Abbildung α ∈ M(V1, . . . , Vk;W ) mit

α(v1, . . . , vk) = α̃(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)

abbildet.

Bemerkung 5.1.22. In der Situation vom Korollar 5.1.21 mit W = K erhalten wir einen
kanonischen Isomorphismus

(V1 ⊗ · · · ⊗ Vk)∗ ∼= M(V1, . . . , Vk;K).

5.1.2 Die Tensoralgebra

Definition 5.1.23. Sei V ein K-Vektorraum und r, s ∈ N0. Falls r = s = 0 setzen wir
T 0

0 (V ) := K, sonst
T rs (V ) := V ⊗ · · ·V ⊗ V︸ ︷︷ ︸

r-mal

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
s-mal

.

Elemente von T rs (V ) heißen Tensoren vom Typ (r, s) oder r-fach kontravariante und s-fach
kovariante Tensoren.

Bemerkung 5.1.24. Für v1, . . . , vr ∈ V und v∗1, . . . , v
∗
s ∈ V ∗ nennen wir Tensoren der

Form v1⊗· · ·⊗vr⊗v∗1⊗· · ·⊗v∗s ∈ T rs (V ) Elementartensoren. Aus Proposition 5.1.16 folgt,
dass, falls V endlich-dimensional ist, Elementartensoren vom Typ (r, s) den Vektorraum
T rs (V ) erzeugen. Man kann zeigen, dass diese Aussage auch im unendlich-dimensionalen
Fall gültig ist.

Sei V ein Vektorraum und seien r, s, r′, s′ ∈ N0.

� Fall r = s = 0: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus (vgl.Teil 4 von Proposition
5.1.6)

T rs (V )⊗ T r′s′ (V ) = K⊗ T r′s′ (V ) ∼= T r+r
′

s+s′ (V ) = T r
′

s′ (V ),

der auf Elementartensoren durch

r ⊗ (w1 ⊗ · · · ⊗ wr′ ⊗ w∗1 ⊗ · · · ⊗ w∗s′) 7→ r (w1 ⊗ · · · ⊗ wr′ ⊗ w∗1 ⊗ · · · ⊗ w∗s′)

gegeben ist.
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� Fall r′ = s′ = 0: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus (vgl.Teil 4 von Proposi-
tion 5.1.6)

T rs (V )⊗ T r′s′ (V ) = T rs (V )⊗K ∼= T r+r
′

s+s′ (V ) = T rs (V ),

der auf Elementartensoren durch

(v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗s)⊗ r 7→ r (v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗s)

gegeben ist.

� Sonstige Fälle: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus (vgl.Teil 1 von Proposition
5.1.6)

T rs (V )⊗ T r′s′ (V ) ∼= T r+r
′

s+s′ (V ),

der auf Elementartensoren durch

(v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗s)⊗ (w1 ⊗ · · · ⊗ wr′ ⊗ w∗1 ⊗ · · · ⊗ w∗s′) 7→

v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wr′ ⊗ v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗s ⊗ w∗1 ⊗ · · · ⊗ w∗s′
gegeben ist.

Sei T ∈ T rs (V ) und T ′ ∈ T r′s′ (V ). Mithilfe des obigen Isomorphismuses werden wir im Fol-
genden T ⊗ T ′ als ein Element von T r+r

′

s+s′ (V ) betrachten. Wir betrachten den Vektorraum

T (V ) :=
⊕
r,s∈N0

T rs (V ).

Wir können auf folgende Weise ein Produkt auf T (V ) definieren, das diesen Vektor-
raum zu einer Algebra macht. Nach Definition gibt es für jedes T, T ′ ∈ T (V ) Zahlen
r1, . . . , rk, s1, . . . , sk, r

′
1, . . . , r

′
k′ , s

′
1, . . . , s

′
k′ und Tensoren T1 ∈ T r1s1 (V ), . . . , Tk ∈ T rksk (V ),

T ′1 ∈ T
r′1
s′1

(V ), . . . , T ′k′ ∈ T
r′
k′
s′
k′

(V ), sodass

T =
∑

1≤i≤k

Ti und T ′ =
∑

1≤j≤k′
T ′j .

Wir setzen
T ⊗ T ′ :=

∑
ij

Ti ⊗ T ′j .

Mit dieser Produktoperation versehen ist der Vektorraum T (V ) eine Algebra. Wir bemer-
ken, dass das Produkt auf T (V ) nicht kommutativ ist.

Definition 5.1.25. Sei V ein Vektorraum. Die Algebra T (V ) heißt die Tensoralgebra von
V . Die Unteralgebra ⊕

r∈N0

T r0 (V )

der kontravarianten Tensoren von V wird mit C(V ) bezeichnet.

Bemerkung 5.1.26. In manchen Quellen wird die Algebra C(V ) die Tensoralgebra von
V genannt und mit T (V ) bezeichnet.

In der folgenden Proposition reformulieren wir einige unserer vorherigen Resultate.

Proposition 5.1.27. Seien U und V Vektorräume.

102



� Mk(U ;V ) ∼= L(T k0 (U);V ).

� Mk(U) ∼= (T k0 (U))∗.

� Sei f : U → V eine lineare Abbildung und sei k ∈ N. Dann existiert genau eine
lineare Abbildung

k⊗
f : T k0 (U)→ T k0 (V ),

die jeden Elementartensor u1 ⊗ · · · ⊗ uk auf f(u1) ⊗ · · · ⊗ f(uk) abbildet. Mithilfe
der direkten Summe der Abbildungen

⊗k für alle k und der Identitätsabbildung
id : T 0

0 (U) = K→ K = T 0
0 (V ) erhalten wir eine lineare Abbildung⊗

f : C(U)→ C(V ).

Falls f ein Isomorphismus ist, sind die Abbildungen
⊗k f und

⊗
f ebenfalls Iso-

morphismen. Mithilfe der dualen Abbildung f ∗ : V ∗ → U∗ erhalten wir so eine li-
neare Abbildung

k⊗
f : T 0

k (V ) = T k0 (V ∗)→ T k0 (U∗) = T 0
k (U).

Bemerkung 5.1.28. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Mithilfe des kano-
nischen Isomorphismuses τ : V ∼= (V ∗)∗ erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus
(
⊗r idV ∗)⊗ (

⊗s τ):

T rs (V ∗) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
r-mal

⊗ (V ∗)∗ ⊗ · · · ⊗ (V ∗)∗︸ ︷︷ ︸
s-mal

∼= V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
r-mal

⊗V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
s-mal

.

Im Folgenden werden wir so häufiger den Raum T rs (V ∗) mit

V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
r-mal

⊗V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
s-mal

identifizieren. Manchmal werden wir den kanonischen Isomorphismus

V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
r-mal

⊗V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
s-mal

∼= T sr (V )

benutzen, um T rs (V ∗) mit T sr (V ) zu identifizieren.

Koordinatendarstellung von Tensoren

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Sei B1 = {e1, · · · , en} ⊂ V eine Basis und
B1 = {e1, · · · , en} ⊂ V ∗ die dazugehörige duale Basis. Aus Proposition 5.1.16 folgt, dass

{ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejs}1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n

eine Basis von T rs (V ) ist. Für jedes Element T ∈ T rs (V ) gibt es geeignete Zahlen T i1···irj1···js ∈
K, 1 ≤ i1, · · · , ir, j1, · · · , js ≤ n, sodass

T =
∑

1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n

T i1···irj1···js ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e
j1 ⊗ · · · ⊗ ejs . (∗)
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Sei B2 = {f1, · · · , fn} ⊂ V eine weitere Basis und B2 = {f 1, · · · , fn} ⊂ V ∗ die dazu-
gehörige duale Basis. Daraus erhalten wir die Basis

{fi1 ⊗ · · · ⊗ fir ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f js}1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n

von T rs (V ). Es gibt Zahlen (T ′)i1···irj1···js ∈ K, sodass

T =
∑

1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n

(T ′)i1···irj1···jsfi1 ⊗ · · · ⊗ fir ⊗ f
j1 ⊗ · · · ⊗ f js .

Andererseits existieren Aji ∈ K, sodass ei =
∑

1≤j≤nA
j
ifj. Mit anderen Worten ist Aji die

ji-te Komponente der Basiswechselmatrix zwischen B1 und B2. Sei Bj
i die ji-te Kompo-

nente der Inversen dieser Matrix. Also gilt fi =
∑

1≤j≤nB
j
i ej. Aus Lineare Algebra wissen

wir, dass ei =
∑

1≤j≤nB
i
jf

j und f i =
∑

1≤j≤n = Aije
j. Wir benutzen diese Beziehungen,

um die Zahlen (T ′)i1,··· ,irj1,··· ,js mithilfe der Zahlen T i1,··· ,irj1,··· ,js zu bestimmen. Durch Einsetzen der

Gleichungen ei =
∑

1≤j≤nA
j
ifj und ei =

∑
1≤j≤nB

i
jf

j in (∗) erhalten wir

(T ′)i1,··· ,irj1,··· ,js =
∑

1≤k1,··· ,kr,l1,··· ,ls≤n

Ai1k1
· · ·AirkrB

l1
j1
· · ·Bls

js
T k1,···kr
l1,··· ,ls .

Beispiel 5.1.29. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Betrachte die kanonischen
Isomorphismen T 1

1 (V ) = V ⊗ V ∗ ∼= V ∗ ⊗ V ∼= L(V ;V ), wobei der zweite Isomorphismus
der aus Proposition 5.1.14 ist. Sei {e1, . . . , en} ⊂ V eine Basis und {e1, . . . , en} ⊂ V ∗ die
duale Basis. Ein Tensor T =

∑
1≤i,j≤n T

i
jei ⊗ ej wird unter der Verkettung der obigen

Isomorphismen auf die lineare Abbildung

LT : v 7→
∑

1≤i,j≤n

T ije
j(v)ei

abgebildet. Die ij-te Komponente der darstellenden Matrix von LT bezüglich der Basis
{e1, . . . , en} ist T ij . Diese Beobachtung zeigt auch die folgenden Behauptung: Sei A ∈
L(V ;V ) eine lineare Abbildung und TA ∈ T 1

1 (V ) der Tensor, mit dem A unter dem obigen
Isomorphismus identifiziert wird. Sei T ij die ij-te Komponenten der darstellenden Matrix
von A bezüglich der Basis {e1, . . . , en}. Dann gilt TA =

∑
1≤i,j≤n T

i
jei ⊗ ej.

5.1.3 Die äußere Algebra

Sei V ein Vektorraum. Sei I(V ) das Ideal von C(V ), das durch Elemente der Form v ⊗
w+w⊗ v für v, w ∈ V erzeugt wird. Konkreter: Für jedes Element T von I(V ) existieren
L1, . . . , Lk, R1, . . . , Rk ∈ C(V ) und v1, w1, . . . , vk, wk ∈ V , sodass

T =
k∑
i=1

Li ⊗ (vi ⊗ wi + wi ⊗ vi)⊗Ri.

Der Quotient Λ(V ) = C(V )
I(V )

ist dann auf natürliche Weise eine Algebra. Konkreter: Seien

[T ] und [T ′] Elemente von Λ(V ) mit Repräsentanten T ∈ C(V ) bzw. T ′ ∈ C(V ). Das
Produkt von [T ] und [T ′] ist die Klasse [T ⊗ T ′] von T ⊗ T ′ in Λ(V ). Wir bezeichnen das
Produkt auf Λ(V ) mit ∧ und heißt das äußere Produkt oder Wedge-Produkt. Es gilt also
[T ] ∧ [T ′] = [T ⊗ T ′].
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Definition 5.1.30. Sei V ein Vektorraum. Die Algebra Λ(V ) heißt die äußere Algebra
von V .

Notation 5.1.31. Für einen Vektorraum V setzen wir Ik(V ) := T k0 (V ) ∩ I(V ) und

Λk(V ) = Tk(V )
Ik(V )

.

Definition 5.1.32. Der Vektorraum Λk(V ) heißt die k-te äußere Potenz von V .

Die folgende Proposition folgt fast unmittelbar aus der Definition.

Proposition 5.1.33. Sei V ein Vektorraum. Dann gilt

(i) I(V ) =
⊕

k∈N I
k(V ) und

(ii) Λ(V ) =
⊕

k∈N Λk(V )

Bemerkung 5.1.34. Aus der obigen konkreten Beschreibung von I(V ) sehen wir, dass
I0(V ) = I1(V ) = {0}. Daraus folgt Λ0(V ) = K und Λ1(V ) = V .

Bemerkung 5.1.35. Wir wissen, dass Elementartensoren, also Elemente der Form v1 ⊗
· · · ⊗ vk für v1, . . . , vk ∈ V , den Raum T k0 (V ) erzeugen. Daraus folgt, dass Elemente der
Form [v1 ⊗ · · · ⊗ vk] = v1 ∧ · · · ∧ vk den Raum Λk(V ) erzeugen. Ein Element ω ∈ Λk(V )
heißt zerlegbar oder faktorisierbar, falls v1, . . . , vk ∈ V existieren, sodass ω = v1∧ · · · ∧ vk.
Diese Bemerkung besagt, dass zerlegbare Elemente von Λk(V ), diesen Raum aufspannen.

Sei V ein Vektorraum und betrachte die folgenden Unterräume von Λ(V ):

Λeven(V ) :=
⊕
k≥0

Λ2k(V ), Λodd(V ) :=
⊕
k≥0

Λ2k+1(V ).

Dann gilt Λ(V ) = Λeven(V )⊕Λodd(V ). Sei ω ∈ Λ(V ). Falls ω ∈ Λeven(V ) bzw. ω ∈ Λodd(V )
setzen wir |ω| = 0 bzw. |ω| = 1.

Proposition 5.1.36. Sei V ein Vektorraum und seien ω, η ∈ Λ(V ) so, dass |ω| und |η|
definiert sind. Dann gilt ω ∧ η = (−1)|ω||η|η ∧ ω.

Beweis. Seien v, w ∈ V . Dann gilt

v ∧ w = [v ⊗ w] = [v ⊗ w + w ⊗ v − w ⊗ v] = −[w ⊗ v] = −w ∧ v,

wobei wir bei der vorletzten Gleichung benutzt haben, dass v ⊗ w + w ⊗ v in I(V ) liegt.
Seien nun v1, . . . , vk, w1, . . . , wl ∈ V . Wegen Bemerkung 5.1.35 reicht es, die Behaup-

tung für ω = v1 ∧ · · · ∧ vk und η = w1 ∧ · · · ∧ wl zu zeigen. Es gilt

ω ∧ η = v1 ∧ · · · ∧ vk ∧ w1 ∧ · · · ∧ wl = (−1)kw1 ∧ v1 ∧ · · · ∧ vk ∧ w2 ∧ · · · ∧ wl.

Wir können so weiter machen und jedes Mal ein wi mit allen vj permutieren. Dann erhalten
wir

ω ∧ η = (−1)klw1 ∧ · · · ∧ wl ∧ v1 ∧ · · · ∧ vk = (−1)klη ∧ ω = (−1)|ω||η|η ∧ ω.

Bemerkung 5.1.37. Sei V ein Vektorraum und sei {e1, . . . , en} ⊂ V eine Basis. Dann ist
{ei1 ⊗· · ·⊗ eik}1≤i1,...,ik≤n eine Basis von T k0 (V ). Daraus folgt, dass {ei1 ∧ · · · ∧ eik}1≤i1,...,ik
den Raum aufspannt. Wegen Proposition 5.1.36 gilt

Span{ei1 ∧ · · · ∧ eik}1≤i1,...,ik≤n = Span{ei1 ∧ · · · ∧ eik}1≤i1<···<ik≤n.

Die Familie {ei1 ∧ · · · ∧ eik}1≤i1<···<ik≤n ist zusätzlich linear unabhängig und damit eine
Basis von Λk(V ) (Aufgabe).
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Aufgabe 5.1.38. Lösen Sie die Aufgabe in Bemerkung 5.1.37.

Aufgabe 5.1.39.

(i) (Bonusaufgabe +2 Punkte) Seien V einen Vektorraum mit dimV > 1. Zeigen Sie,
dass nicht jedes Element von V ⊗ V ein Elementartensor ist.

(ii) Sei W ein Vektorraum und k ∈ N. Zeigen Sie, dass jedes Element von Λk(W )
zerlegbar ist, falls dimW < 4. Widerlegen Sie die Aussage, falls dimW > 4.

(iii) Sei X ein Vektorraum. Gilt ω ∧ ω = 0 für alle ω ∈ Λ(X).

Seien V und W Vektorräume. Wir haben schon gesehen, dass für jede multilineare
Abbildung α ∈ Mk(V ;W ) genau eine lineare Abbildung α̃ ∈ L(T k0 (V );W ) mit α = α̃ ◦ ⊗
existiert. Wir werden jetzt sehen, dass der Vektorraum Λk(V ) eine ähnlich Eigenschaft
hat. Mit etwas Notationsmissbrauch bezeichnen wir mit ∧ die Verkettung

V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k-mal

⊗−→ T k0 (V )→ Λk(V ),

wobei die zweite Abbildung, die kanonische Projektionsabbildung ist. In der folgenden
Definition bezeichnen wir mit Sk die Permutationsgruppe der Menge {1, . . . , k}.

Definition 5.1.40. Seien V und W Vektorräume. Eine multilineare Abbildung α ∈
Mk(V ;W ) heißt alternierend, falls für jede Transposition τ ∈ Sk und für alle v1, . . . , vk

α(vτ(1), · · · , vτ(k)) = −α(v1, · · · , vk).

Der Raum der alternierenden Abbildungen bezeichnen wir mit AMk(V ;W ). Falls W =
K, schreiben wir AMk(V ) statt AMk(V ;K). Weiterhin setzen wir AM0(V ) := K und
AM(V ) :=

⊕
k∈N0

AMk(V ).

Bemerkung 5.1.41. Da jede Permutation σ ∈ Sk ein Produkt von Transpositionen ist,
gilt

α(vσ(1), · · · , vσ(k)) = sgn(σ)α(v1, · · · , vk),

wobei wir mit sgn(σ) die Parität der Permutation σ bezeichnet haben.

Proposition 5.1.42. Seien V und W Vektorräume. Sei α ∈ AMk(V ;W ). Dann existiert
eine eindeutige lineare Abbildung α̃ : Λk(V )→ W , sodass das Diagramm

Λk(V )

V × · · · × V W

α̃∧

α

kommutiert.

Beweis. Die universelle Eigenschaft von T k0 (V ) impliziert die Existenz einer eindeutigen
linearen Abbildung α̂ : T k0 (V )→ W , sodass das Diagramm

T k0 (V )

V × · · · × V W

α̂⊗

α

(∗)
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kommutiert. Wir zeigen jetzt, dass Ik(V ) ⊂ ker α̂. In der Tat: Jedes Element aus Ik(V )
ist eine endliche Linearkombination von Elementen der Form

v1 ⊗ · · · vi1 ⊗ v ⊗ w ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′i2 + v1 ⊗ · · · ⊗ vi1 ⊗ w ⊗ v ⊗ v′1 ⊗ · · · v′i2 ,

mit i1 + i2 = k − 2 und vj, v
′
k ∈ V für 1 ≤ j ≤ i1 und 1 ≤ k ≤ i2. Nach Definition von α̂

gilt

α̂(v1 ⊗ · · · vi1 ⊗ v ⊗ w ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′i2 + v1 ⊗ · · · vi1 ⊗ w ⊗ v ⊗ v′1 ⊗ · · · v′i2) =

α(v1, · · · , vi1 , v, w, v′1, · · · , v′i2) + α(v1, · · · , vi1 , w, v, v′1, · · · , v′i2) = 0.

Daraus folgt Ik(V ) ⊂ ker α̂. Damit existiert eine eindeutige lineare Abbildung α̃ : Λk(V ) =
Tk0 (V )

Ik(V )
→ W , sodass das Diagramm

Λk(V )

T k0 (V ) W

α̃

α̂

(#)

kommutiert. Aus der Kommutativität von ∗ und # folgt die Kommutativität von

Λk(V )

V × · · · × V W

α̃∧

α

.

Sei nun β̃ : Λk(V )→ W eine weitere lineare Abbildung, sodass das Diagramm

Λk(V )

V × · · · × V W

β̃∧

α

kommutiert. Sei β̂ die Verkettung

T k0 (V )→ Λk(V )
β̃−→ W,

wobei die erste Abbildung die kanonische Projektionsabbildung ist. Dann kommutiert

T k0 (V )

V × · · · × V W

β̂⊗

α

.

Daraus folgt β̂ = α̂ und damit β̃ = α̃. Die Behauptung folgt.

Als eine unmittelbare Folgerung von Proposition 5.1.42 erhalten wir das folgende

Korollar 5.1.43. Seien V und W Vektorräume. Dann existiert ein kanonischer Isomor-
phismus

L(Λk(V );W )→ AMk(V ;W ),

der α̃ ∈ L(Λk(V );W ) auf die alternierende multilineare Abbildung α := α̃ ◦ ∧ abbildet.
Explizit gilt für v1, . . . , vk ∈ V :

α(v1, . . . , vk) = α̃(v1 ∧ · · · ∧ vk).
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Beispiel 5.1.44. Falls W = K in der Situation von Korollar 5.1.43 gilt, erhalten wir
einen kanonischen Isomorphismus Λk(V )∗ ∼= AMk(V ).

Mithilfe von Proposition 5.1.42 erhalten wir die folgende

Proposition 5.1.45. Seien U und V Vektorräume und sei f : U → V eine lineare Abbil-
dung. Es existiert eine eindeutige lineare Abbildung

∧k f : Λk(U)→ Λk(V ), die u1∧· · ·∧uk
für u1, . . . , uk ∈ U auf A(u1)∧ · · · ∧A(uk) abbildet. Falls W ein weiterer Vektorraum und
g : V → W eine weitere lineare Abbildung ist, gilt

∧k(g ◦ f) =
∧k(g) ◦

∧k(f).

Beweis. Diese Aussage kann analog zu Proposition 5.1.7 und Proposition 5.1.9 bewiesen
werden.

Aufgabe 5.1.46. Sei V ein Vektorraum über einen Körper K mit Charakteristik 0 und
sei Sk die Gruppe der Permutationen der Menge {1, . . . , k} für beliebiges k ∈ N. Für
jedes σ ∈ Sk gibt es eine eindeutige lineare Abbildung fσ : T k0 (V ) → T k0 (V ) die auf
Elementartensoren durch

v1 ⊗ · · · ⊗ vk 7→ vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k)

gegeben ist. Für k ∈ N definieren wir

Λ̃k(V ) := {T ∈ T k0 (V ) | fσ(T ) = sgn(σ)T, ∀σ ∈ Sk}.

und setzen Ak := 1
k!

∑
σ∈Sk sgn(σ)fσ : T k0 (V ) → T k0 (V ). Weiterhin setzen wir Λ̃0(V ) := K

und A0 := idΛ̃0(V ).

1. Sei k ∈ N0. Zeigen Sie, dass A2
k = Ak und dass im(Ak) = Λ̃k(V ).

2. Für T ∈ Λ̃k(V ) und T ′ ∈ Λ̃l(V ) setzen wir T ∧̃T ′ = Ak+l(T ⊗ T ′). Zeigen Sie, dass
T ∧̃T ′ = (−1)klT ′∧̃T .

3. (Bonus +4 Punkte) Durch bilineare Erweiterung von ∧̃ erhält man ein Produkt

auf Λ̃(V ) :=
⊕

k∈N0
Λ̃k(V ), mit dem Λ̃(V ) zu einer Algebra wird. Finden Sie einen

kanonischen Isomorphismus zwischen Λ(V ) und Λ̃(V ).

Das folgende Beispiel ist sehr wichtig.

Beispiel 5.1.47 (Der Insertion-Operator). Sei V ein Vektorraum und sei k ∈ N (ins-
besondere ist k ≥ 1). Für v ∈ V ∗ betrachte die alternierende multilineare Abbildung
(Iv)k : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸

k-mal

→ Λk−1(V ∗), die durch

(v∗1, . . . , v
∗
k) 7→

∑
1≤i≤k

(−1)i+1v∗i (v)v∗1 ∧ · · · ∧ v̂∗i ∧ · · · ∧ v∗k

gegeben ist. Die Notation v̂∗i bedeutet, dass v∗i im Wedge-Produkt ausgelassen wird; d. h.
v∗1 ∧ · · · ∧ v̂∗i ∧ · · · ∧ v∗k = v∗1 ∧ · · · ∧ v∗i−1 ∧ v∗i+1 ∧ · · · ∧ v∗k. Es existiert eine eindeutige lineare
Abbildung (ιv)k : Λk(V ∗)→ Λk−1(V ∗), sodass das Diagramm

Λk(V )

V × · · · × V Λk−1(V )

(ιv)k
∧

(Iv)k

.
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kommutiert. Wir können die so definierten Abbildungen (ιv)k für jedes k ∈ N zusammen-
setzen, um eine lineare Abbildung

ιv : Λ(V ∗)→ Λ(V ∗)

zu definieren. ιv ist die eindeutige lineare Abbildung, die auf Λ0(V ∗) = K verschwindet
und auf Λk(V ∗) mit (ιv)k übereinstimmt. Wir halten die folgende unmittelbare Folgerung
der Definition von ιv fest: Für ω, η ∈ Λ(V ∗), sodass |ω| definiert ist, gilt

ιv(ω ∧ η) = ιv(ω) ∧ η + (−1)|ω|ω ∧ ιv(η).

Aufgabe 5.1.48.

(i) Sei V ein Vektorraum und seien v1, . . . , vk ∈ V . Zeigen Sie, dass {v1 . . . , vk} genau
dann eine linear unabhängige Familie ist, wenn v1 ∧ · · · ∧ vk 6= 0.

(ii) Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Seien {e1, . . . , en} ⊂ V und {f1, . . . , fn} ⊂ V
Basen von V . Dann existieren Aji , sodass ei =

∑
j A

j
ifj. Sei M die Matrix, deren

ij-te Komponente Aji ist. Zeigen Sie, dass

e1 ∧ · · · ∧ en = (detM)f1 ∧ · · · ∧ fn

Aufgabe 5.1.49. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und A : V → V eine lineare
Abbildung. Da dim Λn(V ) = 1, existiert eine Zahl (∈ K), die wir mit d̃etA bezeichnen,
sodass

Λn(A)(ω) = d̃etAω

für alle ω ∈ Λn(V ). Sei MA die darstellende Matrix von A bezüglich einer beliebigen Basis

von V . Zeigen Sie, dass d̃etA = detMA.

5.1.4 Nicht-ausgeartete Paarungen und Dualitätsisomorphismen

Definition 5.1.50. Seien V und W K-Vektorräume. Eine bilineare Abbildung (·, ·) : V ×
W → K heißt eine Paarung von V und W . Die Paarung (·, ·) heißt nicht-ausgeartet, falls
für alle v 6= 0 in V ein w ∈ W existiert, sodass (v, w) 6= 0, und für alle w 6= 0 in W ein
v ∈ V existiert, sodass (v, w) 6= 0.

Proposition 5.1.51. Seien V und W endlich-dimensionale Vektorräume. Sei (·, ·) : V ×
W → K eine nicht-ausgeartete Paarung. Dann sind die Abbildungen

V → W ∗ v 7→ (w 7→ (v, w))

und
W → V ∗ w 7→ (v 7→ (v, w))

Isomorphismen.

Beweis. Da die Paarung nicht-ausgeartet ist, sind beide Abbildungen injektiv. Daraus
folgt dimV = dimW . Die Gleichheit der Dimensionen und die Injektivität der Abbildun-
gen implizieren, dass die Abbildungen Isomorphismen sind.

Nun behandeln wir einige wichtige Beispiele.
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Beispiel 5.1.52. Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und sei g : V × V → R
ein inneres Produkt (Skalarprodukt) (oder allgemeiner eine nicht-ausgeartete symmetri-
sche bilineare Abbildung). Aus der positiven Definitheit von g folgt, dass g eine nicht-
ausgeartete Paarung ist. Die Abbildung

g
Z
: V → V ∗ v 7→ (w 7→ (v, w))

ist dann ein Isomorphismus. Wir bezeichnen die Inverse von g
Z

durch g
\
. Ein inneres

Produkt auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V erlaubt uns also V mit V ∗ zu
identifizieren. Wir beschreiben nun g

Z
und g

\
in Koordinaten. Sei {e1, . . . , en} ⊂ V eine

Basis und sei {e1, . . . , en} ⊂ V ∗ die dazugehörige duale Basis. Sei gij := g(ei, ej) die ij-te
Komponente der Gram-Matrix von g. Sei 1 ≤ i ≤ n. Die j-te Komponente von g

Z
(ei) in

der Basis {e1, . . . , en} ist gegeben durch

g
Z
(ei)(ej) = g(ei, ej) = gij.

Es gilt also

g
Z
(ei) =

∑
j

gije
j.

Daraus folgt, dass für ein beliebiges v ∈ V mit v =
∑

i ξ
iei

g
Z
(v) = g

Z
(
∑
i

ξiei) =
∑
i,j

gijξ
iej

gilt. Wir bezeichnen mit gij die ij-te Komponente der Inversen der Gram-Matrix (gij)i,j.
Dann gilt für beliebiges v∗ ∈ V ∗ mit v∗ =

∑
i ξie

i

g
\
(v∗) = g

\
(
∑
i

ξie
i) =

∑
i,j

gijξiej.

Beispiel 5.1.53. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann existiert eine
eindeutige Paarung T rs (V )× T rs (V ∗)→ K, die auf Elementartensoren durch

(v1 ⊗ · · · vr ⊗ v∗1 ⊗ · · · v∗s , v̂∗1 ⊗ · · · ⊗ v̂∗r ⊗ v̂1 ⊗ · · · ⊗ v̂s) 7→

v̂∗1(v1) · · · v̂∗r(vr) · · · v∗1(v̂1) · · · v∗s(v̂s)
gegeben ist. Die Existenz kann mithilfe der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts
bewiesen werden (Aufgabe). Wir zeigen, dass diese Paarung nicht-ausgeartet ist. Wir
betrachten hier nur den Fall K = R. Sei {e1, . . . , en} ⊂ V eine Basis und {e1, . . . , en} ⊂ V ∗.
Sei

T =
∑

1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n

T i1···irj1···js ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e
j1 ⊗ · · · ⊗ ejs

ein beliebiges Element aus T rs (V ). Wir setzen Sj1···jsi1···ir := T i1···irj1···js . Die Paarung von T mit

S =
∑

1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n

Sj1···jsi1···ir e
i1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejs

ergibt ∑
1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n

(T i1···irj1···js )
2.

Falls T 6= 0, ist mindestens eine der Komponenten T i1···irj1···js ungleich Null. Damit ist die
Paarung von S und T auch ungleich Null. Wegen Proposition 5.1.51 erhalten wir einen
Isomorphismus T rs (V ∗) ∼= T rs (V )∗. Durch Verkettung von diesem Dualitätsisomorphismus
mit dem Isomorphismus aus Bemerkung 5.1.28 erhalten wir den Isomorphismus T rs (V ∗) ∼=
T sr (V ).
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Beispiel 5.1.54. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Durch die Verkettung
des Dualitätsisomorphismuses T 0

r (V ) = T r0 (V ∗) := T r0 (V )∗ aus Beispiel 5.1.53 mit dem
kanonischen Isomorphismus T r0 (V )∗ ∼= Mr(V ) erhalten wir einen Isomorphismus T 0

r (V ) :=
Mr(V ), der uns erlaubt multilineare Abbildungen V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

r-mal

→ K mit Tensoren vom

Typ (0, r) zu identifizieren.
Spezialfall: Jede bilineare Abbildung V × V → K (z. B. ein inneres Produkt auf V )

kann so mit einem Element von T 0
2 (V ) identifiziert werden. Expliziter: Sei {e1, . . . , en} ⊂

V eine Basis von V und {e1, . . . , en} ⊂ V ∗ die dazugehörige duale Basis. Ein Tensor
T =

∑
1≤i,j≤n Tije

i⊗ ej wird unter dem Dualitätsisomorphismus T 0
2 (V ) := T 2

0 (V )∗ auf das

Funktional α̃T ∈ T 2
0 (V )∗ mit

α̃T (v1 ⊗ v2) =
∑

1≤i,j≤n

Tije
i(v1)ej(v2)

für alle v1, v2 ∈ V abgebildet. Andererseits ist der Isomorphismus T 2
0 (V )∗ := M2(V ) durch

die Präkomposition mit ⊗ : V × V → T 2
0 (V ) gegeben. Das Funktional α̃T wird also auf

die bilineare Abbildung αT abgebildet mit

αT (v1, v2) = α̃T (v1 ⊗ v2) =
∑

1≤i,j≤n

Tije
i(v1)ej(v2).

Wir bemerken, dass die ij-te Komponente der
”
Gram-Matrix“ der bilinearen Abbildung

αT bezüglich der Basis {e1, . . . , en} (d. h. αT (ei, ej)) genau Tij ist. Umgekehrt sei α ∈
M2(V ) eine bilineare Abbildung und sei Tij die ij-te Komponente der Gram-Matrix von α
bezüglich der Basis {e1, . . . , en}. Dann wird α unter der Identifikation T 0

2 (V ) := M2(V ) mit
dem Tensor Tα =

∑
1≤i,j≤n Tije

i⊗ej identifiziert. Sei W ein weiterer endlich-dimensionaler
Vektorraum und sei f : V → W eine lineare Abbildung. Sei f ∗ : W ∗ → V ∗ die duale
Abbildung zu f . Betrachte die Abbildung

⊗r f ∗ : T 0
r (W ) → T 0

r (V ). Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung Mr(W )→ Mr(V ), die wir ebenfalls mit

⊗r f ∗ bezeichnen, sodass
das Diagramm

T 0
r (W ) T 0

r (V )

Mr(W ) Mr(V )

⊗r f∗

∼= ∼=⊗r f∗

kommutiert. Für α ∈ Mr(W ) und v1, . . . , vr ∈ V gilt

r⊗
f ∗(α)(v1, · · · , vr) = α(fv1, · · · , fvr)

(Aufgabe).

Beispiel 5.1.55. Wir verallgemeinern nun das Beispiel 5.1.54. Seien V und W endlich-
dimensionale Vektorräume. Wir bezeichnen mit d den Dualitätsisomorphismus T 0

r (V ) ∼=
T r0 (V )∗ und mit f den kanonischen Isomorphismus T r0 (V )∗⊗W ∼= L(T r0 (V );W ). Mithilfe
der Verkettung der Isomorphismen

T 0
r (V )⊗W d⊗idW−−−−→ T r0 (V )∗ ⊗W f−→ L(T r0 (V );W ) ∼= Mr(V ;W ),

wobei der letzte Isomorphismus der aus 5.1.27 ist, können wir T 0
r (V )⊗W mit Mr(V ;W )

identifizieren. Wir beschreiben nun diese Identifikation in Koordinaten. Seien {e1, . . . , em} ⊂
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V und {f1, . . . , fn} ⊂ W Basen und sei {e1, . . . , em} die duale Basis zu {e1, . . . , em}. Sei
T ∈ T 0

r (V )⊗W . Dann existieren T ij1,··· ,jr ∈ K, sodass

T =
∑

i,j1,··· ,jr

T ij1,··· ,jre
j1 ⊗ · · · ⊗ ejr ⊗ fi.

T wird auf die lineare Abbildung abgebildet, die durch

(v1, . . . , vr) 7→
∑

i,j1,··· ,jr

T ij1,··· ,jre
j1(v1) · · · ejr(vr)fi

gegeben ist.

Beispiel 5.1.56. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann existiert genau eine
Paarung Λk(V )×Λk(V ∗)→ K, die auf den zerlegbaren Elementen von Λk(V ) und Λk(V ∗)
durch

(v1 ∧ · · · ∧ vk, v∗1 ∧ · · · ∧ v∗k) 7→ det(v∗i (vj))

gegeben ist, und diese Paarung ist nicht-ausgeartet (Aufgabe). Wegen Proposition 5.1.51
erhalten wir einen Isomorphismus Λk(V ∗) ∼= (Λk(V ))∗.

Beispiel 5.1.57. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und k ∈ N. Wir betrachten
den Dualitätsisomorphismus Λk(V ∗) ∼= Λk(V )∗ aus Beispiel 5.1.56. Durch die Verkettung
von Isomorphismen

Λk(V ∗) ∼= Λk(V )∗ ∼= AMk(V )

können wir den Raum Λk(V ∗) mit AMk(V ) identifizieren. Weiterhing bemerken wir, dass
Λ0(V ∗) = K = AM0(V ). Durch Bildung der direkten Summe der Isomorphismen über
alle k erhalten wir einen Isomorphismus Λ(V ∗) ∼= AM(V ) (siehe Definition 5.1.40 für die
Notation).

Bemerkung 5.1.58. Mithilfe des Isomorphismuses Λ(V ∗) ∼= AM(V ) aus Beispiel 5.1.57
und des Wedge-Produkts auf Λ(V ∗) können wir auf AM(V ) ein Produkt definieren, sodass
Λ(V ∗) ∼= AM(V ) ein Algebren-Isomorphismus ist. Wir bezeichnen dieses Produkt auf
AM(V ) ebenfalls mit ∧. Sei ω ∈ AMk(V ) und η ∈ AMl(V ). Dann gilt

ω ∧ η(v1, · · · , vk+l) =
∑

σ k,l Shuffle

sgn(σ)ω(vσ(1), · · · , vσ(k))η(vσ(k+1), · · · , vσ(k+l)).

Ein σ ∈ Sk+l heißt ein k, l-Shuffle, falls σ(1) < · · · < σ(k) und σ(k + 1) < · · · < σ(k + l)
(Aufgabe).

Sei v ∈ V . Wir betrachten den Insertion-Operator ιv : Λk(V ∗) → Λk−1(V ∗) (vgl. Bei-
spiel 5.1.47). Dann existiert genau eine Abbildung AMk(V ) → AMk−1(V ), die wir eben-
falls mit ιv bezeichnen, sodass das Diagramm

Λk(V ∗) Λk−1(V ∗)

AMk(V ) AMk−1(V )

ιv

∼= ∼=

ιv

kommutiert, wobei die vertikalen Abbildungen die Dualitätsisomorphismen aus Beispiel
5.1.57 sind. Für ω ∈ AMk(V ) und für alle v1, . . . , vk−1 ∈ V gilt

ιv(ω)(v1, · · · , vk−1) = ω(v, v1, · · · , vk−1)
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(Aufgabe).
Sei W ein weiterer endlich-dimensionaler Vektorraum und sei f : V → W eine li-

neare Abbildung. Sei f ∗ : W ∗ → V ∗ die duale Abbildung zu f . Betrachte die Abbil-
dung Λkf ∗ : Λk(W ∗) → Λk(V ∗). Dann gibt es genau eine lineare Abbildung AMk(W ) →
AMk(V ), die wir ebenfalls mit Λkf ∗ bezeichnen, sodass das Diagramm

Λk(W ∗) Λk(V ∗)

AMk(W ) AMk(V )

Λkf∗

∼= ∼=

Λkf∗

kommutiert. Für ω ∈ AMk(W ) und v1, . . . , vk ∈ V gilt

Λkf ∗(ω)(v1, · · · , vk) = ω(fv1, · · · , fvk)

(Aufgabe).

5.1.5 Operationen auf Tensoren

Kontraktion

Sei V ein Vektorraum. Assoziiert zu einem Paar (k, l) mit 1 ≤ k ≤ r und 1 ≤ l ≤ s
existiert eine eindeutige lineare Abbildung

C : T rs (V )→ T r−1
s−1 (V ),

die v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ v∗1 ⊗ · · · v∗s für v1, . . . , vr, v
∗
1, . . . , v

∗
s ∈ V auf

v∗l (vk)v1 ⊗ · · · ⊗ vk−1 ⊗ vk+1 ⊗ · · · vr ⊗ v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗l−1 ⊗ v∗l+1 ⊗ · · · v∗s

abbildet. Die Existenz und Eindeutigkeit von C mit der obigen Eigenschaft ist eine direkte
Folgerung der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts.

Definition 5.1.59. Die oben definierte Abbildung C heißt Kontraktion oder präziser die
(k, l)-Kontraktion.

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Sei {e1, · · · , en} ⊂ V eine Basis und
{e1, · · · , en} ⊂ V ∗ die dazugehörige duale Basis. Sei

T =
∑

1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n

T i1···irj1···js ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e
j1 ⊗ · · · ⊗ ejs .

Nach Anwendung der (k, l)-Kontraktion auf T erhalten wir∑
1≤i1,··· ,ik−1,ik+1,··· ,ir,
j1,··· ,jl−1,il+1,··· ,js≤n

∑
m

T
i1···ik−1mik+1,··· ,ir
j1···jl−1mjl+1···js ei1 ⊗ · · · ⊗ eik−1

⊗ eik+1
⊗ · · · ⊗ eir

⊗ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl−1 ⊗ ejl+1 ⊗ · · · ⊗ ejs .

Beispiel 5.1.60. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Sei {e1, · · · , en} ⊂ V eine
Basis und {e1, · · · , en} ⊂ V ∗ die dazugehörige duale Basis. Betrachte die einzige mögliche
Kontraktion auf T 1

1 (V ). Ein Element T =
∑

ij T
i
jei⊗ej wird auf

∑
m T

m
m abgebildet. Wenn

wir T 1
1 (V ) mithilfe des kanonischen Isomorphismuses aus Proposition 5.1.14 mit L(V ;V )

identifizieren, dann ist diese Kontraktion nichts anderes als die Spur-Abbildung.
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Erhöhung und Senkung von Indizes

Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und sei g : V×V → R eine nicht-ausgeartete
symmetrische bilineare Abbildung. Die folgende Konstruktion ist für allgemeine nicht-
ausgeartete symmetrische bilineare Abbildungen g möglich, wir werden uns aber später
vor allem für innere Produkte interessieren. Für 1 ≤ k ≤ r betrachten wir die lineare
Abbildung

T rs (V )→ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
(k−1)-mal

⊗V ∗ ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
(r−k)-mal

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
s-mal

→ T r−1
s+1 (V ),

wobei die erste Abbildung

idV ⊗ · · · ⊗ idV︸ ︷︷ ︸
(k−1)-mal

⊗gZ ⊗ idV ⊗ · · · idV︸ ︷︷ ︸
(r−k)-mal

⊗ idV ∗ ⊗ · · · ⊗ idV ∗︸ ︷︷ ︸
s-mal

ist und die zweite Abbildung, die eindeutige lineare Abbildung, die auf Elementartensoren
durch

v1 ⊗ · · · ⊗ vk−1 ⊗ v∗ ⊗ vk+1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗s 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vk−1 ⊗ vk+1 ⊗ · · · ⊗ vr

⊗v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗s ⊗ v∗

gegeben ist. Sei {e1, . . . , en} ⊂ V eine Basis und {e1, . . . , en} ⊂ V ∗ die dazugehörige duale
Basis. Sei

T =
∑

1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n

T i1,··· ,irj1,··· ,js ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e
j1 ⊗ · · · ⊗ ejs .

Aus der Rechnung in Beispiel 5.1.52 folgt, dass T unter der obigen Abbildung auf

S =
∑

1≤i1,··· ,ik−1,ik+1,··· ,ir,
j1,··· ,jl−1,jl+1,··· ,js,l≤n

S
i1···ik−1ik+1···ir
j1···jsl ei1⊗· · ·⊗ eik−1

⊗ eik+1
⊗· · ·⊗ eir ⊗ ej1⊗· · ·⊗ ejs⊗ el,

mit
S
i1,··· ,ik−1,ik+1,··· ,ir
j1,··· ,js,l =

∑
1≤ik≤n

giklT
i1,··· ,ir
j1,··· ,js .

abgebildet wird.

Definition 5.1.61. Die oben definierte lineare Abbildung T rs (V ) → T r−1
s+1 (V ) heißt die

Senkung des k-ten Index.

Für 1 ≤ k ≤ s betrachten wir die lineare Abbildung

T rs (V )→ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
r-mal

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
(k−1)-mal

⊗V ⊗ V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
(s−k)-mal

→ T r+1
s−1 (V ),

wobei die erste Abbildung

idV ⊗ · · · ⊗ idV︸ ︷︷ ︸
r-mal

⊗ idV ∗ ⊗ · · · ⊗ idV ∗︸ ︷︷ ︸
(k−1)-times

⊗g\ ⊗ idV ∗ ⊗ · · · ⊗ idV ∗︸ ︷︷ ︸
(s−k)-mal

ist. Die zweite Abbildung ist die eindeutige lineare Abbildung, die auf Elementartensoren
durch

v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗k−1 ⊗ v ⊗ v∗k+1 ⊗ · · · v∗s 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ v

⊗v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗k−1 ⊗ v∗k+1 ⊗ · · · ⊗ v∗s
gegeben ist.
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Definition 5.1.62. Die oben definierte lineare Abbildung T rs (V ) → T r−1
s+1 (V ) heißt die

Erhöhung des k-ten Index.

Bemerkung 5.1.63. Die oben definierten Operatoren zu Erhöhung und Senkung von
Indizes sind von der Wahl von g abhängig.

Aufgabe 5.1.64. Sei {e1, . . . , en} ⊂ V eine Basis und {e1, . . . , en} ⊂ V ∗ die dazugehörige
duale Basis. Sei

T =
∑

1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n

T i1,··· ,irj1,··· ,js ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ e
j1 ⊗ · · · ⊗ ejs

ein beliebiges Element von T rs (V ). Berechnen Sie die Komponenten des Resultats der
Erhöhung des k-ten Index von T .

5.1.6 Skalarprodukt auf der Tensor- und äußere Algebra

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und sei g : V × V → R ein inneres Produkt
(Skalarprodukt). Wir bezeichnen mit g

Z
: V → V ∗ und g

\
: V ∗ → V die musischen Isomor-

phismen, die in Beispiel 5.1.52 diskutiert wurden. Wir benutzen g um ein Skalarprodukt
auf Λk(V ) und Λk(V ∗) zu definieren. Der Isomorphismus g

Z
induziert einen Isomorphis-

mus Λkg
Z
: Λk(V )

∼=−→ Λk(V ∗), den wir im Folgenden wieder mit g
Z

bezeichnen. Betrachte
die Verkettung

gΛk(V ) : Λk(V )× Λk(V )
id

Λk(V )
×gZ

−−−−−−−→ Λk(V )× Λk(V ∗)→ R,

wobei die zweite Abbildung die in Beispiel 5.1.56 definierte Paarung ist. Für zerlegbare
Elemente v1 ∧ · · · ∧ vk und w1 ∧ · · · ∧ wk gilt

gΛk(V )(v1 ∧ · · · ∧ vk, w1 ∧ · · · ∧ wk) = det(g(wi, vj))i,j.

Mithilfe dieser Beobachtung sieht man, dass gΛk(V ) symmetrisch ist. Zusätzlich folgt aus
dieser Beobachtung, dass {ei1 ∧ · · · ∧ eik}1≤i1<···<ik≤n eine Orthonormalbasis von Λk(V )
ist, falls {e1, . . . , en} eine Orthonormalbasis von V ist. Andererseits induziert der Isomor-

phismus g
\

einen Isomorphismus Λkg
\
: Λk(V ∗)

∼=−→ Λk(V ), den wir im Folgenden wieder
mit g

\
bezeichnen. Betrachte die Verkettung

gΛk(V ∗) : Λk(V ∗)× Λk(V ∗)
g
\×id

Λk(V )−−−−−−→ Λk(V )× Λk(V ∗)→ R,

wobei die zweite Abbildung die in Beispiel 5.1.56 definierte Paarung ist. Sei {e1, . . . , en} ⊂
V eine Orthonormalbasis und {e1, . . . , en} ⊂ V ∗ die dazugehörige duale Basis. Wir be-
merken, dass g

Z
(ei) = ei. Daraus folgt, dass {ei1 ∧ · · · ∧ eik}1≤i1<...,ik≤n und {ei1 ∧ · · · ∧

eik}1≤i1<...,ik≤n Orthonormalbasen von Λk(V ) und Λk(V ∗) sind, wenn diese Räume mit

dem Skalarprodukt gΛk(V ) bzw. gΛk(V ∗) versehen werden. Im Folgenden werden wir, falls
es nicht zur Verwirrung führt, statt gΛk(V ) und gΛk(V ∗) einfach g schreiben. Jetzt definieren
wir ein Skalarprodukt auf T rS(V ) mithilfe von g. Wir bezeichnen mit G den Isomorphismus

(
r⊗
g
Z
)⊗ (

s⊗
g
\
) : T rs (V )→ T rs (V ∗).

Die Verkettung

T rs (V )× T rs (V )
idTrs (V )⊗G−−−−−−→ T rs (V )× T rs (V ∗)→ R,

wobei die zweite Abbildung die in Beispiel 5.1.53 definierte Paarung ist, ist ein Skalarpro-
dukt auf T rs (V ).
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5.2 Tensorbündeln und Tensorfelder

Sei (M,F) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir setzen

T rs (M) =
⊔
p∈M

T rs (TpM)

Betrachte die
”
Projektionsabbildungen“

πT rs (M) : T rs (M)→M T rs (TpM) 3 T 7→ p.

Im Folgenden setzen wir zunächst voraus, dass r und s nicht gleichzeitig 0 sind. Sei (U,ϕ)
eine Karte für M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Mithilfe der Basis

{ ∂

∂xi1
|p ⊗ · · · ⊗

∂

∂xir
|p ⊗ dxj1|p ⊗ · · · ⊗ dxjs|p}1≤i1,··· ,ir,j1,··· ,js≤n,

können wir den Vektorraum T rs (TpM) für jedes p ∈ U mit Rnr+s identifizieren. Konkreter:
Sei {e1, . . . , enr+s} die Standardbasis von Rnr+s . Wir fixieren eine von p ∈ U unabhängige
Bijektion

b : {(i1, . . . , ir, j1, . . . , js)|1 ≤ i1, · · · , ir, j1, · · · , js ≤ n} → {1, . . . , nr+s}

und benutzen den eindeutigen Isomorphismus T rs (TpM) ∼= Rnr+s , der

∂

∂xi1
|p ⊗ · · · ⊗

∂

∂xir
|p ⊗ dxj1|p ⊗ · · · ⊗ dxjs|p

auf eb(i1,...,ir,j1,...,js) abbildet. Wir benutzen diese Isomorphismen für jedes p ∈ U , um eine
Bijektion

ϕ̃ : π−1
T rs (M)(U)→ ϕ(U)× Rnr+s ⊂ Rn+nr+s

zu konstruieren. Mithilfe solcher Bijektionen und des Ergebnisses von Aufgabe 1.1.40
können wir eine Topologie auf T rs (M) einführen: Die Familie

BT rs (M) := {ϕ̃−1(V )|(U,ϕ) ∈ F , V ⊂ ϕ(U)× Rnr+s ist offen}

von Teilmengen von T rs (M) erfüllt die Voraussetzungen aus Aufgabe 1.1.40 und ist damit
die Basis einer eindeutigen Topologie auf T rs (M), mit der wir T rs (M) versehen. Die Bi-
jektionen ϕ̃ sind dann tautologischerweise Homöomorphismen. Der Raum T rs (M) ist also
ein lokal euklidischer Raum der Dimension n+nr+s. Er ist darüber hinaus Hausdorff und
zweitabzählbar. T rs (M) ist also eine (n+nr+s)-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
Die Familie

F̃0 = {(π−1
T rs (M)(U), ϕ̃)|(U,ϕ) ∈ F}

ist ein Atlas. Um das einzusehen, kann man Proposition 3.1.24, Proposition 3.1.28 und
das oben hergeleitete Verhalten von Tensoren vom Typ (r, s) unter Koordinatenwechsel
benutzen.

Für r = s = 0 gilt T 0
0 (M) =

⊔
p∈M R. Wir können diesen Raum kanonisch mit

dem Raum M × R identifizieren, der als Produkt der Mannigfaltigkeiten M und R eine
Mannigfaltigkeit ist. Bis auf diese Identifikation ist die Abbildung πT 0

0 (M) durch (p, x) 7→ p
gegeben.

Definition 5.2.1. T rs (M) mit der oben konstruierten Mannigfaltigkeitsstruktur heißt das
Tensorbündel vom Typ (r, s) der Mannigfaltigkeit M .
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Proposition 5.2.2. Die Projektionsabbildung πT rs (M) : T rs (M)→M ist glatt.

Beispiel 5.2.3. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann sind T 1
0 (M) und T 0

1 (M) nichts anderes
als das Tangentialbündel bzw. Kotangentialbündel von M .

Definition 5.2.4. SeiM eine Mannigfaltigkeit. Ein (glattes) Tensorfeld vom Typ (r, s) auf
M ist eine glatte Abbildung T : M → T rs (M) mit der Eigenschaft, dass πT rs (M) ◦T = idM .
Der Raum aller glatten Tensorfelder vom Typ (r, s) auf M wird mit T rs (M) oder Γ(T rS(M))
bezeichnet.

Beispiel 5.2.5. Tensorfelder vom Typ (1, 0) und Tensorfelder vom Typ (0, 1) sind nichts
anderes als Vektorfelder bzw. Kovektorfelder.

Beispiel 5.2.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordi-
natenfunktionen {x1, . . . , xn}. Sei (T rs (U) = π−1

T rs (M)(U), ϕ̃) eine induzierte Karte, die wie
oben von einer Bijektion

b : {(i1, . . . , ir, j1, . . . , js)|1 ≤ i1, · · · , ir, j1, · · · , js ≤ n} → {1, . . . , nr+s}
abhängt. Die Abbildung

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs : p 7→ ∂

∂xi1
|p ⊗ · · · ⊗

∂

∂xir
|p ⊗ dxj1|p ⊗ · · · ⊗ dxjs|p

ist ein Tensorfeld vom Typ (r, s) auf U , da ∂
∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs(p) für alle

p ∈ U in T rs (TpM) liegt und

ϕ̃ ◦ ∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ◦ ϕ−1(x) = (x, eb(i1,...,ir,j1,...,js))

und damit glatt ist.

Sei M eine Mannigfaltigkeit und T : M → T rs (M) eine nicht notwendigerweise glatte
Abbildung mit πT rs (M) ◦T = idM . Sei (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordinatenfunktionen
{x1, . . . , xn}. Für jedes p ∈ U finden wir T i1...irj1...js

(p) ∈ R, sodass

T (p) =
∑
i

T i1...irj1...js
(p)

∂

∂xi1
|p ⊗ · · · ⊗

∂

∂xir
|p ⊗ dxj1|p ⊗ · · · ⊗ dxjs|p.

So erhalten wir nr+s Funktionen

T i1...irj1...js
: U → R p 7→ T i1...irj1...js

(p),

die wir die Komponentenfunktionen von T in der Karte (U,ϕ) nennen. Der Beweis der
folgenden Proposition ist analog zum Beweis von Proposition 3.4.3.

Proposition 5.2.7. Seien M , T wie oben. Die Abbildung T ist genau dann ein glattes
Vektorfeld, wenn ihre Komponentenfunktionen T i1...irj1...js

in allen Karten glatt sind.

Bemerkung 5.2.8. Seien T1, T2 ∈ T rs (M). Sei λ ∈ R und sei f ∈ C∞(M). Wir definieren
T1 + T2, λT1 und fT1 ∈ T rs (M) punktweise:

(T1 + T2)(p) = T1(p) + T2(p),

(λT1)(p) = λT1(p),

(fT1)(p) = f(p)T1(p).

Versehen mit diesen Operationen ist T rs (M) ein C∞(M)-Modul.

Definition 5.2.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei T ∈ T rs (M) und T ′ ∈ T r′s′ . Wir
definieren T ⊗ T ′ ∈ T r+r′s+s′ mit

(T ⊗ T ′)(p) = T (p)⊗ T ′(p).
(Aufgabe:Warum ist T ⊗ T ′ glatt?)
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Tensorfelder vom Typ (0, r)

Tensorfelder, die für uns eine wichtigere Rolle spielen, sind Tensorfelder vom Typ (0, r). In
diesem Abschnitt studieren wir daher speziell solche Tensorfelder. Sei M eine Mannigfal-
tigkeit. Sei T : M → T 0

r (M) eine nicht notwendigerweise glatte Abbildung mit πT 0
r (M)◦T =

idM . Für jedes p ∈ M benutzen wir den Dualitätsisomorphismus T 0
r (TpM) ∼= Mr(TpM)

aus Beispiel 5.1.54, um Tp := T (p) ∈ T 0
r (TpM) als eine multilineare Abbildung

TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
r-mal

→ R

zu interpretieren. Für r Vektorfelder X1, . . . , Xr ∈ X(M) definieren wir die Funktion

T (X1, . . . , Xr) : M → R p 7→ Tp((X1)p, . . . , (Xr)p).

Proposition 5.2.10. Seien M und T wie oben. T ist genau dann ein glattes Tensor-
feld vom Typ (0, r), wenn die Abbildung T (X1, . . . , Xr) für je r beliebige Vektorfelder
X1, . . . , Xr ∈ X(M) glatt ist.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Proposition 3.4.35. Sei T glatt. Seien
X1, . . . , Xr ∈ X(M). Wir zeigen, dass T (X1, . . . , Xr) eingeschränkt auf den Definitions-
bereich jeder Karte von M glatt ist. Sei (U,ϕ) eine Karte mit Koordinatenfunktionen
{x1, . . . , xn}. Seien {Ti1...ir} und {X i

j} die Komponentenfunktionen von T und Xj in der
Karte (U,ϕ). Dann gilt

T (X1, . . . , Xr)|U =
∑

1≤i1,...,ir≤n

Ti1...irdx
i1⊗· · ·⊗dxis(X1, . . . , Xr) =

∑
1≤i1,...,ir≤n

Ti1...irX
i1
1 . . . X ir

r .

Daraus folgt, dass T (X1, . . . , Xr)|U glatt ist.
Sei nun umgekehrt T so, dass T (X1, . . . , Xr) für alle X1, . . . , Xr ∈ X(M) glatt ist.

Sei (U,ϕ) eine Karte auf M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn} und p ∈ U . Wir
bezeichnen mit Ti1...ir , die Komponentenfunktionen von T in dieser Karte. Wähle für

jedes (k1, . . . , kr) Vektorfelder ∂̃
∂xk1

, . . . , ∂̃
∂xkr

, die in einer offenen Umgebung V von p mit
∂

∂xk1
, . . . , ∂

∂xkr
übereinstimmen. Es gilt

T (
∂̃

∂xk1
, . . . ,

∂̃

∂xkr
)|V =

∑
1≤i1,...,ir≤n

Ti1...irdx
i1 ⊗ · · · ⊗ dxis(

∂

∂xk1
, . . . ,

∂

∂xkr
) = Tk1...kr

Die Funktion Tk1...kr ist damit glatt. Die Behauptung folgt.

Bemerkung 5.2.11. Wegen Proposition 5.2.10 induziert jede (0, r)-Tensorfeld T eine
multilineare Abbildung

LT : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
r-mal

→ C∞(M) (X1, . . . , Xr) 7→ T (X1, . . . , Xr).

Die Abbildung LT ist im folgenden Sinne C∞(M)-multilinear :

LT (X1, . . . , Xi, fX + gY,Xi+1, . . . , Xr−1) = fLT (X1, . . . , Xi, X,Xi+1, . . . , Xr−1)+

gLT (X1, . . . , Xi, Y,Xi+1, . . . , Xr−1)

für alle f, g ∈ C∞(M), X1, . . . , Xr−1, X, Y ∈ X(M) und i ∈ {0, . . . , r − 1}.
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Der Beweis der folgenden Proposition ist analog zum Beweis von Proposition 3.4.35

Proposition 5.2.12. Sei

L : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
r-mal

→ C∞(M) (X1, . . . , Xr) 7→ T (X1, . . . , Xr)

eine C∞(M) multilineare Abbildung. Dann existiert genau ein (0, r)-Tensorfeld T mit
L = LT . Wir benutzen hier die Notation aus Bemerkung 5.2.11.

Notation 5.2.13. Im Folgenden bezeichnen wir die durch ein (0, r)-Tensorfeld induzierte
C∞(M)-multilineare Abbildung T ebenfalls mit T statt LT .

Beispiel 5.2.14 (Riemannsche Metrik). Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei g := T 0
2 (M).

Für jedes p ∈ M können wir gp := g(p) mithilfe des Isomorphismuses T 0
2 (TpM) ∼=

M2(TpM) als eine bilineare Abbildung TpM × TpM → R interpretieren. Das (0, 2)-
Tensorfeld g heißt eine (glatte) Riemannsche Metrik, falls gp für jedes p ein inneres
Produkt (Skalarprodukt) auf TpM ist. Mithilfe einer Riemannschen Metrik kann man
die Länge von Tangentialvektoren und Winkel zwischen ihnen definieren. Mithilfe eines
Längenbegriffs für Tangentialvektoren kann man wiederum die Länge von Kurven auf der
Mannigfaltigkeit definieren und die Mannigfaltigkeit zu einem metrischen Raum machen.
Riemannsche Metriken induzieren weiterhin Maße auf Mannigfaltigkeiten und erlauben
uns über Volumen von Teilmengen einer Mannigfaltigkeit zu reden. Ein Paar (M, g),
wobei M eine Mannigfaltigkeit und g eine Riemannsche Metrik auf M ist, heißt eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. In der Riemannschen Geometrie beschäftigt man sich mit der
Untersuchung von Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Pull-Back von (0, r)-Tensorfeldern

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte Abbildung. Sei r ∈ N.
Sei T ∈ T 0

r (N). Betrachte die Abbildung

F ∗(T ) : M → T 0
r (M) p 7→

r⊗
F ∗F (p)(TF (p)).

Dann gilt F ∗(T )(p) ∈ T 0
r (TpM). Wir zeigen nun die Glattheit von F ∗(T ). Sei p ∈M und

sei (V, ψ) eine Karte um F (p) mit Koordinatenfunktionen {y1, . . . , yn}. Seien Ti1...ir die
Komponentenfunktionen von T in der Karte (V, ψ). Es gilt also

T |V =
∑

Ti1...irdy
i1 ⊗ · · · ⊗ dyir .

Daher gilt

F ∗(T )|F−1(V ) =
∑

(Ti1...ir◦F )(F ∗(dyi1)⊗· · ·⊗F ∗(dyir) =
∑

(Ti1...ir◦F )d(yi1◦F )⊗· · ·⊗d(yir◦F ),

wobei wir Proposition 3.4.37 benutzt haben. Daraus folgt, dass F ∗(T )|F−1(V ) glatt ist
(vgl. Definition 5.2.9). Wir haben gezeigt, dass für jedes p eine offene Umgebung U von p
existiert, sodass F ∗(T )|U glatt ist. Daraus folgt die Glattheit von F ∗(T ).

Definition 5.2.15. Seien M , N , F und T wie oben. F ∗(T ) heißt das Pull-Back von T
entlang F .

Wir erhalten für jedes r ∈ N eine lineare Abbildung

F ∗ : T 0
r (N)→ T 0

r (M) T 7→ F ∗(T ).

Sei T ∈ T 0
r (N). Wir betrachten T und F ∗(T ) als multilineare Abbildungen wie oben.

Dann gilt für X1, . . . , Xr ∈ X(M)

F ∗(T )(X1, . . . , Xr)(p) = TF (p)((F∗)p((X1)p), . . . , (F∗)p((Xr)p)).
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5.3 Das äußere Bündel und Differentialformen

Sei (M,F) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir setzen

Λk(T ∗M) =
⊔
p∈M

Λk(T ∗pM)

Betrachte die
”
Projektionsabbildungen“

πΛk(T ∗M) : Λk(T ∗M)→M Λk(T ∗pM) 3 T 7→ p.

Im Folgenden setzen wir zunächst k 6= 0 voraus. Sei (U,ϕ) eine Karte für M mit Koor-
dinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Für jedes p ∈ U können wir den Vektorraum Λk(T ∗pM)
mithilfe der Basis

{dxi1|p ∧ · · · ∧ dxik |p}1≤i1<···<ik≤n,

mit R(nk) identifizieren. Konkreter: Sei {e1, . . . , e(nk)
} die Standardbasis von R(nk). Wir

fixieren eine von p ∈ U unabhängige Bijektion

b : {(i1, . . . , ir)|1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n} → {1, . . . ,
(
n

k

)
}

und benutzen den eindeutigen Isomorphismus Λk(T ∗pM) ∼= R(nk), der

dxi1|p ∧ · · · ∧ dxis|p

auf eb(i1,...,ir,j1,...,js) abbildet. Wir benutzen diese Isomorphismen für jedes p ∈ U , um eine
Bijektion

ϕ̃ : π−1
Λk(T ∗M)

(U)→ ϕ(U)× R(nk) ⊂ Rn+(nk)

zu konstruieren. Mithilfe solcher Bijektionen und des Ergebnisses von Aufgabe 1.1.40
können wir eine Topologie auf Λk(T ∗M) einführen: Die Familie

BΛk(T ∗M) := {ϕ̃−1(V )|(U,ϕ) ∈ F , V ⊂ ϕ(U)× R(nk) ist offen}

von Teilmengen von Λk(T ∗M) erfüllt die Voraussetzungen aus Aufgabe 1.1.40 und ist
damit die Basis einer eindeutigen Topologie auf Λk(T ∗M), mit der wir Λk(T ∗M) ver-
sehen. Die Bijektionen ϕ̃ sind dann tautologischerweise Homöomorphismen. Der Raum
Λk(T ∗M) ist also ein lokal euklidischer Raum der Dimension n+

(
n
k

)
. Er ist darüber hinaus

Hausdorff und zweitabzählbar. Λk(T ∗M) ist also eine (n+
(
n
k

)
)-dimensionale topologische

Mannigfaltigkeit. Die Familie

F̃0 = {(π−1
Λk(T ∗M)

(U), ϕ̃)|(U,ϕ) ∈ F}

ist ein Atlas. Ähnlich können wir eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf

Λ(T ∗M) =
⊔
p∈M

Λ(T ∗pM)

definieren, die sie zu einer (n + 2n)-dimensionale Mannigfaltigkeit macht. Für k = 0
gilt Λk(T ∗M) =

⊔
p∈M R. Wir können diesen Raum kanonisch mit dem Raum M × R

identifizieren, der als Produkt der Mannigfaltigkeiten M und R auf natürliche Weise
eine Mannigfaltigkeit ist. Bis auf dieser Identifikation ist die Abbildung πΛk(T ∗M) durch
(p, x) 7→ p gegeben.
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Definition 5.3.1. Versehen mit der oben konstruierten Mannigfaltigkeitsstruktur heißen
Λk(T ∗M) und Λ(T ∗M) das äußere k-Bündel bzw. das äußere bündel von M .

Proposition 5.3.2. Die Projektionsabbildung πΛk(T ∗M) : Λk(T ∗M)→M ist glatt.

Beispiel 5.3.3. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Λ1(T ∗M) ist nichts anderes als das Kotan-
gentialbündel von M .

Definition 5.3.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine (glatte) Differentialform vom Grad
k oder k-Form auf M ist eine glatte Abbildung ω : M → Λk(T ∗M) mit der Eigenschaft,
dass πΛk(T ∗M) ◦ ω = idM . Der Raum aller k-Formen auf M wird mit Ωk(M) bezeichnet.
Weiterhin setzen wir Ω(M) :=

⊕
k∈N0

Ωk(M).

Beispiel 5.3.5. 0-Formen können mit glatten Funktionen auf M identifiziert werden:
Für jedes 0-Form ω gibt es eine eindeutige glatte Funktion fω, sodass ωp = (p, fω(p)) gilt.
Umgekehrt erhalten wir für jede glatte Funktion f eine 0-Form ωf , die durch p 7→ (p, f(p))
gegeben ist. Die Abbildung

C∞(M)→ Ω0(M) f 7→ ωf

ist eine Bijektion. Wir benutzen im Folgenden diese Identifikation. 1-Formen sind nichts
anderes als Kovektorfelder.

Beispiel 5.3.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordina-
tenfunktionen {x1, . . . , xn}. Sei Λk(T ∗U) = π−1

Λk(T ∗M)
(U), ϕ̃) eine induzierte Karte, die wie

oben von einer Bijektion

b : {(i1, . . . , ir)|1 ≤ i1, · · · , ir ≤ n} → {1, . . . ,
(
n

k

)
}

abhängt. Die Abbildung

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik : p 7→ dxi1|p ∧ · · · ∧ dxik |p

ist eine k-Form auf U : dxi1 ∧ · · · ∧ dxik(p) liegt für alle p ∈ U in Λk(T ∗pM) und

ϕ̃ ◦ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ◦ ϕ−1

ist glatt, da
ϕ̃ ◦ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ◦ ϕ−1(x) = (x, eb(i1,...,ir))

Sei M eine Mannigfaltigkeit und ω : M → Λk(T ∗M) eine nicht notwendigerweise glatte
Abbildung mit πΛk(T ∗M)◦ω = idM . Sei (U,ϕ) eine Karte für M mit Koordinatenfunktionen
{x1, . . . , xn}. Für jedes p ∈ U finden wir ωi1...ik(p) ∈ R, sodass

ω(p) =
∑

ωi1...ik(p)dx
i1|p ∧ · · · ∧ dxik |p.

Hier summieren wir über alle Tupel (i1, . . . , ik) mit 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n. So erhalten wir(
n
k

)
Funktionen

ωi1...ik : U → R p 7→ ωi1...ik(p),

die wir die Komponentenfunktionen von ω in der Karte (U,ϕ) nennen. Der Beweis der
folgenden Proposition ist analog zum Beweis von Proposition 3.4.3.
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Proposition 5.3.7. Seien M , ω wie oben. Die Abbildung ω ist genau dann eine glatte
k-Form, wenn ihre Komponentenfunktionen ωi1...ik in allen Karten glatt sind.

Bemerkung 5.3.8. Seien ω1, ω2 ∈ Ωk(M). Sei λ ∈ R und sei f ∈ C∞(M). Wir definieren
ω1 + ω2, λω1 und fω1 ∈ Ωk(M) punktweise:

(ω1 + ω2)(p) = ω1(p) + ω2(p),

(λω1)(p) = λω1(p),

(fω1)(p) = f(p)ω1(p).

Versehen mit diesen Operationen ist Ωk(M) ein C∞(M)-Modul.

Definition 5.3.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit und seien ω, η ∈ Ω(M). Wir definieren
ω ∧ η ∈ Ω(M) mit

(ω ∧ η)(p) = ω(p) ∧ η(p).

k-Formen als multilineare Abbildungen

Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei ω : M → Λk(T ∗M) eine nicht notwendigerweise
glatte Abbildung mit πΛk(T ∗M) ◦ ω = idM . Für jedes p ∈ M benutzen wir den Dua-
litätsisomorphismus Λk(T ∗pM) ∼= AMk(TpM) aus Beispiel 5.1.57, um ωp := ω(p) ∈ Λk(T ∗pM)
als eine alternierende multilineare Abbildung

TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
k-mal

→ R

zu interpretieren. Für k Vektorfelder X1, . . . , Xk ∈ X(M) definieren wir die Funktion

ω(X1, . . . , Xk) : M → R p 7→ ωp((X1)p, . . . , (Xk)p).

Proposition 5.3.10. Seien M und ω wie oben. ω ist genau dann eine glatte k-Form auf
M , wenn die Abbildung ω(X1, . . . , Xk) für je k beliebige Vektorfelder X1, . . . , Xk ∈ X(M)
glatt ist.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von 5.2.10.

Bemerkung 5.3.11. Wegen Proposition 5.3.10 induziert jede k-Form eine alternierende
multilineare Abbildung

Lω : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
k-mal

→ C∞(M) (X1, . . . , Xk) 7→ ω(X1, . . . , Xk).

Die Abbildung Lω ist im folgenden Sinne C∞(M)-mutilinear :

Lω(X1, . . . , Xi, fX + gY,Xi+1, . . . , Xk−1) = fLω(X1, . . . , Xi, X,Xi+1, . . . , Xk−1)+

gLω(X1, . . . , Xi, Y,Xi+1, . . . , Xk−1)

für alle f, g ∈ C∞(M), X1, . . . , Xk−1, X, Y ∈ X(M) und i ∈ {0, . . . , k − 1}.
Der Beweis der folgenden Proposition ist analog zum Beweis von Proposition 3.4.35

Proposition 5.3.12. Sei

L : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
r-mal

→ C∞(M) (X1, . . . , Xr) 7→ T (X1, . . . , Xr)

eine alternierende C∞(M)-multilineare Abbildung. Dann existiert genau eine (0, k)-Form
ω mit L = Lω. Wir benutzen hier die Notation aus Bemerkung 5.3.11.

Notation 5.3.13. Im Folgenden bezeichnen wir die durch eine k-Form induzierte alter-
nierende C∞(M)-multilineare Abbildung ω ebenfalls mit ω statt Lω.
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Insertion-Operator und Pull-Back

Insertion-Operator

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei X ein Vektorfeld auf M und ω ∈ Ωk(M). Betrachte die
Abbildung

ιX(ω) : M → Λk−1(T ∗M) p 7→ ιXp(ωp).

Es gilt ιX(ω)(p) ∈ Λk−1(T ∗pM). Um zu zeigen, dass ιX(ω) eine (k−1)-Form ist, überprüfen
wir die Glattheit von ιX(ω). Sei p ∈M und sei (U,ϕ) eine Karte um p mit Koordinaten-
funktionen {x1, . . . , xn}. Seien ωi1...ir und Xj die Komponentenfunktionen von ω bzw. X
in der Karte (U,ϕ). Es gilt also

ω|U =
∑

ωi1...irdx
i1 ∧ · · · ∧ dxir

und X =
∑

j X
j ∂
∂xj

. Daher erhalten wir

ιX(ω)|U =
∑

1≤<i1<···<ik≤n

n∑
j=1

(−1)j+1ωi1...irdx
ij(X)dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xij ∧ · · · ∧ dxik =

∑
1≤<i1<···<ik≤n

n∑
j=1

(−1)j+1ωi1...irX
ijdxi1 ∧ · · · ∧ d̂xij ∧ · · · ∧ dxik .

Daraus folgt die Glattheit von ιX(ω). Wir erhalten eine lineare Abbildung

ιX : Ω(M)→ Ω(M) ω 7→ ιX(ω).

Sei ω ∈ Ωk(N) und X ∈ X(M). Wir betrachten ω und ιX(ω) als alternierende multilineare
Abbildungen. Dann gilt für alle X1, . . . , Xk−1 ∈ X(M)

ιX(ω)(X1, . . . , Xk−1) = ω(X,X1, . . . , Xk−1)

(vgl. Beispiel 5.1.57).

Pull-Back von Differentialformen

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte Abbildung. Sei k ∈ N.
Sei ω ∈ Ωk(N). Betrachte die Abbildung

F ∗(ω) : M → Λk(T ∗M) p 7→ ΛkF ∗F (p)(ωF (p)).

Dann ist F ∗(ω)(p) ∈ Λk(T ∗pM). Wir zeigen nun die Glattheit von F ∗(ω). Sei p ∈ M und
sei (V, ψ) eine Karte um F (p) mit Koordinatenfunktionen {y1, . . . , yn}. Seien ωi1...ir die
Komponentenfunktionen von ω in der Karte (V, ψ). Es gilt also

ω|V =
∑

ωi1...irdy
i1 ∧ · · · ∧ dyir .

Daher gilt

F ∗(ω)|F−1(V ) =
∑

(ωi1...ir◦F )(F ∗(dyi1)∧· · ·∧F ∗(dyir) =
∑

(ωi1...ir◦F )d(yi1◦F )∧· · ·∧d(yir◦F ),

wobei wir Proposition 3.4.37 benutzt haben. Daraus folgt, dass F ∗(ω)|F−1(V ) glatt ist (vgl.
Definition 5.3.9). Weiterhin setzen wir für ω ∈ Ω0(M) = C∞(M)

F ∗(ω) := ω ◦ F
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Definition 5.3.14. Seien M , N , F und ω wie oben. F ∗(ω) heißt der Pull-Back von ω
entlang F .

Wir erhalten für jedes k ∈ N0 eine lineare Abbildung

F ∗ : Ωk(N)→ Ωk(M) ω 7→ F ∗(ω).

Sei ω ∈ Ωk(N). Wir betrachten ω und F ∗(ω) wie oben als alternierende multilineare
Abbildungen. Dann gilt für alle X1, . . . , Xk ∈ X(M)

F ∗(ω)(X1, . . . , Xk)(p) = ωF (p)((F∗)p((X1)p), . . . , (F∗)p((Xk)p))

(vgl. Beispiel 5.1.57). Die folgende Proposition ist eine unmittelbare Folgerung der Defi-
nition des Pull-Backs.

Proposition 5.3.15. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F : M → N eine glatte
Abbildung. Seien ω, η ∈ Ω(N). Dann gilt

F ∗(ω ∧ η) = F ∗(ω) ∧ F ∗(η).

Proposition 5.3.16. Seien M und N n-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Sei F : M →
N eine glatte Abbildung. Seien (U,ϕ) und (V, ψ) Karten auf M bzw. N mit Koordina-
tenfunktionen {x1, . . . , xn} bzw. {y1, . . . , yn}. Wir bezeichnen mit JFϕ,ψ die Jacobi-Matrix
der Abbildung

Fϕ,ψ = ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ F−1(V ))→ ψ(F (U) ∩ V )

und setzen DFϕ,ψ := JFϕ,ψ ◦ ϕ. Dann gilt

F ∗(fdy1 ∧ · · · ∧ dyn)|U∩F−1(V ) = (f ◦ F )(det DFϕ,ψ)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

für alle f ∈ C∞(V ).

Aufgabe 5.3.17. Beweisen Sie Proposition5.3.16. (Hinweis: Fixieren Sie zunächst p ∈
U ∩ F−1(V ) und zeigen Sie, dass die Auswertung auf ( ∂

∂x1 1p, . . . ,
∂
∂xn
|p) auf beiden Seiten

der Gleichung dasselbe Ergebnis liefert. Folgern Sie daraus die Aussage.)

Aufgabe 5.3.18. Betrachten Sie die 2-Form

ω = r1dr2 ∧ dr3 + r3dr1 ∧ dr2 + r2dr3 ∧ dr1

auf R3, wobei ri die i-te Standard-Koordinatenfunktion bezeichnet.

(i) Finden Sie die Koordinatendarstellung von ω in sphärischen Koordinaten. Mit sphärischen
Koordinaten meinen wir hier die Karte auf R3 deren Inverse durch

(0,∞)× (0, 2π)× (−π
2
,
π

2
)→ R3 (r, ϕ, ϑ) 7→ (r cosϕ sinϑ, r sinϕ sinϑ, r cosϑ)

gegeben ist.

(ii) Sei ι : S2 → R3 die Inklusionsabbildung. Berechnen Sie die Koordinatendarstellung
von ι∗(ω) in sphärischen Koordinaten. Mit sphärischen Koordinaten meinen wir hier
die Karte auf R3 deren Inverse durch

(0, 2π)× (−π
2
,
π

2
)→ S2 (ϕ, ϑ) 7→ (cosϕ sinϑ, sinϕ cosϑ, cosϑ)

gegeben ist.
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Die äußere Ableitung

Das totale Differential (vgl. Bemerkung 3.4.30) ist eine lineare Abbildung

d: Ω0(M) = C∞(M)→ Ω1(M) f 7→ df.

In diesem Abschnitt finden wir eine Erweiterung von d auf Ω(M).

Theorem 5.3.19. Es gibt eine eindeutige R-lineare Abbildung d: Ω(M) → Ω(M) mit
den folgenden Eigenschaften:

(i) Für f ∈ Ω0(M) stimmt df mit dem totalen Differential von f überein.

(ii) Für ω ∈ Ωk(M) und η ∈ Ω(M) gilt

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

(iii) d ◦ d = 0.

Beweis. Wir nennen ein Operator d wie in der Aussage des Theorems eine äußere Ablei-
tung auf M . Der Beweisstruktur ist wie folgt:

� Erster Schritt : Zuerst beweisen wir, dass eine eindeutige äußere Ableitung auf jeder
Mannigfaltigkeit existiert, die eine globale Karte besitzt.

� Zweiter Schritt Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei (U,ϕ) eine Karte. Die nach dem
ersten Schritt eindeutige äußere Ableitung auf U bezeichnen wir mit dU : Ω(U) →
Ω(U). Wir zeigen, dass, falls eine äußere Ableitung dM : Ω(M) → Ω(M) auf M
existiert, (dMω)|U = dU(ω|U) für alle ω ∈ Ω(M) gilt.

� Dritter Schritt : Wir zeigen, dass es höchstens eine äußere Ableitung auf M exis-
tiert und definieren eine äußere Ableitung auf M mithilfe der äußeren Ableitungen
d: Ω(Uα)→ Ω(Uα), wobei {(Uα, ϕα)} ein Atlas für M ist.

Erster Schritt : Sei M eine Mannigfaltigkeit, die eine globale Karte (M,ϕ) besitzt und seien
x1, . . . , xn die Koordinatenfunktionen der Karte (M,ϕ). Jedes ω ∈ Ωk(M) ist gegeben
durch

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

ωi1...ikdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik

für geeignete glatte Funktionen ωi1...ik . Falls d : Ω(M) → Ω(M) wie in der Aussage exis-
tiert, dann gilt wegen (ii)

dω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

(
dωi1...ik ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) + ωi1...ikd(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)

)
.

Wegen (i) ist dωi1...ik in der obigen Formel nichts anderes als das totale Differential von
ωi1...ik . Mit (iii) und (ii) erhalten wir

d(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) =
k∑
j=1

(−1)j+1dxi1 ∧ · · · d(dxij) ∧ · · · dxik = 0.

Daraus folgt

dω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

dωi1...ik ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧ dxik). (∗)
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Falls d : Ω(M) → Ω(M) existiert, dann ist es durch die obige Formel gegeben. Das zeigt
die Eindeutigkeit von d: Ω(M)→ Ω(M), falls M eine globale Karte besitzt. Umgekehrt,
falls M wie oben eine globale Karte besitzt, können wir die Formel (∗) benutzen um
d: Ω(M)→ Ω(M) zu definieren: Also setzen wir für k ∈ N

d|Ωk(M) : Ωk(M)→ Ωk+1(M) ω 7→
∑

1≤i1<···<ik≤n

dωi1...ik ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,

wobei ωi1...ik die Komponentenfunktionen von ω in der Karte (M,ϕ) sind. Weiterhin be-
zeichnen wir mit d|Ω0(M) das totale Differential. Wir bemerken, dass dann

d(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

für ein beliebiges Tupel (i1, . . . , ik) mit 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n und f ∈ C∞(M) gilt. Durch das
Zusammensetzen der Abbildungen d|Ωk(M) erhalten wir eine lineare Abbildung d: Ω(M)→
Ω(M). Wir überprüfen nun, dass d die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) besitzt. (i) ist nach
Definition erfüllt. Wegen der Linearität von d reicht es (ii) nur für Elemente der Form
ω = fdxi1 ∧ · · · ∧dxik und η = gdxj1 ∧ · · · ∧dxjl mit f, g ∈ C∞(M), 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n
und 1 ≤ j1 < · · · < jl ≤ n zu überprüfen. Es gilt

d(ω∧η) = d
(
fgdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

)
= d(fg)∧dxi1∧· · ·∧dxik∧dxj1∧· · ·∧dxjl

=
∑
j

∂

∂xj
(fg)dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl =

∑
j

g
∂

∂xj
(f)dxj∧dxi1∧· · ·∧dxik∧dxj1∧· · ·∧dxjl+

∑
j

f
∂

∂xj
(g)dxj∧dxi1∧· · ·∧dxik∧dxj1∧· · ·∧dxjl

= (df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)∧ η+
∑
j

(−1)kfdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ ∂

∂xj
(g)dxj ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

Wir überprüfen jetzt, dass d ◦ d = 0. Es reicht zu zeigen, dass

d ◦ d(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = 0

für alle f ∈ C∞(M) und 1 ≤ i1 < · · · < ik < n. Es gilt

d(d(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik)) = d(
∑
i

∂

∂xi
(f)dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) =

∑
i,j

∂2

∂xi∂xj
(f)dxj ∧ dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik =

∑
i<j

∂2

∂xi∂xj
(f)dxj ∧ dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik+

∑
i>j

∂2

∂xj∂xi
(f)dxj ∧ dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik =

∑
i<j

∂2

∂xj∂xi
(f)dxj ∧ dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik+

∑
i<j

− ∂2

∂xj∂xi
(f)dxj ∧ dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik = 0,

wobei wir den Satz von Schwarz benutzt haben.
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Zweiter Schritt : Sei (U,ϕ) eine Karte und sei dU die (nach Schritt 1 eindeutige) äußere
Ableitung auf U . Wir nehmen an, dass eine äußere Ableitung dM auf M existiert. Wir
zeigen, dass für jedes ω ∈ Ωk(M)

dM(ω)|U = dU(ω|U)

gilt. Seien {x1, . . . , xn} die Koordinatenfunktionen von (U,ϕ). Seien ωi1...ik die Komponen-
tenfunktionen von ω in der Karte (U,ϕ). Sei p ∈ U . Seien ηi1...ik und yi glatte Funktionen
auf M , die auf einer offenen Umgebung V von p mit ωi1,...ik bzw. xi übereinstimmen. Sei
weiterhin g eine glatte Funktion auf M mit g(p) = 1, die außerhalb von V verschwindet.
Betrachte die Differentialform

η :=
∑

ηi1...ikdy
i1 ∧ · · · ∧ dyik .

Dann gilt g(ω − η) = 0. Daraus folgt dM(g(ω − η)) = 0, da dM linear ist. Es gilt

0 = dM(g(ω − η)) = dg ∧ (ω − η) + gdM(ω − η). (∗)

Da g außerhalb von V verschwindet, verschwindet das totale Differential von g ebenfalls
außerhalb von V . Andererseits verschwindet ω−η auf V . Insgesamt gilt also dg(ω−η) = 0.
Wegen Gleichung (∗) gilt dann

0 = gdM(ω − η) = g(dM(ω)− dM(η))

und insbesondere

dM(ω)(p) = dM(η)(p) = dM(
∑

ηi1...ikdy
i1∧· · ·∧dyik)(p) =

∑
dηi1...ik∧(dyi1∧· · ·∧dyik)(p)

=
∑

dωi1...ik ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = dU(ω|U)(p).

Da p ∈ U beliebig war, folgt dM(ω)|U = dU(ω|U).
Dritter Schritt : Zunächst zeigen wir, dass höchstens eine äußere Ableitung auf M

existiert. Sei {(Uα, ϕα)}α∈Λ ein Atlas für M . Seien d und d′ zwei äußere Ableitungen auf
M . Sei ω ∈ Ω(M) und p ∈ M . Dann existiert αp ∈ Λ, sodass p ∈ Uαp . Aus Schritt 2
wissen wird, dass

dω(p) = dUα(ω|U)(p) = d′ω(p)

gilt Daraus folgt, dω = d′ω für alle ω ∈ Ω(M) und damit d = d′. Das zeigt die Eindeutig-
keit der äußeren Ableitung auf M . Nun zeigen wir die Existenz. Wir benutzen den obigen
Atlas und definieren d: Ω(M) → Ω(M) wie folgt: Für ω ∈ Ω(M) definieren wir dω als
die Differentialform, deren Einschränkung auf Uα durch dUα(ω|Uα) gegeben ist. Um die
Wohldefiniertheit von dω zu beweisen, müssen wir zeigen, dass für alle α, β ∈ Λ

dUα(ω|Uα)|Uα∩Uβ = dUβ(ω|Uβ)|Uα∩Uβ

gilt. Aus Schritt 2 folgt, dass beide Seiten der obigen Gleichung gleich dUα∩Uβ(ω|Uα∩Uβ)
sind. Wir erhalten also eine Abbildung d: Ω(M) → (M). Die gewünschte Eigenschaften
von d folgen, aus den entsprechenden Eigenschaften von dUα .

Definition 5.3.20. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Der Operator d aus Theorem 5.3.19
heißt die äußere Ableitung auf M .

Proposition 5.3.21. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und F : M → N eine glatte
Abbildung.
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(i) d(Ωk(M)) ⊂ Ωk+1(M).

(ii) F ∗ ◦ d = d ◦ F ∗.

Aufgabe 5.3.22. Beweisen Sie Proposition 5.3.21.

Aufgabe 5.3.23. In dieser Aufgabe bezeichnen ri die Standardkoordinatenfunktionen
auf Rn

1. Betrachten Sie die Abbildung

F : R2 → R2 (s, t) 7→ (st, et).

Sei ω = r1dr2. Berechnen Sie F ∗(ω), dω und F ∗(dω).

2. Betrachten Sie die Abbildung

G : {(x, y)|x2 + y2 < 1} → R3 \ {0} (x, y) 7→ (x, y,
√

1− u2 − v2).

Sei

η =
r1dr2 ∧ dr3 + r3dr1 ∧ dr2 + r2dr3 ∧ dr1

((r1)2 + (r2)2 + (r3)2)
3
2

.

Berechnen Sie G∗(η), dη und G∗(dη).

Bemerkung 5.3.24. Alle bisherigen Begriffe aus Abschnitt 5.2 und Abschnitt
5.3 können ohne Weiteres auch für Mannigfaltigkeiten mit Rand eingeführt
werden. Alle dortige Aussagen gelten dann auch für Mannigfaltigkeiten mit
Rand und können genauso wie oben bewiesen werden.
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Kapitel 6

Integralkurven, Flüsse und die Lie
Ableitung

6.1 Integralkurven und Flüsse

Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei γ : (a, b)→M eine glatte Kurve. Sei r die Standard-
koordinatenfunktion auf R. Wir haben gesehen, dass γ̇(t) := (γ∗)t(

∂
∂r
|t) für jedes t ∈ (a, b)

mit dem durch γ induzierten Vektor an der Stelle γ(t) übereinstimmt. Wir können γ̇(t)
als der Geschwindigkeitsvektor von γ an der Stelle t interpretieren. Sei nun X ∈ X(M).
Wir suchen nach Kurven, deren Geschwindigkeitsvektor durch das Vektorfeld X gegeben
ist. Präziser:

Definition 6.1.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X ∈ X(M). Sei I ⊂ R offen. Eine
C1-Kurve γ : I →M mit

γ̇(t) = Xγ(t)

für alle t ∈ I heißt eine Integralkurve von X.

Beispiel 6.1.2. Sei r die Standardkoordinatenfunktion auf R. Wir betrachten das Vek-
torfeld X := ∂

∂r
. Für jedes p0 ∈ R ist die Kurve

γ : R→ R t 7→ p0 + t

eine Integralkurve von X mit
”
Anfangswert“ γ(0) = p0, da

γ̇(t) = (γ∗)t(
∂

∂r
|t) =

dγ

dt
(t)

∂

∂r
|γ(t)=p+t = 1 · ∂

∂r
|γ(t) =

∂

∂r
|γ(t).

Beispiel 6.1.3. Sei r die Standardkoordinatenfunktion auf R \ {0}. Wir betrachten das
Vektorfeld X := ∂

∂r
∈ X(R \ {0}). Für jedes p0 > 0 ist die Kurve

γ : (−p0,∞)→ R t 7→ p0 + t

eine Integralkurve von X mit
”
Anfangswert“ γ(0) = p0. Wir bemerken, dass diese Inte-

gralkurve nicht auf ein größeres Intervall erweitert werden kann.

Beispiel 6.1.4. Seien r1, r2 die Standardkoordinatenfunktionen auf R2. Wir betrachten
das Vektorfeld X := −r2 ∂

∂r1 + r1 ∂
∂r2 . Für jedes R ∈ R ist die Kurve

γ : R→ R2 t 7→ R

(
cos t
sin t

)
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eine Integralkurve von X, da

(γ∗)t(
∂

∂r
|t) =

d

dt
(R cos t)

∂

∂r1
|γ(t)+

d

dt
(R sin t)

∂

∂r2
|γ(t) = −R sin t

∂

∂r1
|γ(t)+R cos t

∂

∂r2
|γ(t) = Xγ(t).

Sei p0 ∈ R2. Dann existieren R,ϕ ∈ R, sodass p = R

(
cosϕ
sinϕ

)
. Die Kurve

γp0 : R→ R t 7→ R

(
cos(t+ ϕ)
sin(t+ ϕ)

)
ist eine Integralkurve von X mit dem Anfangswert p0.

Sei X ∈ X(M). Wie kann man Integralkurven von X finden? Sei γ : (a, b) → M eine
C1-Kurve. Sei (U,ϕ) eine Karte mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Wir bezeichnen
mit γi die Komponetenfunktionen von γ in der Karte (U,ϕ), also γi := xi ◦ γ. Weiterhin
seien X i die Komponentenfunktionen von X in der Karte (U,ϕ). Für t ∈ γ−1(U) gilt

γ̇(t) = (γ∗)t(
∂

∂r
|t) =

∑
i

γ̇i(t)
∂

∂xi
|γ(t),

wobei γ̇i(t) := dγi

dt
(t). γ|γ−1(U) ist genau dann eine Integralkurve von X, wenn

γ̇(t) = Xγ(t) ⇐⇒
∑
i

γ̇i(t)
∂

∂xi
|γ(t) =

∑
i

X i(γ(t))
∂

∂xi
|γ(t)

für alle t ∈ γ−1(U). Daraus folgt

γ̇i(t) = X i(γ(t)) ∀t ∈ γ−1(U), i ∈ {1 ≤ i ≤ n}. (∗)

Wir setzen a := ϕ ◦ γ, F := (X1 ◦ ϕ−1, . . . , Xn ◦ ϕ−1) und schreiben (∗) um:

ȧ(t) = F (a(t)) ∀t ∈ γ−1(U). (#)

Wir fassen zusammen: γ|γ−1(U) ist genau dann eine Integralkurve von X, wenn, die Kom-
ponetenfunktionen von γ in der Karte (U,ϕ) das System der gewöhnlichen Differential-
gleichungen 1. Ordnung (#) lösen. Wir erwähnen das folgende klassische Ergebnis zur
Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen solcher Systeme.

Theorem 6.1.5. Seien V ⊂ Rn und T ⊂ R offen. Sei F : V × I → Rn eine glatte
Abbildung. Wir betrachten das System

ȧ(t) = F (a(t), t)

von gewöhnlichen Differentialgleichungen.

1. Seien I, I ′ ⊂ T offen und sei t0 ∈ I ∩ I ′. Seien a : I → Rn und b : I ′ → Rn Lösungen
der obigen Differentialgleichung mit a(t0) = b(t0). Dann stimmen a und b auf einer
offenen Umgebung von t0 überein.

2. Sei x0 ∈ V und t0 ∈ I. Dann existiert ein ε > 0 und eine offene Umgebung V0 ⊂ V
von x0, sodass die obige Differentialgleichung für jedes x ∈ V0 eine Lösung

at0,x : (t0 − ε, t0 + ε)→ V mit at0,x(t0) = x

hat.
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3. Seien x0, t0, ε, V0 und at0,x wie oben. Die Abbildung

V0 × (t0 − ε, t0 + ε)→ V (x, t) 7→ at0,x(t)

ist glatt.

Die Anwendung von Theorem 6.1.5 auf Gleichung (#) ergibt die folgende Proposition.

Proposition 6.1.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X ∈ X(M).

1. Seien I, I ′ ⊂ R offen und sei t0 ∈ I ∩ I ′. Seien γ : I → M und η : I ′ → M In-
tegralkurven von X mit γ(t0) = η(t0). Dann stimmen γ und η auf einer offenen
Umgebung von t0 überein.

2. Sei p0 ∈M und t0 ∈ R. Dann existiert ein ε > 0 und eine offene Umgebung U0 von
p0, sodass für jedes p ∈ U0 eine Integralkurve

γt0,p : (t0 − ε, t0 + ε)→M

von X mit γt0,p(t0) = pexistiert.

3. Seien p0, t0, ε, U0 und at0,p wie oben. Die Abbildung

U0 × (t0 − ε, t0 + ε)→M (p, t) 7→ γt0,p(t)

ist glatt.

Beweis.

1. Wir setzen p := γ(t0) = η(t0). Sei (U,ϕ) eine Karte um p. Seien X i ∈ C∞(U) die
Komponentenfunktionen von X in der Karte (U,ϕ). Wir definieren

F : ϕ(U)× R→ Rn (x, t) 7→ (X1 ◦ ϕ−1(x), . . . , Xn ◦ ϕ−1(x)),

a := ϕ ◦ γ|γ−1(U) und b = ϕ ◦ η|η−1(U). Da γ und η Integralkurven sind, sind a und b
Lösungen des Systems

ċ(t) = F (c(t), t)

von Differentialgleichungen. Nach Teil 1 von Theorem 6.1.5 stimmen a und b in einer
offenen Umgebung von t0 überein. Entsprechend stimmen γ und η in einer offenen
Umgebung von t0 überein.

2. Sei (U,ϕ) eine Karte um p0, X i ∈ C∞(U) die Komponentenfunktionen von X in
der Karte (U,ϕ) und

F : ϕ(U)× R→ Rn (x, t) 7→ (X1 ◦ ϕ−1(x), . . . , Xn ◦ ϕ−1(x)).

Nach Teil 2 von Theorem 6.1.5 existieren ein ε > 0 und V0 ⊂ ϕ(U), sodass die
Differentialgleichung

ȧ(t) = F (a(t), t)

für jedes x ∈ V0 eine Lösung

at0,x : (t0 − ε, t0 + ε)→ ϕ(U) mit at0,x(t0) = x

hat. Wir setzen U0 := ϕ−1. Sei p ∈ U0. Dann ist

γt0,p := ϕ−1 ◦ at0,ϕ(p) : (t0 − ε, t0 + ε)→M

eine Integralkurve von X mit

γt0,p = ϕ−1(ato,ϕ(p)(t0)) = ϕ−1(ϕ(p)) = p.
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3. Wir benutzen weiter die Notation vom vorherigen Teil des Beweises. Nach Teil 3
von Theorem 6.1.5 ist die Abbildung

V0 × (t0 − ε, t0 + ε)→ ϕ(U) (x, t) 7→ at0,x(t)

glatt. Die Abbildung

U0 × (t0 − ε, t0 + ε)→M (p, t) 7→ γt0,p(t)

entsteht durch die Präkomposition der vorherigen Abbildung mit der glatten Abbil-
dung

U0 × (t0 − ε, t0 + ε)→ V0 × (t0 − ε, t0 + ε) (p, t) 7→ (ϕ(p), t)

und die Postkomposition der resultierenden Abbildung mit ϕ−1 und ist damit glatt.

Proposition 6.1.7. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X ∈ X(M). Für jedes p ∈ M
existieren c(p) < d(p) ∈ R ∪ {±∞} und eine glatte Kurve γp : (c(p), d(p)) → M von X
mit der Eigenschaften:

(i) 0 ∈ (c(p), d(p)) und γp(0) = p.

(ii) γp ist eine Integralkurve von X.

(iii) Falls µ : (c′, d′) → M eine weitere glatte Integralkurve von X mit 0 ∈ (c′, d′) und
µ(0) = p ist, dann gilt (c′, d′) ⊂ (c(p), d(p)) und γ|(c′,d′) = µ.

Definition 6.1.8. Wir nennen γp aus der Proposition 6.1.7 die maximale Integralkurve
von X mit dem Anfangswert p.

Beweis von Proposition 6.1.7. Wir definieren (c(p), d(p)) als die Vereinigung aller offenen
Intervalle (a, b) um 0, sodass eine Integralkurve η : (a, b) → M von X mit η(0) = p exis-
tiert. Wegen Teil 2 von Proposition 6.1.6 gilt 0 ∈ (c(p), d(p)). Seien I1, I2 offene Intervalle
um 0 und seien ηj : Ij →M Integralkurven von X mit ηj(0) = p. Wir zeigen, dass η1 und
η2 auf I1∩ I2 übereinstimmen. Nach Teil 2 von Proposition 6.1.6 ist die Menge von Punk-
ten, auf denen die ηj übereinstimmen, offen. Andererseits ist diese Menge abgeschlossen,
da ηj stetig sind und somit für jede Folge {ti}i∈N ⊂ I1 ∩ I2 mit η1(ti) = η2(ti) die gegen
ein t ∈ I1 ∩ I2 konvergiert

η1(t) = lim
i→∞

η1(ti) = lim
i→∞

η2(ti) = η2(t)

gilt. Da I1 ∩ I2 zusammenhängend ist, stimmen η1 und η2 auf I1 ∩ I2 überein. Für t ∈
(c(p), d(p)) sei η : I →M eine Integralkurve von X definiert auf einem offenen Intervall I
um 0 mit t ∈ I und η(0) = p. Wir setzen γp(t) = η(t). Wegen der vorherigen Überlegung
ist

γp : (c(p), d(p))→M

wohldefiniert und erfüllt die Voraussetzungen der Aussage.

Aufgabe 6.1.9. Sei p ∈ R2. Berechnen Sie die maximalen Integralkurven der Vektorfelder

X =
∂

∂r1
+

∂

∂r2
und Y = r1 ∂

∂r1
+ r2 ∂

∂r2

auf R2 mit Anfansgwert (a, b).
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Notation 6.1.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X ∈ X(M). Wir benutzen die Nota-
tion von Proposition 6.1.7 und definieren

DXt := {p ∈M |t ∈ (c(p), d(p))}

für t ∈ R, wobei c(p), d(p) die Zahlen aus Proposition 6.1.7 sind. Falls das Vektorfeld X
aus dem Kontext klar ist, schreiben wir Dt statt DXt .

Proposition 6.1.11. Sei X ∈ X(M). Wir bezeichnen die maximale Integralkurve von X
mit dem Anfangswert p im Folgenden mit γp. Für t ∈ R definieren wir

Φt : Dt →M p 7→ γp(t).

Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Für jedes p0 ∈ M existiert ein ε > 0 und eine offene Umgebung U von p0, sodass
die Abbildung

U × (ε, ε)→M (p, t) 7→ Φt(p)

wohldefiniert und glatt ist.

2. Seien s, t ∈ R. Der Definitionsbereich der Abbildung

Φs ◦ Φt : Φ−1
t (Ds)→M

(also Φ−1
t (Ds)) ist in Dt+s enthalten und es gilt Φs ◦ Φt = Φt+s|Φ−1

t (Ds).

3. Dt ist für jedes t ∈ R offen.

4. Für jedes t ∈ R ist Φt : Dt →M ein Diffeomorphismus auf D−t.

Beweis.

1. Die Aussage ist eine unmittelbare Folgerung von Teil 3 von Proposition 6.1.6.

2. Aufgabe

3. Wegen Teil 2 von Proposition 6.1.6 ist D0 = M (und damit offen). Sei t > 0 und
q ∈ Dt. Da γq([0, t]) kompakt ist, finden wir mithilfe von Teil 1 p1, . . . , pk ∈ γq([0, t]),
ε1, εk > 0 und offene Umgebungen Ui von pi mit W :=

⋃k
i=1 Ui ⊃ γq([0, t]), sodass

die Abbildungen
Ui × (−εi, εi)→M (p, t) 7→ Φt(p)

wohldefiniert und glatt sind. Wir setzen ε := min{εi}. Die Abbildung

W × (−ε, ε)→M (p, t) 7→ Φt(p)

ist dann wohldefiniert und glatt. Sei N ∈ N so, dass t/N ∈ (ε, ε). Wir setzen
α1 := Φt/N |W und W1 := α−1

1 (W ). Weiterhin definieren wir induktiv

αi := Φt/N |Wi−1
und Wi := α−1

i (Wi−1).

Jedes αi ist eine glatte Abbildung auf einer offenen Teilmenge Wi−1 von W . Insbe-
sondere ist WN eine offene Teilmenge von W . Wir bemerken, dass

γq(t−
t

N
) ∈ W und α1(γq(t−

t

N
)) = γq(t) =⇒ γq(t−

t

N
) ∈ W1
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Induktiv zeigt man, dass für m ∈ {1, . . . , N}

γq(t−m
t

N
) ∈ Wm.

Insbesondere gilt also

q = γq(0) = γp(t−N
t

N
) ∈ WN .

Weiterhin sieht man induktiv, dass Wm ⊂ Dm t
N

für m ∈ {1, . . . , N} gilt. Insbe-
sondere gilt WN ⊂ Dt. Die Offenheit von Dt für t > 0 folgt. Analog zeigt man die
Offenheit von Dt für t < 0.

4. Wir zeigen zuerst, dass Φt(Dt) = D−t für jedes t ∈ R gilt. Sei p ∈ Dt. Sei
γp : (c(p), d(p)) → M die maximale Integralkurve von X mit dem Anfangswert p.
Dann ist

η : (c(p)− t, d(p)− t)→M s 7→ γp(s+ t)

eine Integralkurve vonX mit dem Anfangswert γp(t) = Φt(p) und es gilt−t ∈ (c(p)−
t, d(p)− t). Daraus folgt Φt(p) ∈ D−t und wir erhalten die Inklusion Φt(Dt) ⊂ D−t.
Sei nun q ∈ D−t. Wegen der vorherigen Beobachtung gilt Φ−t(D−t) ⊂ Dt. Daraus
folgt, dass Φt◦Φ−t aufD−t definiert ist und wegen Teil 1 dort mit idM übereinstimmt.
Es gilt also

Φt(Φ−t(q)) = idM(q) = q.

Daraus folgt, dass q ∈ Φt(Dt) und daher Φt(Dt) ⊃ D−t. Wir haben also gezeigt,
dass

Φt(Dt) = D−t.

Wegen Teil 2 gilt

Φt ◦ Φ−t = idM |D−t und Φ−t ◦ Φt = idM |Dt .

Φt ist also bijektiv mit inverser Abbildung Φ−t. Es bleibt zu zeigen, dass diese
Abbildungen glatt sind. Sei q ∈ Dt. Seien W , Wi und αi wie im Beweis von Teil 3.
Dann gilt

Φt|WN = α1 ◦ · · · ◦ αN |WN
.

Also ist Φt|WN
als eine Verkettung glatter Abbildungen glatt. Da q ∈ Dt beliebig

war, folgt die Glattheit von Φt. Ähnlich zeigt man, die Glattheit von Φ−t.

Bemerkung 6.1.12. Wir erhalten also für jedes Vektorfeld X ∈ X(M) eine Familie
{Φt}t∈R von Diffeomorphismen, die auf offenen Teilmengen von M definiert sind. Wir
benutzen manchmal die Notation ΦX

t statt Φt. Wir setzen

D(X) := {(p, t)|p ∈ Dt}.

Man kann zeigen, dass D(X) eine offene Umgebung von M × {0} in M ×R und dass die
Abbildung

D(X)→M (p, t) 7→ Φt(p)

glatt ist.
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Definition 6.1.13. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X ∈ X(M) heißt voll-
ständig, falls alle maximalen Integralkurven von X (mit beliebigem Anfangswert) auf ganz
R definiert sind. Mit anderen Worten: Für jedes t ∈ R gilt Dt = M .

Beispiel 6.1.14. Die Vektorfelder in Beispiel 6.1.2 und 6.1.4 sind vollständig. Das Vek-
torfeld in Beispiel 6.1.3 ist nicht vollständig.

Aufgabe 6.1.15. Jedes Vektorfeld auf einer kompakten Mannigfaltigkeit ist vollständig.

Aufgabe 6.1.16. Sei r die Standardkoordinatenfunktion auf R. Zeigen Sie, dass das
Vektorfeld (r2 + 1) ∂

∂r
nicht vollständig ist.

Definition 6.1.17. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Familie {Φt}t∈R von Diffeomor-
phismen Φt : M → M heißt eine (globale) 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen,
falls

� Φ: M × R→M, (p, t) 7→ Φt(p) glatt ist,

� Φ0 = idM und

� Φs ◦ Φt = Φt+s für alle t, s ∈ R gilt.

Beispiel 6.1.18. Sei X ein vollständiges Vektorfeld auf M . Dann ist ΦX
t : M → M für

jedes t ∈ R ein Diffeomorphismus und {ΦX
t }t∈R ist eine globale 1-Parameter-Gruppe von

Diffeomorphismen.

Bemerkung 6.1.19. Sei {Φt}t∈R eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen. Für
p ∈M definieren wir

γp : R→M t 7→ Φt(p).

Man kann dann zeigen, dass

X : M → TM p 7→ γ̇p(0)

ein (glattes) Vektorfeld auf M ist und dass {ΦX
t }t∈R mit {Φt}t∈R übereinstimmt.

Bemerkung 6.1.20. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X ∈ X(M). Die Familie {ΦX
t }t∈R

hat ähnliche Eigenschaften wie eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen. Der Un-
terschied ist, dass die Diffeomorphismen ΦX

t nicht global sondern nur auf Dt definiert sind.
Wie nennen so eine Familie eine lokale 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen. (Es ist
möglich eine von Vektorfeldern unabhängige Definition von lokalen 1-Parameter-Gruppe
zu geben.)

6.2 Die Lie-Ableitung

Sei M eine Mannigfaltigkeit und X ∈ X(M). Sei {Φt} die durch X erzeugte lokale 1-
Parametergruppe. Sei f ∈ C∞(M) = T 0

0 (M) = Ω0(M). Für p ∈ M sei γ eine Integral-
kurve von X mit γ(0) = p. Dann gilt

X(f)(p) =
d(f ◦ γ)

dt
(0) = lim

t→0

f(γ(t))− f(p)

t
= lim

t→0

f(Φt(p))− f(p)

t
.

Wir interpretieren X(f) als die Ableitung von f in Richtung des Vektorfelds X. Wir
bezeichnen die Abbildung T 0

0 (M) = C∞(M) → C∞(M) = T 0
0 (M), die f auf X(f)
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abbildet, mit LX . Sei nun T ∈ T rs (M). Wir wollen ähnlich wie oben die Ableitung von T
in Richtung X definieren. Ein naiver Definitionsversuch wäre:

LX(T )(p) := lim
t→0

TΦt(p) − Tp
t

.

Diese Definition ergibt jedoch keinen Sinn, da TΦt(p) in T rs (TΦt(p)M) und Tp in T rs (TpM)
liegt. Um TΦt(p) und Tp zu vergleichen, müssen wir eine Verbindung zwischen T rs (TΦt(p)M)
und T rs (TpM) herstellen.

Notation 6.2.1. Seien X und {Φt} wie oben und sei t ∈ R und p ∈ DXt . Falls r und s
nicht beide 0 sind, bezeichnen wir die Abbildung(

r⊗
((Φ−t)∗)Φt(p)

)
⊗

(
s⊗

((Φt)
∗
Φt(p))

)
: T rs (TΦt(p)M)→ T rs (TpM)

im Folgenden mit Φ̃−t. Falls r = s = 0 setzen wir Φ̃−t := idR.

Definition 6.2.2. Seien M , X und {Φt} wie oben. Seien r, s ∈ N0. Die lineare Abbildung

LX : T rs (M)→ T rs (M) T 7→

(
p 7→ lim

t→0

Φ̃−t(TΦt(p))− Tp
t

)

heißt die Lie-Ableitung in Richtung X.

Bemerkung 6.2.3. Wie bemerken, dass T rs (TpM) auf kanonische Weise ein topologischer
Raum ist, sodass der Limes in Definition 6.2.2 Sinn ergibt.

Bemerkung 6.2.4. Wir bemerken, dass die Glattheit von LX(T ) für T ∈ T rs (M) mit
unseren jetzigen Kenntnisse nicht klar ist. Dies folgt aus unseren späteren Überlegungen.

Bemerkung 6.2.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X ∈ X(M). Aus der Definition
der Lie-Ableitung folgt sofort, dass LX(f) = X(f) für jedes f ∈ T 0

0 (M) = C∞(M).

Proposition 6.2.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X ∈ X(M). Dann gilt

LX(Y ) = [X, Y ]

für jedes Y ∈ T 1
0 (M) = X(M).

Zuerst beweisen wir ein Lemma.

Lemma 6.2.7 (vgl. Proposition 1.2.23). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei D ⊂
M × R offen mit M × {0} ⊂ D. Sei f ∈ C∞(D) und f(p, 0) = 0 für jedes p ∈ M . Dann
existiert g ∈ C∞(D), sodass f(p, t) = tg(p, t) und ∂

∂t
f(p, 0) = g(p, 0) für jedes p ∈M .

Beweis. Die Funktion

g : D → R (p, t) 7→
∫ 1

0

∂

∂t
f(p, st)ds

erfüllt die Bedingungen der Aussage.
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Beweis von Proposition 6.2.6. Wir zeigen, dass

(LX(Y )) (f) = [X, Y ](f)

für beliebiges f ∈ C∞(M) gilt. Sei {Φt} die durch X induzierte (a priori) lokale 1-
Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen. Sei f ∈ C∞(M). Die Funktion F : (p, t) 7→
f(Φt(p))−f(p) ist auf D(X) (siehe Bemerkung 6.1.20) wohldefiniert und dort glatt. Nach
einer Anwendung von Lemma 6.2.7 erhalten wir eine glatte Funktion g ∈ C∞(D(X)) mit
F (p, t) = tg(p, t) und ∂

∂t
F (p, 0) = g(p, 0) für jedes p ∈ M . Wir setzen gt(p) := g(p, t) und

berechnen

X(f)(p) = lim
t→0

f(Φt(p))− f(p)

t
= lim

t→0

F (t, p)

t
= lim

t→0
gt(p) = g0(p) =⇒ X(f) = g0

Für t hinreichend klein gilt

Φ̃−t(YΦt(p))(f) = YΦt(p)(f ◦ Φ−t) = −tYΦt(p)(g−t) + YΦt(p)(f)

(LX(Y )) (f)(p) = lim
t→0

Φ̃−t(YΦt(p))− Yp
t

(f) = lim
t→0

−tYΦt(p)(g−t) + YΦt(p)(f)− Yp(f)

t

= −Yp(X(f)) + lim
t→0

YΦt(p)(f)− Yp(f)

t
= −Yp(X(f)) +Xp(Y (f)) = [X, Y ]p(f)

Der Beweis der folgenden Proposition ist analog zum Beweis von der Produktregel für
Ableitungen von Funktionen in Analysis I.

Proposition 6.2.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X ∈ X(M). Sei T ∈ T rs (M) und
T ′ ∈ T r′s′ (M). Dann gilt LX(T ⊗ T ′) = LX(T )⊗ T ′ + T ⊗ LX(T ′).

Bemerkung 6.2.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit und seien r, s ∈ N. Für p ∈ M sei
Cp : T rs (TpM) → T r−1

s−1 (TpM) die (k, l)-Kontraktion. Sei T : M → T rs (M) eine Abbildung
mit Tp ∈ T rs (TpM). Wir bezeichnen mit C(T ) die Abbildung

M → T r−1
s−1 (M) p 7→ Cp(Tp).

Es gilt C(T )p ∈ T r−1
s−1 (TpM). C : T 7→ C(T ) ist eine Abbildung, die nicht notwendigerwei-

se glatte (r, s)-Tensorfelder auf nicht notwendigerweise glatte (r − 1, s − 1)-Tensorfelder
abbildet. Falls T glatt ist, ist C(T ) auch glatt und wir erhalten eine Abbildung

C := T rs (M)→ T r−1
s−1 (M)

die wir auch Kontraktion nennen.

Proposition 6.2.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X ∈ X(M). Sei C eine Kontrak-
tion. Dann gilt LX ◦ C = C ◦ LX .

Beweis. Wir beweisen die Aussage für die eindeutige Kontraktion auf dem Raum der nicht
notwendigerweise glatten (1, 1)-Tensorfelder. Der Beweis des allgemeinen Falls ist ähnlich.
Dafür reicht es zu zeigen, dass für ω ∈ T 0

1 (M) = Ω1(M) und Y ∈ T 1
0 (M) = X(M)

LX(C(X ⊗ ω) = C(LX(X ⊗ ω))
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gilt. Nach Definition gilt

LX(C(Y ⊗ ω))(p) = lim
t→0

Φ̃−t (C(Y ⊗ ω)(Φt(p)))− C(Y ⊗ ω)(p)

t

und Φ̃−t (C(Y ⊗ ω)(Φt(p))) = C(Y ⊗ ω)(Φt(p)) = ω(Y )(Φt(p)). Andererseits gilt

C
(

Φ̃−t (Y ⊗ ω) (Φt(p))
)

= C
(
(Φ−t)∗(YΦt(p))⊗ (Φ∗t )Φt(p)(ωΦt(p))

)
=

(Φ∗t )Φt(p)(ωΦt(p))
(
(Φ−t)∗(YΦt(p))

)
= ωΦt(p)

(
(Φt)∗(Φ−t)∗(YΦt(p))

)
= ω(Y )(Φt(p)).

Also kommutieren C und Φ−t. Daher gilt

LX(C(Y ⊗ ω))(p) = C

(
lim
t→0

Φ̃−t
(
(Y ⊗ ω)Φt(p)

)
− (Y ⊗ ω)p

t

)
= C (LX(Y ⊗ ω)) (p)

Proposition 6.2.11. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X ∈ X(M). Dann gilt

LX(ω)(Y ) = LX(ω(Y ))− ω([X, Y ])

für jedes ω ∈ T 0
1 (M) = Ω1(M) und Y ∈ T 1

0 (M) = X(M).

Beweis. Sei C die eindeutige Kontraktion von (nicht notwendigerweise glatten) (1, 1)-
Tensorfeldern. Wir berechnen

LX(ω(Y )) = LX(C(Y ⊗ ω)) = C(LX(Y ⊗ ω)) = C(LX(Y )⊗ ω + Y ⊗ LX(ω))

= ω([X, Y ]) + LX(ω)(Y ).

Bemerkung 6.2.12. Aus Proposition 6.2.6 und Proposition 6.2.11 folgt die Glattheit der
Lie-Ableitungen von Vektorfeldern und Kovektorfeldern. Die Glattheit der Lie-Ableitung
von allgemeinen Tensorfeldern folgt aus dieser Beobachtung und Proposition 6.2.8.

Analog wie Proposition 6.2.11 kann man die folgende Proposition zeigen.

Proposition 6.2.13. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X ∈ X(M). Dann gilt

LX(T )(Y1, . . . , Yk) = LX(T (Y1, . . . , Yk))−
k∑
i=1

T (Y1, . . . , Yi−1, [X, Yi], Yi+1, . . . , Yk)

für jedes T ∈ T 0
k (M) und Y1, . . . , Yk ∈ T 1

0 (M) = X(M).

Die Lie-Ableitung von Differentialformen

Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X ∈ X(M). Mithilfe der durch X induzierten lokalen
1-Parameter-Gruppe {Φt} können wir ähnlich wie oben die Ableitung von Differentialfor-
men in Richtung X definieren.

Notation 6.2.14. Seien X und {Φt} wie oben. Sei t ∈ R und p ∈ DXt . Falls k 6= 0,
bezeichnen wir die Abbildung

k∧
(Φt)

∗
Φt(p) : Λk(TΦt(p)M)→ Λk(TpM)

im Folgenden mit Φ̃−t. Falls k = 0, setzen wir Φ̃−t := idR.
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Definition 6.2.15. Seien M , X und {Φt} wie oben. Sei k ∈ N0. Die lineare Abbildung

LX : Ωk(M)→ Ωk(M) ω 7→

(
p 7→ lim

t→0

Φ̃−t(ωΦt(p))− ωp
t

)
heißt die Lie-Ableitung in Richtung X.

Bemerkung 6.2.16. Auf Ω0(M) = C∞(M) und Ω1(M) = T 0
1 (M) stimmen die Lie-

Ableitungen aus Definition 6.2.2 und Definition 6.2.15 überein. Die Tatsache, dass die
Lie-Ableitung einer Differentialform glatt ist, folgt aus diese Beobachtung und Proposition
6.2.17 unten.

Der Beweis der folgenden Proposition ist analog zm Beweis von der Produktregel für
Ableitungen von Funktionen in Analysis I.

Proposition 6.2.17. [vgl. Proposition 6.2.8] Sei M eine Mannigfaltigkeit und X ∈
X(M). Sei ω ∈ Ωk(M) und η ∈ Ωl(M). Dann gilt

LX(ω ∧ η) = LX(ω) ∧ η + ω ∧ LX(η).

Das folgende Resultat stellt eine Verbindung zwischen der Lie-Ableitung von Differen-
tialformen, dem Insertion-Operator und der äußeren Ableitung her.

Proposition 6.2.18. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X ∈ X(M). Dann gilt

LX = ιX ◦ d + d ◦ ιX .

Beweis. Sei (U,ϕ) eine Karte mit Koordinatenfunktionen {xi}. Da jede Differentialform
auf M eingeschränkt auf U eine Linearkombination von Differentialformen der Form
fdxi1∧· · ·∧dxik mit f ∈ C∞(U) ist, reicht es die Gleichheit von LX und ιX ◦d+d◦ιX auf
solchen Differentialformen zu überprüfen. Sei ω ∈ Ωk(M) und η ∈ Ωl(M). Dann erhalten
wir mit einer kleinen Rechnung

(ιX ◦ d + d ◦ ιX)(ω ∧ η) = (ιX ◦ d + d ◦ ιX)(ω) ∧ η + ω ∧ (ιX ◦ d + d ◦ ιX)(η).

Weiterhin kommutieren LX und ιX ◦d+d◦ ιX mit d. Daher reicht es die Gleichheit dieser
Operatoren nur auf Funktionen zu überprüfen. Für f ∈ C∞(M) gilt

(ιX ◦ d + d ◦ ιX)(f) = ιX(df) = X(f) = LX(f).

Proposition 6.2.19. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X ∈ X(M).

1. Für jedes ω ∈ Ωk(M) und Y1, . . . , Yk ∈ X(M) gilt

LX(ω)(Y1, . . . , Yk) = LX(ω(Y1, . . . , Yk))−
k∑
i=1

ω(Y1, . . . , Yi−1, [X, Yi], Yi+1, . . . , Yk).

2. Für jedes ω ∈ Ωk(M) und Y0, Y1, . . . , Yk ∈ X(M) gilt

dω(Y0, . . . , Yk) =
k∑
i=0

(−1)iYi

(
ω(Y0, . . . , Ŷi, . . . , Yk)

)
+

∑
i<j

(−1)i+jω([Yi, Yj], Y0, . . . , Ŷi, . . . , Ŷj, . . . , Yk).

Aufgabe 6.2.20. Beweisen Sie Proposition 6.2.19.
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Kapitel 7

Integration auf Mannigfaltigkeiten

Das Hauptziel dieser Veranstaltung ist die Verallgemeinerung von Konzepten der Differen-
tial- und Integralrechnung auf Mannigfaltigkeiten. Bis jetzt haben wir die Differentialrech-
nung auf Mannigfaltigkeiten entwickelt und könnten z. B. die Glattheit von Funktionen
auf Mannigfaltigkeiten und die Ableitung von glatten Funktionen auf Mannigfaltigkeiten
sinnvoll definieren. Wir möchten in diesem Kapitel die Integralrechnung auf Mannigfaltig-
keiten und Mannigfaltigkeiten mit Rand verallgemeinern. Zuerst betrachten wir einen nai-
ven Versuch das Integral von Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit zu definieren, der auf
eine der Hauptschwierigkeiten hinweist: Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei f eine glatte
(oder allgemeiner stetige) Funktion auf M . Wir setzen zuerst voraus, dass der Träger von
f im Definitionsbereich einer Karte (U,ϕ) enthalten ist und setzen

∫
M
f =

∫
ϕ(U)

f ◦ ϕ−1,

wobei das Integralzeichen auf der rechten Seite das Lebesgue-Integral auf Rn bezeichnet.
Falls der Träger von f nicht im Definitionsbereich einer Karte enthalten ist, könnten
wir versuchen f mithilfe einer Zerlegung der Eins in Funktionen zu zerlegen, die diese
Eigenschaft haben und das Integral von f als Summe der Integrale dieser Funktionen
zu definieren. Wie das folgende Beispiel zeigt, ist dieser auf dem ersten Blick natürlich
erscheinende Definitionsversuch jedoch nicht zielführend.

Beispiel 7.0.1. Sei M = B1(0) ⊂ R2. Sei f ∈ C∞(M) die konstante Eins-Funktion.
Wenn wir die Identitätskarte auf M benutzen, erhalten wir mit der obigen Definition∫
M
f = vol(B1(0)) = π. Wenn wir die Karte

ϕr : M → R2 p 7→ rp

für r > 0 benutzen, erhalten wir mit der obigen Definition
∫
M
f = vol(Br(0)) = πr2.

7.1 Orientierungen auf Mannigfaltigkeiten

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit n ≥ 1. Wir bezeichnen mit Bas(V ) die Menge
der geordneten Basen von V . Seien B = (e1, . . . , en), C = (f1, . . . , fn) ∈ Bas(V ). Wir sa-
gen, dass B und C die gleiche Orientierung haben, falls die Determinante der Basiswechsel-
matrix zwischen B und C positiv ist. Auf diese Weise erhalten wir eine Äquivalenzrelation
auf Bas(V ). Es entstehen genau zwei Äquivalenzklassen, die wir Orientierungen nennen.

Bemerkung 7.1.1. Falls V = {0}, nennen wir eine Wahl eines Elements von {±1} eine
Orientierung von V .
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Definition 7.1.2.

� Ein R-Vektorraum V zusammen mit der Wahl einer Orientierung heißt ein orien-
tierter Vektorraum.

� Falls dimV ≥ 1 und V orientiert ist, nennen wir jede geordnete Basis von V , die in
der gewählten Orientierung ist eine orientierte Basis.

Bemerkung 7.1.3. Sei V eine R-Vektorrum mit dimV ≥ 1. Durch die Wahl einer
geordneten Basis können wir eine Orientierung auf V wählen, nämlich die Orientierung,
die die gewählte Basis zu einer orientierten Basis macht.

Beispiel 7.1.4. Die Standard-Orientierung von Rn für n ≥ 1 ist die Orientierung, die die
Standard-Basis zu einer orientierten Basis macht. Die Standard-Orientierung von R0 ist
+1.

Aufgabe 7.1.5. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit n ≥ 1. Sei A ∈ L(V ;V ).
Zeigen Sie, dass für jedes ω ∈ Λn(V ∗)

n∧
A∗(ω) = detAω

gilt, wobei wir mit detA die Determinante der darstellenden Matrix von A in einer belie-
bigen Basis bezeichnen.

Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum mit n ≥ 1. Sei 0 6= ω ∈ Λn(V ∗) ∼= AMn(V ).
Seien B := (e1, . . . , en) und C = (f1, . . . , fn) geordnete Basen von V und sei A : V → V die
eindeutige lineare Abbildung, die ei auf fi abbildet. Wir bemerken, dass die darstellende
Matrix von A bezüglich der Basis B genau die Basiswechselmatrix zwischen C und B ist.
Dann gilt

ω(f1, . . . , fn) = ω(A(e1), . . . , A(en)) = (
n∧
A∗ω)(e1, . . . , en) = detAω(e1, . . . , en).

Daraus folgt, dass ω(f1, . . . , fn) und ω(e1, . . . , en) genau dann das gleiche Vorzeichen ha-
ben, wenn B und C die gleiche Orientierung haben. Daraus folgt, dass

{(e1, . . . , en) ∈ Bas(V )|ω(e1, . . . , en) > 0}

eine Orientierung auf V ist, die wir die durch ω induzierte Orientierung auf V nennen.

Bemerkung 7.1.6. Falls V ein nulldimensionaler Vektorrum ist, ist Λ0(V ∗) = R. Für
0 6= ω ∈ Λ0(V ∗) erklären wir +1 (−1) als die durch ω induzierte Orientierung, falls ω > 0
(ω < 0) ist.

Bemerkung 7.1.7. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Sei 0 6= ω ∈ Λn(V ∗). Da
dim Λn(V ∗) = 1, gibt es für jedes η ∈ Λn(V ∗) ein c ∈ R, sodass η = cω. Es ist klar,
dass ω und η genau dann die gleiche Orientierung induzieren, wenn c > 0 ist. Daher
entspricht die Wahl eine Orientierung auf V die Wahl einer Zusammenhangskomponente
von Λn(V ∗) \ {0}.

Sei nun M eine Mannigfaltigkeit. Eine punktweise Orientierung auf M ist eine Wahl
einer Orientierung für TpM ∈ M für jedes p. Wir interessieren uns für punktweise Ori-
entierungen auf Mannigfaltigkeiten, die sich in einem geeigneten Sinne stetig verhalten.
Wir benötigen die folgende Definition, um dieses Konzept zu präzisieren.
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Definition 7.1.8. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit n ≥ 1. Sei U ⊂ M
offen. Ein Rahmen für TM über U ist ein Tupel (X1, . . . , Xn) von Vektorfeldern Xi auf
U , sodass {X1(p), . . . , Xn(p)} für jedes p ∈ U eine Basis von TpM ist.

Definition 7.1.9. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

� Eine punktweise Orientierung auf M heißt eine Orientierung, falls für jedes p ∈ M
eine offene Umgebung U und ein Rahmen (X1, . . . , Xn) von TM über U existiert,
sodass (X1(q), . . . , Xn(q)) für jedes q ∈ U eine orientierte Basis ist.

� M heißt orientierbar, falls eine Orientierung auf M existiert.

� M zusammen mit der Wahl einer Orientierung heißt eine orientierte Mannigfaltig-
keit.

Bemerkung 7.1.10. Für eine Mannigfaltigkeit mit Rand definieren wir die Begriffe Ori-
entierung, orientierbar und orientiert analog.

Bemerkung 7.1.11. Für 0-dimensionale Mannigfaltigkeiten nennen wir jede punktweise
Orientierung eine Orientierung.

Beispiel 7.1.12. Sei n ≥ 1. Für jedes p ∈ Rn ist TpM kanonisch isomorph zu Rn und
wir versehen TpM mit der Standard-Orientierung auf Rn. Das Tupel ( ∂

∂r1 , . . . ,
∂
∂rn

) ist ein
Rahmen für TRn (über Rn), der ausgewertet an jedem Punkt p ∈ Rn eine orientierte Basis
von TpM ergibt. So erhalten wir die Standard-Orientierung der Mannigfaltigkeit Rn.

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand und sei
ω ∈ Ωn(M) mit ωp 6= 0 für alle p ∈ M . Dann induziert ωp für jedes p ∈ M eine Orientie-
rung auf TpM und wir erhalten so eine punktweise Orientierung auf M .

Proposition 7.1.13. Seien M und ω wie oben. Die wie oben durch ω induzierte punkt-
weise Orientierung auf M ist eine Orientierung.

Beweis. Falls dimM = 0, gibt es nichts zu zeigen. Sei dimM ≥ 1. Für jedes p ∈ M
konstruieren wir ein Rahmen für TM über einer offenen Umgebung von p, der ausge-
wertet an jeder Stelle eine orientierte Basis ergibt. Sei p ∈ M und sei (U,ϕ) eine Karte
um p mit U zusammenhängend und mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Dann exis-
tiert f ∈ C∞(U), sodass ω|U = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn. Da ω nirgendwo verschwindet und U
zusammenhängend ist, ist die Funktion f entweder überall positiv oder überall negativ.
Falls f überall positiv ist, ist das Tupel { ∂

∂x1 , . . . ,
∂
∂xn
} ein Rahmen für TM über U , der

ausgewertet an jeder Stelle eine orientierte Basis ergibt. Falls f überall negativ ist, ist
{− ∂

∂x1 , . . . ,
∂
∂xn
} ein solcher Rahmen für TM über U . Die Behauptung folgt.

Bemerkung 7.1.14. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit
mit Rand. Wir haben also gezeigt, dass jede n-Form auf M , die an keiner Stelle verschwin-
det eine Orientierung auf M induziert.

Bemerkung 7.1.15. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit
mit Rand und sei ω eine n-Form, die nirgendwo verschwindet. Sei η eine weitere n-Form
auf M . Da dim Λn(TpM) = 1 für jedes p ∈M , finden wir ein f ∈ C∞(M), sodass η = fω.
Falls f nirgendwo verschwindet, verschwindet η ebenfalls an keiner Stelle und induziert
damit eine Orientierung auf M . Die durch ω und η induzierten Orientierung sind genau
dann gleich, wenn f überall positiv ist. Insbesondere induzieren ω und fω für alle glatten
positiven Funktionen f die gleiche Orientierung.
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Proposition 7.1.16. Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Man-
nigfaltigkeit mit Rand. Die Orientierung auf M wird durch eine nirgends verschwindende
n-Form induziert.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass für jedes p eine nirgends verschwindende n-Form auf
einer offenen Umgebung U von p existiert, die an jedem Punkt q ∈ U die Orientierung
von TqM induziert. Dann kann man solche n-Formen mithilfe einer Zerlegung der eins
zusammenkleben um eine n-Form definieren, die die Orientierung auf M induziert. Sei
p ∈ M . Dann existiert eine offene Umgebung V von p und ein Rahmen (X1, . . . , Xn)
für TM über V , der an jeder Stelle q ∈ V eine orientierte Basis von TqM liefert. Sei
(U,ϕ) eine Karte auf M mit U ⊂ V zusammenhängend und mit Koordinatenfunktionen
{x1, . . . , xn}. Die Funktion dx1 ∧ · · · ∧ dxn(X1, . . . , Xn) ist entweder überall positiv oder
überall negativ. Falls sie überall positiv ist, induziert die n-Form dx1 ∧ · · · ∧ dxn an jeder
Stelle q ∈ U die Orientierung von TqM . Sonst induziert die n-Form −dx1 ∧ · · · ∧ dxn an
jeder Stelle q ∈ U die Orientierung von TqM .

Beispiel 7.1.17. Die Standard-Orientierung von Rn wird durch die n-Form dr1∧· · ·∧drn

induziert.

Aufgabe 7.1.18. Sei M eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit. Dann ist M entweder
nicht orientierbar oder besitzt genau zwei Orientierungen.

Bemerkung 7.1.19. FallsM eine zusammenhängende n-dimensionale orientierbare Man-
nigfaltigkeit ist und ω ∈ Ωn eine nirgends verschwindende n-Form, dann werden die zwei
mögliche Orientierungen auf M durch ω und −ω induziert.

Definition 7.1.20. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit
Rand mit dimM ≥ 1.

� Eine Karte (U,ϕ) von M mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn} heißt eine orien-
tierte Karte, falls ( ∂

∂x1 |p, . . . , ∂
∂xn
|p) für alle p ∈ U eine orientierte Basis von TpM

ist.

� Ein Atlas {(Uα, ϕα)}α∈Λ heißt ein orientierter Atlas, falls jede Karte (Uα, ϕα) eine
orientierte Karte ist.

Bemerkung 7.1.21. Sei M wie in Definition 7.1.20. Sei {(Uα, ϕα)}α∈Λ ein orientierter
Atlas. Wegen Proposition 3.1.24 ist die Determinante der Jacobi-Matrix der Kartenwech-
selabbildungen ϕβ ◦ ϕ−1

α für alle α, β ∈ Λ überall auf ihrem Definitionsbereich.

Proposition 7.1.22. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit dimM ≥ 1 oder eine
orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand mit dimM ≥ 2. Dann existiert ein orientierter
Atlas auf M .

Beweis. Sei p ∈M und sei (U,ϕ) eine Karte um pmit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}
und mit U zusammenhängend. Falls (U,ϕ) keine orientierte Karte ist, ist die Karte (U, ϕ̃)
mit Koordinatenfunktionen {−x1, x2, . . . , xn} eine orientierte Karte. So erhalten wir eine
orientierte Karte auf einer offenen Umgebung jedes Punkts von M . Die Behauptung folgt.

Aufgabe 7.1.23. SeiM eine Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand mit dimM ≥
1. Sei {(Uα, ϕα)}α∈Λ ein Atlas für M mit der Eigenschaft, dass die Determinante der
Jacobi-Matrix der Kartenwechselabbildungen ϕβ ◦ϕ−1

α für alle α, β ∈ Λ überall auf ihrem
Definitionsbereich positiv ist. Dann existiert eine Orientierung auf M , die {(Uα, ϕα)}α∈Λ

zu einem orientierten Atlas macht.

143



Bemerkung 7.1.24. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit
Rand. Im Folgenden nennen wir eine Karte (U,ϕ) mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}
negativ orientiert, falls { ∂

∂x1 |p, . . . , ∂
∂xn
|p} an keinem Punkt p ∈ U eine orientierte Basis von

TpM ist. Eine Karte (U,ϕ) mit U zusammenhängend ist entweder orientiert oder negativ
orientiert (Warum?). Falls U nicht zusammenhängend ist, ist es natürlich möglich, dass
(U,ϕ) weder orientiert noch negativ orientiert ist. Da wir immer einen Atlas finden können
dessen Karten zusammenhängende Definitionsbereiche haben, können wir immer einen
Atlas finden, dessen Karten entweder orientiert oder negativ orientiert sind.

Wir benötigen das folgende Konzept später.

Definition 7.1.25. Seien M und N orientierte Mannigfaltigkeiten oder Mannigfaltigkei-
ten mit Rand und sei F : M → N ein lokaler Diffeomorphismus. F heißt orientierungs-
erhaltend, falls für jedes p ∈M und jede orientierte Basis (v1, . . . , vn) von TpM die Basis
((F∗)p(v1), . . . , (F∗)p(vn)) eine orientierte Basis von TF (p)M ist. F heißt orientierungs-
umkehrend, wenn für jedes p ∈ M und jede orientierte Basis (v1, . . . , vn) von TpM die
Basis ((F∗)p(v1), . . . , (F∗)p(vn)) keine orientierte Basis von TF (p)M ist.

Beispiel 7.1.26. Seien M und N Mannigfaltigkeiten oder Mannigfaltigkeiten mit Rand,
sei N orientiert und ω ∈ ΩdimN(N) eine dimN -Form, die die Orientierung auf N induziert.
Sei F : M → N ein lokaler Diffeomorphismus. Dann ist F ∗(ω) eine nirgends verschwin-
dende Form auf M und induziert damit eine Orientierung auf M . Wir behaupten, dass,
wenn M mit dieser Orientierung versehen wird, die Abbildung F zu einer orientierungser-
haltenden Abbildung wird. In der Tat: Für p ∈ M und jede orientierte Basis (v1, . . . , vn)
von TpM gilt

0 < F ∗(ω)p(v1, . . . , vn) = ωF (p)((F∗)p(v1), . . . , (F∗)p(vn)).

Orientierungen auf Untermannigfaltigkeiten

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei S ⊂M eine
immersierte Untermannigfaltigkeit (evtl. mit Rand) der Kodimension 0 oder 1 und sei
ι : S → M die Inklusionsabbildung. Wir untersuchen jetzt, ob und wie M auf halbwegs
natürliche Weise eine Orientierung auf S induzieren kann.

Sei S eine immersierte Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0. Da die Abbildung
(ι∗)p für jedes p ∈ S ein Isomorphismus ist, können wir wie üblich mit deren Hilfe TpS mit
TpM identifizieren. So erhalten wir eine punktweise Orientierung auf S. Wir zeigen nun,
dass diese eine Orientierung auf S ist. Sei ω ∈ Ωn(M) eine n-Form, die die Orientierung
auf M induziert. Dann ist η := ι∗(ω) eine n-Form auf S, die nirgendwo verschwindet und
offensichtlich die gerade definierte punktweise Orientierung auf S induziert. Daraus folgt,
dass diese punktweise Orientierung eine Orientierung auf S ist.

Beispiel 7.1.27. Jede offene Teilmenge einer orientierten Mannigfaltigkeit kann auf
natürliche Weise orientiert werden. Die Orientierung von Hn ⊂ Rn, die durch die Standard-
Orientierung auf Rn wie oben definiert wird, heißt die Standard-Orientierung auf Hn.

Sei S nun eine immersierte Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1. Im Allgemeinen
ist S nicht immer orientierbar. Der Möbiusband ist nicht orientierbar, kann aber als
eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R3 realisiert werden. Falls S weitere
Bedingungen erfüllt, kann man jedoch mithilfe der Orientierung auf M auf halbwegs
natürliche Weise eine Orientierung auf S definieren.
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Proposition 7.1.28. Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Man-
nigfaltigkeit mit Rand mit n ≥ 2 und sei S eine immersierte Untermannigfaltigkeit der
Kodimension 1. Sei ι : S → M die Inklusionsabbildung und N ein Vektorfeld entlang ι
mit Np ∈ TpM \TpS für alle p ∈ S. Dann existiert genau eine Orientierung auf S, sodass
für jedes p und v1, . . . , vn−1 ∈ TpS das Tupel (v1, . . . , vn−1) genau dann eine orientierte
Basis von TpS ist, wenn (Np, v1, . . . , vn−1) eine orientierte Basis von TpM ist. Falls ω eine
Orientierung induzierende n-Form auf M ist, dann induziert die (n− 1)-Form ι∗(ιN(ω))
definiert durch

S → Λn(T ∗S) p 7→ (v1, . . . , vn−1 7→ ωp(Np, (ι∗)p(v1), . . . , (ι∗)p(vn−1)))

die gerade beschriebene Orientierung auf S.

Beweis. Sei ω ∈ Ωn(M) eine n-Form, die die Orientierung auf M induziert. Lokal ist S
ein Slice einer Karte auf M . Man kann mithilfe solcher Karten zeigen, dass ι∗(ιN(ω)) eine
glatte (n−1)-Form auf S ist. Weiterhin verschwindet ι∗(ιN(ω)) an keiner Stelle: Sei p ∈ S
und {v1, . . . , vn−1} eine Basis von TpS. Dann ist {Np, (ι∗)p(v1), . . . , (ι∗)p(vn−1)} eine Basis
von TpM . Da ω nicht verschwindet, gilt

ωp(Np, (ι∗)p(v1), . . . , (ι∗)p(vn−1)) 6= 0.

Die Orientierung, die durch ι∗(ιN(ω)) auf S induziert wird, hat nach Konstruktion die in
der Aussage geforderte Eigenschaft.

Bemerkung 7.1.29. Sei M eine eindimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit
mit Rand, S eine nulldimensionale Untermannigfaltigkeit und N ein Vektorfeld entlang
der Inklusionsabbildung mit Np 6= 0 ( ⇐⇒ Np ∈ TpM \ TpS). Anlog zum vorherigen
Proposition können wir mithilfe von N eine Orientierung auf S definieren: TpS hat die
Orientierung +1 (−1), falls ωp(Np) > 0 (ωp(Np) < 0) gilt.

Beispiel 7.1.30. Die Standard-Orientierung auf Sn ist die Orientierung, die wie in Pro-
position 7.1.28 mithilfe des Vektorfelds N entlang der Inklusionsabbildung definiert durch

Sn → TRn+1 (ξ1, . . . , ξn+1) 7→
∑
i

ξi
∂

∂ri
|(ξ1,...,ξn+1)

induziert wird. Was ist die Standard-Orientierung von S0 = {±1}? Die Orientierung auf
R wird durch die Form dr induziert. Wir haben

dr|±1(N±1) = dr|±1(±1
∂

∂r
|±1) = ±1.

Die Orientierung des Vektorraums T±1S
0 ist also ±1

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir wollen die obige Prozedur
benutzen, um eine Orientierung auf dem Rand von M zu definieren. Sei ι : ∂M → M .
Wir haben schon gesehen, dass ein nach innen und damit auch ein nach außen zeigendes
Vektorfeld entlang ι existiert.

Proposition 7.1.31. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Die induzierte
Orientierung auf ∂M durch voneinander verschiedene nach außen zeigende Vektorfelder
entlang des Rands stimmen überein.
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Beweis. Sei ι : ∂M →M die Inklusionsabbildung. Seien N1 und N2 nach außen zeigende
Vektorfelder entlang ι. Sei p ∈ ∂M und (e1, . . . , en−1) eine orientierte Basis von Tp∂M
bezüglich der durch N1 induzierten Orientierung. Wir zeigen, dass (e1, . . . , en−1) ebenfalls
bezüglich der durch N2 induzierten Orientierung orientiert ist. Sei (U,ϕ) eine Karte von
M um p mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. Dann gilt

N1(p) =
∑
i

ξi
∂

∂xi
|p und N2(p) =

∑
i

ζ i
∂

∂xi
|p

für geeignete Zahlen ξi und ζ i mit ξn, ζn < 0. Weiterhin gilt

N2(p) =
n−1∑
i=1

αiei + αnN1(p).

Daraus folgt
n∑
i=1

ζ i
∂

∂xi
|p =

n−1∑
i=1

αiei +
n∑
i=1

αnξi
∂

∂xi
|p.

Wir vergleichen den Koeffizienten von ∂
∂xn

auf beiden Seiten. Da ei für 1 ≤ i ≤ n − 1 in
der linearen Hülle von { ∂

∂x1 |p, . . . , ∂
∂xn−1 |p} enthalten ist, erhalten wir

ζn = αnξn =⇒ αn =
ζn

ξn
.

Die Determinante der Basiswechselmatrix zwischen den Basen (N1(p), e1, . . . , en−1) und
(N2(p), e1, . . . , en−1) ist also ζn

ξn
. Daher haben diese Basen die gleiche Orientierung. Die

Behauptung folgt.

Definition 7.1.32. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Die Orientierung
auf ∂M , die durch ein beliebiges nach außen zeigendes Vektorfeld entlang ∂M induziert
wird, heißt die Stokes-Orientierung.

Beispiel 7.1.33. Wir versehen Hn hier mit der Standard-Orientierung (induziert durch
dr1 ∧ · · · ∧ drn). Der Rand von Hn kann mithilfe der Abbildung

∂Hn → Rn−1 (ξ1, . . . , ξn−1, 0) 7→ (ξ1, . . . , ξn−1)

kanonischerweise mit Rn−1 identifiziert werden und kann damit mit der Standard-Orient-
ierung von Rn−1 versehen werden (vgl. Beispiel 7.1.26). Wie hängt diese Orientierung
zusammen mit der Stokes-Orientierung auf ∂Hn. Dafür müssen wir nur herausfinden, ob
( ∂
∂r1 |p, . . . , ∂

∂rn−1 |p) für p ∈ ∂Hn eine orientierte Basis bezüglich der Stokes-Orientierung
ist oder nicht. Das Vektorfeld − ∂

∂rn
|∂Hn ist ein nach außen zeigendes Vektorfeld entlang

∂Hn. Wir berechnen

dr1|p ∧ · · · ∧ drn|p(−
∂

∂rn
|p,

∂

∂r1
|p, . . . ,

∂

∂rn−1
|p) = (−1)n.

Die Stokes-Orientierung und die Standard-Orientierung auf ∂Hn stimmen also für gerade
n überein.
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7.2 Integration von Differentialformen

Zuerst erinnern wir uns an den Transformationssatz aus der Integralrechnung.

Theorem 7.2.1. Seien U und V offene Teilmengen von Rn. Sei Φ: U → V ein Dif-
feomorphismus und sei JΦ: U → Mn(R) die Abbildung, die jeden Punkt x ∈ U auf die
Jacobi-Matrix von Φ an x abbildet. Sei f eine messbare Funktion auf V . Dann ist f genau
dann auf V integrierbar, wenn |det JΦ|f ◦ Φ auf U integrierbar ist und∫

V

f =

∫
U

|det JΦ|f ◦ Φ

gilt.

SeiM eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand
mit n ≥ 1. Sei ω ∈ Ωn(M) eine n-Form, deren Träger im Definitionsbereich einer orientier-
ten oder negativ orientierten Karte (U,ϕ) enthalten ist (siehe Bemerkung 7.1.24). Seien
{x1, . . . , xn} die Koordinatenfunktionen von (U,ϕ). Dann existiert eine eindeutige Funk-
tion f ∈ C∞(U), sodass ω|U = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn. Falls (U,ϕ) eine orientierte Karte ist,
setzen wir ∫

M

ω :=

∫
ϕ(U)

f ◦ ϕ−1.

Falls (U,ϕ) negativ orientiert ist, setzen wir∫
M

ω := −
∫
ϕ(U)

f ◦ ϕ−1.

Wir behaupten, dass diese Definition unabhängig von der Wahl der (negativ) orientier-
ten Karte ist, solange deren Definitionsbereich den Träger von ω beinhaltet. Sei (V, ψ)
eine weitere negativ orientiert oder orientierte Karte mit suppω ∈ V und mit Koordina-
tenfunktionen {y1, . . . , yn}. Dann existiert eine eindeutige Funktion g ∈ C∞(V ), sodass
ωV = gdy1 ∧ · · · ∧ dyn.

Proposition 7.2.2. Seien M , ω, (U,ϕ), (V, ψ), f und g wie oben. Dann gilt∫
ϕ(U)

f ◦ ϕ−1 =

∫
ψ(V )

g ◦ ψ−1,

falls beide Karten orientiert oder negativ orientiert sind, und∫
ϕ(U)

f ◦ ϕ−1 = −
∫
ψ(V )

g ◦ ψ−1,

falls nicht.

Beweis. Seien
idϕ,ψ := ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V )

und
idψ,ϕ := ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V )→ ϕ(U ∩ V )

die Kartenwechselabbildungen. Für x ∈ ψ(U ∩ V ) bezeichnen wir die Jacobi-Matrix von
idψ,ϕ in x mit J idψ,ϕ(x). Weiterhin bezeichnen wir die ji-te Komponente von J idψ,ϕ(x)
mit Aji (x). Dann gilt

dxj|p =
∑
i

Aji (ψ(p))dyi.
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Daraus folgt

ωp = f(p)dx1|p ∧ · · · ∧ dxn|p = f(p)

(∑
i

A1
i (ψ(p))dyi|p

)
∧ · · · ∧

(∑
i

Ani (ψ(p))dyi|p

)
=

f(p)det
(
Aij(ψ(p))

)
ij

dy1|p ∧ · · · ∧ dyn|p.

Wir erhalten also
g = det(J idψ,ϕ ◦ψ)f.

Wir berechnen∫
ψ(V )

g ◦ ψ−1 =

∫
ψ(U∩V )

g ◦ ψ−1 =

∫
ψ(U∩V )

det(J idψ,ϕ)(f ◦ ψ−1) =

∫
ψ(U∩V )

det(J idψ,ϕ)
(
(f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ ψ−1)

)
=

∫
ψ(U∩V )

det(J idψ,ϕ)
(
(f ◦ ϕ−1) ◦ idψ,ϕ

)
.

Falls die Karten (U,ϕ) und (V, ψ) beide orientiert oder negativ orientiert sind, gilt∫
ψ(U∩V )

det(J idψ,ϕ)
(
(f ◦ ϕ−1) ◦ idψ,ϕ

)
=

∫
ψ(U∩V )

|det(J idψ,ϕ)|
(
(f ◦ ϕ−1) ◦ idψ,ϕ

)
.

Falls eine der beiden Karten negativ orientiert und die andere Karte orientiert ist, gilt∫
ψ(U∩V )

det(J idψ,ϕ)
(
(f ◦ ϕ−1) ◦ idψ,ϕ

)
= −

∫
ψ(U∩V )

|det(J idψ,ϕ)|
(
(f ◦ ϕ−1) ◦ idψ,ϕ

)
.

Die Behauptung folgt mit einer Anwendung des Transformationssatzes mit dem Diffeo-
morphismus idψ,ϕ.

SeiM eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand.

Notation 7.2.3. Wir bezeichnen mit Ωk
c (M) den Raum der kompakt getragenen k-

Formen.

Zunächst definieren wir das Integral auf kompakt getragenen n-Formen:∫
M

: Ωn
c (M)→ R.

Falls n = 0, ist Ω0
c(M) die Menge der kompakt getragenen Funktionen auf M und wir

definieren ∫
M

ω =
∑
p∈M

±ω(p),

wobei +1 der Koeffizient von ω(p) ist, falls die Orientierung auf TpM +1 ist, und −1
sonst. Sei nun n ≥ 1 und ω ∈ Ωn

c (M). Da suppω kompakt ist, existieren Karten (U1, ϕ1),
. . . , (Uk, ϕk), die wir als negativ orientiert oder orientiert voraussetzen können, sodass
suppω ⊂

⋃k
i=1 Ui gilt. Wir wählen nun eine Zerlegung der Eins {ηi}i≤i≤k auf

⋃k
i=1 Ui

bezüglich der Überdeckung {Ui}1≤i≤k und definieren∫
M

ω :=
k∑
i=1

∫
M

ηiω.

Wir bemerken, dass ηi und damit ηiω a priori nur auf
⋃k
i=1 Ui definiert sind. Da jedoch

suppω ⊂
⋃k
i=1 Ui, können wir ηiω mit 0 fortsetzen, um eine Form auf M zu erhalten.
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Proposition 7.2.4. Seien M und ω wie oben. Dann ist
∫
M
ω unabhängig von der Wahl

von (Ui, ϕi) und ηi definiert.

Beweis. Seien (V1, ψ1), . . . , (Vl, ψl) negativ orientierte oder orientierte Karten mit suppω ⊂⋃l
i=1 Vi und sei {ξi}1≤i≤l eine Zerlegung der Eins auf

⋃l
i=1 Vi bezüglich der offenen Überdeckung

{Vi}li=1. Dann gilt

k∑
i=1

∫
M

ηiω =
k∑
i=1

∫
M

(
l∑

j=1

ξj)ηiω =
∑
i,j

∫
M

ξjηiω =
l∑

j=1

∫
M

(
k∑
i=1

ηi)ξjω =
l∑

j=1

∫
M

ξjω.

Für jede n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand
erhalten wir also eine Abbildung ∫

M

: Ωn
c (M)→ R.

In der folgenden Proposition fassen wir die Eigenschaften von
∫
M

zusammen.

Proposition 7.2.5. Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Man-
nigfaltigkeit mit Rand.

(i)
∫
M

: Ωn
c (M)→ R ist linear.

(ii) Falls M kompakt und ω ∈ Ωn(M) die Orientierung auf M induziert, dann gilt∫
M
ω > 0.

(iii) Sei N eine weitere n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltig-
keit mit Rand und sei F : M → N ein Diffeomorphismus. Falls F orientierungs-
erhaltend ist, gilt ∫

N

ω =

∫
M

F ∗(ω)

für jedes ω ∈ Ωn
c (N). Falls F orientierungs-umkehrend ist, gilt∫

N

ω = −
∫
M

F ∗(ω)

für jedes ω ∈ Ωn
c (N).

Bemerkung 7.2.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir
nennen eine stetige Abbildung ω : M → Ωk(M) mit ωp ∈ Λk(TpM) eine stetige k-Form.
Es ist leicht zu sehen, dass die Komponentenfunktionen von ω in einer beliebigen Karte
stetig sind. Sei M nun n-dimensional und orientiert. Sei ω eine kompakt-getragene stetige
n-Form. Wir können dann

∫
M
ω genau wie oben definieren: Falls der Träger von ω im Defi-

nitionsbereich einer (negativ) orientierten Karte mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}
enthalten und f die Komponentenfunktion von ω in dieser Karte ist, setzen wir

∫
M
ω = ±f

(wobei das Vorzeichen davon abhängt, ob die Karte orientiert oder negativ orientiert ist).
Im allgemeinen Fall, benutzen wir wie oben eine Zerlegung der Eins.

Beispiel 7.2.7. Sei M ∈ {Rn,Hn} versehen mit der Standard-Orientierung. Sei ω ∈
Ωn
c (M). Dann existiert f ∈ C∞c (M), sodass ω = fdr1 ∧ · · · drn. Damit gilt∫

M

ω =

∫
M

f,

wobei wir mit
∫
M
f das Lebesgue-Integral von f bezeichnen.
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In konkreten Fällen ist es nicht praktisch Differentialformen direkt mithilfe der obigen
Definition zu integrieren. Wir erwähnen jetzt eine bessere Methode für die Berechnung
von Integralen von Differentialformen. Wir benötigen zuerst eine

Definition 7.2.8. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit
mit Rand. Eine Teilmenge S ⊂ M heißt eine Nullmenge, falls abzählbar viele Karten
{(Ui, ϕi)}i∈Λ existieren, sodass S ⊂

⋃
i∈Λ Ui und ϕi(Ui ∩ S) für alle i ∈ Λ eine Nullmenge

bezüglich des Lebesgue-Maßes auf Rn ist.

Proposition 7.2.9. Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Man-
nigfaltigkeit mit Rand und seien (U1, ϕ1), . . . , (Uk, ϕk) orientierte Karten, sodass Ui dis-
junkt und M \ (

⋃k
i=1 Ui) eine Nullmenge ist. Dann gilt∫

M

ω =
k∑
i=1

∫
Ui

(ϕ−1)∗(ω).

Aufgabe 7.2.10. Betrachten Sie die zwei-Form

ω = r1dr2 ∧ dr3 + r3dr1 ∧ dr2 + r2dr3 ∧ dr1

auf R3. Versehen Sie S2 mit ihrer Standard-Orientierung und berechnen Sie
∫ 2

S
ι∗(ω) ein-

mal mit und einmal ohne Verwendung von Satz von Stokes, wobei wir mit ι die Inklusi-
onsabbildung S2 → R3 bezeichnen.

7.3 Satz von Stokes

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Stokes. Dieser grundlegende Satz in der
Differentialgeometrie ist eine Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes der Differential-
und Integralrechnung.

Theorem 7.3.1 (Satz von Stokes). Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand
(∂M = ∅ ist erlaubt). Sei ι : ∂M →M die Inklusionsabbildung. Dann gilt∫

M

dω =

∫
∂M

ι∗(ω)

für jede ω ∈ Ωn−1
c (M), wobei wir ∂M mit der Stokes-Orientierung versehen. Falls ∂M =

∅, interpretieren wir die rechte Seite als 0.

Bemerkung 7.3.2. Wir benutzen die Notation von oben. Nach der Identifikation der
Tangentialräume von ∂M mit Teilräumen von Tangentialräumen von M , ist ι∗(ω) nichts
anderes als die Einschränkung von ω auf ∂M . Daher schreibt man häufiger

∫
M

dω =
∫
∂M

ω.

Wir beweisen zuerst einen Spezialfall vom Satz von Stokes. Im Folgenden versehen wir
Hn mit der Standard-Orientierung und ∂Hn mit der Stokes-Orientierung.

Proposition 7.3.3. Sei ω ∈ Ωn−1
c (Hn). Dann gilt∫

Hn
dω =

∫
∂Hn

ω.
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Beweis. Es gibt glatte Funktionen fi ∈ C∞(Rn), sodass

ω =
n∑
i=1

fidr
1 ∧ · · · ∧ d̂ri ∧ · · · ∧ drn.

Dann gilt

dω =
n∑
i=1

∂

∂ri
fidr

i ∧ dr1 ∧ · · · ∧ d̂ri ∧ · · · ∧ drn =
n∑
i=1

(−1)i−1 ∂

∂ri
fidr

1 ∧ · · · ∧ drn.

Da suppω kompakt ist, existiert ein R, sodass suppω und damit supp fi in der Menge

{(ξ1, . . . , ξn) ∈ Hn| −R < ξ1, . . . , ξn−1 < R, 0 ≤ ξn < R}

enthalten sind. Wir berechnen∫
Hn

dω =
∑
i

(−1)i−1

∫
Hn

∂fi
∂ri

=
∑
i

(−1)i−1

∫ R

0

∫ R

−R
· · ·
∫ R

−R

∂fi
∂ri

dr1 · · · drn.

Für i 6= n benutzen wir den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung und
erhalten wir

∫ R
0

∫ R
−R · · ·

∫ R
−R

∂fi
∂ri

dr1 · · · drn =∫ R

0

∫ R

−R
· · ·
∫ R

−R

(
fi(r

1, . . . , R, . . . , rn)− fi(r1, . . . ,−R, . . . , rn)
)

dr1 · · · d̂ri · · · drn = 0

Es gilt also
∫
Hn dω

(−1)n−1

∫ R

−R
· · ·
∫ R

−R

(
fn(r1, . . . , rn−1, R)− fn(r1, . . . , rn−1, 0)

)
dr1 · · · drn−1 =

(−1)n
∫ R

−R
· · ·
∫ R

−R
fn(r1, . . . , rn−1, 0)dr1 · · · drn−1.

Wir bezeichnen mit ι : ∂M → M . Dann gilt ι∗(drn) = 0, da rn auf ∂Hn verschwindet.
Daraus folgt

ι∗(ω) = ι∗(
n∑
i=1

fidr
1 ∧ · · · ∧ d̂ri ∧ · · · ∧ drn) = ι∗(fndr1 ∧ · · · ∧ drn−1)

= (fn ◦ ι)dr1 ∧ · · · ∧ drn−1.

Die Identitätskarte auf ∂Hn ist genau dann eine orientierte Karte, wenn n gerade ist.
Daher gilt ∫

∂Hn
ι∗(ω) = (−1)n

∫ R

−R
· · ·
∫ R

−R
fn(r1, . . . , rn−1, 0)dr1 · · · drn−1.

Die Behauptung folgt.

Bemerkung 7.3.4. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit
Rand und sei (U,ϕ) eine Karte mit Koordinatenfunktionen {x1, . . . , xn}. ϕ : U → ϕ(U)
ist dann insbesondere ein Diffeomorphismus und es gilt (ϕ∗)p(

∂
∂xi
|p) = ∂

∂ri
|ϕ(p). Daraus

folgt, dass (U,ϕ) genau dann eine orientierte oder negativ orientierte Karte ist, wenn ϕ
eine orientierungs-erhaltende bzw. -umkehrende Abbildung ist.
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Bemerkung 7.3.5. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand und sei (U,ϕ) eine

orientierte Karte. Wir setzen Ũ = U ∩Hn und

ϕ̃ := ϕ|Ũ : Ũ → ϕ(U) ∩ ∂Hn.

Wir behaupten, dass ϕ̃ eine orientierungs-erhaltende Abbildung ist, wenn Ũ und ϕ(U) ∩
∂Hn mit der Stokes-Orientierung versehen werden. In der Tat: Sei p ∈ Ũ . Wegen Be-
merkung 7.3.4 ist (− ∂

∂xn
|p, ∂

∂x1 |p, . . . , ∂
∂xn−1 |p) genau dann eine orientierte Basis von TpM ,

wenn

((ϕ∗)p(−
∂

∂xn
|p), (ϕ∗)p(

∂

∂x1
|p), . . . , (ϕ∗)p(

∂

∂xn−1
|p)) = (− ∂

∂rn
|ϕ(p),

∂

∂r1
|ϕ(p), . . . ,

∂

∂rn−1
|ϕ(p))

eine orientierte Basis von Tϕ(p)M ist. Daher ist ( ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn−1 |p) genau dann eine orien-
tierte Basis von Tp∂M , wenn ((ϕ̃∗)p(

∂
∂x1 |p), . . . , (ϕ̃∗)p( ∂

∂xn−1 |p)) = ( ∂
∂r1 |p, . . . , ∂

∂rn−1 |p) eine

orientierte Basis von Tϕ(p)∂Hn ist. Ähnlich zeigt man, dass falls (U,ϕ) negativ orientiert
ist, die Abbildung ϕ|U∩∂M orientierungs-umkehrend ist.

Um den Satz von Stokes zu beweisen, benutzen wir die folgende Proposition, die ein
Analogon von 7.3.3 für allgemeine Mannigfaltigkeiten ist.

Proposition 7.3.6. Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand.
Sei ω ∈ Ωn−1

c (M) so, dass eine orientierte oder negativ orientierte Karte (U,ϕ) mit
suppω ⊂ U existiert. Dann gilt ∫

M

dω =

∫
∂M

ι∗(ω),

wobei wir mit ι die Inklusionsabbildung ∂M →M bezeichnen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage in dem Fall, dass (U,ϕ) eine orientierte Karte ist. Der
Beweis in dem Fall, dass (U,ϕ) negativ orientiert ist, ist analog. Wegen Bemerkung 7.3.4
gilt ∫

M

dω =

∫
U

dω =

∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗(d(ω)) =

∫
ϕ(U)

d((ϕ−1)∗(ω)).

Da supp(ϕ−1)∗(ω) kompakt und in einer offenen Teilmenge ϕ(U) von Hn enthalten ist,
können wir (ϕ−1)∗(ω) durch Fortsetzung mit 0 zu einer (n − 1)-Form auf Hn erweitern,

die wir mit η bezeichnen. Wir setzen Ũ := U ∩ ∂M und ϕ̃ := ϕ|Ũ . Dann gilt∫
ϕ(U)

d((ϕ−1)∗(ω)) =

∫
Hn

dη =

∫
∂Hn

ι∗∂Hn(η).

Falls Ũ = ∅ (insbesondere falls ∂M = ∅), gilt ι∗∂Hn(η) = 0 und damit∫
∂Hn

ι∗∂Hn(η) = 0.

Sonst gilt
∫
∂Hn ι

∗
∂Hn(η) =∫

ϕ̃(Ũ)

ι∗∂Hn((ϕ−1)∗(ω)) =

∫
ϕ̃(Ũ)

(ϕ−1◦ι∂Hn)∗(ω) =

∫
ϕ̃(Ũ)

(ι◦ϕ̃−1)∗(ω) =

∫
Ũ

ι∗(ω) =

∫
∂M

ι∗(ω),

wobei ι∂Hn : ∂Hn → Hn die Inklusionsabbildung bezeichnet und wir Proposition 7.3.3 und
Bemerkung 7.3.5 benutzt haben. Die Behauptung folgt.
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Beweis von Theorem 7.3.1. Sei ω ∈ Ωn−1
c (M). Seien (U1, ϕ1), . . . , (Uk, ϕk) orientierte oder

negativ orientierte Karten mit suppω ⊂
⋃k
i=1 Ui. Sei {ηi} eine Zerlegung der Eins auf⋃k

i=1 Ui bezüglich der offenen Überdeckung {U1, . . . , Uk}. Dann gilt∫
M

dω =
k∑
i=1

∫
M

ηidω =
k∑
i=1

[∫
M

d(ηiω)− (dηi) ∧ ω
]

=
k∑
i=1

∫
M

d(ηiω)−
∫
M

d(
k∑
i=1

ηi) ∧ ω.

Da
∑k

i=1 ηi auf suppω konstant ist, verschwindet d(
∑k

i=1 ηi) ∧ ω und wir erhalten

k∑
i=1

∫
M

d(ηiω)−
∫
M

d(
k∑
i=1

ηi) ∧ ω =
k∑
i=1

∫
∂M

ι∗(ηiω) =
k∑
i=1

∫
∂M

ηiι
∗(ω) =

∫
∂M

ι∗(ω),

wobei wir Proposition 7.3.3 benutzen.

Aufgabe 7.3.7. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei γ : [a, b] → M eine glatte
Einbettung. S := Im(γ) ist dann auf natürliche Weise eine eingebettete Untermannigfal-
tigkeit von M . Wir versehen S mit der Orientierung, die γ zu einer orientierungserhaltende
Abbildung macht. Sei f ∈ C∞(M). Zeigen Sie, dass∫

S

df = f(γ(b))− f(γ(a)).

7.4 Integration von Funktionen auf Mannigfaltigkei-

ten

Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. In diesem Abschnitt zeigen wir,
dass jede n-Form, die die Orientierung auf M induziert, ein (positives) Maß auf M defi-
niert. Dies erlaubt uns, Funktionen auf M zu integrieren. Das so definierte Integral hängt
jedoch von dem gewählten n-Form ab.

Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum. Mit Cc(X;R) bezeichnen wir den Vektor-
raum der stetigen kompakt-getragenen R-wertigen Funktionen auf X. Eine sehr praktische
Weise Maße auf X zu definieren ist durch den Riesz-Markov-Kakutani-Satz gegeben. Be-
vor wir diesen Satz formulieren benötigen wir eine

Definition 7.4.1. Sei X wie oben. Ein Funktional I : Cc(X;R) → R heißt positiv, falls
I(f) ≥ 0 für jedes f ∈ CC(X) mit f ≥ 0 gilt.

Beispiel 7.4.2. Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum. Sei M eine σ-Algebra auf X,
die die Borel-σ-Algebra auf X beinhaltet und sei µ ein Maß auf M. Dann ist

Iµ : Cc(X;R)→ R f 7→
∫
X

fdµ

ein positives Funktional auf Cc(X;R).

Theorem 7.4.3. Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum und sei I : Cc(X;R) → R
ein positives Funktional. Dann existieren eine eindeutige σ-Algebra M auf X und ein
eindeutiges Maß µ auf M mit den folgenden Eigenschaften:

(i) M beinhaltet die Borel-σ-Algebra auf X.

(ii)
∫
X
f = I(f) für alle f ∈ Cc(X;R).
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(iii) µ(K) <∞ für alle kompakten Teilmengen K von X.

(iv) Für jedes E ∈M gilt

µ(E) = inf{µ(U)|U ⊂ X offen, U ⊃ E}.

(v) Für jede offene Teilmenge E von X gilt

µ(E) = sup{µ(K)|K ⊂ X kompakt, K ⊂ E}.

(vi) Für jedes A ⊂ N mit N ∈M und µ(N) = 0 gilt A ∈M.

Bemerkung 7.4.4. Falls X in Theorem 7.4.3 eine Vereinigung abzählbar vieler kompak-
ten Mengen ist, gilt (v) für jedes E ∈M , wobei M und µ durch Theorem 7.4.3. gegeben
sind.

SeiM eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand.
Sei ω ∈ Ωn(M) eine n-Form, die die Orientierung auf M induziert. Aus der Definition des
Integrals von Differentialformen (vgl. auch Bemerkung 7.2.6) folgt unmittelbar, dass die
Funktional

Iω : Cc(M ;R)→ R f 7→
∫
M

fω

positiv ist. Nach Anwendung von Theorem 7.4.3 auf das Funktional Iω erhalten wir ein
Maß µω auf M , das mindestens auf der Borel-σ-Algebra von M definiert ist, sodass∫

M

fdµω = Iω(f) =

∫
M

fω

für alle f ∈ Cc(M ;R) gilt. Wie üblich können wir dann mithilfe von µω die Räume
Lp(M,µω) definieren.
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