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Kapitel 1

Die Grundlagen

1.1 Punktmengetopologie

1.1.1 Erste Definitionen und Beispiele

Definition 1.1.1. Sei X eine Menge. Eine Topologie T auf X ist eine Familie von Teil-
mengen von X mit den Eigenschaften

1. 0,X e,

2. beliebige Vereinigungen von Mengen aus 7 sind wieder in 7; d.h. falls {Uy}aer C 7
fiir eine beliebige Indexenge A, dann | J,., Us € 7 und

3. endliche Schnitte von Mengen aus 7 sind in 7; d.h. falls {Uy,--- ,U,} C 7 fiirn € N,
dann (), ;. Ui € 7.

Definition 1.1.2. Ein Paar (X, 7), wobei X eine Menge und 7 eine Topologie auf X ist,
heifit ein topologischer Raum.

Bemerkung 1.1.3. Wir schreiben oft ,sei X ein topologischer Raum.“ Damit meinen
wir, dass X eine Menge ist und dass wir eine bestimmte Topologie auf X gewahlt haben.

Beispiel 1.1.4.

1. Sei X eine Menge. Die Topologie T4 = P(X) (Potenzmenge von X) heifit die
diskrete Topologie auf X.

2. Sei X eine Menge. Die Topologie 7y, == {0, X} heifit die grobe Topologie auf X.
In der Literatur heiflt diese Topologie haufiger die triviale Topologie.

3. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fiir p € X bezeichnen wir mit B, (p) den offenen
r-Ball um p. Die Familie

g ={UCX | VYpeU,Je>0:B(p) CU}

ist eine Topologie auf X. Wir nennen sie die Topologie induziert durch die Metrik
d.

4. Die ,Standardtopologie auf R" ist die Topologie induziert durch die euklidische
Metrik.

Definition 1.1.5. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.
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Falls U € 7, dann heifit U offen.

Falls A C X und (X \ A) € 7, dann heifit A abgeschlossen.

Sei S C X. Das Innere von S ist die Vereinigung aller offenen Mengen von X, die
in S enthalten sind. Es wird mit S° bezeichnet.

Sei S C X. Der Abschluss von S ist der Schnitt aller abgeschlossenen Mengen von
X, die S enthalten. Er wird mit S bezeichnet.

Bemerkung 1.1.6.

e Das Innere von S ist, als Vereinigung offener Mengen, offen. Damit ist S° die gréfite
offene Menge, die in .S enthalten ist.

e Der Abschluss von S ist, als Schnitt abgeschlossener Mengen, abgeschlossen. Damit
ist S die kleinste abgeschlossene Menge, die S enthélt.

Definition 1.1.7. Sei X ein topologischer Raum und sei p € X. Eine Teilmenge S C X
heifit eine

e Umgebung von p, falls eine offene Menge U mit p € U C S existiert.

e offene Umgebung von p, falls sie offen und eine Umgebung von p ist; d. h. eine offene
Umgebung von p ist eine offene Menge, die p enthélt.

Das folgende ,lokale® Kriterium fiir Offenheit ist niitzlich.

Proposition 1.1.8. Sei X ein topologischer Raum. Fine Teilmenge U C X st offen
genau dann, wenn fir alle p € U eine offene Umgebung U, von p existiert, die in U
enthalten ist.

Beweis. Sei U offen. Dann setzen wir U, := U. Das beweist eine Richtung. Sei nun U so,
dass fiir alle p € U, eine offene Umgebung U, von p existiert die in U enthalten ist. Dann
gilt U = UpeU Up. Das heifit, U ist eine Vereinigung offener Mengen und damit offen. [

Definition 1.1.9. Seien X and Y topologische Rdume. Eine Abbildung F': X — Y heifit
stetig, falls fiir alle U C Y offen F~1(U) C X offen ist; d.h. Urbilder offener Mengen sind
offen.

Aufgabe 1.1.10. Seien X und Y topologische Rdume und sei F': X — Y eine Abbildung.
Zeigen Sie

1. F is stetig genau dann, wenn Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.

2. F ist stetig genau dann, wenn fiir alle p € X und eine beliebige offenen Umgebung
U von F(p) eine offene Umgebung V' von p mit F(V) C U existiert.

3. Nun setzen wir voraus, dass die Topologien auf X und Y durch Metriken dx und
dy auf X bzw. Y induziert sind. Zeigen Sie, F' ist stetig genau dann wenn das
e-0-Kriterium erfiillt ist.

Beispiel 1.1.11.

e Sei X eine Menge, die mit der diskreten Topologie versehen ist. Sei Y ein beliebiger
topologischer Raum. Dann ist jede Abbildung F': X — Y stetig.
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e Sei Y eine Menge, die mit der groben (trivialen) Topologie versehen ist. Sei X ein
beliebiger topologischer Raum. Dann ist jede Abbildung F': X — Y stetig.

Definition 1.1.12. Seien X und Y topologische Raume. Eine Abbildung F': X — Y
heif3t

e offen, falls fiir alle offene Teilmengen U C X F(U) C Y offen ist.

e abgeschlossen, falls fiir alle abgeschlossenen Teilmengen U C X F(U) C Y abge-
schlossen ist.

e cin Homéomorphismus, falls F' bijektiv ist und F und F~! stetig sind.
Aufgabe 1.1.13.

e Eine stetige und bijektive Abbildung F': X — Y ist genau dann ein Homdomorphismus,
wenn F' offen ist.

e Eine stetige und bijektive Abbildung F': X — Y ist genau dann ein Hombomorphismus,
wenn F' abgeschlossen ist.

Beispiel 1.1.14.

e Wir bezeichnen mit 7,40, bzw. 7, die grobe bzw. die Standardtopologie auf R".
Die Identitétsabbildung id: (R", 75) — (R™, 7yp) ist stetig und bijektiv, aber nicht
offen.

e Verkettung stetiger Abbildungen ist stetig.

1.1.2 Neue Topologische Rdume aus alten
Teilraumtopologie
Proposition 1.1.15. Sei (X, 1) ein topologischer Raum. Sei Y C X. Wir setzen
Ty ={UcY:3U C X offen mit U =UNY}.
Dann ist die Familie T|y eine Topologie aufY .
Beweis.
e Dall=0NYundY =XnNY,gilt 0,Y € 7|y.

e Sei {ﬁa}ae A C 7|y mit A einer beliebigen Indexmenge. Fiir jedes o € A finden wir
U, C X offen, sodass U, = U, NY. Es gilt

U U= JWanY)=(JUa)nY,

acA acA acA
was impliziert, dass (J,c, U, € 7ly (da Uaea Ua C X offen ist).

e In dhnlicher Weise zeigt man, dass endliche Schnitte Elemente aus 7|y wieder in 7|y
sind.

]



Definition 1.1.16. Sei (X, 7),Y und 7|y wie in Proposition [1.1.15] Die Topologie 7|y
heifit die Teilraumtopologie auf Y.

Beispiel 1.1.17.

e Betrachte R x {0} C R?. Wir versehen R? mit der Standardtopologie. Eine Menge
U C R x {0} ist offen in der Teilraumtopologie genau dann, wenn

V(z,0) € U,3e > 0: (y,0) € U falls |y — z| < e.
Insbesondere ist die Abbildung
R — R x {0} x> (x,0)

ein Homoomorphismus, falls R mit der Standardtopologie und R x {0} mit der Teil-
raumtopologie versehen wird. Anders gesagt stimmt, bis auf die kanonische Identi-
fikation R = R x {0}, die Teilraumtopologie von R x {0} mit der Standardtopologie
von R iiberein.

e Wir bezeichnen mit S"(R) C R""! die n-dimensionale Sphire mit Radius R; d.h.
die Menge aller Punkte von R™*! mit euklidischer Norm R. Wir versehen R"*! mit
der Standardtopologie. Die Standardtopologie von S™(R) ist die Teilraumtopologie

auf S"(R).

Beispiel 1.1.18. Wir versehen R mit der Standardtopologie. Die Menge (0, 1] ist eine
offene Teilmenge von [—2, 1], wenn wir [—2, 1] mit der Teilraumtopologie versehen. In der
Tat, es gilt (0,1] = (0,2) N [—2,1]. Die Menge (0, 1] ist aber offensichtlich keine offene
Teilmenge von R.

Aufgabe 1.1.19. Sei X ein topologischer Raum. Sei Y C X offen. Falls eine Menge
U C Y in der Teilraumtopologie auf Y offen ist, dann ist sie auch in X offen.

Proposition 1.1.20. Sei X ein topologischer Raum und sei Y C X. Wir bezeichnen mit
v die Inklustonsabbildung Y C X und versehen Y mit der Teilraumtopologie.

1. ¢ st stetig.

2. Sei W ein weiterer topologischer Raum. Die Finschrdankung einer stetigen Abbildung
F: X — W aufY ist stetig.

3. Sei Z ein weiterer topologischer Raum. Fine Abbildung G: Z — Y ist genau dann
stetig, falls 1o G: Z — X stetig ist.

Beweis.

1. Sei U C X offen. Es gilt ¢« (U) = U NY, welche nach Definition von Teilraumto-
pologie offen (in Y) ist.

2. Die Einschrankung ist genau die Verkettung F' o und als Verkettung stetiger Ab-
bildungen stetig.

3. Sei G stetig. Dann ist ¢ o G eine Verkettung stetiger Abbildungen und damit stetig.
Sei nun umgekehrt « o G stetig. Sei U eine offene Teilmenge von Y (in der Teil-
raumtopologie). Nach Definition existiert eine offene Teilmenge U von X , sodass
U =UNY.Dann gilt G-1(U) = (1o G)~*(U). Daraus folgt, dass die Menge G~(U)
offen ist, da sie das Urbild der offenen Menge U unter der stetigen Abbildung 1o G
ist. [



Definition 1.1.21. Seien X und Y topologische Rdume. Eine stetige Abbildung ¢: Y —
X heift eine topologische Finbettung, falls sie injektiv ist und die Abbildung

Y = F(Y) y— F(y)

ein Homdomorphismus ist. Hier versehen wir F'(Y) mit der Teilraumtopologie.
Beispiel 1.1.22.

e Sei X ein topologischer Raum und Y C X. Seiv: Y — X die Inklusion. Wir versehen
Y mit der Teilraumtopologie. Dann ist ¢ eine topologische Einbettung.

e Die Abbildung
R—R?* a2+ (z,0)

ist eine topologische Einbettung

Aufgabe 1.1.23. Zeigen Sie, dass de Abbildung
(—m,7) — R? t — (sin(t),sin(2t))

injektiv und stetig, aber keine topologische Einbettung ist.

Quotiententopologie

Proposition 1.1.24. Ser X ein topologischer Raum. Sei 'Y eine Menge und F': X —'Y
eine surjektive Abbildung. Die Familie

e ={UCY :F Y (U)C X ist offen}
st eine Topologie auf 'Y .
Beweis. Der Beweis wird als eine Aufgabe den Student*innen {iberlassen. [

Definition 1.1.25. Seien X, Y, F und 77 wie oben. Die Topologie 77 heifit die Quotien-
tentopologie auf Y (induziert durch F).

Héufig benutzen wir die obige Konstruktion, um eine Topologie auf die Menge der
Aquivalenzklassen eines topologischen Raums beziiglich einer Aquivalenzrelation zu de-
finieren. Sei X ein topologischer Raum und sei R eine Aquivalenzrelation auf X. Wir
bezeichnen mit X/R die Menge der Aquivalenzklassen von X beziiglich der Relation R.
Dann haben wir eine kanonische Abbildung

X —=X/R  zw|[z],

wobei wir mit [z] die Aquivalenzklassen von x € X bezeichnen. Wir kénnen nun X/R mit
der Quotiententopologie induziert durch die obere Abbildung versehen.

Beispiel 1.1.26.

1. Betrachte die Aquivalenzrelation auf R gegeben durch z ~ x + k fiir k € Z. Der
Raum R/ ~ versehen mit der Teilraumtopologie ist homéomorph zu S*.

2. Betrachte die Aquivalenzrelation auf [0, 1] gegeben durch 0 ~ 1 und z ~ z fiir alle
z € (0,1). [0,1]/ ~ ist hombomorph zu dem Quotientenraum aus dem vorherigen
Beispiel.



3. Betrachte X = [0, 1] x [0, 1] C R? versehen mit der Teilraumtopologie. Betrachte die
Aquivalenzrelation auf X gegeben durch

0,2) ~(L,z) , (x,0)~ (z,1)

und (z,y) ~ (z,y) fir alle (z,y) € (0,1) x (0,1). Wir werden sehen, dass X/ ~
versehen mit der Quotiententopolgoe homéomorph zum zwei-dimensionalen Torus
(Oberflidche des Donuts) ist.

4. Sei X = R"*1\ {0}. Betrachte die Aquivalenzrelation auf X gegeben durch x ~ Az
fiir beliebiges A € R\ {0}. Die Aquivalenzklassen sind dann genau die eindimensio-
nalen Unterrdume von R™*! jeweils ohne den Ursprung. X/ ~ wird normalerweise
mit RP" bezeichnet und heif3t der n-dimensionale projektive Raum. Wir werden RP"
versehen mit der Quotiententopologie spater untersuchen.

Proposition 1.1.27. Se: X ein topologischer Raum, Y eine Menge und F: X —'Y eine
surjektive Abbildung. Wir versehen Y mit der Quotiententopologie. Dann gilt:

1. F' ist stetig.

2. Eine Abbildung G:Y — Z von'Y in einen weiteren topologischen Raum Z ist stetig
genau dann, wenn G o F' stetig ist.

Beweis.
1. Die Aussage folgt sofort aus der Definition der Quotiententopologie.

2. Falls G stetig ist, dann ist G o F' als Verkettung stetiger Abbildungen wieder ste-
tig. Sei nun umgekehrt G o F' stetig. Sei U C Z offen. Dann gilt F~1(G~}(U)) =
(Go F)~'(U). Die Menge auf der rechten Seite ist nach Annahme offen. Aus der De-
finition der Quotiententopologie folgt dann, dass G~!(U) offen ist. Die Behauptung
folgt. m

Aufgabe 1.1.28.

e Zeigen Sie, dass die Réume der Aquivalenzklassen aus dem Beispiel |1| und Beispiel

von Beispiel [1.1.26| zueinander homéomorph sind.

e Finden sie eine stetige Bijektion vom Raum der Aquivalenzklassen in Beispiel [2 von

Beispiel [1.1.26| nach S*.

Definition 1.1.29. Seien X und Y topologische Rdume. Eine stetige surjektive Abbil-
dung F': X — Y heifit Quotientenabbildung, falls die Topologie auf Y mit der Quotien-
tentopologie auf Y induziert durch F' iibereinstimmt.

Aufgabe 1.1.30.

1. Seien X und Y topologische Raume. Sei F': X — Y eine stetige surjektive Abbil-
dung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) F ist eine Quotientenabbildung.

(ii) Eine Abbildung G:Y — Z von Y in einen weiteren topologischen Raum Z ist
stetig genau dann, wenn G o F stetig ist.



2. Finden Sie topologische Rdume X und Y und eine stetige surjektive Abbildung
F: X — Y, die keine Quotientenabbildung ist.

Ein wichtiger Spezialfall dieser Konstruktion ergibt sich, wenn F': X — Y eine bijek-
tive Abbildung von einem topologischen Raum X in eine Menge Y ist. Die Quotienten-
topologie auf Y ist die Topologie, die wir erhalten, indem wir die offenen Mengen von X
mittels F' nach Y transportieren.

Beispiel 1.1.31. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Nach Wahl einer (geordneten)

Basis B C V von V bekommen wir einen Isomorphismus ®z: R" S5V (indem wir die
Standardbasis von R™ auf B abbilden.). Wir kénnen die Standardtopologie von R™ mittels
®5 nach V transportieren. Die resultierende Topolgie auf V' ist unabhéngig von Wahl der

Basis: Sei C eine weitere Basis und &¢: R =V der entsprechende Isomorphismus. Wir
bezeichnen die Topologie, die durch ®5 bzw. ®¢ induziert wird mit 75 bzw. 7¢. Sei U C V.
Es gilt

0 (U) = (R o P5)(P5) ' (U).

Da @, Lo ®g: R* — R™ linear und bijektiv und damit ein Homdomorphismus ist, ist
®;'(U) genau dann offen, wenn @' (U) offen ist. Daher gilt 75 = 7.

Topologische Summe

Seien { X, },ea topologische Riume. Hier ist A eine nicht notwendigerweise endliche In-
dexmenge. Wir bezeichnen mit X = U,cx X, die disjunkte Vereinigung der Mengen X.
Die Familie

T={U C X|UNX, ist offen Yv € A}
definiert eine Topologie auf X.

Definition 1.1.32. Secien {X,},ex, X und 7 wie oben. Der topologischer Raum (X, 7)
heifit die topologische Summe der Familie {X,},cx.

Bemerkung 1.1.33. Seien {X,},ca, X und 7 wie oben. Da

0 fallsv # u

X,NX, =
g {XZ, fallsv =p

sind die Mengen X, in der topologische Summe offen.

Proposition 1.1.34. Sei X die topologische Summe einer Familie {X,},en von topolo-
gischen Rdumen. Wir bezeichnen mit v,: X, — X die Inklusionsabbildung.

1. Die Abbildungen v, sind stetig.

2. Sei Z ein weiterer topologischer Raum. Eine Abbildung F: X — Z ist genau dann
stetig, wenn F o, fir alle v € A stetig ist.

Beweis.

1. Sei U C X offen. Es gilt ¢+, ' (U) = UN X, welche nach Definition der topologischen
Summe offen ist.

2. Falls F' stetig ist, dann ist F o ¢,, als eine Verkettung von stetigen Abbildungen,
auch stetig. Seien nun die Abbildungen F o, fiir alle v stetig. Sei V' C Z offen.
Dann ist F~1(V) = J,cA(F o)1 (V), als Vereinigung offener Mengen offen.
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Sei X ein topologischer Raum. Wir bezeichnen mit o die Topologie auf X . Sei { X, },ea
eine disjunkte Familie von Teilmengen von X mit X = J,., X,. Jedes X, versehen mit
der Teilraumtopologie, ist ein topologischer Raum. Sei 7 nun die Topologie auf X, sodass
(X, ) die topologische Summe der Familie {X, },ca ist. Wie hdngen o und 7 zusammen?
Falls U C X offen ist, ist, nach der Definition der Teilraumtopologie, U N X, in (der
Teilraumtopologie von) X, offen. Daher gilt immer o C 7.

Proposition 1.1.35. In der obigen Situation gilt T = o genau dann, wenn die Mengen
X, (in X) offen sind (also X, € o).

Beweis. Seien die Mengen X, alle offen (also X, € o). Sei U € 7. Nach Definition gilt
dann, dass U N X, in der Teilraumtopologie von X, offen ist. Wegen Aufgabe ist
dann U N X, € 0. Weiterhin gilt U = (J,., U N X,. Daraus folgt, dass U € o.

Sei nun umgekehrt 7 = 0. Aus X, € 7 (siche Bemerkung folgt X, € 0. Die
Behauptung folgt. O]

1.1.3 Basen von topologischen Riumen

Definition 1.1.36. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Familie B C 7 heifit eine
Basis fiir 7, falls fiir alle U € 7 und fiir alle p € U ein V € B mit p € V C U existiert.

Beispiel 1.1.37.
1. Betrachte R". Die Familie
B :={B.(z)|r € Q",r € Q}
ist eine Basis fiir die Standardtopologie auf R"™.

2. Sei X ein topologischer Raum und sei Y C X. Sei weiterhin B eine Basis fiir die
Topologie auf X. Dann ist

Bycx ={VNY|V € B}
eine Basis fiir die Teilraumtopologie auf Y.

3. Seien X und Y topologische Rdume und sei F': X — Y eine stetige, offene und
surjektive Abbildung. Sei B eine Basis fiir die Topologie auf X . Dann ist

Br ={F(V)|V € B}
eine Basis fiir die Topologie auf Y.

Aufgabe 1.1.38. Beweisen Sie die Aussagen in Beispiel [1.1.37

Proposition 1.1.39. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Familie B C T ist eine
Basis fiir die Topologie auf X <= jede offene Menge von X ist eine Vereinigung von
Elementen aus B.

Beweis. = : Sei B eine Basis fiir 7. Sei U C X offen. Nach Definition einer Basis gibt
es fir jedesp e U, V, € Bmit p € V, C U. Es ist dann klar, dass U = UpeU V.

<= : Sei U offen. Nach Voraussetzung existiert {V,}aea C B, sodass U = [, Va-
Sei p € U. Dann existiert oy, € A mit p € V,,,. Die Behauptung folgt. n
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Die folgende Frage ist natiirlich und ihre Antwort wird spéter niitzlich sein. Sei X
eine Menge und sei B C P(X). Wann ist B eine Basis fiir eine Topologie auf X. We-
gen Proposition [1.1.39| gibt es hochstens eine Topologie, fiir die B eine Basis sein kann
(warum?).

Aufgabe 1.1.40. Sei X eine Menge und sei B C P(X). Dann ist B die Basis einer
Topologie auf X genau dann, wenn

1. X =Uyep V und

2. fiir alle V4, V5 € B und fiir alle p € V; N V5 existiert V€ Bmit pe V C Vi N Vs,

Beispiel 1.1.41 (Produkttopologie). Seien (X7, 1) und (X, 72) topologische Raume. Die
Familie
Bx,xx, ={VxWI|V en,Wemn}

erfiillt die Voraussetzungen [I] und [2| aus Aufgabe [1.1.40] Die Topologie auf X; x X,, die
dadurch erzeugt wird, heifit die Produkttopologie. Die Projektionen

T - X1 XX2—>X1' (Il,JIQ)f—)l’i
sind dann offensichtlich stetig (wenn X; x X, mit der Produkttopologie versehen wird.)

Aufgabe 1.1.42. Seien X, X5, Y] und Y5 topologische Raume. Wir versehen im Folgen-
den X; x X5 und Y; x Y5 mit der Produkttopologie.

1. Wir bezeichnen mit m;: X; x Xy — X die kanonischen Projektionen (siehe Beispiel
. Sei Z ein weiterer topologischer Raum. Beweisen Sie, dass eine Abbildung
F: 7 — X; x X35 genau dann stetig ist, wenn die Abbildungen 7; o F' und 75 o F’
stetig sind.

2. Seien I}: X7 — Y] und Fy: Xy — Y5 Abbildungen. Beweisen Sie, dass
F1 X FQZ Xl X X2 — Yi X Yé (91;1,372) — (Fl(l'l),FQ(Qfg))
genau dann stetig ist, wenn F; und F; stetig sind.

Definition 1.1.43. Ein topologischer Raum heifit zweitabzdihlbar, falls er eine abzédhlbare
Basis besitzt.

Beispiel 1.1.44.
1. R™ versehen mit der Standardtopologie ist zweitabzahlbar.

2. Teilmengen von zweitabzéhlbaren topologischen Rdumen sind zweitabzéhlbar (wenn
sie mit der Teilraumtopologie versehen werden).

3. Seien X und Y topologische Rdume und sei F': X — Y eine stetige, offene und
surjektive Abbildung. Falls X zweitabzdhlbar ist, dann ist Y auch zweitabzéhlbar.

Definition 1.1.45. Sei X ein topologischer Raum.

e Eine Umgebungsbasis an p € X ist eine Familie { B, },ea von Umgebungen von p,
sodass fiir eine beliebige Umgebung V' von p ein oy € A existiert mit B,, C V.

e X heiflt erstabzihlbar, wenn an jedem Punkt eine abzdhlbare Umgebungsbasis exis-
tiert.

Bemerkung 1.1.46. Offensichtlich impliziert Zweitabzdhlbarkeit Erstabzahlbarkeit.

Beispiel 1.1.47. Sei X eine iiberabzdhlbare Menge versehen mit der diskreten Topologie.
Dann ist X erstabzahlbar, aber nicht zweitabzédhlbar.
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1.1.4 Hausdorffeigenschaft

Definition 1.1.48. Ein topologischer Raum X heifit Hausdorff, falls fiir je zwei Punkte
p,q € X mit p # ¢ disjunkte offene Umgebungen U, und U, von p bzw. ¢ (also U,NU, = 0)
existieren.

Beispiel 1.1.49.

1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist X, versehen mit der Topologie induziert

durch die Metrik, Hausdorff. In der Tat: Falls p,¢q € X mit p # ¢, dann sind die

metrische Bélle mit Radius d(pT’q) rund um p und ¢ disjunkte offene Umgebungen

von p bzw. q.
2. Wegen (1] ist R", versehen mit der Standardtopologie, Hausdorff.

3. Sei X eine Menge mit mehr als einem Punkt. Dann ist X, versehen mit der groben
Topologie, nicht Hausdorff.

Aufgabe 1.1.50.

1. Zeigen Sie, dass Teilmengen von Hausdorffraumen Hausdorff sind (wenn sie mit der
Teilraumtopologie versehen werden).

2. Beweisen Sie, dass Produkte von Hausdorffraiumen Hausdorff sind (wenn sie mit der
Produkttopologie versehen werden).

3. Beweisen Sie, dass RP" Hausdorff ist.

4. Finden Sie einen topologischen Hausdorffraum X, eine Menge Y und eine surjek-
tive Abbildung F': X — Y, sodass Y, versehen mit der Quotiententopologie, nicht
Hausdorff ist.

Proposition 1.1.51. Sei X ein Hausdorffraum. Sei p € X. Die Menge {p} C X ist
abgeschlossen.

Beweis. Sei ¢ € X \ {p}. Dann existieren disjunkte offene Umgebungen U, und U, von p
bzw. g. Damit gilt U, C X \ {p}. Das zeigt aber, dass X \ {p} offen ist. Die Behauptung
folgt. [

1.1.5 Kompaktheit

Definition 1.1.52. Sei X ein topologischer Raum. Sei S C X.

Eine Familie {A,}aea C P(X) heifit eine Uberdeckung von S in X, falls S C |J,c) Aa- In
diesem Fall, heif}t eine Teilfamilie { Ay }aer mit I € Aund S C |, Aa eine Teiliiberdeckunyg.
Eine Uberdeckung von S in X heit eine offene Uberdeckung von S in X, falls die Ele-
mente der Familie offen sind. Eine Uberdeckung von S in X, die endlich viele Elemente
enthilt, heiBt eine endliche Uberdeckung.

Bemerkung 1.1.53. Falls 5 = X in der Situation von Definition [1.1.52] gilt, sagen wir
,Uberdeckung von X “ statt ,,Uberdeckung von X in X “. Ahnlich vereinfachen wir die
Terminologie fiir offene und Teiliiberdeckung.

Definition 1.1.54. Sei X ein topologischer Raum. X heifit kompakt, falls jede offene
Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung hat.
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Beispiel 1.1.55.
1. Alle endlichen Mengen, versehen mit einer beliebigen Topologie, sind kompakt.

2. Teilmengen von R", versehen mit der Teilraumtopologie, sind genau dann kompakt,
wenn sie beschrankt und abgeschlossen sind.

3. (Endliche) Produkte kompakter Raume sind kompakt. Wir haben unendliche Pro-
dukte von topologischen Rdumen nicht diskutiert. Unendliche Produkte kompakter
Réume sind auch kompakt (Satz von Tychonoff).

Das folgende Kriterium ist hilfreich um die Kompaktheit von Teilmengen eines topo-
logischen Raums, versehen mit der Teilraumtopologie, zu iiberpriifen.

Proposition 1.1.56. Ser X ein topologischer Raum. Eine Menge Y C X, versehen mit
der Teilraumtopologie, ist kompakt <= jede offene Uberdeckung {Uy}acn von'Y in X
besitzt eine endliche Teiliiberdeckunyg.

Beweis. Aufgabe. ]

Proposition 1.1.57. Sei X ein kompakter topologischer Raum. Sei A C X abgeschlossen.
Dann ist A (versehen mit der Teilraumtopologie) kompakt.

Beweis. Wir benutzen Proposition . Sei {Uqy}aca eine offene Uberdeckung von A
in X. Dann ist {U,}aea U {X \ A} eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist,
existieren oy, - -, o, sodass X = (U;«;<, Ua;) U (X \ A). Daraus folgt, A C J,<;<,, Ua,-
Die Behauptung folgt mit Hilfe der Proposition [T.1.56] O

Proposition 1.1.58. Sei X ein Hausdorffraum. Sei K C X kompakt. Dann ist K abge-
schlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass X \ K offen ist. Dafiir zeigen wir, dass fiir jedes © € X \ K eine
offene Umgebung U, von z mit U, N K = () existiert.

Sei z € X \ K beliebig. Da X Hausdorff ist, existieren fiir jedes y € K offene Um-
gebungen V,, und U, von y bzw. x mit U, NV, = (. Wir haben K C UyeKVy- Da K
kompakt ist, existieren yi,- -, ypn, sodass K C (J,<;<, Vi,- Wir setzen U, = ();;<,, Uy

Dann ist U, eine offene Umgebung von X und es gilt

Uv,nKcU,n |J V,= | U.nV, =0.

1<i<n 1<i<n
Die Behauptung folgt. m
Aufgabe 1.1.59.

1. Seien X und Y topologische Réume und sei F': X — Y eine stetige Abbildung. Sei
K C X kompakt. Dann ist F'(K) auch kompakt.

2. Sei X ein kompakter Raum und sei Y ein Hausdorffraum. Sei F': X — Y eine stetige
bijektive Abbildung. Dann ist F' ein Homéomorphismus.

Definition 1.1.60. Ein topologischer Raum X heif$t lokalkompakt, falls jeder Punkt p €
X eine kompakte Umgebung besitzt.
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Bemerkung 1.1.61. Alle topologischen Rdume, die uns (als topologischer Raum) in-
teressieren, sind lokalkompakt. Einfache Beispiele fiir nicht lokalkompakte Raume sind
unendlich-dimensionale Hilbertraume.

Die folgende Proposition ist der Hauptgrund, weswegen wir den Begriff der Lokalkom-
paktheit eingefiihrt haben.

Proposition 1.1.62. Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum. Dann gibt es eine Basis
fiir die Topologie auf X, die aus Mengen mit kompaktem Abschluss besteht.

Beweis. Sei B eine beliebige Basis. Wir definieren
C ={V € B|V ist kompakt }.

Nach Definition besteht C aus Mengen mit kompaktem Abschluss. Wir behaupten, dass
sie eine Basis fiir die Topologie auf X ist. In der Tat: Sei p € X und sei U eine offene
Umgebung von p. Wir miissen zeigen, dass es eine Menge V € C mit p € V C U gibt.
Sei K eine kompakte Umgebung von p. Da X ein Hausdorffraum ist, ist K abgeschlossen
(also K = K). Da B eine Basis ist und K N U eine Umgebung von p ist gibt es V € B
mit pe V C KNU C U. Wir haben V ¢ K = K. Damit ist V' als eine abgeschlossene
Teilmenge eines kompakten Raums kompakt. Die Behauptung folgt. O]

1.1.6 Zusammenhingende Riume

Definition 1.1.63. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhéngend, falls keine nicht-
leeren disjunkten offenen Mengen U und V mit X = U UV existieren.

Proposition 1.1.64. Eine Teilmenge X C R ist zusammenhdngend <= X ist leer
oder ein Interval.

Beweis. = : Sei X eine zusammenhéngende Teilmenge von R. Dann ist sie leer oder ein
Interval. In der Tat: Sei X nicht leer. Wir nehmen an, X ist kein Interval. Dann existiert
ein c € R\ X, sodass (¢,00) N X # ) und (—o0,c) N X # (). Dann ist

X = ((—00,0) N X) U ((¢,00) N X)

eine Zerlegung von X in nichtleere disjunkte offene Mengen. Das widerspricht die Voraus-
setzung, dass X zusammenhingend ist.

<= : Falls X leer ist, dann gibt es nichts zu zeigen. Sei X ein Interval. Wir nehmen an,
dass X nicht zusammenhédngend ist. Dann existieren nichtleere disjunkte offene Mengen
Uund Vmit X =UNV. Wéhlea € Uund b € V. O.B.d.A. sei a < b. Dann ist [a,b] C X.
Da U C X und V C X offen sind, ist [a,a +¢€¢) C U und (b —¢,b] C V fiir ein € > 0
hinreichend klein. Wir setzen ¢ := sup([a,b] N U). Dann ist a + € < ¢ < b — € und daher
gilt ¢ € (a,b) C X = U UV. Falls ¢ € U, dann gibt es § > 0, sodass (¢ — d,c+ ) C U.
Das ist ein Widerspruch zur Definition von c. Falls ¢ € V dann gibt es § > 0, sodass
(¢ —d,c+ ) C V, was auch der Definition von ¢ widerspricht, da U NV = 0, O

Die folgende Proposition gibt uns eine niitzliche dquivalente Charakterisierung zusam-
menhédngender Rédume.

Proposition 1.1.65. Ein topologischer Raum X ist zusammenhingend <= 0 und X
sind die einzige Teilmengen von X, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

14



Beweis. == : Sei U sowohl offen als auch abgeschlossen. Dann ist X \ U auch sowohl
offen als auch abgeschlossen und X = U U (X \ U) ist eine Zerlegung von X in disjunkte
offene Mengen. X zusammenhéingend impliziert, dass U oder X \ U leer sein muss.

<= :Sei X = UUV eine Zerlegung von X in disjunkten offenen Mengen U und V. Die
Menge U = X \ V ist dann sowohl offen als auch abgeschlossen. Damit ist sie entweder ()
oder X. Entsprechend ist V entweder X oder (). Daraus folgt, dass keine Zerlegungen von
X in nichtleeren disjunkten offenen Mengen existieren; also X ist zusammenhédngend. [

Bemerkung 1.1.66. Wir werden Teilmengen von topologischen Rdumen als zusam-
menhédngend oder nichtzusammenhéngend bezeichnen. Damit meinen wir, dass sie zu-
sammenhéangend bzw. nichtzusammenhéngend sind wenn sie mit der Teilraumtopologie
versehen werden.

Proposition 1.1.67. Seien X undY topologische Riume und ser F': X —'Y eine stetige
Abbildung. Sei C C X zusammenhingend. Dann ist F(C) CY zusammenhdngend.

Beweis. Die Abbildung
G:C — F(C) x— F(z)

ist wegen der Eigenschaften der Teilraumtopologie stetig. Wir nehmen an, dass F(C)
nicht zusammenhéngend ist. Dann existieren nichtleere disjunkte offene Mengen U und V
mit F(C) = U NV. Dann gilt C = G71(U) N G1(V). Die Mengen G~}(U) und G71(V)
sind wegen der Stetigkeit von G offen. Weiterhin sind sie nichtleer und disjunkt. Daraus
folgt, dass C' nicht zusammenhéngend ist. Das ist ein Widerspruch. [

Aufgabe 1.1.68. Sei X ein topologischer Raum und sei {C,}aca eine Familie von zu-
sammenhéngenden Teilmengen von X. Falls (., Ao # 0, dann ist |J,., Aa zusam-
menhéngend.

Definition 1.1.69. Sei X in topologischer Raum und sei p € X. Die Vereinigung aller
zusammenhéngenden Teilmengen von X die p enthalten heifit die Zusammenhangskom-
ponente von X die p enthélt.

Wegen Aufgabe sind die Zusammenhangskomponenten, die einen bestimmten
Punkt enthalten zusammenhéngend. Also ist die Zusammenhangskomponente eines to-
pologischen Raums X, die einen Punkt p enthalten nichts anderes als die grofite zusam-
menhéngende Menge von X die p enthélt.

Lemma 1.1.70. Sei C' eine Zusammenhangskomponente eines topologischen Raums X
(die einen Punkt p enthdlt). Sei D C X eine zusammenhdngende Menge. Dann gilt ent-
weder C N D = oder D C C.

Beweis. Sei C' N D # (). Dann ist wegen Aufgabe [1.1.68| C' U D eine zusammenhingen
Menge die p enthélt. Da C aber die grofite zusammenhéngende Menge ist die p enthélt,
gilt D C C'. Die Behauptung folgt. m

Proposition 1.1.71. Sei X ein topologischer Raum. Seien x,y € X. Wir bezeichnen
mit Cp und Cy die Zusamenhangskomponenten von X die x bzw. y enthalten. Dann gilt
entweder C, N Cy =0 oder C,, = C,,.

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus Lemma [1.1.70] O]

Bemerkung 1.1.72. Wegen Proposition [1.1.71]ist jeder topologischer Raum X die dis-
junkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten.
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Aufgabe 1.1.73. Sei X ein topologischer Raum. Betrachte die folgende Aquivalenzrelation
auf X: z ~ y genau dann, wenn eine zusammenhéngende Teilmenge von X existiert, die so-
wohl z als auch y enthélt. Zeigen Sie, dass die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation
genau die Zusammenhangskomponenten von X sind.

Bemerkung 1.1.74. Aus Proposition folgt, dass zwei homéomorphen Raume die
gleiche Anzahl von Zusammenhangskomponenten haben. In der Tat: seien X und Y to-
pologische Rédume und sei F': X — Y ein Homéomorphismus. Dann kann, wegen der
Proposition [[.1.67, Y nicht mehr Zusammenhangskomponenten als X haben. Wenn wir
F mit F~! ersetzen, sehen wir, dass X nicht mehr Zusammenhangskomponenten als Y
haben kann.

Definition 1.1.75. Ein topologischer Raum X heifit lokal zusammenhdngend, falls fiir
jedes p € X und jede offene Umgebung U von p eine zusammenhéngende offene Umgebung
V von p mit V C U existiert.

Proposition 1.1.76. Sei X ein lokal zusammenhdngender Raum. Dann sind die Zusam-
menhangskomponenten von X offen.

Beweis. Sei C' eine Zusammenhangskomponente von X. Sei p € C'. Dann besitzt p eine
zusammenhéingende offene Umgebung D. Da p € C' N D, folgt aus Lemma [1.1.70] dass
D C C. Daraus folgt, dass C offen ist. m

Korollar 1.1.77. Sei X ein lokal zusammenhéngender Raum. Dann ist X die topologische
Summe seiner Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Folgt sofort aus Bemerkung [1.1.72| und Proposition [1.1.35 un Proposition [1.1.76|
O

1.1.7 Wegzusammenhingende Riume

Definition 1.1.78. Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhdngend, falls es fiir je
zwei Punkte xg, 1 € X eine stetige Abbildung v: [0, 1] — X mit v(i) = z; (fur ¢ € {0,1})
gibt.

Bemerkung 1.1.79. Wir betrachten v wie in Definition als ein stetiger Pfad, der
die Punkte xg und x; miteinander verbindet. Also sind wegzusammenhéingende Réume
topologische Rédume, in denen je zwei Punkte mit einem stetigen Pfad miteinander ver-
bunden werden kénnen.

Aufgabe 1.1.80. Seien X und Y topologische Rdume und sei F': X — Y eine stetige
Abbildung. Sei C' C X eine wegzusammenhingende Teilmenge von X. Dann ist F'(C)
wegzusammenhangend.

Definition 1.1.81. Sei X ein topologischer Raum. Betrachte die Aquivalenzrelation ~p
auf X, definiert durch

T~y <= 3v:[0,1] = M, sodass v(0) = z,v(1) = y.
Eine Aquivalenzklasse von ~yp heifit eine Wegzusammenhangskomponente von X.

Bemerkung 1.1.82. Wegen Aufgabe|l.1.80/haben homomorphe Réume dieselbe Anzahl
von Wegzusammenhangskomponenten.
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Beispiel 1.1.83. Die Wegzusammenhangskomponenten der Menge [—1,1] U [3,4] sind
[—1,1] und [3,4]. Es ist klar, dass diese zwei Teilmengen wegzusammenhéngend sind.
Weiterhin kann wegen des Zwischenwertsatzes, kein Punkt der Menge [—1, 1] mittels eines
stetigen Pfads mit einem Punkt der Menge [3,4] verbunden werden.

Proposition 1.1.84. Wegzusammenhdingende Rdume sind zusammenhdngend.

Beweis. Angenommen X ist nicht zusammenhéngend. Dann existieren nichtleere disjunk-
te offene Mengen U und V mit X = U UV. Seip € U und g € V. Sei v: [0,1] — X ein
stetiger Pfad, der p und ¢ verbindet. Die Zerlegung

7([0,1]) = (v ([0, 1) nU) U (v ([0, 1)) N V)

ist eine Zerlegung von ([0, 1]) in nichtleere disjunkte offene Mengen. Das widerspricht
der Tatsache, dass v([0, 1]) zusammenhéngend ist. O

Die Umkehrung von Proposition [1.1.84] gilt nicht.
Aufgabe 1.1.85. Zeigen Sie, dass

S = {0} x [0,1] U {<x,sin(§))\x € (0,1]}

zusammenhéingend, aber nicht wegzusammenhéngend ist.

Definition 1.1.86. Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhdngend, falls
fiir jedes p € X und jede offene Umgebung U von p eine offene wegzusammenhéngende
Umgebung V von p mit V' C U existiert.

Bemerkung 1.1.87. Proposition [1.1.84] impliziert, dass lokal wegzusammenhéngende
Réume lokal zusammenhéngend sind.

Proposition 1.1.88. Sei X ein lokal wezusammenhdingender Raum. Falls X zusam-
menhdngend ist, ist er auch wegzusammenhdingend. In diesem Fuall stimmen die Zusam-
menhangskomponenten mit den Wegzusammenhangskomponenten tiberein.

Beweis. Sei p € X. Betrachte die Menge
Sy = {q € X|3y:[0,1] = X stetig mit v(0) = p,7y(1) = ¢}.

Wir zeigen S, = X. Da X zusammenhéngend ist, ist S, = X &dquivalent dazu, dass S,
nichtleer offen und abgeschlossen ist.

e Die Menge S, ist nicht leer, da p € .S,,.

e Die Menge S, ist offen: Sei ¢ € S,. Da X lokal wegzusammenhéngend ist, besitzt
q eine wegzusammenhéngende offene Umgebung V. Fiir alle ¢ € V' existiert eine
stetige Abbildung 7: [0,1] — V mit 1(0) = ¢ und n(1) = ¢’. Weiterhin, da ¢ € S,
existiert eine stetige Abbildung 7: [0,1] — X mit v(0) = p und (1) = ¢. Die stetige
Abbildung

v(2t)  falls 0 <

t
0,1 — X t—
m: (0,1 {77(215—1) falls §

verbindet dann p und ¢’ miteinander. Daraus folgt, dass V' C 5,,.
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e Die Menge S, ist abgeschlossen: Sei r € X \ S,. Wir zeigen, dass r eine Umgebung
U mit UNS, = 0 besitzt. Da X lokal wegzusammenhéngend ist, besitzt r eine
wegzusammenhéngende offene Umgebung U. Falls, ¢ € U NS, dann kénnen wir p
mit ¢ und ¢ mit r verbinden. Durch Verkettung von Pfaden wie oben kénnen wir
dann p mit r verbinden. Das ist ein Widerspruch. Also es gilt U N S, = 0.

Die Ubereinstimmung der Zusammenhangskomponenten mit den Wegzusammenhangs-
komponenten fiir lokal wegzusammenhéingende Raume wird als Aufgabe den Student*innen
iiberlassen. O

1.2 Wiederholung: Differentialrechnung

In diesem Abschnitt wiederholen wir die wichtigsten Konzepte und Resultate aus der
Differentialrechnung. Wir werden einige bekannte Resultate etwas allgemeiner formulieren
als sie in einer ersten Vorlesung in Analysis auftauchen. Die Beweise dieser allgemeineren
Aussagen sind aber identisch zu den Beweisen der entsprechenden spezielleren Aussagen.
Seien (V|| - [lv und (W,|| - ||w) normierte endlich-dimensionale Vektorrdume. Wir
bezeichnen mit L(V; W) den Vektorraum der linearen Abbildungen von V' nach W.

Proposition 1.2.1. Die Abbildung L(V;W) 2 A sup,cy, o), =1 [|A(@)|lw definiert eine
Norm auf L(V; W).

Definition 1.2.2. Seien V und W wie oben. Die Norm auf L(V; W), definiert in Propo-
sition [1.2.1], heifit die Operatornorm.

Wir werden den Vektorraum der linearen Operatoren zwischen normierten Rdumen
immer mit der Operatornorm versehen.

Bemerkung 1.2.3. Alle Normen auf endlich-dimensionalen Vektorraumen sind dquivalent;
d.h. fiir je zwei Normen || - ||y und || - ||2 auf einem endlich-dimensionalem Vektorraum V'
existieren C,Cy > 0, sodass fiir alle v € V

Cillr < vl]2 < Col|v]]s.

Bemerkung 1.2.4. Sei (V.|| - ||) ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum. V'
ist dann ein metrischer Raum mit der Metrik d(z,y) = ||z — y||. Wegen Bemerkung
stimmen die durch diese Metrik induzierten Topologien auf V' fiir unterschiedliche
Normen iiberein. Weiterhin stimmt die Topologie auf V', induziert durch die Metrik d,
mit der ,Standardtopologie“ auf V' (siehe Beispiel tiberein (Warum?).

Definition 1.2.5. Seien (V|| - ||v und (W,|| - ||w) normierte endlich-dimensionale Vek-
torrdume. Sei U C V offen und F': U — W stetig.

e Die Abbildung F' heif3t differenzierbar an der Stelle p € U, falls es eine A € L(V; W)
gibt, sodass fiir alle h € V mit p+ h € U

F(p+h)=F(p)+ A(h)+r(h)

mit limy,_,o H%HW = 0. In diesem Fall heiflit A das Differntial von F' an der Stelle

p und wir setzen (DF), = A.
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e Falls F' an allen Stellen p € U differenzierbar ist, heit F' differenzierbar auf U. F
heiflt eine C'-Abbildung auf U, falls F' differenzierbar auf U ist und

DF:U — L(V;W) p— (DF),
stetig ist.

Bemerkung 1.2.6. Falls das Differential einer Abbildung an einem Punkt existiert, dann
ist es eindeutig: Sei I’ wie in Definition [1.2.5] Seien A und B Differentiale von F' an der
Stelle p. Dann gilt

F(p+h)=Fp)+ A(h) +ri(h),  F(p+h)=F(p)+ B(h)+ryh)

mit limy, o || T |w = limy o || 7272 |w = 0. Daraus folgt

h
(A= B)(h) = R(R) mit tim || T, = o,
h—0 ||hHV
wobei wir R(h) := ro(h) —r1(h) gesetzt haben. Da A — B linear ist gilt limj_ H%HW =

limy, o HR(W)HW = 0, was impliziert, dass A — B(v) fiir alle v € V mit |[[v||y = 1
verschwindet. Daraus folgt A — B = 0.

Bemerkung 1.2.7. Da alle Normen auf endlich-dimensionalen Vektorrdaumen dquivalent
sind, sind die Definitionen der Differenzierbarkeit und des Differentials unabhéngig von
der Wahl der Normen auf V' und W.

Wir werden stetige Funktionen auch als C°-Funktionen bezeichnen. Rekursiv definiert
man C*-Funktionen:

Definition 1.2.8. Seien (V|| - ||y) und (W,]|| - ||) normierte endlich-dimensionale Vek-
torrdume. Sei U C V offen und F: U — W stetig. Sei k > 2. F heifit eine C*-Funktion,
wenn sie eine C*~! Abbildung ist und die Funktion

D---DF=D'F. U - L(V;L(V;-- \L(V;W))---)
N——

k—1—mal k—1—mal

eine C'-Abbildung ist. Die Abbildung F heifit eine C*°- oder glatte Abbildung, falls sie
fiir alle k € N eine C*-Abbildung ist

Beispiel 1.2.9. Seien V und W normierte endlich-dimensionale Vektorraume. Sei A: V' —
W eine lineare Abbildung. Wir wissen dann, dass A stetig ist. Aus der Definition des Dif-
ferentials folgt unmittelbar, dass A auf V' differenzierbar ist mit konstantem Differential:

DA:V — L(V; W) p— A

Da die Abbildung DA konstant ist, ist sie auch differenzierbar und es gilt D*A = 0. Auch
alle hoheren Ableitungen existieren und verschwinden.

Proposition 1.2.10. Seien VW und X normierte endlich-dimensionale Vektorrdume
und U C V offen. Seien F: U — W und G: W — X differenzierbare Abbildungen. Dann
1st G o F' differenzierbar auf U und es gilt fir alle p € U

D(G o F), = (DG)r@) o (DF),
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Bemerkung 1.2.11. Sei £ € N oder k¥ = oo. Falls F' und G, in der Situation von
Proposition [1.2.10, C*-Abbildungen sind, ist G o F' auch eine C*-Abbildung.

Definition 1.2.12. Seien V und W normierte endlich-dimensionale Vektorrdume. Seien
U C Vund U’ C W offen. Eine C*-Abbildung F': U — U’ heifit ein C*-Diffeomorphismus,
falls sie bijektiv ist und die Inverse F~': F(U) — U C V eine C*-Abbildung ist.

Beispiel 1.2.13. Jeder Isomorphismus zwischen normierten, endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen ist eine C'*°-Diffeomorphismus.

Das folgende Theorem ist sehr niitzlich. Es wird haufiger ,, The Inverse Mapping Theo-
rem“ oder ,,der Satz der lokalen Umkehrbarkeit“ genannt.

Theorem 1.2.14. Seien V und W mnormierte endlich-dimensionale Vektorrdume und
U CV offen. Sei F: U — W eine C*-Abbildung. Falls (DF),: V — W invertierbar ist,
dann ezistiert eine offene Umgebung U von p, sodass F(ﬁ) offen ist und F: U — F(fj)
ein C*-Diffeomorphismus ist.

Bemerkung 1.2.15. Wie kann man das Differential konkret berechnen? Im Folgenden
diskutieren wir eine praktische Methode fiir die Berechnung des Differentials. Seien V' und
W normierte endliche-dimensionale Riume und sei £': V > U — W eine C*-Abbildung.
Seien v # 0, p € U und t € R hinreichend klein. Aus der Definition des Differentials
erhalten wir

F(p+tv) = F(p) + (DF),(tv) + r(tv) = F(p) + t(DF),(v) + r(tv)

r(tv)
[tv]lv

mit || llw = Hvll\v ||T(i”)||w 2% 0. Daraus folgt
t(DF)y(v) = F(p + tv) — F(p) + r(tv).

Wenn wir nun die obige Gleichung durch ¢ teilen und die Limites der beiden Seiten fiir
t — 0 gleich setzen, erhalten wir:

(DF),(v) — lim L2 = F(P)

t—0 t

(%)

Fiir € € R hinreichend klein, definieren wir die Abbildung v: (—¢,¢) — V,t — p+tv. Aus
Gleichung (%) erhalten wir
d
(DF)p(v) = e Ye=o
Aufgabe 1.2.16. Im Folgenden benutzen wir die Identifikation

M, (R) = LR R") M+~ (v Mv)
und versehen M, (R) mit der Operatornorm. Wir bezeichnen mit id,, die nxn-Identitdtsmatrix.

1. (i) Zeigen Sie, dass GL,(R) eine offene Teilmenge von M, (R) ist.

(ii) Zeigen Sie, dass die Inversionsabbildung
Inv: GL,(R) — GL,(R) A AT

glatt ist und berechnen Sie (DInv)iq, : M,(R) — M, (R). Dabei kénnen Sie die
geometrische Reihe benutzen: Fiir H € M,,(R) mit Operatornorm ||H|| < 1 ist
id,, +H invertierbar und es gilt

(id, —H)™ = i H'
=0
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2. Zeigen Sie, dass die Determinantenabbildung det: M, (R) — R glatt ist und berech-
nen Sie (Ddet)iq, : My(R) — R.

Bemerkung 1.2.17. Wir haben oben das Konzept der Differenzierbarkeit nur fiir Funk-
tionen, die auf offenen Teilmengen von Vektorrdumen definiert sind eingefiihrt. Fiir unsere
spatere Diskussion iiber Mannigfaltigkeiten mit Rand benotigen wir die folgende Verallge-
meinerung. Seien V' und W normierte endliche-dimensionale Vektorrdume und sei S C V'
eine beliebige Teilmenge von V. Sei F': S — W eine stetige Abbildung. F' heifit diffe-
renzierbar auf S, falls fiir jedes p € S eine offene Umgebung U und eine differenzierbare
Fortsetzung von F' auf U existiert; d.h. eine differenzierbare Funktion F': U — W mit
Flsnu = F|snu- Offensichtlich, stimmt diese Definition mit der vorherigen Definition der
Differenzierbarkeit iiberein, falls S eine offene Teilmenge von V ist.

Spezialfall V = R” und W = R™

Jetzt betrachten wir den Spezialfall V' = R™ und W = R™, versehen mit der euklidischen
Norm. Im Folgenden bezeichnen wir mit r¢: R® — R die Standardkoordinatenfunktionen
auf R™:

rt(zt - a) e a2t
Weiterhin bezeichnen wir, mit etwas Notationsmissbrauch, den i-ten Standardbasisvektor
in R™ und R™ mit e;.

Sei U C R™ offen und sei F': U — R™ eine Abbildung. Wir bezeichnen die i-te
Komponentenfunktion r“ o F': U — R mit F". Das Differential von F an der Stelle p € U
ist dann eine lineare Abbildung (DF'),: R" — R™. Mit % bezeichnen wir die partielle
Ableitung von F" in die Richtung von e;. Nach Definition gilt

OF! Fi te;) — F!
- U —- R p— lim (p+te;) (p)
orJ t—0 t
Proposition 1.2.18. Die Abbildung F ist eine C'-Abbildung auf U genau dann, wenn
alle partiellen Ableitungen % existieren und stetig sind.

Nach Wahl einer Basis von R™ und R™ kann diese lineare Abbildung durch eine Matrix
dargestellt werden.

Proposition 1.2.19. Fulls F' an einer Stelle p differenzierbar ist, ist die 15-te Kompo-
nente der darstellenden Matriz von (DF), in den Standardbasen von R™ und R™ gegeben
durch %5 (p).

Beweis. Nach Definition der darstellenden Matrix, ist die ij-te Komponente der dar-
stellenden Matrix von (DF), in der Standardbasis gegeben durch r((DF),(e;)). Nach

Bemerkung [1.2.15] gilt:
; i, Flp+te;)—F(p)\ , Fip+te)—F(p) OF
(DF)(e) =+ (1 ~ lim ; =0

t—0 t p).

Die folgende Proposition ist eine Verallgemeinerung von Proposition |1.2.18]

Proposition 1.2.20. Sei k € N. Die Abbildung F, wie oben, ist eine C*-Abbildung auf
U genau dann, wenn die partiellen Ableitungen

OIF?
orte .- orl
firallel <i<m,1<j<kundl<ly,---,l; <n existieren und stetig sind.
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Im Folgenden betrachten wir den Fall m = 1.

Definition 1.2.21. Sei U C R" offen und sei f: U — R eine glatte Funktion auf U. F
heif3t reell-analytisch an der Stelle p, falls die Funktion f in einer offenen Umgebung von
p durch die Taylorreihe von f an der Stelle p,

of . . 1 9% f

f(z) = f(p) + Z 5 P @) =T B) + 35 ) 5o (p)(r'(z) — r'(p)) (7 (x) — 7 (p))+

1 o f
D g gm @) ) ) =)
.
gegeben ist. Die Funktion f heiflt reell-analytisch auf U falls, sie an jeder Stelle p € U
reell-analytisch ist.

Nicht alle glatte Funktionen sind reell-analytisch. Die Funktion

e~ r falls x > 0

R —R T
0 fallsx <0

ist glatt aber nicht reell-analytisch (Aufgabe). Jedoch spielt die Taylorentwicklung von
Funktionen bei der Untersuchung ihres lokalen Verhaltens eine Rolle.

Definition 1.2.22. Eine Teilmenge S von R™ heif3t sternformig bzgl. eines Punkts p € S,
falls fiir alle x € S die Strecke {p + t(z — p)|t € [0, 1]} vollstindig in S enthalten ist.

Proposition 1.2.23. Sei U C R" offen und sternférmig bzgl. p € U. Sei f: U — R eine
Ct-Abbildung. Dann existieren stetige Funktionen gi,...,g,: U — R, sodass

f(x) = f(p) + Zgi(w)(ri(x) —'(p)).

und g;(p) = 2L (p).

Beweis. Da U bzgl. p sternformig ist und f eine stetig differenzierbare Funktion ist, ist
die Funktion t — f(p+t(x — p)) wohldefiniert und stetig differenzierbar. Mit Kettenregel
erhalten wir

d ; ; of
e ttle—p))= > (@) —r (0))(575(p +t(z = p))).
Aus dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

Fo 10 =p) = Fp+0(e =) = F(@) = £3) = S0 @) =) | S+ tla—phat.

i

Wir setzen g;(z) = 01 gfi (p+t(z — p))dt. Dann gilt

f(@) = f(p) + Zgi(&?)(ri(ﬂ?) —1'(p))-

Es bleibt zu zeigen, dass g;(p) = gfi (p). Nach Definition gilt

Lo Lo 0
gz-(p)z/0 a;(pﬁ(p—p))dt: i a;(p)dtZafi(p)- O
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Aufgabe 1.2.24. Sei U C R" offen und sternférmig bzgl. p € U. Sei f: U — R eine
C?-Abbildung. Zeigen Sie, dass

£@) = S0) + Y S )0 (@) ~ o)+

> |0 = o) = o) -0 5k -]

2
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Kapitel 2

Topologische und differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden bezeichnen wir mit r*: R® — R die Standardkoordinatenfunktionen auf R™:
r (2t 2 e 2t

Weiterhin wird R™ immer mit der Standardtopologie versehen.

2.1 Topologische Mannigfaltigkiten

Definition 2.1.1.

e Ein topologischer Raum X heifit lokal euklidisch der Dimension n, falls jedes p € X
eine offene Umgebung besitzt, die zu einer offenen Teilmenge von R™ homoomorph
ist. Préziser: Fiir alle p, existieren eine offene Umgebung U von p und ein Homéomor-
phismus ¢: U — V', wobei V eine offene Teilmenge von R" ist.

e Seien U und ¢ wie oben. Die Abbildung ¢ heifit eine Koordinatenabbildung und die
Funktionen x* := r’ o ¢ heilen Koordinatenfunktionen. Das Paar (U, ) heifit ein
Koordinatensystem oder eine Karte.

Bemerkung 2.1.2. Mit der oberen Definition ist die leere Menge ein lokal euklidischer
Raum von beliebiger Dimension.

Bemerkung 2.1.3. Mittels der algebraischen Topologie kann man zeigen, dass die Di-
mension eines nichtleeren lokal euklidischen Raums wohldefiniert ist; d.h. falls ein nicht-
leerer topologischer Raum lokal euklidisch der Dimension n ist, dann kann er nicht lokal
euklidisch der Dimension m # n sein.

Bemerkung 2.1.4. Lokal euklidische Rdume der Dimension 0 haben notwendigerweise
die diskrete Topologie. Das liegt daran, dass die einzigen offenen Mengen von R® = {0},
die leere Menge und {0} sind. In einem lokal euklidischen Raum der Dimension 0 hat
jeder Punkt p eine offene Umgebung die homéomorph zu {0} ist. Diese offene Umgebung
kann nur {p} sein. Daraus folgt, dass jede einpunktige Teilmenge eines lokal euklidischen
Raums der Dimension 0 offen ist. Solche Réume besitzen also die diskrete Topologie.
Umgekehrt ist jede Menge, versehen mit der diskreten Topologie, ein lokal euklidischer
Raum der Dimension 0. Wir nennen eine Menge, versehen mit der diskreten Topologie,
einen diskreten Raum.
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Bemerkung 2.1.5. Sei X ein lokal euklidischer Raum der Dimension n. Sei p € X. Dann
kénnen wir eine Karte (U, ¢) um p finden mit ¢(p) = 0. Solche Karten heilen zentriert
um p. In der Tat: Sei (U, 1)) eine beliebige Karte um p. Wir definieren

p:U—=9U) =v(p)  x= () —9(p),
wobei (U) — ¢ (p) die Menge

{y —v(p)ly € ¥(U)}

bezeichnet. Sei nun r > 0. Dann konnen wir, wie folgt, eine zentrierte Karte (U, ) um
p finden mit o(U) = B,(0): Sei (V1) eine zentrierte Karte um p. Da (V') eine offene
Teilmenge von R™ ist und 0 € ¢(V), gibt es ein € > 0 mit B.(V) C ¥(V). Wir setzen
U := ¢ ~1(B.(0)) und definieren

o:U— B.(0) am— £¢<x>.

(U, p) ist die gesuchte Karte. Ahnlich kénnen wir zentrierte Karten konstruieren mit der
Eigenschaft, dass das Bild der Koordinatenabbildung der offene Kubus mit Seitenlange r
und Zentrum 0,

~ r
C5(0) = {y e R"|Ir'(w)] < 5},
ist.

Definition 2.1.6. Ein topologischer Raum M heiflt eine topologische Mannigfaltigkeit
der Dimension n, falls M

e lokal euklidisch der Dimension n,

e Hausdorfl und

e zweitabzahlbar ist.
Beispiel 2.1.7.

e Der Raum R" ist Hausdorff und zweitabzéhlbar und besitzt eine ,,globale“ Karte. Die
Identitatsabbildung id: R™ — R" ist trivialerweise ein Homdomorphismus. R™ ist
daher eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Es gibt aber auch andere
Koordinatenabbildungen auf R™ aufler der Identitatsabbildung. Wir betrachten z. B.
die Polarkoordinaten auf R?:

R2\ (Rso x {0}) — (0,00) x (0,27)
P = (z,y) = (V22 + 42, Winkel zwischen 0P und der z-Achse ).

e Allgemeiner sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum, versehen mit der Topo-
logie, die im Beispiel eingefiihrt wurde. Mit dieser Topologie ist V' Hausdorff
und zweitabzéhlbar (da R™ Hausdorff und zweitabzéhlbar ist). Sei B = {vy, -+ ,v,}
eine Basis von V. Dann ist die Abbildung

p:V—->R" Zfivir—)(fl,---,ﬁn),

nach Konstruktion der Topologie auf V', ein Homéomorphismus. Damit ist (V)
eine globale Karte fiir V. Jeder n-dimensionale reelle Vektorraum ist daher eine
topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n.
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Beispiel 2.1.8. Betrachte S" = {z € R""|||z|| = 1} € R"™! versehen mit der Teilraum-
topologie. Hier bezeichnet ||z|| die euklidische Norm von x € R"™!. Als Teilmenge von
R+ ist S Hausdorff und zweitabzihlbar. Wir zeigen nun, dass S™ lokal euklidisch der
Dimension n ist. Fir 1 <i¢ <n + 1 setzen wir:

Uf ={z € S"ri(x) >0}, U7 ={x e S"|r(z) <0}
und definieren
GUF SR e (@) T @) ), )

Das Bild von ¢F ist der offene Ball mit Radius 1 und Zentrum 0 in R", den wir mit
B, (0) bezeichnen. Wir behaupten, dass 3 : U — B;(0) ein Homdomorphismus ist. Wir
beweisen diese Aussage im Folgenden nur fiir ¢ . Die Abbildung ] ist als Einschrinkung
der stetigen Projektionsabbildung

R S R™ 2 (r¥(2),--- " ()
stetig. Weiterhin ist ] bijektiv mit der inversen Abbildung
@Z}TR”DB:{(O)—}UT (yl”yn)}_)( 1_Hy|’27y177yn)

Es bleibt zu zeigen, dass 1; stetig ist. Wegen Proposition [1.1.20| reicht es zu zeigen,
dass die Verkettung von 1] mit der Inklusionsabbildung S™ — R™"! stetig ist. Diese
Verkettung ist wieder gegeben durch

(y1>.._7yn)'_>< 1_HyH27y1”yn)
und ist damit stetig.
Beispiel 2.1.9.

e Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann ist jede offene
Teilmenge U von M, versehen mit der Teilraumtopologie, auch eine topologische
Mannigfaltigkeit der Dimension n. In der Tat: Sei p € U. Dann existiert eine offene
Umgebung V' von p in M und ein Homdomorphismus ¢: V' — W mit W C R" offen.
V =V NU ist eine offene Teilmenge von sowohl U als auch V. Die Einschrinkung
¢l V = (V) ist dann ein Homéomorphismus, da ¢ ein Homéomorphismus ist.

Weiterhin, da V' eine offene Teilmenge von V ist, ist ¢(V') eine offene Teilmenge
von W. Wegen der Offenheit von W als Teilmenge von R und Aufgabe ist
(V) in R™ offen. Damit ist (V, ¢|) eine Karte fiir U, die in einer Umgebung von
p definiert ist.

e Wir bezeichnen mit M, (R) den Vektorraum der n x n-Matrizen mit Koeffizienten
in R und mit GL,(R) C M,(R) die Teilmenge der invertierbaren Matrizen. Wir
versehen M, (R) mit der Standardtopologie. GL,(R) ist eine offene Teilmenge von
M, (R) (siehe Aufgabe [I.2.16). Daher ist GL,(R) ein lokal euklidischer Raum der

Dimension n?.

Beispiel 2.1.10. Wegen Bemerkung wissen wir, dass die lokal euklidischen Rdume
der Dimension 0 genau die diskreten Rdume sind. Diskrete Rdume sind offensichtlich
Hausdorff. Solche Rdume sind zweitabzidhlbar genau dann, wenn sie abzéhlbar viele Ele-
mente haben. Also sind die null-dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten genau die
abzéhlbaren diskreten Raume.
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Beispiel 2.1.11. Betrachte die Teilmenge X := R x {0} U{0} x R C R?, versehen mit der
Teilraumtopologie. Als Teilmenge von R? ist X Hausdorff und zweitabzihlbar. Der Raum
X ist aber nicht lokal euklidisch. Da X nicht diskret ist, kann er kein lokal euklidischer
Raum der Dimension 0 sein. Wir nehmen an, dass X ein lokal euklidischer Raum der
Dimension n > 1 ist. Sei (U, ¢) eine zentrierte Karte um 0 € X mit ¢(U) = B;(0). Falls
n = 1, hat By(0) \ {0} zwei Zusammenhangskomponenten. Falls n > 1, ist B;(0) \ {0}
zusammenhéngend. Anderseits hat U\ {0} vier Zusammenhangskomponenten. Das ist ein
Widerspruch.

Beispiel 2.1.12. Sei X = R" UR". Betrachte die Aquivalenzrelation ~, die durch die
Identifikation jedes p # 0 aus der ersten Kopie von R™ mit demselben Punkt aus der
zweiten Kopie definiert wird. X/ ~, versehen mit der Quotiententopologie, ist dann lokal
euklidisch der Dimension n und zweitabzéhlbar, aber nicht Hausdorff (Aufgabe).

Beispiel 2.1.13. Die topologische Summe von iiberabzéahlbar vielen Kopien von R" ist
lokal euklidisch der Dimension n und Hausdorff, aber nicht zweitabzidhlbar (Warum?).

Proposition 2.1.14. Topologische Mannigfaltigkeiten sind lokalkompakt und lokal weg-
zusammenhdngend.

Beweis. Da diskrete Rdume offensichtlich lokalkompakt und lokal wegzusammenhéngend
sind, betrachten wir topologische Mannigfaltigkeiten der Dimension grofler 0. Sei M eine
topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n > 1 und seip € M. Sei (U, ) eine zentrier-
te Karte um p mit ¢(U) = B1(0). Da Bi (p(p)) kompakt und ¢ ein Homdomorphismus ist,

ist ¢ 1 (B1(p(p))) eine kompakte Umgebung von p. Damit ist M lokalkompakt. Sei nun V/
eine Umgébung von p. Da VNU eine offene Umgebung von p ist, gibt es ein > 0, sodass
Bs(p(p)) C o(VNU). Da Bs(p(p)) wegzusammenhéngend und ¢ ein Homéomorphismus
ist, ist o~ 1(Bs((p))) wegzusammenhingend. Offensichtlich gilt o~ (Bs(p(p))) C V. Dar-
aus folgt, dass M lokal wegzusammenhéngend ist. O]

2.2 Differenzierbare Strukturen und Mannigfaltigkei-
ten

Eines unserer Hauptziele in dieser Vorlesung ist die Verallgemeinerung der Konzepte und
Techniken der Differential- und Integralrechnung auf allgemeinere geometrische Objekte.
Da topologische Mannigfaltigkeiten lokal wie R™ aussehen, kénnte man denken, dass eine
Verallgemeinerung der Methoden der Analysis fiir sie moglich ist. Zum Beispiel sieht es auf
den ersten Blick so aus, als ob wir in zwei unterschiedlichen Weisen den Begriff der Glatt-
heit fiir Funktionen, die auf topologischen Mannigfaltigkeiten definiert sind, einfiihren
konnen. Diese beiden Versuche fiithren allerdings zu ungeeigneten Definitionen.

e FErster Versuch: Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Eine stetige Funktion
f: M — R heifit glatt genau dann, wenn fiir jedes p € M eine Karte (U, ) mit
p € U existiert, sodass fop™t: p(U) — R glatt ist.

o Jweiter Versuch: Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. FEine stetige Funktion
f: M — R heifit glatt genau dann, wenn die Funktion fo ¢~ ': o(U) — R fiir alle
Karten (U, ) glatt ist.

Das folgende Beispiel zeigt, warum diese beiden Ansétze problematisch sind.
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Beispiel 2.2.1. Wir bezeichnen mit ¢: R — R den Homoéomorphismus x z3. Wir
setzen ¢ == ¢~ !. Die Paare (R, ) und (R,1) sind Karten auf R. Die an der Stelle 0
nichtdifferenzierbare Funktion ¢ ist, nach der Definition im ersten Versuch oben, glatt;
da ¢ o' = id. Anderseits ist die, nach Analysis I, glatte Identitéitsfunktion id: R — R,
nach der Definition im zweiten Versuch, nicht glatt; da id otp™! = idop = ¢.

Das obige Problem wird mit der Einfithrung von differenzierbaren Strukturen gelost.

Definition 2.2.2. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Eine differenzierbare Struk-
tur der Klasse C* auf M ist eine Familie F = {(Uy, ¥a)}aca von Karten auf M mit den
folgenden Eigenschaften:

L M=, Ua-
2. Fiir alle o, § € A sind

Pa © 90[;1: @B(Ua N UB) - SOOL(UOc N U6)> ¥B° 30;1: Spa(Ua N U/B) - QO,B(UOL N U,B)
C*-Abbildungen.

3. F ist maximal beziiglich der Eigenschaft [2} d.h. falls (U, ¢) eine Karte auf M ist,
sodass pop,t und p,0p~! fiir alle a € A C*-Abbildungen sind, dann gilt (U, ) € F.

Definition 2.2.3. Ein Paar (M, F), wobei M eine n-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit und F eine differenzierbare Struktur der Klasse C* auf M ist, heifit eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse CF.

Bemerkung 2.2.4. Seien (U, ¢) und (V) Karten auf einer topologischen Mannigfaltig-
keit. Die Abbildung ¢ o1 ~! heifit der Kartenwechsel oder die Koordinatentransformation.

Bemerkung 2.2.5. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Klasse C'** werden auch glat-
te Mannigfaltigkeiten genannt. Da wir fast immer mit glatten Mannigfaltigkeiten arbeiten
werden, benutzen wir den Begriff ,, Mannigfaltigkeit “ als Synonym fiir ,,glatte Mannigfal-
tigkeit“ und den Begriff , differenzierbare Struktur® als Synonym fiir , differenzierbare
Struktur der Klasse C'°°“.

Bemerkung 2.2.6. Mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur auf einer Menge X meinen wir
die Auswahl einer Topologie auf X, die X zu einer topologischen Mannigfaltigkeit macht
und eine differenzierbare Struktur auf X, versehen mit dieser Topologie.

Wegen Eigenschaft [3]in der Definition ist es schwierig, eine differenzierbare Struk-
tur auf einer topologischen Mannigfaltigkeit konkret zu beschreiben. Proposition [2.2.§]
erleichtert das Definieren von differenzierbaren Strukturen. Zuerst eine

Definition 2.2.7. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Eine Familie von Karten auf
M, die die ersten zwei Eigenschaften in der Definition erfiillt, heifit ein Atlas der
Klasse C* fiir M.

Proposition 2.2.8. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und sei Fo = {(Ua, Pa) tach
ein Atlas der Klasse C* fiir M. Dann existiert eine eindeutige differenzierbare Struktur F
der Klasse C* auf M mit Fo C F.
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Beweis. Sei F die Familie aller Karten (U, ¢) auf M mit der Eigenschaft, dass ¢ o ¢ *
und @, o ¢! fiir alle « € A C*-Abbildungen sind. Wir behaupten, dass F die gesuchte
Familie ist.

Da Fy die Eigenschaft [2] aus der Definition [2.2.2] erfiillt, gilt Fy C F. Zunéchst zeigen
wir, dass F eine differenzierbare Struktur der Klasse C* ist. Da JFy die Eigenschaft [1] aus
der Definition erfiillt, gilt die ebenfalls fiir F.

Jetzt zeigen wir, dass F die Eigenschaft [2] aus der Definition [2.2.2 erfiillt. Seien
(U, ), (V,v) Karten aus F. Wir zeigen, dass p o=t p(UNV) = (U NV) eine C*-
Abbildung ist. Man kann dann ganz analog zeigen, dass o o1 o(UNV) = (U NV)
eine C*-Abbildung ist. Da ¢ und 1 Homdomorphismen sind, ist ¢ o ¢~! ebenfalls ein
Homdoomorphismus. Sei p € U NV und setze x = ¢(p). Es existiert (Uy, pa) € Fo mit
p € U,. Die Menge W = U, NU NV ist dann eine offene Umgebung von p und (W) ist
damit eine offene Umgebung von z. Wir haben

ot yw) = (pow')o(paor™).

Das zeigt, dass ¢ o ¢~ in einer offenen Umgebung jedes Punkts von (U N V) eine
C*-Abbildung ist. Daher ist sie eine C*-Abbildung auf (U NV).

Wir zeigen nun, dass F die Eigenschaft 3| aus der Definition erfiillt. Sei (U, ¢)
eine beliebige Karte auf M mit der Eigenschaft, dass ¢ o9~ und ¢ o ™! fiir beliebiges
(V,v) € F C*Abbildungen sind. Insbesondere gilt dies dann fiir alle (V, ) € Fy. Daher
gilt nach Definition von F, dass (U, ¢) zu der Familie F gehort.

Es bleibt zu zeigen, dass F die einzige differenzierbare Struktur der Klasse C* ist, die
Fo beinhaltet. Sei F’ eine weitere differenzierbare Struktur der Klasse C* mit F, C F'.
Dann sind, fiir (U, ¢) € F, die Abbildungen ¢ o~ und 1 o ! fiir alle (V, ) € Fy C*-
Abbildungen. Das zeigt F' C F. Dies wiederum impliziert, dass fiir beliebiges (U, ¢) € F
die Abbildungen ¢ o ¢! und v o ! fiir alle (V) € F' C*-Abbildungen sind. Daraus
folgt, dass F C F' da F' die Eigenschaft [3| aus der Definition F erfiillt. Wir haben
gezeigt, dass F' = F. O

Bemerkung 2.2.9. Mit anderen Worten: Jeder Atlas der Klasse C* fiir eine topologische
Mannigfaltigkeit M induziert eine eindeutige differenzierbare Struktur der Klasse C* auf
M.

Definition 2.2.10. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit.

e Sei Fy ein Atlas fiir M. Sei F die induzierte differenzierbare Struktur auf M. Eine
Karte (U, ¢) fiir M, die in F enthalten ist, heifit kompatibel mit Fy.

e Zwei Atlanten fiir M, die dieselbe differenzierbare Struktur induzieren, heiflen kom-
patible Atlanten.

Aufgabe 2.2.11. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Zwei Atlanten Fj und G, sind
genau dann kompatibel, wenn die Abbildungen gooéow,g1 und Ygop, ! fiir alle (U,, pa) € Fo
und (V,v3) € Gy glatt sind.

Jetzt benutzen wir Proposition [2.2.8 um die Beispiele von topologischen Mannigfal-
tigkeiten, die wir bereits gesehen haben, mit einer differenzierbaren Struktur zu versehen.

Beispiel 2.2.12.

o {(R" idgn)} ist ein Atlas der Klasse C* fiir R™. Die induzierte differenzierbare
Struktur heiit die standard-differenzierbare Struktur auf R™. Die in Beispiel
eingefithrte Polarkoordinatenkarte auf R? ist kompatibel mit dem obigen Atlas
(Aufgabe).
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e Allgemeiner sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum (versehen mit der Standardto-
pologie). Sei B = {vy,--- ,v,} eine Basis von V' und betrachte die Abbildung

g VRN Y e (€€,

die tautologischerweise ein Homéoomorphismus ist. {(V, )} ist dann ein Atlas der
Klasse C* fiir V. Die induzierte differenzierbare Struktur héngt nicht von Wahl
der Basis ab: Sei C eine weitere Basis und sei ©: V' — R" der daraus resultieren-
de Isomorphismus. Die Abbildungen ¢ o 1)~! und 1 o ¢! sind linear und damit
glatt. Das zeigt, dass die Atlanten {(V, )} und {(V, 1)} kompatibel sind und daher
dieselbe differenzierbare Struktur auf V' induzieren. Wir nennen die so erhaltene
differenzierbare Struktur auf einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum die
standard-differenzierbare Struktur auf dem Vektorraum.

Beispiel 2.2.13. Wir setzen U := S\ {(1,0)} und V := S'\ (—1,0). Die Abbildungen
v:(0,2m) = U t — (cos(t),sin(t))
und
n: (—m,m) =V t — (cos(t),sin(t))
sind stetig und bijektiv. Weiterhin ist es leicht zu sehen, dass sie offen sind. Daher sind
sie Homdomophismen. Wir setzen ¢ = y~! und v := n~!. Es gilt
UNnV ={(z,y) € Sty >0} u{(z,y) € S'ly <0},
p(UNV)=(0,m)U(m2m), »UNV)=(0,m)U(-m,0).
Weiterhin berechnen wir
t, fallst € (0,m)
t+2m, fallst € (—m,0)

ot ! (t) = pon(t) = {

und
oy oyt fallst e (0,7)
bow T (t) =1 v(t)—{t_% falls t € (m,2m).

Damit sind die Abbildungen ¢ 01~ und v o =1 glatt. Da zusitzlich U UV = S*, ist die
Familie {(U, ), (V, %)} ein Atlas fiir S* und induziert eine differenzierbare Struktur.

Beispiel 2.2.14. Wir benutzen die Notation aus . Die Familie {(U", i) bicq1, 1)
ist ein Atlas der Klasse C* auf S™ (Aufgabe). Die induzierte differenzierbare Struktur auf
S™ heiflt die standard-differenzierbare Struktur auf S™. Ein kompatibler Atlas ist gegeben
durch die sogenannten stereographischen Projektionen. Sie werden wie folgt definiert:

Wir setzen N == (0,---,0,1),5 = (0,---,0,—1),Uy = S"\{N} und Ug = S™\ {S}.
Fiir x € Uy schneidet die Gerade, die N und x verbindet, die Hyperebene

{(‘T17 o 7xn7 0)|ZEZ < R)}
genau an einem Punkt, den wir mit ¢y (x) bezeichnen. Die Abbildung
on: Uy — R" z = pn(x)

ist ein Homdomorphismus. Ahnlich definieren wir pg: Us — R"™. {(Uy, ¢n), (Us, ps)} ist
dann ein Atlas fiir S™ und die Atlanten {(Un,¢n), (Us, vs)} und {(U7, ) bieg1 nt1y
sind kompatibel (Aufgabe). Auf S! stimmt diese differenzierbare Struktur mit der diffe-
renzierbaren Struktur aus Beispiel tiberein.
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Beispiel 2.2.15. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und F eine differenzierbare
Struktur der Klasse C*. Dann ist

Flo ={V U elv)|(V,¢) € F}

eine differenzierbare Struktur der Klasse C* auf U. So kann z. B. GL,(R) mit einer diffe-
renzierbaren Struktur versehen werden (siehe Beispiel 2.1.9). Wir werden ab jetzt offene
Teilmengen von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten der Klasse C* immer mit dieser dif-
ferenzierbaren Struktur versehen.

Beispiel 2.2.16. In diesem Beispiel zeigen wir, dass RP" mit einer differenzierbaren
Struktur der Klasse C'*° versehen werden kann. Wir betrachten dazu den topologischen
Raum RP". In den Ubungen haben Sie gesehen, dass dieser Raum Hausdorff ist. Um zu
sehen, dass er zweitabzihlbar ist, zeigen wir, dass die kanonische Abbildung m: R™*1\
{0} — RP" offen ist und benutzen die Beobachtung [3] aus Beispiel [1.1.37 Sei U C
R™\ {0} offen. Fiir A € R\ {0} bezeichnen wir mit oy : R"\ {0} — R\ {0} den
Homoéomorphismus z +— Az. Um zu zeigen, dass 7(U) offen ist, miissen wir zeigen, dass
7 7(U)) in R"\ {0} offen ist. Es gilt aber

@U) = J @)

AER\{0}

Da die Abbildungen ¢, Homéomorphismen sind, sind die Mengen ¢, (U) offen. Die Menge
7 1(n(U)) ist dann als eine Vereinigung offener Mengen offen.

Wir bezeichnen mit [(£', - - -, €"*1)] die Aquivalenzklasse eines Punkts (¢1,...,£"1) €
R+, Wir setzen

U ={[(¢",...., ") € RP"[¢" # 0}

und definieren

gl é'ifl é'iJrl §n+1
g,... §i7 gz, é_z

Man beachte, dass die Wahl des Reprédsentanten in der obigen Definition keine Rolle
spielt. Es ist leicht zu sehen, dass die Abbildungen ¢; Hombomorphismen sind und dass
RP" = Uie{l,---,n+1} U;. RP" ist daher eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
Dariiber hinaus ist die Familie {(U;, ¢;)}icq1, n+13 €in Atlas der Klasse C*° (Aufgabe).
Wir werden RP" immer mit der durch diesen Atlas induzierten differenzierbaren Struktur
versehen.

).

it Uy =+ R" (€Y, ..., = (

Beispiel 2.2.17. Seien 1, ..., x; € R". Wir nennen ein Tupel (z1, ..., z;) ein k-Rahmen
in R", falls die Vektoren xy, ...,z linear unabhingig sind. Wir bezeichnen die Menge
der k-Rahmen in R™ mit F'(k,n). Diese Menge kann in einer natiirlichen Weise als eine
Teilmenge der Menge der n x k-Matrizen M,,«x(R) gesehen werden, in dem wir das Tupel
(x1,...,x) als eine Matrix betrachten. Die Elemente von F(k,n) sind genau die Matri-
zen in M, «(R) von Rang k. Diese Teilmenge ist offen: Eine n x k-Matrix hat Rang k
genau dann, wenn mindestens eine ihrer k x k-Untermatrizen eine nichtverschwindende
Determinante hat. Anders gesagt: Das Komplement von F'(k,n) ist der Schnitt der Null-
stellenmengen der Unterdeterminantenabbildungen und damit abgeschlossen. Wenn wir
den Vektorraum M,,(R) mit ihrer standard-differenzierbaren Struktur versehen, erhal-
ten wir eine differenzierbare Struktur auf F'(k,n). Die Menge der k-Rahmen in R hat
damit eine Mannigfaltigkeitsstruktur.
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Beispiel 2.2.18. Die Menge
V(k,n) ={(x1,...,2r) € F(k,n)[{z1,..., 2} ist eine orthonormale Menge},

versehen mit der Teilraumtopologie, ist eine topologische Mannigfaltigkeit. Sie kann in
einer natiirlichen Weise mit einer differenzierbaren Struktur versehen werden und heift
die Stiefel-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.2.19. Seien k,n € N mit 1 < k < n. Wir bezeichnen mit G(k,n) die Menge
der k-dimensionalen Unterrdume von R”. Betrachte die Abbildung

m: F(k,n) = G(k,n) (1, ,xx) — Span{xy, -, xx}.

Die Abbildung 7 ist offensichtlich surjektiv. Die Menge G(k,n), versehen mit der Quoti-
ententopologie, ist eine topologische Mannigfaltigkeit. Sie kann in einer natiirlichen Weise

mit einer differenzierbaren Struktur versehen werden. Die resultierende Mannigfaltigkeit
heilt die Graffimann-Mannigfaltigkeit. Wir bemerken, dass die Abbildung

RP"' — G(1,n) [z] — Span{z}
ein Homdomorphismus ist.
Beispiel 2.2.20.

e Seien M und N topologische Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n. Seien
Fur = {(Ua; 0a) }aear und Fy = {(Vs,13) }ger differenzierbare Strukturen der Klas-
se C*. M x N, versehen mit der Produkttopologie, ist eine topologische Mannigfal-
tigkeit. Weiterhin ist die Familie

{(Ua x Vs, a X w6)|(Uaa90a) € va(Vﬁv¢ﬁ) € Fn}

ein Atlas der Klasse C* auf M x N. Im Folgenden wird M x N immer mit der so
definierten differenzierbaren Struktur versehen.

e Mittels der obigen Konstruktion kénnen wir glatte differenzierbare Strukturen auf
dem Zylinder R x S* und dem n-dimensionalen Torus 7" := S x - -+ x S! definieren.
—_——
n-times
Bemerkung 2.2.21. Wir formulieren jetzt einige natiirliche Fragen rund um differen-
zierbare Strukturen.

e Besitzt eine topologische Mannigfaltigkeit immer eine differenzierbare Struktur? In
[1] hat Kervaire eine negative Antwort auf diese Frage gegeben.

e Kann eine topologische Mannigfaltigkeit mehr als eine differenzierbare Struktur
besitzen? Ja. R besitzt unendlich viele differenzierbare Strukturen. Im Fall von
R ergeben diese differenzierbare Strukturen aber diffeomorphe Mannigfaltigkeiten
(Aufgabe). Siehe Definition fiir die Definition eines Diffeomorphismus zwi-
schen Mannigfaltigkeiten.

e Das vorherige Beispiel widerlegt nicht die Existenz von unterschiedlichen differen-
zierbaren Strukturen auf R, die nichtdiffeomorphe Mannigfaltigkeiten ergeben. Da-
her ist die folgende Frage natiirlich: Kann eine topologische Mannigfaltigkeit meh-
rere differenzierbare Strukturen besitzen, die zu nichtdiffeomorphen Mannigfaltig-
keiten fithren. In 3] hat Milnor gezeigt, dass mehrere differenzierbare Strukturen
auf S7 existieren, die nichtdiffeomorphe Mannigfaltigkeiten ergeben. In [2] zeigen
Kervaire und Milnor u.a., dass das gleiche Phdnomen auch bei anderen Sphéren
auftreten kann. Im Fall von S ist diese Frage offen. Auf R™ mit n # 4 gibt es genau
eine differenzierbare Struktur (bis auf Diffeomorphismus). Auf R* gibt es unendlich
viele differenzierbare Strukturen, die nichtdiffeomorphe Mannigfaltigkeiten ergeben.
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2.3 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wie schon erwéhnt, ist eins unserer Ziele in diesem Kurs die Verallgemeinerung der Kon-
zepte und Methoden der Analysis auf allgemeinere Raume. Wir haben bis jetzt eine Klasse
von solchen Rédumen gesehen, die sich fiir diese Verallgemeinerung anbieten. Einige to-
pologische Rédume, die auf den ersten Blick auch geeignet scheinen, sind aber von der
Klasse der (topologischen) Mannigfaltigkeiten ausgeschlossen. Z. B. ist der abgeschlossene
Ball B,.(0) mit Radius 7 und Zentrum 0 (Disk) in R™ keine topologische Mannigfaltigkeit,
da man keine offene Umgebung der Randpunkte finden kann, die homdomorph zu einer
offenen Teilmenge von R" ist (kann man mittels algebraischer Topologie beweisen). Die
abgeschlossene obere und untere Hemisphére in S™ sind auch keine topologischen Mannig-
faltigkeiten (sie sind homéomorph zum B,.(0) C R™). Der abgeschlossene obere Halbraum
H" C R™,

H" == {(2',...,2") € R"|2" > 0},

ist auch keine topologische Mannigfaltigkeit. Wir fiithren jetzt eine grofiere Klasse von
topologischen Rdumen ein, die sowohl diese Rdume als auch die topologische Mannigfal-
tigkeiten beinhalten.

Definition 2.3.1. Ein zweitabzdhlbarer Hausdorffraum M heifit eine n-dimensionale to-
pologische Mannigfaltigkeit mit Rand, falls fiir jeden Punkt p eine offene Umgebung U
und ein Homéomorphismus ¢: U — V' existiert, wobei V' eine offene Teilmenge von H"
ist.

Bemerkung 2.3.2. Seien U und ¢ wie in Definition [2.3.1] Wie fiir topologische Mannig-
faltigkeiten nennen wir ¢ eine Koordinatenabbildung und (U, ¢) ein Koordinatensystem
oder eine Karte. Weiterhin bezeichnen wir die Abbildungen ¢ o ¢ als die Koordinaten-
funktionen der Karte (U, ¢).

Im Folgenden bezeichnen wir mit OH" die Menge
{(z*,..., 2", 0) € R"}
und bemerken, dass die Abbildung
OH" — R"! (..., 2" 0) — (28, ..., 2" 1)

ein Hom6omorphismus ist.
Beispiel 2.3.3. H", T(O) C R™, [0,1] x S™ und die Hemisphéren

Sty = {(z*,..., ") e §"|2"T > ()0}
sind topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand (Aufgabe).

Beispiel 2.3.4. Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei
U C M offen. Dann ist U auch eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit

Rand (vgl. Beispiel [2.1.9).
Definition 2.3.5. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand.

e Ein Punkt p € M heiit ein innerer Punkt, falls eine Karte (U, ¢) fir M mit p € U
existiert, sodass ¢(p) ¢ OH".
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e Ein Punkt p € M heifit ein Randpunkt, falls eine Karte (U, ) fiir M mit p € U
existiert, sodass ¢(p) € OH".

Bemerkung 2.3.6. Nach Definition, ist jeder Punkt einer topologischen Mannigfaltigkeit
mit Rand M entweder ein innerer Punkt oder ein Randpunkt. Es ist aber auf den ersten
Blick nicht klar, ob ein Punkt von M sowohl ein innerer Punkt als auch ein Randpunkt
sein kann. Dass das nicht der Fall sein kann, kann auch mittels algebraischer Topologie
bewiesen werden.

Definition 2.3.7. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand.

e Die Menge aller inneren Punkte von M heifit das Innere von M und wird mit M°
bezeichnet.

e Die Menge aller Randpunkte von M heifit der Rand von M und wird mit OM
bezeichnet.

Bemerkung 2.3.8. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Wegen Bemer-
kung sind M° und OM disjunkt und es gilt M = M° U OM.

Beispiel 2.3.9. Falls Sie die Aufgabe in Beispiel gelost haben, dann wissen Sie, dass

e der Rand von H" genau die oben definierte Menge OH" = {(x',... 2" 0) € R"}
ist. Das Innere von H" ist das Komplement von 0H":

(H")° = {(«',...,2") € R"|2" > 0}.

e der Rand von B,(0) C R" die n — 1-dimensionale Sphére S™"~! ist. Das Innere von
B,.(0) ist der offene r-Ball B,.(0).

e der Rand von [0,1] x S™ die Vereinigung {0} x S™ U {1} x S™ ist. Das Innere von
[0,1] x S™ist (0,1) x S™.

e der Rand von S? die n— 1-dimensionale Sphére S" ! ist, wobei wir die Identifikation
{(z*,...,2",0) e R"} - R (... 2", 0)— (2, ... 2"
benutzt haben. Damit gilt

(Sm)° = {(a',...,a"*") € §"|2"*1 > 0}.

Bemerkung 2.3.10. Beispiel zeigt, dass der in Definition [2.3.5] eingefithrte Begriff
»das Innere“ nicht mit dem in Definition [I.1.5] eingefiihrten punktmengetopologischen In-
neren iibereinstimmt. Letzteres bezeichnen wir daher ab jetzt als das topologische Innere.
In der Tat: Das topologische Innere von S%, betrachtet als eine Teilmenge von R+ st

leer. Manchmal stimmen die beiden Begriffe iiberein. Das topologische Innere von B,.(0),
betrachtet als eine Teilmenge von R™, ist B,.(0). Aber selbst hier muss man vorsichtig
sein. Das topologische Innere von B,.(0), betrachtet als eine Teilmenge von sich selbst, ist
B,(0).

Aufgabe 2.3.11. Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Dann ist M
eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand oM = ().
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Lemma 2.3.12. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. M° ist offen in M
(und OM ist abgeschlossen in M ).

Beweis. Sei p € M°. Sei (U, ) eine Karte von M mit p € U. Dann gilt ¢(p) ¢ OH" und
es existiert ein € > 0, sodass B.(p(p)) C (H")°N(U). ¢~ (B(p(p))) ist dann eine offene
Teilmenge von M, die in M° enthalten ist. Die Behauptung folgt. O]

Proposition 2.3.13. Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand.
1. Das Innere M° von M ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
2. Der Rand OM wvon M st eine n — 1-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
Beweis.

1. Sei p € M°. Sei (U, ) eine Karte von M mit p € U. Die Menge V := U N M* ist
wegen Lemma eine offene Teilmenge von M. Da V in M offen ist, ist ¢(V)
cine offene Teilmenge von H", die, nach Definition von V', in (H")° enthalten ist.
Damit ist ¢(V) eine offene Teilmenge (H™)°. Da (H")° in R™ offen ist, ist ¢ (V') auch
in R™ offen. Nach Definition der Teilraumtopologie ist V' eine offene Teilmenge von
Mc°. Da ¢ ein Homoomorphismus ist, ist ¢|y: V' — (V) ein Homéomorphismus.
Damit ist (V, ¢|y) eine Karte fiir M°.

2. Sei p € OM. Sei (U,p) eine Karte von M mit p € U. Dann gilt ¢(p) € JH".
Die Menge ¢(U) N OH" ist eine offene Teilmenge von OH", die wir mittels des
Homo6omorphismus

OH" — R"! (..., 2" 0) = (28, ..., 2" )

als eine offene Teilmenge von R™™! betrachten. Wir setzen V := o' (p(U) N OH").
V ist dann eine offene Teilmenge von OM und (V, ¢y ) ist eine Karte fir OM. O

Um z. B. Begriffe wie Glattheit von Funktionen auf topologischen Mannigfaltigkeiten
mit Rand zu definieren, verallgemeinern wir das Konzept einer differenzierbaren Struktur
auf topologischen Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Definition 2.3.14. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Eine differen-
zierbare Struktur der Klasse C* auf M ist eine Familie F = {(Us, ¥a)}aca von Karten
auf M mit den folgenden Eigenschaften:

1. M=, U

2. Fiir alle o, § € A sind
va© 5 9p(UaNUp) = 0a(Ua NUs),  wpop’: wa(Ua NUp) = ps(Ua N Up)
C*-Abbildungen.

3. F ist maximal beziiglich der Eigenschaft [2} d. h. falls (U, ¢) eine Karte auf M ist,
sodass pop,t und p,0p ! fiir alle a € A C*-Abbildungen sind, dann gilt (U, ) € F.

Bemerkung 2.3.15. Der einzige Unterschied zwischen den beiden Definitionen [2.2.2|und
ist, dass in Definition die Definitionsbereiche der Kartenwechselabbildungen
nicht notwendigerweise offene Teilmengen von R"™ sind. Daher ist die Glattheit der Kar-
tenwechselabbildungen in Definition [2.3.14] im Sinne der Bemerkung [1.2.17] zu verstehen.
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Definition 2.3.16. Ein Paar (M, F), wobei M eine n-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit mit Rand ist und F eine differenzierbare Struktur der Klasse C* auf M ist,
heifit eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand der Klasse CF.

Bemerkung 2.3.17. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand der Klasse C'*° wer-
den auch glatte Mannigfaltigkeiten mit Rand genannt. Da wir hauptséchlich im glatten
Kontext arbeiten, nennen wir sie haufiger einfach Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Bemerkung 2.3.18. Ein Atlas fiir eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand wird
analog zur Definition definiert. Mann kann dann analog zur Proposition zei-
gen, dass jeder Atlas auf einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand in genau einer
differenzierbaren Struktur enthalten ist.

Beispiel 2.3.19. {(H",idg~)}, wobei idg» die Identitdtsabbildung auf H" bezeichnet,
ist ein Atlas fiir H". Die induzierte glatte differenzierbare Struktur heiffit die standard-
differenzierbare Struktur auf H".

Aufgabe 2.3.20. Definieren Sie differenzierbare Strukturen auf den topologischen Man-
nigfaltigkeiten mit Rand, die in Beispiel vorkommen.

2.4 Differenzierbare Abbildungen auf Mannigfaltig-
keiten

Bei den bisherigen Versuchen Glattheit zu definieren, sind wir auf Probleme gestoflen. Wir
werden nun sehen, dass diese nach der Wahl einer differenzierbaren Struktur verschwinden.
Als Néchstes werden wir sehen, dass diese Probleme nach der Wahl einer differenzierbaren
Struktur verschwinden.

Definition 2.4.1. Seien (M, F);) und (N, Fy) Mannigfaltigkeiten der Klasse C*. Sei
| € Ny mit 1 <[ < k. Eine stetige Abbildung F: M — N heifit eine C'-Abbildung, falls
fir alle (U, ¢) € Fy und (V,9) € Fy, die Abbildung

YvoFop i pF Y (V)NU) = (F(U)NV)
eine C'-Abbildung ist.
Bemerkung 2.4.2.

e Wir haben das Konzept der Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen Mannig-
faltigkeiten nur fiir stetige Abbildungen definiert. Differenzierbare Abbildungen sind
also nach Definition stetig.

e Falls, in Definition [2.4.1] K = [ = oo, dann nennen wir F' auch eine glatte Abbildung.

e Wir reservieren den Begriff ,,Funktion® fiir Abbildungen mit Bildbereich R. Mit
seine glatte Funktion F' auf einer Mannigfaltigkeit M “ meinen wir also eine glatte
Abbildung F': M — R im Sinne der Definition Wir versehen R immer mit
ihrer standard-differenzierbaren Struktur.

Bemerkung 2.4.3. Die Abbildung ¢ o F' o ¢!, in der Situation von Definition m,
heifit die Koordinatendarstellung der Abbildung F' in den Koordinatensystemen (U, @)
und (V).
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Bemerkung 2.4.4. Seien (M, Fy;) und (N, Fy) differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit
Rand der Klasse C*. Fiir 0 < | < k, heiit eine stetige Abbildung F': M — N eine
C'-Abbildung, falls fiir alle (U, ¢) € F und (V,9) € Fy, die Abbildung

@Z)oFocp_lz gp(F_l(V)ﬂU) = Y(FU)NV)

eine C'-Abbildung ist. Der einzige Unterschied zur Definition ist, dass der Defini-
tionsbereich von 1 o F' o ¢! jetzt eine offene Teilmenge von H" ist. Insbesondere ist er
nicht immer offen in R™. In diesem Fall ist die Glattheit im Sinne der Bemerkung [1.2.17]
zu verstehen.

Es ist fast nie moglich, die Bedingung der Definition [2.4.1] direkt fiir alle Karten in
den differenzierbaren Strukturen von M und N zu uberprufen. Die folgende Proposition
gibt eine praktische Methode zur Verifizierung der Differenzierbarkeit von Abbildungen.

Proposition 2.4.5. Seien M und N (glatte) Mannigfaltigkeiten und seien (Fpr)o und
(Fn)o Atlanten auf M bzw. N. Wir versehen M und N mit den durch (Fur)o und (Fn)o
induzierten differenzierbaren Strukturen. Sei F': M — N eine stetige Abbildung. Die Ab-
bildung F' ist glatt genau dann, wenn fir alle (U, ) € (Far)o und (V ) € (Fn)o, die
Abbildung

YpoFop i oF*(V)NU) = (FU)NV)

glatt ist.

Beweis. Wir bezeichnen mit F,; und Fy die differenzierbaren Strukturen, die durch
(Far)o und (Fy)o induziert werden. Falls F' glatt ist, dann gilt

YpoFop i oFY(V)NU) = (FU)NV) (%)
fir alle (U, ¢) € (Far)o und (V,4) € (Fn)o, da (Far)o C Far und (Fu)o C Fn. Sei nun

umgekehrt F so, dass die Glattheit von () fiir alle (U, ¢) € (Far)o und (V,¢) € (Fn)o
gilt. Seien (U, $) € Fyy und (V,¢) € Fy. Wir miissen zeigen, dass

Yo Fod ™ p(FH(V)NT) = ¢(F(U)NV)

glatt ist. Falls F~1(V)NU = 0, gibt es nichts zu zeigen. Sei p € F~ (V) NU. Wir wihlen
Karten (U, ¢') € (Fm)o mit p € U' und (V',4') € (Fn)o mit F(p) € V'. Wir setzen
W =FYV V)N (UNU). Dann gilt

Yo F o omy = o @) ™o oFo() ™)o@ o™ )lem.

Das Argument zeigt, dass ¢ o o @ ! in einer offenen Umgebung jedes Punkts von
o(F~Y(V) N U) glatt ist. Die Behauptung folgt. O

Bemerkung 2.4.6. Wir haben die Proposition [2.4.5] im C*°-Kontext formuliert und
bewiesen. Die allgemeinere Aussage im C*-Kontext gilt und wird analog bewiesen. Wei-
terhin, gilt die analoge Aussage fiir Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Bemerkung 2.4.7. Aus Proposition [2.4.5| folgt, dass falls M und N offene Teilmengen
von R™ bzw. R™ (, versehen mit den standard differenzierbaren Strukturen,) sind und
F: M — N eine stetige Abbildung ist, dann ist F eine C*-Abbildung im Sinne der
Deﬁnition m genau dann, wenn sie eine C*-Abbildung im Sinne der Definition m
und |1 ist. Das folgt sofort, wenn man in Proposition 5 (Fm)o = {(M,idy)}
und (.7:N)0 = {(N,idy)} setzt, wobei idy;,idy die Identltatsabblldungen auf M bzw. N
bezeichnen.
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Bemerkung 2.4.8. Wenn wir iiber Karten fiir eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit re-
den, meinen wir ab jetzt Karten, die in der gewahlten differenzierbaren Struktur enthalten
sind.

Beispiel 2.4.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U eine offene Teilmenge von M
versehen mit der differenzierbaren Struktur, die sie von M erbt. Die Inklusionsabbildung
t: U — M ist glatt. In der Tat: ¢ ist stetig und die Abbildung

woLogofl: e(VNW) = (VW)

ist fiir beliebige Karten (V, ) und (W, ) von U bzw. M glatt. Das liegt daran, dass (V1))
gleichzeitig eine Karte fiir M ist und 1 o v 0 ¢! =1 o o !, welche wegen Kompatibilitit
der Karten in einer (glatten) differenzierbaren Struktur glatt ist.

Beispiel 2.4.10. Wir zeigen, dass die Abbildung
m R\ {0} = RP" (€., 6" = (€, €M)

glatt ist. Wir benutzen hier die Notation und den Atlas fiir RP", die im Beispiel [2.2.16
eingefithrt wurden. Auf R™™'\ {0} betrachten wir den Atlas {(R"*'\ {0}, idgn+1\f01)},
wobei idgn+1\ (o} die Identitétsabbildung auf R"*\ {0} bezeichnet. Die Abbildung

;0T O (ian+1\{0})_12 ianJrl\{O}(ﬂ'_l(Ui) N R \ {0}) = W_I(Ui) =

{7 e R™IN\ {0} # 0} = py(n(R™\ {0}) N Th) = ¢,(U;) = R™
ist gegeben durch
piom o (idrmygo) (€. €)= prom((E. .. M) =

61 51‘—1 gi—l—l Sn—H
1 n+1 — (>

und ist damit glatt. Daraus folgt, dass 7 glatt ist.

)

Aufgabe 2.4.11. Seien M, N und P Mannigfaltigkeiten.
1. Seien F': M — N und G: N — P glatt. Dann ist G o I glatt.

2. Sei H: M — N eine nicht notwendigerweise stetige Abbildung. Zeigen Sie: H ist
glatt genau dann, wenn fiir alle p € M eine offene Umgebung U existiert, sodass
H|y: U — N glatt ist. Hier versehen wir die Menge U mit der differenzierbaren
Struktur, die sie als offene Teilmenge von M erbt.

Aufgabe 2.4.12. Seien M; und M, Mannigfaltigkeiten. Betrachte die Mannigfaltigkeit
M; x M, (siehe Beispiel [2.2.20]). Wir bezeichnen mit 7; die kanonischen Projektionen
M1 X M2 — Ml

1. Zeigen Sie, dass m; fiir ¢ € {1,2} glatt ist.

2. Sei N eine weitere Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass eine Abbildung F': N — M; x
M, glatt ist genau dann, wenn 71 o ' und m, o F' glatt sind.

Aufgabe 2.4.13. Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen glatt sind. Alle Mannigfal-
tigkeiten haben ihre oben definierte ,standard “-differenzierbare Strukturen.
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1. Die Inklusion ¢: S™ — R™*L,
2. Die Einschrankung der Abbildung 7 aus [2.4.10| auf S™, 7|gn: S™ — RP".
3. Die Abbildung

prRY T (€ ) e (€,

wobei T der n-dimensionale Torus ist (siehe Beispiel [2.2.20]) und wir die kanonische
Identifikation R? = C benutzt haben, um S als eine Teilmenge von C zu betrachten.

Bemerkung 2.4.14. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit C*°(M) die
Menge der glatten (R-wertigen) Funktionen auf M. Die Menge C*°(M) ist unter Addi-
tion und Multiplikation abgeschlossen, da die Koordinatendarstellung der Addition und
Multiplikation von Funktionen durch die Addition bzw. Multiplikation der Koordinaten-
darstellungen gegeben ist. Es ist leicht zu sehen, dass C°° (M) mit diesen Operationen und
mit der Operation der Skalar-Multiplikation mit Elementen aus R eine Algebra ist; d. h.
gleichzeitig ein Vektorraum und ein Ring und so, dass die unterschiedlichen Operationen
miteinander kompatibel sind.

Definition 2.4.15. Seien M und N (glatte) Mannigfaltigkeiten (eventuell mit Rand).
Eine glatte Abbildung F': M — N heifit ein (glatter) Diffeomorphismus, falls F' bijektiv
ist und ihre Inverse F~': N — M glatt ist. Wir nennen M und N diffeomorph zueinander,
falls ein Diffeomorphismus F': M — N existiert.

Bemerkung 2.4.16. Es ist leicht zu sehen, dass eine Verkettung von Diffeomorphismen
wieder ein Diffeomorphismus ist.

Beispiel 2.4.17. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei (U, ¢: U — V') eine
Karte fiir M (die in der gewéhlten differenzierbaren Struktur enthalten ist). U und V sind
als offene Teilmengen von M bzw. R" in einer natiirlichen Weise Mannigfaltigkeiten. Ein
Atlas fiir V ist {(V,idy)}, wobei idy die Identitdtsabbildung auf V' ist. Die Abbildung
@: U — V ist nach Definition ein Homéomorphismus (und damit stetig und bijektiv).
Weiterhin sind die Abbildungen ¢ und ¢! im Sinne der Definition glatt, da fiir alle
Karten (W, ) von U die Abbildungen

idyopoy™ =poy™
und
Yoy loidyt =vpop,
wegen Kompatibilitidt von ¢ und v, glatt sind. Wir haben gezeigt, dass Karten Diffeo-
morphismen sind.
Seien nun umgekehrt U und V offene Teilmengen von M bzw. R™ und sei ¢p: U —

V' ein Diffeomorphismus im Sinne der Definition [2.4.1] Dann ist ¢ insbesondere ein
Homéomorphimus und es gilt fiir alle Karten (W, ) von U, dass die Abbildungen

idy op oyt = poy!

und

Yoy toidy =¢op!
glatt sind. Das bedeutet, dass (U, ) eine Karte fiir M ist (die in der gewéhlten differen-
zierbaren Struktur enthalten ist).
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Proposition 2.4.18. Seien M und N diffeomorphe Mannigfaltigkeiten. Dann gilt dim M =
dim N.

Beweis. Sei F': M — N ein Diffeomorphismus. Fiir beliebige Karten (U, ¢) und (V%)
fiir M bzw. N ist die Abbildung

YpoFop b RIMM 5 p(UNF (V) = (UnF (V) c RN

als eine Verkettung von Diffeomorphismen wieder ein Diffeomorphismus (sieche Bemerkung
2.4.16{und [2.4.17)). Thre Differential ist an jeder Stelle z € @(UNF~1(V)) eine invertierbare
lineare Abbildung von R¥™M nach RY¥™ Y Daraus folgt, dass dim M = dim N. O

Aufgabe 2.4.19. Finden Sie unendlich viele (glatte) differenzierbare Strukturen auf R
versehen mit ihrer Standardtopologie und zeigen Sie, dass die resultierenden glatte Man-
nigfaltigkeiten zueinander diffeomorph sind.

2.5 Zerlegungen der Eins

In diesem Abschnitt zeigen wir die Existenz von Zerlegungen der Eins auf Mannigfaltigkei-
ten (mit Rand). Zerlegungen der Eins sind ein wichtiges Werkzeug, das uns erlaubt, lokale
yotrukturen“ und Funktionen zusammenzusetzen, um globale Strukturen und Funktionen
auf der Mannigfaltigkeit zu definieren. Umgekehrt erlauben sie uns, globale Strukturen
und Funktionen als lokal endliche Summen von lokalen Strukturen zu schreiben. Das
ermoglicht uns z. B. Integration von Funktionen (préaziser Differentialformen) auf Man-
nigfaltigkeiten zu definieren: Dazu zerlegen wir Funktionen in Summen von Funktionen,
deren Trager in Kartengebieten enthalten sind. Auf diesen Kartengebieten kénnen wir
einen Integrationsbegriff mithilfe der Lebesgue-Integration auf R™ einfiihren.

Definition 2.5.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Familie { A, }4eca von Teilmengen
von X heifit lokal endlich, falls fiir jedes x € X eine Umgebung U, von X existiert, sodass
U, N A, # 0 fiir hochstens endlich viele o € A gilt.

Beispiel 2.5.2. Die Familie {B,(0)},cr, von Teilmengen von R ist nicht lokal endlich,
da jede Umgebung von 0 € R alle (unendlich viele) Elemente der Familie schneidet.

Bemerkung 2.5.3. Sei X ein topologischer Raum und sei f: X — R eine Funktion. Im
Folgenden bezeichnen wir den Trdger von f mit supp f. Es gilt also:

supp f = {z € X[f(z) # 0}
Definition 2.5.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit.

e Eine Familie {1, }aea € C°(M) heifit eine Zerlegung der Eins, falls

1. 1, ist eine nicht-negative Funktion fiir alle & € A; d.h. ¥,(p) > 0 fiir alle
peM,

2. {supp ¥q }aca eine lokal endliche Familie ist und
3. Y aerValp) =1 fiir alle p € M.

e Sei {Us}per eine Uberdeckung von M. Eine Zerlegung der Eins {1, }aea heifit eine
Zerlegung der Eins beziiglich der Uberdeckung {Us} ey, falls fir jedes o € A ein
p € I existiert mit supp ¢, C Ug
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Das Hauptziel dieses Abschnitts ist es, das folgende Theorem zu beweisen.

Theorem 2.5.5 (Existenz von Zerlegungen der Eins). Sei M eine Mannigfaltigkeit und
sei {UyYaen eine offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine abzihlbare Zerlegung
der Eins {1 }ien beziiglich der Uberdeckung {Uys}aea mit der Eigenschaft, dass suppi;
fir alle © € N kompakt ist. Falls wir die Kompaktheit der Trdager nicht fordern, kénnen
wir eine Zerleqgung der Eins {n, }aea beziiglich {Uy }aen finden mit suppn, C U, fir jedes
a €A

Wir beweisen zuerst zwei Lemmas.

Lemma 2.5.6. Sei X ein lokalkompakter, zweitabzdihlbarer Hausdorffraum. Dann existiert
eine Familie {G;}ien von offenen Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaften:

1. Gy ist fiir jedes i € N kompakt.
2. G; C Gigr.
8. X =U;en Gi

Beweis. Sei {U;};en eine Basis fiir die Topologie von X mit der Eigenschaft, dass U; fiir
alle i € N kompakt ist (siehe Proposition und ihren Beweis fiir die Existenz solcher
Basen). .

Wir setzen GGy = U; und definieren G; fiir ¢ > 2, rekursiv, wie folgt: Sei G = fl’; L Un
fiir ein j, € N. Da G, = Ufle U, und endliche Vereinigungen kompakter Mengen kompakt
sind, ist G kompakt. Damit ist diese Menge in einer endlichen Vereinigung der Mengen
aus {U;};en enthalten. Sei ji,; die kleinste natiirliche Zahl, sodass G C |J**! U,,. Wir

n=1
setzen '
Jk+1

Gk+1 = U Un
n=1

Die Familie {G, };en ist die gesuchte Familie. O

Lemma 2.5.7. FEs existiert eine nicht-negative glatte Funktion 7 auf R™ mit der Eigen-

schaft, dass T(x) =1 fir alle x € C1(0) und 7(x) = 0 fir alle x ¢ C5(0). Hier bezeichnet
C,(0) den offenen Kubus um 0 mit der Seitenldnge 2r.

Beweis. Betrachte die Funktion

e fallst >0

R—R t—
0 fallst <0

Wir definieren

f(t)

g:R—R t'_}f(t)—l—f(l—t)

und
h:R—=R  t—g(t+2)g(2—-1).

Die Funktion h ist glatt, nicht-negativ, konstant gleich 1 auf [—1,1] und verschwindet
aufierhalb von (—2,2). Die Funktion 7 := (hor!')---(h o ™) hat die in der Aussage
beschriebenen Eigenschaften. Hier bezeichnet r': R® — R, wie immer, die i-te standard-
Koordinatenfunktion. O
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Bemerkung 2.5.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit und p € M. Sei (V, ) eine zentrierte
Karte um p mit ¢(V') D C3(0). Sei 7 wie in Lemma und betrachte die Funktion

(g = TP JiraeV
b 0 firqg¢V.

Die Funktion 7, ist glatt: Wir zeigen, dass fiir alle ¢ € M eine offene Umgebung U, von
q existiert, sodass 7|y, glatt ist.

e Falls ¢ € V, wihlen wir U, := V. 7,|y, ist dann glatt, weil

-1 _ -1 _
Tplu, 09  =Topop =T

e Falls g € V! := M\ ¢~ !(C15(0)), withlen wir U, := V. Die Funktion 7|y, ist dann
konstant (gleich 0) und damit glatt.

Jetzt beweisen wir Theorem 2.5.5

Beweis von Theorem [2.5.8. Sei {G,}ien wie in Lemma Wir setzen Gy = . Fiir
p € M wihle o, € A, sodass p € U,,,. Sei i), die groBte natiirliche Zahl, sodass p € M\ G, .

Sei (V, ) eine um p zentrierte Karte mit V' C U,, N (G 42\ G;,) und p(V) D C5(0). Sei
7 wie in Lemma [2.5.7, Wie in Bemerkung definieren wir 7, € C*(M) durch

d) = {(TO@)(Q) fiirq eV

0 firqé¢V.

7, ist konstant gleich 1 auf einer Umgebung W), von p und ist kompakt getragen mit
supp7, C V C Uy, N (Gipg2 \ Gi,)-

Sei nun i > 1. Wir wihlen p1,...,p, € G; \ Gi_1 so, dass die Familie {Wp, hi<jcm,
wobei jedes W), wie oben konstruiert wird, eine Uberdeckung der kompakten Menge
G, \ G;_ ist. Fiir 1 < j < m bezeichnen wir mit Tp; die glatte Funktion, die ausgehend
von p; wie oben konstruiert wird. Durch die Wiederholung dieses Prozess fiir jedes ¢« € N
bekommen wir abzdhlbar viele Funktionen, die wir mit 7y, 7o,... bezeichnen.

Die Familie {supp 7; };en ist lokal endlich (Aufgabe) und fiir jedes i € N, existiert ein
a; € A mit supp1; C U,,. Wegen der lokalen Endlichkeit der Familie {supp 7; };en gilt fiir
jedes p € M, dass 7;(p) fiir fast alle i verschwindet. Damit ist die punktweise definierte
Summe T = ), 7; eine wohldefinierte Funktion mit T'(p) # 0 fiir alle p € M. Weiterhin
ist die Funktion T glatt, da sie (wegen der lokalen Endlichkeit von {supp 7;}icn) in einer
offenen Umgebung jedes Punktes von M durch eine endliche Summe der Funktionen 7;
gegeben ist. Wir setzen

T
(S T

Z¢¢(P) =1

fiir jedes p. Da supp 1; = supp 7;, ist {1 }sen eine Zerlegung der Eins beziiglich {U, }aen-
Nun konstruieren wir eine Zerlegung der Eins {1, }aca (also mit der selben Indexmenge
wie {Uy}taen). Sei {; }ien die gerade konstruierte Zerlegung der Eins und sei a € A. Wir

definieren
77& = Z 1/}1 .

1:supp ¥; CUq

Dann gilt
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Falls kein ¢ mit supp; C U, existiert, setzen wir 1, = 0. Wir definieren n == > 17,
punktweise und setzen
_ Tl

0
Die Familie {7 }aen ist eine Zerlegung der Eins beziiglich {U,}aea mit suppn, C U,.
Wir bemerken, dass man nicht gewéhrleisten kann, dass 7, kompakt getragen sind. [

N

Aufgabe 2.5.9. Beweisen Sie, dass die in dem Beweis von Theorem konstruierte
Familie {supp 7;} lokal endlich ist.

Wir werden das folgende Korollar aus Theorems héufiger benutzen.

Korollar 2.5.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U C M offen. Sei A C M abge-
schlossen mit A C U. Dann existiert eine glatte Funktion 1 mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

e 0 <n(p) <1 firallepe M,
e 7)(p) =1 fiir alle p € A und
e suppn C U.

Beweis. Wihle eine Zerlegung der Eins {n, 1/} beziiglich der offenen Uberdeckung {U, M \
A} mit suppn C U und suppy C M \ A. n ist die gesuchte Funktion. H

Aufgabe 2.5.11. In der Voraussetzung von Theorem [2.5.5] ersetzen Sie ,,Mannigfaltig-
keit “ mit ,, Mannigfaltigkeit mit Rand“ und beweisen Sie die neue Aussage.
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Kapitel 3

Das (Ko-)Tangentialbiindel und das
(Ko-)Differential

In der Analysis kann man zum Beispiel anhand des Satzes iiber die lokale Umkehrbarkeit
sehen, wie das Differential einer differenzierbare Abbildung fiir die Untersuchung der Ab-
bildung niitzlich sein kann. In diesem Kapitel verallgemeinern wir das Konzept des Diffe-
rentials auf differenzierbaren Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten. Dafiir bentigen
wir zuerst das Konzept des Tangentialraums an einem Punkt einer Mannigfaltigkeit. Der
Tangentialraum an einem Punkt kann als eine lineare Approximation der Mannigfaltigkeit
in der Néhe dieses Punkts interpretiert werden. Das Differential einer differenzierbaren
Abbildung wird dann als eine lineare Abbildung zwischen den Tangentialraumen definiert.

3.1 Der Tangential- und Kotangentialraum

Sei x € R™ und U eine offene Umgebung von z. Sei f: U — R eine differenzierbare
Funktion. Die Funktion f kann in unterschiedliche Richtungen abgeleitet werden. Auf
diese Weise ergibt jede ,, Richtung am Punkt x“ einen Operator zwischen dem Raum der
Funktionen, die in einer Umgebung von x definiert sind, und R. Der Raum solcher ,, Rich-
tungsableitungsoperatoren® ist ein n-dimensionaler Vektorraum, den wir als der Tange-
tialraum von R™ am Punkt x bezeichnen. Da Mannigfaltigkeiten lokal wie R™ aussehen,
konnen wir erwarten, dass wir den Begriff der Richtungsableitung und Tangentialraum
fiir Mannigfaltigkeiten verallgemeinern kénnen.
Im Folgenden sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p € M. Wir setzen

k ff. b -y ik
Cy(M)={f:U—R|U C M ist eine offene Umgebung von p, f ist C"}.
Betrachte die Aquivalenzrelation auf CF(M) definiert durch

f~g <= fund g stimmen in einer Umgebung von p iiberein.

Definition 3.1.1. Der Raum @ heifit der Raum der Funktionskeime der Klasse C*
am Punkt p. Er wird mit GC¥(M) bezeichnet. Die Aquivalenzklasse [f] € GC%(M) einer

Funktion f € C¥(M) heiBt der Keim der Funktion f an Punkt p.

Bemerkung 3.1.2. In der Literatur wird der Raum GCF(M) héufiger mit CJ;(M) be-
zeichnet.
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Bemerkung 3.1.3. Wir haben eine Kette von Inklusionen
1 2 o0
C,(M)>C,(M)D---DCF(M)
und damit eine Kette von Inklusionen
1 2 o0
GC,(M) D GC,(M) D --- D GCF(M).

Bemerkung 3.1.4. Sei k € N. Sei [f] € GCF(M) mit einem Représentanten f: U — R.
Fiir A € R definieren wir

AlfT = [Af]
Sei weiterhin [g] € GCF(M) mit einem Repréisentant g: V' — R. Wir definieren [f] 4 [g]

als den Keim der Funktion

Unv—=R g~ f(q) +9(q)

am Punkt p, die wir mit f+g¢ bezeichnen. Dieser Keim héingt nur von den Aquivalenzklassen
[f] und [g] ab und nicht von den gew&hlten Représentanten f und g. Weiterhin definieren
wir [f][g] als der Keim der Funktion

Unv =R g~ f(q)g(q),

die wir mit fg bezeichnen und die wieder nur von der Aquivalenzklassen [f] und [g]
abhéingt. Versehen mit diesen Operationen ist die Menge GC¥(M) eine Algebra.

Bemerkung 3.1.5. Seien [f],[g] € GC,?(M). Falls [f] = [g], dann gilt offensichtlich
f(p) = g(p). Die Abbildung

GCi(M) =R [fl~ f(p)
ist also wohldefiniert.

Bemerkung 3.1.6. Falls es aus dem Kontext klar ist, mit welcher Mannigfaltigkeit wir
arbeiten, schreiben wir G’; statt GC]‘;€ (M). Im Folgenden werden wir uns hauptsichlich
mit G° beschéftigen.

Definition 3.1.7. Sei v: (a,b) — M eine C''-Kurve mit ~y(to) = p fiir ein ¢y € (a,b). Die
Abbildung
d(f o)

@ o
heifit ein Tangentialvektor am Punkt p. Zuséatzlich nennen wir X den Tangentialvektor an
der Kurve v an der Stelle t.

X:Gry =R [f] —

Bemerkung 3.1.8.

e Tangentialvektoren an Punkten von C*-Mannigfaltigkeiten werden ganz analog de-
finiert. Dafiir ersetzt man in Definition den Raum G;O mit G’; .

° d({l—j’) |lt=t,, in der Situation von , héngt nicht von Wahl eines Repréisentanten der
Aquivalenzklasse [f] ab, da alle Reprisentanten in einer Umgebung von p = ~(to)
iibereinstimmen.
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e Zwei unterschiedliche Kurven kénnen denselben Tangentialvektor induzieren. Das
passiert z. B. wenn zwei Kurven v;: (a,b) — M und 72: (a,b) — M in einer Umge-
bung eines ty € (a, b) iibereinstimmen. Die Tangentialvektoren an 7; und 7, an der
Stelle ty stimmen dann {iberein.

Bemerkung 3.1.9. Wir benutzen die Notation von Definition|3.1.7. Die Kurve ~y definiert
auch eine Abbildung
d(f o)

dt ’t:tov

deren Einschrinkung auf G;° C G}D mit X iibereinstimmt. Wir bezeichnen die hier de-
finierte Abbildung auch mit X. Auf diese Weise wirken Tangentialvektoren an glatte
Mannigfaltigkeiten auf Keime von C'-Funktionen.

G,—=R  [fl~

Aufgabe 3.1.10. Finden Sie zwei C'-Kurven 71, 72: (—¢,¢) — R?, die nur an der Stelle
0 € (—¢,€) iibereinstimmen und denselben Tangentialvektor an der Stelle 0 besitzen.

Definition 3.1.11. Die Menge der Tangentialvektoren an einem Punkt p € M heifit der
Tangentialraum von M am Punkt p und wird mit 7,,M bezeichnet.

Beispiel 3.1.12. Sei (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen {z!,... x"}.
Sei p € U. Wir setzen xg := ¢(p) und definieren

Yii (—e,€) = Mt oz + tey)

fiir ein hinreichend kleines €. Hier bezeichnet e¢; € R™ den i-ten Standardbasisvektor. Wir

bezeichnen den Tangentialvektor von 7; an der Stelle 0 mit % »- Bs gilt
0 d(f o)
apiell= =g l=o
! (f o™ )(@o +tei) — (f o 97 1)(20)
= lim
t—0 t
o(fop™)
N ort (o)
Der Tangentialvektor % p» leitet Funktionen, die in einer Umgebung von p definiert sind,

in die i-te Koordinatenrichtung ab. In dieser Weise induziert jede Karte (U, ) einer n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit n Tangentialvektoren an jedem Punkt p € U. Diese Tan-
gentialvektoren sind natiirlich von der Wahl der Karte abhéingig. Wir berechnen zusétzlich

0 in A7 o) (M op)op™) e
oz p([2']) = T(%) = O (o) Oy (z0) = 07,

y_{lmmﬁq

wobei

! 0 sonst

das sogenannte Kronecker-Delta ist.

Beispiel 3.1.13. Wir betrachten nun einen Spezialfall des vorherigen Beispiels. Fiir
M = R" betrachten wir die Identitétskarte (R", idgn ). Die i-te Koordinatenfunktion dieser
Karte ist 7° 0 idge = 7* und wir haben

Dt = 22 ) ) = ),

Der Tangentialvektor %|p ist also nichts anderes als die i-te Richtungsableitung.
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Bemerkung 3.1.14. Ein Tangentialvektor X € T, M hat die folgende Eigenschaften:
e X: G,° — Rist linear.

o X([f1lg]) = ()X ([f]) + f(p)X([g]) fiir alle [f],[g] € GF*.

In der Tat: Wihle eine Kurve v: (a,b) — M, sodass X der Tangentialvektor an v an einer
Stelle ty € (a,b) ist. Wegen Linearitét der Ableitung gilt fiir alle A € R und [f], [g] € G}°

X+l = WD e Ao X () + (1.
Zusétzlich gilt wegen der Produktregel
x(ifen = W9, AW e)onl)

(g 07) () X([f]) + (f o 7)(t0) X([9]) = g(p) X([f]) + f(p) X (lg])-

Wegen Bemerkung wissen wir, dass fiir p € M der Tangentialraum T,M eine
Teilmenge von L(G}°;R) ist. Das bedeutet, dass wir Tangentialvektoren addieren oder
mit einer reellen Zahl multiplizieren kénnen. In der folgenden Proposition zeigen wir u. a.,
dass das Ergebnis solcher Operationen wieder ein Tangentialvektor ist. Das impliziert,
dass T, M ein Untervektorraum von L(G5%; R) und insbesondere ein Vektorraum ist.

Proposition 3.1.15. Seip € M und sei (U, @) eine Karte um p mit Koordinatenfunktio-
nen {z',...,a"}. Seien {52x|p. ..., 5% |p} die induzierten Tangentialvektoren (siche Bei-

spicl F1.13).
1. Fiir jedes X € T,M exzistieren {&*,...,&"}, sodass X =Y, &2

Ox? |P*
2. Fir jedes X € T,M gilt X =3, X([2"]) 22|,
3. Jede beliebige Linearkombination der Tangentialvektoren {32|,,..., 52|y} ist ein
Tangentialvektor am Punkt p.
4. Die Familie der Tangentialvektoren {5 |,, ..., 52 |p} ist linear unabhingig.

Beweis. Wir setzen g := ¢(p).

1. Fiir X € T,M wéhlen wir eine Kurve v: (a,b) — M, sodass X der Tangentialvektor
an v an einer Stelle t, € (a,b) ist. O. B.d. A. kénnen wir annehmen, dass ([a, b]) C U
(sonst kénnen wir das Intervall kleiner machen). Wir setzen 7* := 1% o (p o). Also
~* ist die i-te Komponente der Kurve ¢ o . Es gilt

d(foy), _d(fop ) o(pon)

df)/i O(fo 90_1
at li=to = q P Z —( )(ZB()).

L qt T g

7

X([f1) =

Wir setzen & = dd—f|t:t0. Dann gilt

O(fopt . 0
x(f) = eV gy = S e 1)
Die Behauptung folgt.
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2. Nach dem ersten Teil der Proposition existieren &', ..., £", sodass X = ", g2

Es gilt
ZfaxJp () 2553

3. Sei Y, (* 8‘; » eine beliebige Linearkombination der {%\p, ce (%n
¢ = (¢!, -+ ,¢"). Fiir ein hinreichend kleines € betrachte die Kurve

Oxt 1P

l,}. Wir setzen

v: (—€,€) = M t e o (2o + t0).

Eine Berechnung wie im Beweis der ersten Teil der Aussage zeigt, dass ), ¢t
der Tangentialvektor an v an der Stelle 0 ist.

4. Sei >, ' |y

Ozt IP

=0 fiir * € R. Dann gilt
7= S ) =

Das zeigt, dass die Familie {%|p, e

, 52 |»} linear unabhéingig ist.

]

Korollar 3.1.16. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei p € M. Dann ist
T,M ein n-dimensionaler Vektorraum.

Bemerkung 3.1.17. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei p € M. Es folgt
aus Proposition , dass wir aus jeder Karte (U, o) fiir M mit Koordinatenfunktionen
{z',...,2"} und p € U eine Basis {%h,, e %b} von T, M erhalten. Diese Basis héngt
natiirlich von Wahl der Karte ab. Sie erlaubt uns 7,,M, in einer nicht-kanonischen Weise,
mit R™ zu identifizieren.

Definition 3.1.18. Sei k € NU {oco}. Eine Derivation der Algebra Gi° ist eine lineare
Abbildung D: G — R mit

D([f1lg]) = g(p) D([f]) + f(p)D([g])-

Bemerkung 3.1.19. Die Menge der Derivationen von G° ist ein Untervektorraum des
Vektorraums L(G5°; R). Wegen Bemerkung [3.1.14)ist T, M ein Untervektorraum der Vek-
torraum der Derivationen von G;°. Wir werden sehen, dass T,M mit der Menge der
Derivationen von G;° iibereinstimmt. Aus diesem Grund definieren manche Quellen T),M
als den Raum der Derivationen von G;°.

Aufgabe 3.1.20. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei p € M.

1. Sei k € NU {oo}. Fiir A € R bezeichnen wir mit ¢, die konstante Funktion mit
cx(q) = Afiir all ¢ € M. Sei D eine Derivation von GF. Zeigen Sie, dass D([c,]) = 0.
(Hinweis: Betrachten Sie erst den Fall A = 1.)

2. Sei k € NU{oo}. Seien [f], [g] € G¥ Funktionenkeime, die am Punkt p verschwinden,
und sei D eine Derivation von GY. Zeigen Sie, dass D([f][g]) = 0.

3. Zeigen Sie, dass der Raum der Derivationen von G,° n-dimensional ist und folgern
Sie daraus, dass T,M mit dem Raum der Derivationen von G)° iibereinstimmt.

(Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe [1.2.24])
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4. Sei k € N. Finden Sie heraus, warum Ihr Beweis der vorherigen Teilaufgabe nicht
benutzt werden kann, um zu zeigen, dass der Raum der Derivationen von G’; n-
dimensional ist.

Beispiel 3.1.21.

e Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Fiir alle v € V' gibt es einen kanoni-
schen Isomorphismus zwischen V und T,V. Fiir w € V betrachte die Kurve

Y T U+ tw.

Die Abbildung
®,: VT,V w— Xy

ist ein Isomorphismus: Da V' und T,V n-dimensional sind, reicht es zu zeigen, dass
®, injektiv ist. Fiir w € V ungleich 0 wihlen wir ein Funktional a: V' — R mit
a(w) = 1. Die Funktion « ist glatt, da sie linear ist. Nach Definition ist

d(a o)

=1
dt =0

Xu([a]) =
Die letzte Gleichheit gilt, da
(vo)(t) = a(v+tw) = a(v) + ta(w) = a(v) + t.
Das zeigt, dass @, injektiv und damit ein Isomorphismus ist.

e Jetzt betrachten wir den Spezialfall V' = R”. Fiir v € R" erhalten wir wie oben
einen kanonischen Isomorphismus ®,: R" — T,R". Sei ¢; € R" der i-te Standard-
basisvektor. Fiir [f] € GCP(R"), gilt

(@ufe)) ([f]) =t I IO O O 1)

t—0 t - ort

0
ort

Also wird e; durch ®, mit der i-ten Richtungsableitung - |, identifiziert.

Beispiel 3.1.22. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und U C M offen. Sei
p € U. Die Einschrankungsabbildung

res: G°(M) — G*(U) [f: V=R = |[fluvnv]
ist ein Isomorphismus von Algebren (warum?). Die Abbildung
LU —=T,M X ([f] = X(res([f])))

ist ein (kanonischer) Isomorphismus: Sie ist offensichtlich injektiv und die Dimensionen
von T,U und T,M sind gleich. Man kann diese Abbildung auch geometrisch definieren:
Eine C'-Kurve v : (a,b) — M mit y(ty) = p ist gleichzeitig eine C'-Kurve in M, die wir
mit vy, bezeichnen. Der obige Isomorphismus bildet den Tangentialvektor von ~y an t
auf den Tangentialvektor von 7y, an ¢y ab. Wir werden ab jetzt die Tangentialrdume von
Mannigfaltigkeiten und ihren offenen Teilmengen identifizieren.

Bemerkung 3.1.23. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p € M. Sei X € T,M. Ab jetzt
schreiben wir X (f) statt X ([f]) fiir f € C5°(M).
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Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p € M. Seien (U, ) und (V,v) Karten fiir
M mit Koordinatenfunktionen {z!,... 2"} bzw. {y',...,4"} mit p € U N V. Seien
{5 lp s 52 ]p} bzw. { 82 lpy - - s 83n |} die induzierten Tangentialvektoren wie im Bei-
spiel 3.1.12] Jedes X € T, M ist dann eine Linearkombination ), , mit & = X (2).
Andererselts ist X =), CZ p mit ¢ = X (y"). Wir konnen die Zahlen {¢"H<i<n durch
eine Basiswechselmatrix und die Zahlen {{'}i<i<, bestimmen. Die Basiswechselmatrix
wird in der folgenden Proposition bestimmt.

Proposition 3.1.24. Wir benutzen die Notation von oben. Wir setzen
idg,y =1 0™ ownr)

und bezeichnen mit ((D id%w)w(p)); die ij-te Komponente der Jacobimatriz von idy ., am
Punkt o(p). Dann gilt

¢'= Z ((Didwb)so(p)); ¢

1<j<n

Beweis. Es gilt

=Y ol = ¥ e )

1<i<n 1<i<n
A(rto oot O(r* oidy.y)
e J — J_~ v/ X
I;nf o ) (o(p) I;né o (o)
. O(rtoi . %
Die Behauptung folgt, da %(gp(p)) = ((D 1d%w)<p(p))j. ]
Bemerkung 3.1.25. Proposition |3.1.24] besagt, dass
¢! '3
D = Didew)erm | 1]
¢" "

wobei wir mit etwas Notationsmissbrauch die Jacobimatrix von id, , mit Did, , bezeich-
nen. Analog erhalten wir mittels id;iﬁ =po ¢_1|w(UmV)

¢ ¢t

;| = (Did,, w)so(p) :

" ¢"
Mlt anderen Worten: Die Basiswechselmatrix zwischen den Basen {32 |,, ..., 52 |»} und
{2 By tlps - - - |p} ist die Jacobimatrix der Kartenwechselabbildung ¢ o ¢! an der Stelle

©(p)-

Definition 3.1.26. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p € M. Der Kotangentialraum
von M am Punkt p ist der Dualraum von 7, M und wird mit 77 M bezeichnet. Elemente
von T M heilen Kotangentialvektoren.

Bemerkung 3.1.27. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p € M. Sei (U, ¢) eine Karte mit
Koordinatenfunktionen {z', ..., 2"} mit p € U. Wir bezeichnen mit {d'|,,...,dz"|,} C

T:M die zu {5 |, ..., 5% |,} C T,M duale Basis. Es gilt also nach Definition
i (9 i
dz |p(%|p) = 5j' (*)
Jedes w € T M ist eine Linearkombination >, &da’|,. Wegen () gilt & = w(2|,).
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Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p € M. Seien (U, ) und (V,v) Karten fiir M
mit Koordinatenfunktionen {z!,... 2"} bzw. {y',...,4"} und mit p € U N V. Sei-
en {dz'|,,... ,dx"|p} bzw. {dy'|,,...,dy"|,} die induzierten Kotangentialvektoren wie
in Bemerkung |3 . Jedes w € Ty M ist dann eine Linearkombination ), §;da’|, mit
& = w(zH ). Andererselts ist w = Z Gidy'], mit ¢ = w(—| ). Um das Tupel ((1, ..., )
mithilfe des Tupels ({1, ...,&,) zu berechnen, benétigen wir die Basiswechselmatrix zwi-
schen den Basen {dxl\, ...,da"|,} und {dy1|p7 ...,dy"[,}. Aus Lineare Algebra, und we-
gen Proposition wissen wir, dass die transpomerte Matrix zu (Didy,),., die
gesuchte Basmwec se matrlx ist, wobei wir hier die Notation von Proposition 4] be-
nutzen. In der folgenden Proposition geben wir eine direkte Herleitung dieser Tatsache.

Proposition 3.1.28. Wir benutzen die Notation von oben. Wir setzen
iy =19 o SO_1|90(UWV)

und bezeichnen mit ((D id‘pﬂp)w(p)); die ij-te Komponente der Jacobimatriz von id, im

Punkt o(p). Dann gilt
(- 3 (i)

1<j<n

Beweis. Es gilt

Gi = &da|p(55p)
1g<:n ' 8
) ko ‘ Y
= 1<zi<:n fjdx”p(lggn ((D ld@ w) ) a$k| ) 1<zjgn ((D 1d¢7¢)¢(1p)>i gj.

]

3.2 Das Differential einer differenzierbaren Abbildung

Das Differential einer differenzierbaren Abbildung wird nun als eine lineare Abbildung
zwischen Tangentialriumen definiert.

Definition 3.2.1. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei £': M — N eine C'*-Abbildung.
Sei p € M. Das Differential von F im Punkt p ist die Abbildung

(DF)p: T,M — Ty N,

die wie folgt definiert wird: Fiir z € T, M wéhlen wir eine C'-Kurve v: (a,b) — M, sodass
X der Tangentialvektor an v an der Stelle ty € (a,b) ist. Wir definieren (DF'), als den
Tangentialvektor an die Kurve

Fo~:(a,b)—> N

an der Stelle .

Es ist vielleicht auf den ersten Blick nicht klar, ob (DF'),(X) in Definition von
Wahl der Kurve 7 unabhéngig ist. Das folgende Lemma beweist diese Unabhéngigkeit.

51



Lemma 3.2.2. Scien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei F': M — N eine C*-Abbildung.
Seip € M und X € T,M. Seiv: (a,b) — M eine C*-Kurve, sodass X der Tangential-
vektor an vy an der Stelle ty € (a,b) ist. Wir definieren Y € Tp) N durch

d(fo(Fo 7))‘
dt t=tor

Dann gilt Y(f) = X(f o F). Insbesondere ist (DF),(X) in Definition von Wahl der
Kurve v unabhdingig.

Beweis. Fiir [f] € GO, (N) gilt

d(fo(Fo9))

GCrip(N) = R [f] —

_d((foF)on)

dt =ty = dt li=to = X(f 0 F).
Wir bemerken, dass die Abbildung foF in einer offenen Umgebung von v(¢y) wohldefiniert
ist und benutzen hier die Beobachtung von Bemerkung|3.1.9 [

Das Lemma [3.2.2] gibt uns eine kurvenfreie Definition des Differntials: Sei F' wie in
Definition [3.2.1} Fiir X € T,M und [f] € GCF,, (N) gilt

(DE),(X)([f]) = X(f o F).

Mithilfe dieser Beschreibung des Differentials siecht man sofort dessen Linearitét.

Korollar 3.2.3. Sei I’ wie in Definition [3.2.1} Das Differential von F' an p € M ist eine
lineare Abbildung.

Bemerkung 3.2.4. Wir schreiben héufiger (F}), statt (DF), fiir das Differential einer
differenzierbaren Abbildung in einem Punkt p.

Beispiel 3.2.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U C M offen. Wir bezeichnen mit
¢ die Inklusionsabbildung U — M. Fir p € U stimmt (ty),: T,U — T,M mit dem in
Beispiel |3.1.22] diskutierten Isomorphismus zwischen T,,U und T,M iiberein.

Seien M und N m- bzw. n-dimensionale Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine
glatte Abbildung. Sei p € M. Seien (U, ¢) und (V,¢) Karten um p und F(p) fir M bzw. N

mit Koordinatenfunktionen {z',..., 2™} und {%!,...,3"}. In der folgenden Proposition
bestimmen wir die darstellende Matrix von (Fy),: T,M — Tr@) N beziiglich der Basen
{%’p, ey %im‘p} und {aiyl‘F(;D)a ceey &;%‘F(p)} von TpM bZW. TF(p)N.

Proposition 3.2.6. Wir benutzen die obige Notation. Wir setzen Fyy = o F'o ot
und bezeichnen mit ((DF%w)(p(p)); die ij-te Komponente der Jacobimatriz von F,, am

Punkt p. Fir X =Y, 65%1, gilt
i 0
(F)p(X) = Z ((DFWZJ)w(p))k fka_yi‘F(P)'
ik

Mit anderen Worten: (Fy),(X) =", i(’)(zi F(p) mit

¢! ¢!

| =DFow)erm | 5]

¢" "

wobei wir mit etwas Notationsmissbrauch die Jacobimatriz von F, , mit DF,, , bezeichnen.
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Beweis. Die Aussage kann analog zu Proposition |3.1.24|bewiesen werden (Aufgabe). [

Aufgabe 3.2.7. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei v: (a,b) — M eine C'-Kurve.
Wir bezeichnen mit r := r! die Standardkoordinatenfunktion auf R. Zeigen Sie, dass der
Tangentialvektor an v an der Stelle ¢y mit (7.)s(2|s) libereinstimmt. Wir bezeichnen
manchmal Tangentialvektoren zur Kurven an einer Stelle ¢y mit 4(%).

Aufgabe 3.2.8. Seien V' und W endlich-dimensionale R-Vektorrdume und U C V offen.
Sei : U — W eine glatte Abbildung. Zeigen Sie, dass fiir p € U das Diagramm

TpU L T W

F |=

% (DF)p W

kommutiert. Hier bezeichnet (F}), das in Definition eingefiihrte Differential von F
an der Stelle p und (DF), das in Definition cingefiihrte (klassische) Differential.
Weiterhin ist die linke vertikale Abbildung die Verkettung

TU=T,V =V

der kanonischen Isomorphismen, die in Beispiel 3.1.21| und Beispiel [3.1.22] diskutiert wur-
den und die rechte vertikale Abbildung der Isomorphismus aus Beispiel |3.1.21]

Beispiel 3.2.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit, p € M und sei f eine glatte Funktion, die
auf einer offenen Umgebung von p definiert ist. Wir bezeichnen mit r := r! die Standard-
koordinatenfunktion auf R. Fiir x € R ist jedes Y € T,R ein Vielfaches von %LE. Fiir
jedes X € T,M gibt es also eine Zahl (df),(X), sodass (f.),(X) = (df),(X)Z|s()- Die
Abbildung

(df)p: T,M — R X = (df)p(X)

ist linear und damit ein Kotangentialvektor an p. Fiir x € T, M gilt
(df)p(X) = ((£)p(X)) (r) = X(ro f) = X(f).
Sei nun (U, ¢) eine Karte um p mit Koordinatenfunktionen {x!,... z"}. Es gilt

(@) = Yol = 3 o ()

)

Definition 3.2.10. Wir benutzen die Notation von[3.2.11| Der Kotangentialvektor (df), €
Ty M heilt das totale Differential von f in p.

Beispiel 3.2.11. Sei M eine Mannigfaltigkeit und p € M. Sei (U, ) eine Karte fiir M
mit Koordinatenfunktionen {z!, ..., z"}. Fiir das totale Differential von z* gilt:

i 9 0 i i
(dz )p(@ p) = %Lp(x ) = 53'-

Das bedeutet, dass die Kotangentialvektoren (dz‘), mit den in Bemerkung ein-
gefiihrten Kotangentialvektoren (dz?)|, iibereinstimmen.

Definition 3.2.12. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei F': M — N eine C''-Abbildung.
Sei p € M. Das Kodifferential von F im Punkt F(p) ist die duale Abbildung zu (F}),:

(F)r@) = ((F)p)" TpyN = TyM - wir (X = w((£2)p(X)) -
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Aufgabe 3.2.13. Seien M und N m- bzw. n-dimensionale Mannigfaltigkeiten und sei
F: M — N eine glatte Abbildung. Sei p € M. Seien (U, ) und (V,1) Karten um p
und F(p) fiir M bzw. N mit Koordinatenfunktionen {z',...,2™} und {y',...,y"}. Wir

setzen Fl,, =1 o F o p~! und bezeichnen mit ((DF%w)SD(p)); die ij-te Komponente der
Jacobimatrix von F,,, im Punkt p. Zeigen Sie, dass fiir w = Y, &dy' | pp) € Tr N

F(p)
F(p Z Czdx
mit
G &1
. t .
N ((DF%w)@(p)) :
Cn &n
wobei wir mit A’ die transponierte Matrix einer Matrix A bezeichnen.

Proposition 3.2.14. Seien M, N und P Mannigfaltigkeiten und seien F': M — N und
G: N — P glatte Abbildungen. Sei p € M. Dann gilt

(GoF))p = (Go)rp) o (F)p
und
(G o F))awre) = (F)re © (GM)are):-
Beweis. Fir X € T,M gilt

(G o F).)p(X)) (f) = X(fo(GoF)) = X((folG)oF) =

(F)p(X)) (f 0 G) = (G p) (F)p(X))) (f)-
Andererseits gilt fiir w € T¢ g, P und X € T,M

(G o F))are) (@) (X) = w((G o F).)p(X)) = w((Ga) pep) (FL)p(X))) =

(G r) (@) (F)p(X)) = (F)p) (G2 rp (@) (X) = ((F)r) © (Gawren (@) (X)
0

Da fiir jede Mannigfaltigkeit M das Differential der Identitédtsabbildung id,,: M — M
in jedem Punkt p € M die Identitatsabbildung von 7),M ist, erhalten wir das folgende

Korollar aus Proposition [3.2.14]

Korollar 3.2.15. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N ein Diffeomor-
phismus. Dann ist fiir jedes p € M das Differential (F\), im Punkt p invertierbar mit der
Inversen (F ') p().

Die folgende Proposition beschreibt eine wichtige Beziehung zwischen dem Kodifferen-
tial und dem totalen Differential. In der Sprache der Kategorientheorie besagt sie, dass
das totale Differential natiirlich ist.

Proposition 3.2.16. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Sei F: M —
N eine glatte Abbildung und p € M. Sei f eine glatte Funktion, die auf einer offenen
Umgebung von F(p) definiert ist. Es gilt

(F)re) ((df ) rp)) = (d(f o F))p.
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Beweis. Sei X € T,M. Es gilt

(F")pp) ((A) £p) ) (X) = (df) piy (F)p(X) = (F)p(X)(f) = X (fo F) = (d(fo F))p(X).

Die Behauptung folgt. m

Die folgende Proposition ist ein Korollar des Satzes iiber die lokale Umkehrbarkeit

(Theorem [1.2.14)).

Proposition 3.2.17. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und p € M. Sei F: M —
N eine glatte Abbildung, sodass (Fy)p: T,M — TpgyN ein Isomorphismus ist. Dann
existiert eine offene Umgebung U von p, sodass F(U) C N offen und Fly: U — F(U)
ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Da (F.), ein Isomorphismus ist, sind die Dimensionen von M und N gleich
und werden hier mit n bezeichnet. Seien (V, ¢) und (W,) Karten um p bzw. F(p) mit
Koordinatenfunktionen {z', ..., 2"} bzw. {y',...,y"}. Die Jacobimatrix der Abbildung

Fop=1voFop™ i R" > p(VNF (W) = v(WnF(V)) C R

an der Stelle ¢(p) ist die darstellende Matrix von (F}), beziiglich der Basen {72, .. ., 5% [}
und {%|F(p), ce c‘);%lF(P)}' Dabher ist das Differential von F, , in ¢(p) invertierbar. Nach

Theorem existiert eine Umgebung U C o(V N F~Y(W)) von ¢(p), sodass pr(lN])
offen und F, 4|5 : U — F%w(fj ) ein Diffeomorphismus ist. Wir definieren U = ¢~ 1(U).
Die Menge B

FU) =9 o Fpyop(U) = ¢~ (F,u(U))
ist als Urbild der offenen Menge F%w(fj ) unter der stetigen Abbildung ¢ offen. Da die
Kartenabbildungen ¢ und ¢ Diffeomorphismen sind (siche Beispiel , ist

F‘U :w—l OF¢7¢OQO|UZ U— F(U)
ein Diffeomorphismus. n

Aufgabe 3.2.18. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Wir bezeichnen mit 7wy, : M x N —
M und ny: M x N — N die Projektionsabbildungen auf M bzw. N. Sei p € M und
q € N. Zeigen Sie, dass

T(p,q)(M x N) = T,M & TyN X = (((mar))p(X), (7)) (X))
ein Isomorphismus ist.

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und p € M. Sei {x!,... 2"} eine Familie
glatter Funktionen, die auf einer offenen Umgebung von p definiert sind. Wann sind die
Funktionen z!, ..., 2" die Koordinatenfunktionen einer Karte fiir M ? Beispiel und
Proposition beantworten diese Frage. Proposition ist eine weitere Folgerung
des Satzes iiber die lokale Umkehrbarkeit (Theorem . Zunéchst aber folgende

Definition 3.2.19. Sei M eine Mannigfaltigkeit und p € M. Eine Familie {z!,... 27}
von glatten Funktionen, die in einer offenen Umgebung von p definiert sind, heifit eine
unabhingige Familie an der Stelle p, falls die Familie {(dz'),, ..., (d27),} C T M linear
unabhéngig ist.
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Beispiel 3.2.20. Sei M eine Mannigfaltigkeit und p € M. Sei (U, ) eine Karte fiir M
mit Koordinatenfunktionen {z!,...,2"}. Das totale Differential von z* in p ist nichts an-
deres als da’|, (siehe Beispiel [3.2.11). Die Familie {dz'|,,...,dz"[,} ist eine Basis von
Ty M und insbesondere linear unabhéngig. Das bedeutet, dass die Familie der Koordina-
tenfunktionen eine unabhéngige Familie an der Stelle p ist.

Proposition 3.2.21. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei {x', ... a"}
eine unabhdngige Familie von Funktionen in einem Punkt p € M. Dann sind die Funk-
tionen ', ..., a" die Koordinatenfunktionen einer Karte um p.

Beweis. Sei V eine offene Umgebung von p, auf der die Funktionen z!,..., 2" definiert
sind. Betrachte die glatte Abbildung

p: Vi—=R" g~ (z'(q),...,2"(q)).

Wenn wir zeigen konnen, dass eine offene Umgebung U von p existiert, sodass ¢(U)
offen und ¢|y: U — ¢(U) ein Diffeomorphismus ist, dann folgt, dass (U, ¢|y) eine Kar-
te um p ist, deren Koordinatenfunktionen nach Konstruktion die Funktionen zt,..., 2"
sind (siche Beispiel [2.4.17). Wegen Proposition reicht es zu zeigen, dass (¢.), ein
Isomorphismus ist. Diese Aussage ist dquivalent zu der Aussage, dass das Kodifferential
(@ )p: T3y R™ = T M ein Isomorphismus ist. Es gilt

(")p((dr) ) = (d(r' 0 9)), = (da’),.

Die Basis {(dr!)y@)s-- -, (dr™) e} C T;R" wird auf die Basis {(dat),, ..., (dz"™),} C

T M abgebildet. Die Behauptung folgt. m

3.3 Tangential- und Kotangentialbiindel

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass wir auf eine natiirliche Weise eine Mannig-
faltigkeitsstruktur auf der Vereinigung aller (Ko-) Tangentialrdume definieren kénnen. Die
resultierende Mannigfaltigkeit heifit das (Ko-)Tangentialbiindel und erlaubt uns klassische
Begriffe wie (glatte) Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten zu verallgemeinern.

Sei (M, F) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir setzen

T™M=||T,M TM=|]|T;M

peM peEM

Betrachte die ,,Projektionsabbildungen “

ey TM — M TpM9X|—>p

und

T T°M — M T;M9wl—>p.
Sei (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen {z?,... z"}. Wie wir schon ge-
sehen haben, konnen wir fiir jedes p € U, mithilfe der Basis {%b, ce a%|p}, den Tan-

gentialraum 7, M mit R™ identifizieren. Explizit:

T,M —R" X (da'],(X),...,d2"[,(X)).
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Die inverse Abbildung ist gegeben durch
0

axi |p'

R* = T,M (&)Y ¢

Wir benutzen diese Isomorphismen fiir jedes p € U, um eine Bijektion zwischen 757,(U)
und p(U) x R® C R*" zu konstruieren:

5 ik (U) = o(U) x B T,M 3 X = (p(p), de'],(X),.., da"],(X)).

Mithilfe solcher Bijektionen und dem Ergebnis von Aufgabe konnen wir eine To-
pologie auf T, M einfithren: Die Familie

Bry = {95_1(V)|(U, )€ F,V Co(U) x R" ist offen}

von Teilmengen von T'M erfiillt die Voraussetzungen aus Aufgabe und ist damit
die Basis einer eindeutigen Topologie auf T'M (Aufgabe), mit der wir T'M versehen.
Die Bijektionen ¢ sind dann tautologischerweise Homéomorphismen. Der Raum 7'M ist
also ein lokal euklidischer Raum der Dimension 2n. Er ist dariiber hinaus Hausdorff und
zweitabzahlbar.

Aufgabe 3.3.1.

1. Zeigen Sie, dass T'M Hausdorff ist.

2. Benutzen Sie die Zweitabzahlbarkeit von M, um zu zeigen, dass M einen abzihlbaren
Atlas besitzt.

3. Zeigen Sie, dass T'M zweitabzéhlbar ist.

T'M ist also eine 2n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Die Familie

Fo=A{(mry(U), (U, 9) € F}

ist ein Atlas. In der Tat: Fiir jedes X € T,M finden wir eine Karte (U, ¢) € F um p. Dann
gilt X € 753,(U). Zusitzlich ist die Kartenwechselabbildung 1 o $~! zwischen Karten

(m7a,(U), @) und (773,(V),9), die durch Karten (U, ) bzw. (V,1) induziert werden,
gegeben durch

Brra(U) Nwpa (V) = b (U) N g, (V)
(2,6 &) = (o™ (@), Y ((Didgw)a); &,y D (Didpy)a)] &),

1<j<n 1<j<n

wobei wir die Notation und das Ergebnis aus Proposition benutzen. 1 o G~! ist
glatt, da die Abbildung 1 o o' =id,, glatt ist und (damit) ihre Jacobimatrix glatt von
x abhéngt. Ab jetzt versehen wir TM mit der eindeutigen differenzierbaren Struktur, die
den Atlas Fy enthélt.

Definition 3.3.2. Der Raum 7'M, versehen mit der obigen Topologie und differenzier-
baren Struktur, heifit das Tangentialbiindel von M.

Proposition 3.3.3. Die Projketionsabbildung wra: TM — M ist glatt.
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Beweis. Sei (U, ) eine Karte fiir M und (77.1,(U), $) die induzierte Karte auf TM. Die
Abbildung

pomry o @ = p{U)xR" = )
ist gegeben durch (z,&',...,£") — z und ist damit glatt. Damit ist die Einschrinkung
von 7ry auf w1 (U) glatt. Die Behauptung folgt. ]

Bemerkung 3.3.4. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine
glatte Abbildung. Wir definieren

F.:TM TN  T,M>X — (F,),(X).

Diese Abbildung ist glatt (warum?).

Bemerkung 3.3.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U C M offen. Im Beispiel [3.1.22]
haben wir gesehen, dass fiir alle p € U die Tangentialrdume 7,U und 7,M von U und M
an der Stelle p kanonisch isomorph sind. So kénnen wir die (offene) Menge m5,,(U) mit
der Menge T'U identifizieren. Diese Identifikation ist ein Diffeomorphismus (Warum?).
Wir werden diese Identifikation héufiger benutzen.

Ganz dhnlich kann man eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf 7*M definieren. Fiir jede
Karte (U, ¢) fiir M mit Koordinatenfunktionen {z', ..., 2"} und jedes p € U kiénnen wir,
mithilfe der Basis {dz'|,,...,dz"|,}, den Kotangetialraum TyM mit R™ identifizieren.

Explizit:
0

ES n a
TpM—>R wH(w(%b),---,w(%’p))-

Durch das Zusammensetzen dieser Isomorphismen bekommen wir eine Bijektion

o o B )
¢: mrhy(U) = o(U) xR oM > w— (SD(P),W(@MJ), e ,W(%b))-

Wie fiir T'M koénnen wir diese Bijektionen benutzen, um eine Topologie und eine differen-
zierbare Struktur auf 7*M zu definieren.

Definition 3.3.6. Der Raum 7" M mit der oben definierten Mannigfaltigkeitsstruktur
heifit der Kotangentialbiindel von M.

Proposition 3.3.7. Die Projektionsabbildung mpsp;: T*M — M st glatt.

Beweis. Sei (U, ) eine Karte fiir M und (75.1,,(U), p) die induzierte Karte auf TM. Die
Abbildung
pomrep 0@ =o)X R" = ¢(U)

ist gegeben durch (z,&,...,&,) — x und ist damit glatt. O

Bemerkung 3.3.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U € M offen. Ahnlich wie in
Bemerkung kénnen wir T*U mit der Menge 77.+,,(U) identifizieren.

Beispiel 3.3.9. Mittels der Identitdtskarte (R",idg~) auf R™ erhalten wir Diffeomorphis-
men
®:TM - R*"xR"=R*"  T,M > X+ (p,dr'|,(X),...,dr"|,(X))

und

0
o lp)

* n n n * a
U: T*M — R" x R" = R? TpMawH(p,w(ﬁho),...,w(
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Bemerkung 3.3.10. Die Tangential- und Kotangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit ent-
stehen beide durch das Zusammensetzen von Vektorrdumen, die jeweils zu einem Punkt
von M assoziiert sind. Sie besitzen einige gemeinsame Eigenschaften. Im Folgenden sei
(E,m,M) € {(TM,npp, M), (T*M, 7wpepr, M)}. Dann gilt:

(i) E ist eine Mannigfaltigkeit und 7: F — M ist eine glatte surjektive Abbildung.
(ii) Fiir jedes p € E ist 7~ '({p}) ein n-dimensionaler Vektorraum.

(iii) Fir jedes p € M gibt es eine offene Umgebung U von p und ein Diffeomorphismus
¢: 7 1(U) — U x R" mit den folgenden Eigenschaften:

e Das Diagramm
= Y(U) 2 » U x R™

kommutiert. Die Abbildung 7y : U x R* — U ist durch (q,z) — g gegeben.
e Fiir jedes q € U ist die Abbildung

7T|7r—1({q}) — {q} x R" =R"
ein Isomorphismus.

Solch ein Tupel (F,m, M) heiit ein glattes Vektorbiindel auf M. Die obigen Abbildungen
® heiflen lokale Trivialisierungen. Wir werden Vektorbiindel spéter nidher studieren.

Aufgabe 3.3.11. Finden Sie einen Diffeomorphismus ®: 7'S' — S x R, sodass das
Diagramm

TS! ‘1’ y S1x R
Wi& %
Sl

kommutiert. Hier bezeichnet mg:1 die Abbildung, die durch S* x R 3 (p,z) — p € S!
gegeben ist.

3.4 Vektorfelder und 1-Formen

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Sei (E, 7, M) € {(TM,nry, M), (T*M, 7w« pr, M)}
Wir untersuchen nun Abbildungen o: M — E mit der Eigenschaft m o ¢ = id,;. Die
Gleichung besagt nur, dass o(p) fiir jedes p € M in 71 ({p}) liegt.

3.4.1 Vektorfelder

Wir studieren jetzt die grundlegenden Eigenschaften von Vektorfeldern. Ihre geometri-
sche und analytische Bedeutung wird erst klar nachdem wir Integralkurven und Fliisse
einfithren und untersuchen.

Definition 3.4.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Ein (glattes) Vektorfeld auf M ist eine
glatte Abbildung X: M — T'M mit der Eigenschaft, dass mpy o X = idy;. Der Raum
aller glatten Vektorfelder auf M wird mit X(M) bezeichnet.
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Beispiel 3.4.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit und (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordina-
tenfunktionen {z',... 2"}. Sei (TU = 7;;,(U), ) die induzierte Karte. Wir definieren

0 0
.U —=TU — |-
ox? ~ b ox? b
Es gilt 7y o % = idy und
Fo o () = (r,61)
Damit sind die Abbildungen 8%- glatte Vektorfelder auf U.

Sei M eine Mannigfaltigkeit und X: M — TM eine nicht notwendigerweise glatte
Abbildung mit mry 0 X = idyy. Sei (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen
{z',...,2"}. Fiir jedes p € U finden wir X'(p) € R, sodass X(p) = >, X'(p)22/,. So
erhalten wir n Funktionen

X2U—-R  p—= X'(p),
die wir die Komponentenfunktionen von X in der Karte (U, ¢) nennen.

Proposition 3.4.3. Seien M, X wie oben. Die Abbildung X ist genau dann ein glattes
Vektorfeld, wenn ihre Komponentenfunktionen X: U — R in allen Karten glatt sind.

Beweis. Sei (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen {x!, ... z"}. Sei (771, P)
die induzierte Karte fur T'M. Die Glattheit von X|y ist dquivalent zur Glattheit von
poX oyl Esgilt

PoXopl(z)=(z,(X o9 )(x),...., (X" 0p7!)(z)).

Die Abbildung @oX op~! ist also genau dann glatt, wenn die Abbildungen Xtop=t: p(U) —
R glatt sind. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn X? glatt sind. Die Behauptung
folgt. [l

Bemerkung 3.4.4. Seien X, Xy € X(M). Sei A € R und sei f € C*°(M). Wir definieren
Xi + X, AX; und fX; € X(M) punktweise:

(X1 + X2)(p) = X1(p) + Xa(p),

(AX1)(p) = A X1(p),

(fX)(p) = f(0) X2 (p)-
Versehen mit diesen Operationen ist X(M) ein C*°(M)-Modul.

Beispiel 3.4.5. Vielleicht haben Sie in einer Vorlesung zur Vektoranalysis Vektorfelder
auf R" als glatte Abbildungen R” — R" kennengelernt. Wir erldutern hier die Beziehung
zwischen dieser Definition und Definition [3.4.1] Sei F': R™ — R" eine glatte Abbildung.
Wir bezeichnen mit F* die Abbildung r* o F': R® — R. Dann ist

-0
X::ZFZari

ein glattes Vektorfeld auf R™. Sei umgekehrt X € X(R"). Wir bezeichnen mit X* die
Komponentenfunktionen von X in der Identititskarte (R™,idg). Die Abbildung

Fx:R*"=R"  pe (X'(p),....X"(p)

ist glatt. So bekommen wir eine 1-zu-1-Korrespondenz zwischen der Menge der glatten
Abbildungen von R™ nach R” und X(R").
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Beispiel 3.4.6.

e Auf R? definieren wir das Vektorfeld
o 0

1
r— —
or? or!

e Das Fuler-Vektorfeld auf R" ist gegeben durch

P,
;rﬁri

Bevor wir ein weiteres Kriterium fiir die Glattheit von Abbildungen X: M — TM
mit der Eigenschaft mpy; o X = id; geben, beweisen wir eine sehr niitzliche Aussage zur
Konstruktion glatter lokaler Erweiterungen von Funktionen, die auf einer Teilmenge einer
Mannigfaltigkeit definiert sind.

Proposition 3.4.7. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U C M offen. Sei f: U — R
eine glatte Funktion. Fir jedes p € U emistiert eine glatte Funktion f: M — R, die auf
einer offenen Umgebung V' C U von p mit f tbereinstimmt.

Beweis. Wir wihlen eine offene Umgebung V' von p so, dass V' C U. Wegen Korollar
2.5.10| existiert eine Funktion n € C'°°(M) mit den Eigenschaften

b 77|VE 17
e suppn C U.

Wir definieren

] n(a)f(q) firqelU
f:M—R ql—>{0 fiir g ¢ U

Die Funktion ]7 stimmt auf der offenen Umgebung V' mit f iiberein. Weiterhin ist sie
eingeschriankt auf U das Produkt der glatten Funktionen n und f und damit glatt. Ande-
rerseits verschwindet f auf M \ supp n und ist damit dort glatt. Da jedes ¢ € M entweder
in der offenen Menge U oder in der offenen Menge M \ supp 7 enthalten ist, folgt daraus,
dass fvglatt ist. O]

Bemerkung 3.4.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit und p € M. Seien X,Y € T,M. Falls
X(f) =Y(f) fiir alle f € C>*°(M), dann gilt X =Y. In der Tat: Sei [f: U — R] € G}7.

Dann existiert eine glatte Funktion fvauf M, die in einer offenen Umgebung von p mit f
iibereinstimmt. Es gilt

X([f1) = X)) = Y () = Y ().

Seien M und X wie oben. Fiir p € M schreiben wir hdufiger X, statt X (p). Fiir jedes
f € C>(M) definieren wir eine Abbildung

X(f): M >R p = X,(f).

Proposition 3.4.9. Seien M und X wie oben. X ist genau dann ein glattes Vektorfeld,
wenn fir jedes f € C*°(M) die Abbildung

X(f): M =R p— X,(f)

eine glatte Abbildung ist.
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Beweis. Sei X glatt und sei f € C*°(M). Wir zeigen, dass X (f) eingeschrénkt auf den
Definitionsbereich jeder Karte glatt ist. Daraus folgt die Behauptung. Sei (U, ¢) eine Karte
fiir M mit Koordinatenfunktionen {x',... 2"}. Wir bezeichnen mit X* die Komponen-
tenfunktionen von X in der Karte (U, ¢). Es gilt

X(Dlo = Y X5 (7).

)

Daraus erhalten wir

ZXZO(P 090_1)

Daraus folgt die Glattheit von X (f)|v.

Sei nun umgekehrt X so, dass X (f) fiir jedes f € C*°(M) glatt ist. Sei (U, ¢) eine
Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen {z!,... 2"}. Wir zeigen, dass die Komponen-
tenfunktionen {X"}1<;<, von X in der Karte (U, ¢) glatt sind. Dafiir zeigen wir, dass fiir
jedes p € U eine offene Umgebung V' C U von p existiert, sodass X[y glatt ist. Seip € U.

Fiir jedes i € {1,...,n} finden wir eine glatte Funktion z?, die in einer offenen Umgebung

V C U von p mit 2 iibereinstimmt. Die Funktion X (1;) ist nach Voraussetzung glatt. Es
gilt

X(a') !V—ZX]\V v (@ilyv) = Zlev (2') = X'|v.

Die Funktion X*|y ist damit glatt. Die Behauptung folgt. ]

Bemerkung 3.4.10. Wegen Proposition induziert jedes Vektorfeld X eine lineare
Abbildung
Dx: C®(M) — C*(M) f—= X(f).
Fir f,g € C>°(M) gilt
Dx(fg) = 9Dx(f) + fDx(9),

da fiir jedes p € M

Dx(fg)(p) = Xp(f9) = g0) Xp(f) + foXp(9)-

Definition 3.4.11. Eine lineare Abbildung D: C*°(M) — C°°(M) mit der Eigenschaft,
dass fiir alle f,g € C*(M)

D(fg) = gD(f) + fD(g)
gilt, heifit eine (C>°(M)-wertige) Derivation von C*(M).

Wir haben gesehen, dass jedes Vektorfeld eine Derivation von C*°(M) induziert. Die
folgende Proposition besagt, dass jede Derivation von C*°(M) von einem Vektorfeld in-
duziert wird.

Proposition 3.4.12. Sei D: C*°(M) — C*(M) eine Derivation von C*°(M). Dann
existiert genau ein (glattes) Vektorfeld X mit D = Dx, wobei wir hier die in der Bemer-
kung eingefiihrten Notation benutzen.

Beweis. Sei p € M. Wir definieren

X, G - R
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wie folgt: Sei [f] € G;°. Wihle eine glatte Funktion f, die auf einer offenen Umgebung
von p mit f iibereinstimmt. (D(f)) (p) ist von der Wahl von f (Aufgabe). Wir setzen

X,(1) = (D)) ()

Die Abbildung X, ist eine Derivation von G>° (Aufgabe) und damit ein Tangentialvektor
an der Stelle p. Die Abbildung

X:M—TM p— X,

ist ein glattes Vektorfeld und es gilt D = Dx (Aufgabe). X ist das einzige Vektorfeld
mit D = Dy (Aufgabe). O

Mithilfe der Proposition [3.4.12| konne wir fiir eine Mannigfaltigkeit M den Raum
der Derivationen von C*°(M) mit X(M) identifizieren. Ab jetzt werden wir, mit etwas
Notationsmissbrauch, die durch ein Vektorfeld X induzierte Derivation wieder mit X
(statt Dx) bezeichnen.

Vektorfelder und das Differential

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte Abbildung. Sei X
ein Vektorfeld auf M. Definiert die Abbildung N — TN, die F(p) € N auf F.(X,)
abbildet, ein Vektorfeld auf N7 I. Allg. ist die Antwort negativ: Falls F' nicht surjektiv ist,
ist die obige Abbildung nicht iiberall auf N definiert und falls F' nicht injektiv ist, kann
es sein, dass ein Punkt ¢ = F'(p;) = F(ps) auf zwei unterschiedliche Tangentialvektoren
abgebildet wird. Es ist trotzdem moglich zu definieren, wann zwei Vektorfelder X und Y
auf M bzw. N miteinander ,, F-verwandt “ sind.

Definition 3.4.13. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte
Abbildung. Zwei Vektorfelder X € X(M) und Y € X(NV) heiflen F-verwandt, falls

F,oX=YoF

Lemma 3.4.14. Wir benutzen die Notation aus Definition[3.4.13 X und Y sind genau
dann F-verwandt, wenn fir alle Funktionen f € C*°(N) gilt

X(foF)=Y(f)oF.
Beweis. Seien X und Y F-verwandt. Sei p € M. Wir haben
(X(f o F)) (5) = X,(f o F) = (F.(X,) (F) = (Vi) (F) = Y (F)rn = (Y() 0 F) (p).
Seien nun umgekehrt X und Y so, dass fiir alle f € C*°(M)
X(foF)=Y(f)oF
gilt. Wir zeigen, dass fiir alle p € M und alle f,g € C*(M)
(F*(Xp)) (f) = (YF(p)) (f)
(siche Bemerkung [3.4.8). Es gilt
(FL(Xp)) (f) = Xp(f o F) = (X(f o F)) (p) = Y (f) o F) (p) =

Y(Nrw) = Yrw) ()-
Die Behauptung folgt.
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Beispiel 3.4.15. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U C M offen. Wir bezeichnen
mit ¢: U — M die Inklusionsabbildung. Sei X ein Vektorfeld auf M. Wir betrachten die
Einschrinkung X |;7, mithilfe der Identifikation TU = 7|7y, als ein Vektorfeld auf U.
Tautologischerweise sind die Vektorfelder X |y und X ¢-verwandt.

Beispiel 3.4.16. Sei r = r! die Standard-Koordinatenfunktion auf R. Betrachte die
glatte Abbildung
F:R—R? p +— (cosp,sinp)
und das Vektorfeld
X = Tli - T2i
' Or2 ort

auf R2. Die Vektorfelder % und X sind F-verwandt.

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte Abbildung. Fiir
ein X € X(M) existiert i. Allg. kein Vektorfeld Y auf N, sodass X und Y F-verwandt
sind.

Aufgabe 3.4.17. Sei ¢: (—1,1) — R die Inklusionsabbildung. Finden Sie ein glattes
Vektorfeld auf (—1,1), sodass kein Y € X(M) existiert mit der Eigenschaft, dass X und
Y -verwandt sind.

Falls F' ein Diffeomorphismus ist, ist die Situation anders.

Proposition 3.4.18. Seir F': M — N ein Diffeomorphismus. Sei X ein Vektorfeld auf
M. Dann existiert ein eindeutiges Vektorfeld Y auf N, sodass X undY F-verwandt sind.

Beweis. Falls ein Vektorfeld Y auf N existiert, sodass X und Y F-verwandt sind, gilt

Y(q) = Fui(Xp-1(g)

fiir alle ¢ € N. Damit ist Y eindeutig. Fiir die Existenz benutzen wir die obige Formel,
um Y zu definieren. Um zu sehen, dass das so definierte Vektorfeld glatt ist, bemerken
wir, dass Y durch die Komposition

NS S v BN
gegeben ist und dass F~! und F, glatt sind. O

Bemerkung 3.4.19. Wir bezeichnen manchmal das Vektorfeld Y, das in Proposition
3.4.18 konstruiert wurde, mit F.(X). Diese Notation kann zugegeben etwas verwirrend
sein.

Kommutator von Vektorfelder

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Der Raum X(M) hat mehr Struktur, als wir bis jetzt be-
trachtet haben. Wir definieren eine bilineare anti-symmetrische Operation

X(M) x X(M) — X(M),

deren geometrische Bedeutung wir erst spéter, nach der Einfithrung des Konzepts des
Flusses eines Vektorfelds, diskutieren werden.

Seien X und Y (glatte) Vektorfelder auf M (die wir gleichzeitig als Derivationen von
C>°(M)) betrachten.
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Proposition 3.4.20. X und Y wie oben. Die Abbildung
(X, Y] CF(M) = C=(M)  f—= X(Y(f)) - Y(X(f))
15t eine Derivation.

Beweis. Fir f,g € C*(M) gilt:
(X, Y(fg) = X(Y(fg)) =Y (X(fg)) = X(gY (f) + fY(9)) = Y(9X(f) + fX(9) =

gXY(N))+Y (N X(9)+X T (9)+Y (9 X () —(gY (X () + X (/)Y (9) + JY(X(9)) + X (9)Y (/)
=g (XY () =Y(X(N) +F(XT() =Y (X)) = glX, YI(F) + FIX, Y](9).
O

Definition 3.4.21. Sei M eine Mannigfaltigkeit und seien X,Y € X(M). Das in Pro-
position (3.4.20 definierte Vektorfeld [X, Y] heiit der Kommutator oder die Lie-Klammer
von X und Y. Insbesondere gilt fiir jedes p € M und f € C*(M), dass

XY (f) = XY () p) = Y(X(N))p) = XY () = Yo(X(S))-

Proposition 3.4.22. Secien M und N Mannigfaltigkeiten und F: M — N eine glatte
Abbildung. Seien X1, Xo € X(M) und Y1,Ys € X(N) so, dass X; und Y; F-verwandt sind.
Dann sind [ X1, Xs| und [Y7,Ys] auch F-verwandt.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass
F* o [XbXQ] = [}/17)/2] oF.
Dafiir zeigen wir fiir p € M und f € C*(N), dass

F([Xy, Xalp)(f) = [V, Yal b (f)-

Es gilt
F([Xy, Xalp)(f) = [Xa, Xolp(f © F) = (X0)p(Xa(f 0 F)) = (X2),(Xa(f 0 F)) =

(X1)p((Ya(f) 0 F)) = (Xa)p(Yi(f) 0 F)) = (F 0 X1)p(Ya(f)) — (Fh 0 X3)p(Vi(f)) =
(Yio F)(p)(Ya(f)) — (Yao F)(p)(Y1([)) =
(Y1) re) (Ya(£) = (V2) i (Y1(F) = [Y1, Yol i) (f)-
Die Behauptung folgt. O
Mithilfe der Proposition und Beispiel erhalten wir das folgende

Korollar 3.4.23. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U C M offen. Fiir Vektorfelder
X, Y € X(M) gilt
(X, Y]y = [X|v, Y]u].

Aufgabe 3.4.24. Sei M eine Mannigfaltigkeit.

(i) Seien X,Y € X(M). Finden Sie die Komponentenfunktionen von [X,Y] in einer
Karte mithilfe der Komponentenfunktionen der Vektorfelder X und Y.
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(i) Sei (U, ) eine Karte mit Koordinatenfunktionen {z'},<,. Zeigen Sie, dass

0o 0

50 5271 =
Bemerkung 3.4.25. Die Abbildung
X(M)x X(M) — X(M) (X,)Y) = [X,Y]
hat die folgenden Eigenschaften:
e Sie ist bilinear.
e Sie ist anti-symmetrisch: Fiir X, Y € X(M) gilt [ X, Y] = —[Y, X].
e Sie erfiillt die Jacobi-Identitét: Fir X,Y, Z € X(M) gilt

XY Z]) + [Z, [ X, Y]]+ [V, [Z, X]] = 0.

Ein Vektorraum mit einer bilinearen, anti-symmetrischen Operation, die die Jacobi-Identitét
erfiillt, heit eine Lie-Algebra. Damit ist X(M) versechen mit der Kommutator-Operation
eine Lie-Algebra. Zuséatzlich gilt fiir X, Y € X(M) und f,g € C>*(M)

fX,gY] = falX, Y]+ (fX(9)Y —g(Y(f)X.

Aufgabe 3.4.26. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Wir bezeichnen mit mp;: M x N —
M und 7 M x N — N die Projektionsabbildungen auf M bzw. N. Wir benutzen den
Isomorphismus aus Aufgabe [3.2.18] Sei X € X(M) und Y € X(N). Betrachten Sie die
Vektorfelder

X:MxN=T(MxN)  (pq)— (X,,0)

sowie N
Y: MxN—T(MxN) (p,q)»—>(O,Y}1)

und zeigen Sie, dass [X,Y] = 0.

3.4.2 1-Formen

Definition 3.4.27. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine (glatte) 1-Form (oder glattes Ko-
vektorfeld) auf M ist eine glatte Abbildung w: M — T*M mit der Eigenschaft, dass
ey © X = idys. Der Raum aller glatten 1-Formen auf M wird mit QI(M ) bezeichnet.

Beispiel 3.4.28. Sei M eine Mannigfaltigkeit und (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordina-
tenfunktionen {z',...,2"}. Sei (T*U = 73.},,(U), p) die induzierte Karte. Wir definieren

de': U = T*U  prs da|,.
Wir haben mp+y o da’ = idy und
podr'op l(z) = (z,€).

Damit sind die Abbildungen da’ glatte 1-Formen auf U.
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Sei M eine Mannigfaltigkeit und w: M — T*M eine nicht notwendigerweise glatte
Abbildung mit 7w« o w = idys. Sei (U, ) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen
{a!,...,2"}. Fiir jedes p € U finden wir w;(p) € R, sodass w(p) = >, wi(p)dz’],. So
erhalten wir n Funktionen

w;: U—=R p— wi(p),

die wir die Komponentenfunktionen von w in der Karte (U, ¢) nennen.

Proposition 3.4.29. Seien M, w wie oben. Die Abbildung w ist genau dann eine glatte
1-Form, wenn ihre Komponentenfunktionen w;: U — R in allen Karten glatt sind.

Beweis. Sei (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen {z!, ... z"}. Sei (77!}, @)
die induzierte Karte fiir 7*M. Die Glattheit von w|y ist dquivalent zur Glattheit von
Powop L Esgilt

Powop (z) = (2, (wiop ) (@), (w09 ")(x)).

Die Abbildung @owop ! ist also genau dann glatt, wenn die Abbildungen w;op™!: o(U) —
R glatt sind. Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn w’ glatt sind. Die Behauptung
folgt. [l

Bemerkung 3.4.30. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei f: M — R eine glatte Funk-
tion. Die Abbildung
df: M - T*M  pw— (df),

erfiillt wp«prodf = idy,. Zusétzlich ist diese Abbildung glatt: Die Komponentenfunktionen

von df in einer Karte (U, ¢) mit Koordinatenfunktionen {x!, ..., 2"} sind die Funktionen
{%( £y, %( f)} und sind damit glatt. Wir nennen df das totale Differential von f.

Bemerkung 3.4.31. Seien wy,wy; € QY(M). Sei A € R und sei f € C*(M). Wir definie-
ren wy + wo, Aw; und fw; € Q1(M) punktweise:

(w1 +wa)(p) = wi(p) + wa(p),

(Aw1)(p) = Awi(p),

(fw)(p) = f(p)wr (p)-
Q' (M), versehen mit diesen Operationen ist ein C°° (M )-Modul.

Sei M eine Mannigfaltigkeit und w: M — T*M eine nicht notwendigerweise glatte
Abbildung mit mp«ps o w = idy. Fir p € M schreiben wir haufiger w, statt w(p). Fir
jedes X € X(M) definieren wir eine Abbildung

wX): M —->R  p—wl(X,).

Proposition 3.4.32. Seien M und w wie oben. w ist genau dann eine glatte 1-Form,
wenn fir jedes X € X(M) die Abbildung

wX): M =R  prwy(X,)
glatt ist.

Fiir den Beweis von Proposition [3.4.32 bendtigen wir das Ergebnis der folgenden
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Aufgabe 3.4.33. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei U C M offen. Sei X ein glattes
Vektorfeld auf U. Fiir jedes p € U existiert ein glattes Vektorfeld X auf M, das in einer
offenen Umgebung von p mit X {ibereinstimmt.

Beweis von Proposition [3.4.39 Sei w glatt. Sei X € X(M). Wir zeigen, dass w(X) einge-
schrankt auf dem Definitionsbereich jeder Karte von M glatt ist. Sei (U, ¢) eine Karte mit
Koordinatenfunktionen {x',... 2"}. Seien {w;} und {X*} die Komponentenfunktionen
von w und X in der Karte (U, ¢). Dann gilt

X))y = Zwidxi(ZXjaxj szX]dx 8963 ZWZXZ
7 J 1,7

Damit ist w(X)|y, als eine Summe von Produkten aus glatten Funktionen glatt.

Sei nun umgekehrt w so, dass w(X) fiir alle X € X(M) glatt ist. Sei (U, ) eine Karte
auf M mit Koordinatenfunktionen {z',... 2"} und p € U. Wir bezeichnen mit w;, die
I/{\Qmponentenfunktionen von w in dieser Karte. Wihle fiir jedes 1 < i < n ein Vektorfeld

%, das in einer offenen Umgebung V' von p mit % iibereinstimmt. Es gilt

—_—

0
axj sz!v )Zzwdv(axiW):Wﬂv-

Die Funktion w; ist damit glatt. Die Behauptung folgt. O]

Bemerkung 3.4.34. Wegen Proposition induziert jede 1-Form w eine lineare Ab-

bildung
L,: X(M) — C™(M) X — w(X).

Fir f € C*(M) und X € X(M) gilt

L(fX) = fLu(X),

da firpe M
w(fX)(p) = wp(f(P)X(P)) = F(P)wp(X(p)).
Mit anderen Worten: Die Abbildung L,, ist eine C*°(M )-Modul Homomorphismus.

Proposition 3.4.35. Sei L: X(M) — C>®(M) ein C*°(M)-Modul-Homomorphismus.
Dann existiert genau eine 1-Form w mit L = L,. Wir benutzen hier die Notation aus

Bemerkung[3.4.3)

Zuerst beweisen wir ein

Lemma 3.4.36. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei p € M. Sei X, € T,M. Dann
existiert ein glattes Vektorfeld auf M mit X (p) = X,.

Beweis von Lemma[3.4.36 Sei (U, ¢) eine Karte fiir M um p mit Koordinatenfunktionen
{«',...,2"}. Fiir geignetes &' € R gilt X, = 3, &2 |,. Wir definieren Y € X(U) durch

o,
Y = —.
sed
Nach Aufgabe [3.4.33| existiert ein Vektorfeld X auf M, das in einer offenen Umgebung
von p mit Y {ibereinstimmt. Insbesondere gilt in diesem Fall X (p) = X,. O
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Beweis von Proposition [3.4.35. Sei p € M. Wir zeigen zuerst, dass fiir X,Y € X(M) mit
X, =Y, gilt L(X)(p) = L(Y)(p). In der Tat: Sei (U, ) eine Karte um p mit Koordi-
natenfunktionen {x!,...,2"}. Sei V eine offene Umgebung von p mit V C U. Sei 7 eine
glatte Funktion auf M mit n|y = 1 und suppn C U. Es gilt

L(X)(p) — L(Y)(p) = L(X =Y)(p) =’ L(X = Y)(p) = L(*(X = Y))(p).

Auf U gilt X =Y = > F'-2 . Da X, =Y, gilt zusitzlich
Fi(p) = 0 fiir 1 < 4 < n. Wir bezeichnen mit F? die glatte Funktion auf M, die auf
U durch nF* gegeben ist und auBerhalb von U Verschwindet Weiterhin bezeichnen wir

- iibereinstimmt und auflerhalb von U

—~ 0
—Y)= Z Fl&ri

Verschwmdet Dann gilt

und wir erhalten

—_—

LOP(X = Y)) = (Y Fi ) ZFZ ) =0

da Fi(p) = F'(p) = 0. Wir definieren einen Kotangentialvektor w, € TxM wie folgt: Fiir
X, € T,M wihlen wir ein Vektorfeld X mit X (p) = X, und setzen w,(X,) = L(X)(p).
Wegen der obigen Beobachtung ist die Zahl L(X)(p) unabhéngig von Wahl des Vektorfelds
X. Wir definieren die lineare Abbildung

wp: T,M — R X, — wy(X,)

und
w: M —T*M D Wp.

Dann gilt fiir jedes X € X(M), dass L(X) = w(X). Wegen dieser Gleichung und Propo-
sition |3.4.32] ist w zusétzlich glatt und damit eine 1-Form. Der Beweis der Eindeutigkeit
ist eine Aufgabe. O]

1-Formen und das Kodifferential

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte Abbildung. Fiir jedes
p € M wurde das Kodifferential (F™*) () von F an der Stelle F'(p) als die duale Abbildung
zum (F), definiert. Fiir w: N — T*N mit 7mp+p o w = idy, definieren wir

F*(w): M - T*M = (F7) o) (Wr@p))-

Wir nennen diese Abbildung der Pullback von w unter der Abbildung F'. Die folgende
Proposition ist fiir die Berechnung des Pullbacks von 1-Formen sehr hilfreich.

Proposition 3.4.37. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte
Abbildunyg.

1. Firw € QYN) und g € C*(N) gilt

F*(gw) = (g 0 F)F*(w).
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2. Fir f € C*(N) gilt
F*(df)=4d(fo F).

Beweis.

1. Fiir p € M gilt
F*(gw)(p) = (F*)r) (9(F(p))wr@) = 9(F(0)(F*)re)(wre) = ((g o F)F*(w)) (p)

2. Folgt sofort aus Proposition [3.2.16|
O

Bemerkung 3.4.38. In der Situation von Proposition [3.4.37] gilt insbesondere, dass
F*(df) glatt ist.

Proposition 3.4.39. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte
Abbildung. Sei w € Q'(N). Dann ist F*(w) glatt und damit eine 1-Form.

Beweis. Wir zeigen, dass die Einschrankung von F*(w) auf eine geeignete offene Umge-
bung jedes Punkts p € M glatt ist. Sei p € M und sei (V,4) eine Karte um F(p) mit
Koordinatenfunktionen {z', ... 2"}. Wir bezeichnen mit w; die Komponentenfunktionen
von w in der Karte (V). Da F stetig ist, ist die Menge U :== F~1(V) offen. Fiir p € U
gilt

F*(@)(0) = (F)riy (Z wi<F<p>>dwi|F<p)> = (0 F)(p)ia o F(p).
Also '
()l = Y (o F)dato F)

und ist damit glatt. O

3.5 Der Fall von Mannigfaltigkeiten mit Rand

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Konzepte (Ko-)Tangentialraum, Differential
und (Ko-)Tangentialbiindel auf Mannigfaltigkeiten mit Rand. Im randlosen Fall haben
wir zuerst eine geometrische Beschreibung der Tangentialvektoren gegeben und haben
dann gesehen, dass Tangentialvektoren an einem Punkt einer glatten Mannigfaltigkeit als
Derivationen des Raums der Funktionskeime an dem Punkt definiert werden kénnen. Die
Definitionen im Fall von berandeten Mannigfaltigkeiten sind fast identisch. Wir werden
aber einfachheitshalber zuerst mit der algebraischen Definition arbeiten und dann sehen,
wie Kurven auf Mannigfaltigkeiten mit Rand Tangentialvektoren induzieren.

Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p € M. Der Raum GC;*(M) der
Funktionskeime an p ist, genau wie im randlosen Fall, der Raum der Aquivalenzklassen
von glatten Funktionen, die in einer offenen Umgebung von p definiert sind, wobei zwei
solcher Funktionen genau dann &quivalent sind, wenn sie in einer Umgebung von p
iibereinstimmen. Mit der iiblichen Operationen ist GC;°(M), wie im randlosen Fall, eine
Algebra. Ein Tangentialvektor an p ist eine Derivation der Algebra GC°(M). Also eine
lineare Abbildung X: GC°(M) — R mit

X([f1lg) = 9()X([f]) + F(p) X (lg])
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fiir alle [f],[g] € GC°(M). Der Raum aller Tangentialvektoren an p heiBit der Tangenti-
alraum von M an der Stelle p und wird mit 7, M bezeichnet. Der Dualraum zum 7, M
heifit der Kotangentialraum von M an p und wird mit 77 M bezeichnet. Elemente von
T M heilen Kotangentialvektoren Falls OM = () stimmen diese Rdume mit dem vorher
definierten Tangential- und Kotangentialraum fiir Mannigfaltigkeiten iiberein.

Sei N eine weitere Mannigfaltigkeit mit Rand und sei F': M — N eine glatte Abbil-
dung. Das Differential von F' im Punkt p ist die lineare Abbildung

(E)p: TM = TrgyN - X = ([f] = X(f o F)).
Die duale Abbildung zum (F), heifit das Kodifferential von F' am Punkt F(p):
(F)r@): TpyN = Ty M w = (X = w((F))p(X))) -

Falls OM = ON = () stimmen diese Abbildungen mit der in Definition [3.2.1] und [3.2.12]
eingefiihrten Abbildungen iiberein. Der Beweis der folgenden Proposition ist identisch zu

dem von Proposition (3.2.14]

Proposition 3.5.1. Seien M, N und P Mannigfaltigkeiten mit Rand und seien F': M —
N und G: N — P glatte Abbildungen. Sei p € M. Dann gelten:

(GoF))p = (Go)rp) o (Fi)p

und
(G o F))awre) = (F)re © (GY)are):-

Korollar 3.5.2. Seien M und N Mannigfaltigkeiten mit Rand und sei F': M — N ein
Diffeomorphismus. Dann ist fiir jedes p € M das Differential (F), im Punkt p invertierbar
mit der Inverse (F, 1) p(,).

*

Tangentialraum an einem inneren Punkt

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p € M°. Wie wir wissen,
ist M° auf natiirliche Weise eine Mannigfaltigkeit. Die Einschrinkungsabbildung

res:Ggo(M)%G;o(Mo) [f:V =R = [flamenv]
ist ein Isomorphismus von Algebren. Daher ist die Abbildung
T,M° = T,M X = ([f] = X(res([f])))

ein (kanonischer) Isomorphismus. Damit ist 7,M ein n-dimensionaler Vektorraum, den
wir kanonischerweise mit 7, M° identifizieren konnen. Wir bemerken, dass dieser Isomor-
phismus nichts anderes ist als das Differential der Inklusionsabbildung ¢: M° — M. Wie
im randlosen Fall, kénnen wir Karten fiir A um p benutzen um eine Basis von T,M
zu definieren: Sei (U, ) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen {x!,... 2"}. Da
p € M° und M° C M offen ist, sind die Kurven

Yi: (—€,€) > M t (0 + te;)

fiir ein hinreichend kleines € wohldefiniert und ihr Bild liegt in M°. Wir definieren -2;

aailp ©
T,M durch
0 | [ ] = M| _
Oxt'"” a7
Einfache Uberlegungen wie im randlosen Fall zeigen, dass {32/, ..., &%p} eine Basis von

T,M ist. Die dazu duale Basis bezeichnen wir mit {dz'|,,...,da"|,}.
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Tangentialraum an einem Randpunkt
Wir betrachten zuerst den Tangentialraum an einem Punkt p € OH".

Proposition 3.5.3. Sei p € OH". Die lineare Abbildung
T,H" — T,R" X ([f: V=R~ X([flannv]))
ist ein Isomorphismus. Insbesondere ist T,H" ein n-dimensionaler Vektorraum.

Die Abbildung in Proposition [3.5.3] ist nichts anderes als das Differential der Inklu-
sionsabbildung +: H" — R". Wir werden entsprechend im Beweis dieser Proposition die
obige Abbildung mit (¢.), bezeichnen.

Beweis der Proposition |3.5.5,

o Injektivitdt: Sei X € T,H" und X # 0. Dann existiert eine glatte Funktion f: U —
R, definiert auf einer offenen Umgebung U C H" von p, sodass X ([f]) # 0. Die
Glattheit von f impliziert weiterhin die Existenz einer Funktion f: V — R, die
auf einer offenen Umgebung V' C R™ von p definiert ist und auf U NV mit f
iibereinstimmt. Es gilt

((£)p(X)) (1F]) = X ([flamew])) = X ([flonv]) = X([f]) # 0.
Die Injektivitét von (t.), folgt.

e Surjektivitit: Sei X e T,R". Dann existieren &' € R, sodass X = > &%, Sei

[f: U — R] € GC*(H"). Dann existiert eine Funktion f:V = R, die auf einer
offenen Umgebung V' C R"™ von p definiert ist und auf U NV mit f iibereinstimmt.

Wir setzen
Zgla z|P Zglaﬂ

( ), aufgrund der Stetigkeit von

Wir bemerken, dass 5.8 p a I durch die Ein-

schréankung von a I auf eine beliebig kleine Umgebung von p in H" bestimmt werden

kann. X ([f]) ist damit weder von der Wahl der Erweiterung f, noch von der Wahl
eines Représentanten f des Keims [f] abhéngig. Wir erhalten eine Abbildung

X: GCX(H") — R.

Es ist leicht zu sehen, dass X eine Derivation von G5°(H") ist und dass (.),(X) =

X. [l

Korollar 3.5.4. Sei M eine n- dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p € OM.
Der Tangentialraum 7, M ist n-dimensional.

Beweis. Wie im Beispiel 2.4.17, kann man zeigen, dass jede Karte (U, p: U — V) fiir M
um p ein Diffeomorphismus ist. Aus Korollar folgt, dass (p.)p: TpyM — Ty H™ ein
Isomorphismus ist. Die Behauptung folgt aus Proposition |3.5.3] O

Bemerkung 3.5.5. Mithilfe der Proposition sieht man, dass die Aussage der Pro-
position fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand i. Allg. nicht gilt. In der Tat: Fiir jedes
p € OH" ist das Differential (v,): T,H" — T,R" ein Isomorphismus. Fiir eine beliebige
offene Umgebung U C H" des Punkts p in H" ist +(U) nicht offen und ¢|y: U — U kein
Diffeomorphismus.
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Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p € OM. Jetzt sehen
wir, wie man mithilfe einer Karte um p eine Basis fiir 7, M konstruieren kann. Die Kon-
struktionen sind fast identisch zu denen im randlosen Fall. Sei (U, ¢) eine Karte um p mit
Koordinatenfunktionen {x!,... , 2"}. Fiir 1 <i <n — 1 betrachten wir die Kurven

Yi: (—€,€) > M t o N zg + te;)

fiir hinreichend kleines € und definieren %
d _ d(f o)
Ox' |P[f] — T|t:0‘

» € T,M durch

Weiterhin betrachten wir die Kurve

Y [0,€) = M t— go’l(:cg + te;) (%)
und definieren % » € T,M durch
d . (fov)t) = (f oy)(0)
. =1
ox’ lolf] t—l>r(?+ t

Wir bemerken, dass % » mittels des Isomorphismus

(4,0*);) n n
T,M —= T,pH" — TopR",

wobei T, H" — T, R™ der Isomorphismus aus Proposition ist, mit %Lp(p) iden-
tifiziert wird (Aufgabe). Insbesondere ist {52;|,, ..., 52 |,} eine Basis von T,M.

Bemerkung 3.5.6. Wie im randlosen Fall, konnen wir den Tangentialraum einer Man-
nigfaltigkeit mit Rand als die Derivationen definieren, die durch Kurven induziert werden.
Der einzige Unterschied zum randlosen Fall ist, dass wir nun auch C'-Kurven wie v, in
, die auf halboffenen Intervallen definiert sind, betrachten miissen. Im glatten Fall, den
wir jetzt behandeln, stimmt diese Definition mit unserer Definition iiberein. Im C*-Fall
fiir £ < oo miissen wir sogar den Tangentialraum als Raum der durch Kurven induzierten
Derivationen definieren, da der Raum der Derivationen von GCi(M) in diesem Fall zu
grof} ist.

Sei M weiterhin eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir erhalten, durch
Einschrankung der Karten aus der differenzierbaren Struktur von M auf OM, wie im Be-
weis von Proposition [2.3.13] einen Atlas und damit eine differenzierbare Struktur auf OM.
Ab jetzt versehen wir M mit dieser differenzierbaren Struktur. Die Inklusionsabbildung
t: OM — M ist dann tautologischerweise glatt.

Proposition 3.5.7. Seip € OM. Die Abbildung
(ts)p: TOM — T,M
15t injektiv.

Beweis. Sei (U, ) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen {z!,... 2"}. Dann ist
(UNOM, ¢|unon) eine Karte fiir 9M mit Koordinatenfunktionen {y' := x'|yronr, ..., y" ! =
2" Yyron}- Fiir 1 <4 <n — 1 und hinreichend kleines € betrachten wir die Kurven

Vit (=6 €) = Mt o7 (g 4 tey),
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die sowohl {3 |p, - - ., 5o0—|»} als auch {aiyl]p, ce %b} definieren. Fiir [f] € GC°(M)

gilt
0 0 d((fot) o)
(@rlza) 19D = gty o) = K22,
d(fovy), 0
20|y = (1))
Daraus folgt (L*)p(aiyi|p) = -2|,. Eine Basis von T,0M wird also auf eine linear un-
abhéngige Teilmenge von T,M abgebildet. Die Behauptung folgt. O]

Mithilfe der Proposition |3.5.7| werden wir im Folgenden haufiger den Tangentialraum
von OM an einem Punkt p mit einem Teilraum des Tangentialraums von M am Punkt p
identifizieren.

Definition 3.5.8. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p € OM.
Ein Tangentialvektor X € T,,M \ T,0M heifit ein nach innen zeigender Tangentialvektor,
falls eine C'-Kurve 7: [0,¢) — M existiert, sodass 7(0) = p und v((0,€)) C M° gelten
und X der Tangentialvektor

5(0): GCE(M) R [f] s lim S 2VO = 0)(0)

t—0+ t

ist. X € T,M \T,0M heilt ein nach aufen zeigender Tangentialvektor, falls —X ein nach
innen zeigender Tangentialvektor ist.

Bemerkung 3.5.9. Der Tangentialraum an einem Punkt p € OM ist also eine disjunkte
Vereinigung der Menge der nach innen zeigenden Tangentialvektoren an p, der Menge der
nach auflen zeigenden Tangentialvektoren an p und 7,0M.

Aufgabe 3.5.10. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und sei p € OM.

Sei (U, ) eine Karte fiir M um p mit Koordinatenfunktionen {z',... 2"}. Zeigen Sie,
dass ein Tangentialvektor X = 3, ¢52|, € T,M genau dann ein nach innen (aufen)

zeigender Tangentialvektor ist, wenn " > 0 (™ < 0). Weiterhin ist X genau dann in
T,0M, wenn £" = 0.

(Ko-)Tangentialbiindel und (Ko-)Vektorfelder

Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir definieren wie im randlosen Fall
TM=||T,M T"M=||T;M
peEM pEM

und die Projektionsabbildungen
Ty TM — M TpMBXHp

und
T TFM — M T;M 3w p.

Die Konstruktion der Mannigfaltigkeitsstrukturen auf 7'M und T*M sind fast identisch
zum randlosen Fall. Sei (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen {z!,... z"}.
Wie wir schon gesehen haben, kénnen wir fiir jedes p € U, mithilfe der Basis {%|p, ce % b},
den Tangentialraum 7, M mit R" identifizieren. Explizit:

LM —R" X (da'],(X),...,d2"[,(X)).
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Die inverse Abbildung ist gegeben durch
0

axi |p'

R* = T,M (&)Y ¢

Wir benutzen diesen Isomorphismus fiir jedes p € U, um eine Bijektion zwischen 7;,(U)
und R" x ¢(U) C H*" zu konstruieren:

ik (U) 5 R x o(U)  T,M 3 X = (da'[,(X),...,da"[,(X). ¢ (p)).

Die Familie

Bry = {7 (V)|(U,p) € F,V CR" x p(U) ist offen}

ist eine Basis einer zweitabzédhlbaren Hausdorfftopologie. Die Familie

Fo = {(mp3(U), (U, 9) € F}

ist ein Atlas und induziert eine differenzierbare Struktur auf T'M. Versehen mit dieser
Topologie und differenzierbarer Struktur heifit 7'M das Tangentialbiindel von M.

Fiir jede Karte (U, ) mit Koordinatenfunktionen {z',... 2"} und jedes p € U erhal-
ten wir einen Isomorphismus

0 0

oM — R" WH(W(@M%--M(%M):

den wir benutzen konnen, um die Bijektion

- " . 0 0
QO:WT,}M(U)%R x o(U) TpMBw»—>(go(p),w(%b),...,w(%]p))

zu definieren. Mithilfe solcher Bijektionen kénnen wir wie oben eine Mannigfaltigkeitss-
truktur auf T*M definieren. Versehen mit dieser differenzierbaren Struktur heifit T M
das Kotangentialbiindel von M.

Glatte Abbildungen X : M — T'M bzw. w: M — T* M, mit der Eigenschaft myy0X =
idys bzw. mpprow = idyy, heiflen Vektorfelder bzw. 1-Formen. Der Raum aller Vektorfelder
bzw. 1-Formen auf M wird mit X(M) bzw. Q'(M) bezeichnet und hat eine natiirliche
C*°(M)-Modul-Struktur. Weiterhin definieren wir den Kommutator zweier Vektorfelder
auf M genau wie im randlosen Fall.
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Kapitel 4

Immersionen und
Untermannigfaltigkeiten

Das Differential einer differenzierbaren Abbildung kann als die beste lineare Approxi-
mation der Abbildung interpretiert werden. In diesem Kapitel werden wir uns u. a. mit
der Frage beschéftigen, welche Informationen sich iiber eine Abbildung vom Differential
ablesen lassen. Wir werden uns hauptséichlich fiir differenzierbare Abbildungen interes-
sieren, deren Differential an allen Stellen injektiv ist. Das wird uns zum Konzept von
Untermannigfaltigkeiten fithren. Weiterhin werden wir versuchen, die folgende Frage zu
beantworten: Wann besitzt eine Teilmenge einer Mannigfaltigkeit auf natiirliche Weise
eine differenzierbare Struktur? Mithilfe unserer Antwort erhalten wir sehr viele Beispiele
neuer Mannigfaltigkeiten. Zum Beispiel werden wir sehen, dass viele Flichen in R3, denen
Sie schon begegnet haben, auf natiirliche Weise Mannigfaltigkeiten sind. Damit kénnen
wir die bisher entwickelte Theorie und die in den spéteren Kapiteln folgenden Erkenntnisse
auf diese Rdume anwenden.

4.1 Die Injektivitidt und Surjektivitit des Differen-
tials

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte Abbildung. In Proposi-
tion haben wir gesehen, dass, falls das Differential von F' in einem Punkt p € M ein
Isomorphismus ist, dann ist die Einschrénkung von F' auf eine geeignete offene Umgebung
von p ein Diffeomorphismus auf das Bild dieser Einschriankung. Wir betrachten nun eine
Folgerung dieser Aussage.

Proposition 4.1.1. Seten M und N Mannigfaltigkeiten. Ser F': M — N eine glatte
Abbildung. Seip € M so, dass (Fy)y: T,M — Trpy N ein Isomorphismus ist. Sei (V1)
eine Karte um F(p) mit Koordinatenfunktionen {y',... ,y"}. Dann existiert eine Karte
(U, ) fir M um p mit Koordinatenfunktionen

{at =y'oF,... 2" = y" o F}.
Beweis.

e Erster Beweis: Das Kodifferential Fy., von I an der Stelle F'(p) ist ein Isomorphis-
mus, da (F}), ein Isomorphismus ist. Andererseits gilt fiir 1 < i <n, dass

dz'(p) = dy' o F(p) = F, (dy'(F(p))) -
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Die Basis {dy'(F(p)), ..., dy"(F(p))} wird also unter dem Isomorphismus Fr) auf
{dz'(p),...,dz"(p)} abgebildet. Damit ist {dz'(p),...,dz"(p)} eine Basis von Ty M
und die Funktionen z!, ..., 2" sind, nach Proposition , die Koordinatenfunk-
tionen einer Karte (U, ¢) (mit U C F~1(V)).

e Zweiter Beweis: Sei W eine offene Umgebung von p, sodass Fly: W — F(W) ein
Diffeomorphismus ist. Die Abbildung

p=voF:Wny(F (V)= FW)nV)cR"

ist eine Verkettung von Diffeomorphismen und damit ein Diffeomorphismus. Wir
setzen U = W Ny (F~1(V). Das Tupel (U, p) ist eine Karte (siche Beispiel [2.4.17)
mit Koordinatenfunktionen {z! :=y' o F,... 2" := y" o F'}.

]

Korollar 4.1.2. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei F': M — N eine glatte Abbil-
dung. Sei p € M so, dass (F.),: T,M — Trp) N ein Isomorphismus ist. Dann existieren
Karten (U, ¢) und (V,4) um p und F(p), sodass

F,p =toFop i pUNF V)=V NnFU))
die Identitdatsabbildung ist.

Beweis. Sei (V1) eine Karte um F(p) mit Koordinatenfunktionen {y*,... y"}. Sei (U, p)
eine Karte um p mit Koordinatenfunktionen {z! :=y' o F,... 2" ==y "o F}. Fir p € U
bildet die Abbildung Fi, , bildet den Punkt

e(p) = (y' o F(p),...,y" o F(p))
auf
Y(F(p) = (y' o F(p),....y" o F(p)).
Die Behauptung folgt. O]

Proposition 4.1.3. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Sei F': M — N eine glatte Abbildung. Seip € M so, dass (F.),: T,M — TpepyN
surjektiv ist. Sei (V1) eine Karte um F(p) mit Koordinatenfunktionen {y',... y"}. Dann

emistieren glatte Funktionen z',...,2™ ™™, die in einer offenen Umgebung von p definiert
sind, sodass y*o F,...,y"o F, 21 ... 2™ die Koordinatenfunktionen einer Karte (U, p)
um p sind.

Lemma 4.1.4. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und seip € M. Sei {y*, ... y*}
eine unabhdngige Familie in p (insbesondere gilt k < n). Dann existieren glatte Funktionen
2L ., 2"k die in einer offenen Umgebung von p definiert sind, sodassy*, ..., y* 2\, ... 2z

die Koordinatenfunktionen einer Karte um p sind.

n—k

Beweis. Die Familie {(dy"), ..., (dy"),} C T;M ist linear unabhéngig. Sei (U, ) eine

Karte um p mit Koordinatenfunktionen {z!,... z"}. Die Familie
{(dyl)pa S (dyk)pa (dxl)pa ooy (da),}
erzeugt Ty M. Wihle ™ = 2!, ... o'k = 2" sodass

{(dy")p, - (Ay")p, (dz1)y, - (d2"70), )

eine Basis von T7M ist. Nach Proposition 3.2.21} existiert eine Karte um p mit Koordi-
natenfunktionen {y!,...,¢* 2%, ... 2" F} —
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Beweis von Proposition [{.1.3. Es geniigt zu zeigen, dass y'oF, ..., y"oF eine unabhingige
Familie in p ist. Dann folgt die Behauptung aus Lemma Wir setzen

vti=yloF ... 2" :=y"oF.

Da (F.), surjektiv ist, ist die duale Abbildung (F*)p() injektiv. Andererseits berechnen
wir wie im Beweis von Proposition [£.1.1]

da'(p) = dy' o F(p) = Fp, (dy'(F(p))) -

Die Basis {dy'(F(p)),...,dy™(F(p))} wird also unter der injektiven Abbildung Fp, auf
{dz*(p),...,da"(p)} abgebildet. Das zeigt, dass die Familie {z!,..., 2"} in p unabhingig
ist und wir Funktionen z',...,2z™ " finden konnen, sodass z!,..., 2" 2% ..., 2" " die
Koordinatenfunktionen einer Karte (U, ¢) um p sind (mit U C F~1(V)). O

Korollar 4.1.5. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Sei F': M — N eine glatte Abbildung. Sei p € M so, dass (Fy),: T,M — Tp)N surjektiv
ist. Dann existieren Karten (U, ¢) und (V, ) um p und F(p), sodass

F,p =tvoFop i pUNF V)=V NnFU))

durch

gegeben ist.

Beweis. Sei (V) eine Karte um F(p) mit Koordinatenfunktionen {y*,... y"}. Sei (U, p)
eine Karte um p mit Koordinatenfunktionen {z! :=y'oF,... 2" = y"o F, 2! ... ™"}
Fir p € U gilt

() = ' o F(p),....y" o F(p),z'(p),...2" " (p)).

Weiterhin gilt
(F(p) = (y' o F(p),....y" o F(p)).
Die Behauptung folgt. m

Proposition 4.1.6. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Sei F': M — N eine glatte Abbildung. Seip € M so, dass (F.)p: T,M — TpepyN
injektiv ist. Sei (V,1) eine Karte um F(p) mit Koordinatenfunktionen {y',... y"}. Dann
existieren iy, ..., i, € {1,...,n}, sodass

y1oF,. .. ymoF
die Koordinatenfunktionen einer Karte (U, @) um p sind.

Beweis. Da (F}), injektiv ist, ist die duale Abbildung (F™)p(,) surjektiv. Andererseits gilt

dy’ o F(p) = Fy(,y (dy'(F(p))) .

Daraus folgt, dass die Familie

{dy' o F(p),...,dy" o F(p)}
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den Raum T7M erzeugt. Daher gibt es iy,. .., iy € {1,...,n}, sodass

{dy" o F(p),...,dy"™ o F(p)}

eine Basis von T;M ist. Die Familie

{y" o F(p),....y" o F(p)}

ist damit unabhéngig in p. Daraus folgt die Existenz einer Karte (U, ¢) um p mit Koor-
dinatenfunktionen {y* o F(p),...,y'™ o F(p)} (mit U C F~1(V)). O

Bemerkung 4.1.7. Die folgende Umformulierung der Aussage von Proposition [4.1.6|wird
spater niitzlich: Seien M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Sei F': M — N eine glatte Abbildung. Sei p € M so, dass (Fi)p: T,M — TN
injektiv ist. Sei (V%) eine Karte um F(p). Dann existiert eine Projektionsabbildung
m: R™ — R™, die durch das Ignorieren mancher Komponenten entsteht, sodass m o o F
eine Koordinatenabbildung auf einer offenen Umgebung von p ist.

Das analoge Korollar zu Korollar und Korollar [4.1.5 das sich aus Proposition
herleiten ldsst, ist nicht sehr hilfreich. Eine prizisere Aussage zur Koordinatendar-
stellungen von Abbildungen, deren Differential an einem Punkt injektiv ist, werden wir
spater diskutieren. Proposition hat jedoch die folgende interessante Folgerung:

Korollar 4.1.8. Seien M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Sei F': M — N eine glatte Abbildung. Sei p € M so, dass (Fi),: T,M — Tpp) N
injektiv ist. Dann existiert eine offene Umgebung U von p, sodass F|y: U — N injektiv
ist.

Beweis. Seien (U, ) und (V,4) wie in Proposition [1.1.6] Seien ¢1, ¢ € U so, dass F(q1) =
F(g2). Es gilt ¥(F(q1)) = ¢(F(g2)) und damit

(W' o Flqr),....y" o F(q)) = (¥ o Fqa),...,y" o F(g)).

Daraus folgt, dass

o) = (" o Flq), ...y o F(q1)) = (y" 0 Fq2),. ...y o F(q2)) = ¢(g2).

Da ¢ bijketiv ist, folgt ¢ = gs. m

4.2 Submersionen, Immersionen und Einbettungen

Definition 4.2.1. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Eine glatte Abbildung F': M — N
heiBt eine Submersion, falls (F}), fiir alle p € M surjektiv ist.

Beispiel 4.2.2. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Die Projektionsabbildungen wp;: : M XN — M und 7 : M x N — N sind Submersionen:
In der Tat: Sei (p,q) € M x N und seien (U, ) und (V,4) Karten um p bzw. ¢g. Die
Abbildung ¢ o 7y 0 (¢ X 1)) ist gegeben durch

R™ xR" 35 (z,y) — z € R™.

Die darstellende Matrix von ((ar)+)(p,q) beziiglich der Karten (U, ¢) und (U x V, ¢ x 1))
ist also die Blockmatrix

(idm  Omxn) ,

wobel id,,, und 0,,x, die m x m-Identitatsmatrix bzw. die m x n-Nullmatrix bezeichnen.
Das zeigt, dass ((7ar)«)(p,q) surjektiv ist.
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Wir werden Submersionen in dieser Veranstaltung nicht systematisch untersuchen.

Definition 4.2.3. Seien M und N Mannigfaltigkeiten oder Mannigfaltigkeiten mit Rand.
Sei F': M — N eine glatte Abbildung

e F heifit eine Immersion, falls (F.), fur alle p € M injektiv ist.

e F heif}t eine Einbettung, falls F' gleichzeitig eine injektive Immersion und eine topo-
logische Einbettung ist.

Bemerkung 4.2.4. Zur Erinnerung (siehe Definition [1.1.21]): Eine stetige injektive Ab-
bildung F': Y — X zwischen topologischen Rédumen Y und X ist eine topologische Ein-
bettung, falls die Abbildung

Y = F(Y) y— F(y)

ein Homdomorphismus ist, wobei F(Y') mit der Teilraumtopologie versehen wird.

Aufgabe 4.2.5. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte
Abbildung. Sei p € M so, dass (F), injektiv bzw. surjektiv ist. Dann existiert eine offene
Umgebung U von p, sodass F|y eine Immersion bzw. Submersion ist.

Beispiel 4.2.6. Die glatte Abbildung
F:R — R? x +— (cosz,sin x)

ist eine Immersion: Die darstellende Matrix von (F), beziiglich der durch Standardko-
ordinaten induzierten Basen fiir 7,R und TF(I)RQ ist die Matrix (— sinr cos x)t, die an

keiner Stelle verschwindet. Dieses Beispiel zeigt, dass obwohl Immersionen nach Korollar
»1lokal injektiv“ sind, sie i. Allg. nicht (global) injektiv sind.

Beispiel 4.2.7. Die glatte Abbildung
G:R—R* 2+ (2,0)

ist eine Einbettung. Die darstellende Matrix von (G,), in Standardkoordinaten ist die
Matrix (1 O)t und G ist eine topologische Einbettung (siehe Beispiel |1.1.17)).

Beispiel 4.2.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit oder eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei
U C M offen. Die Inklusionsabbildung ¢: U — M ist eine Einbettung: (v.), ist an jeder
Stelle ein Isomorphismus (insbesondere injektiv) und die Topologie auf U ist die Teil-
raumtopologie.

Beispiel 4.2.9. Die Inklusionsabbildung ¢: S® — R""! ist eine Einbettung: ¢ ist eine
topologische Einbettung, da S™ mit der Teilraumtopologie versehen ist. Weiterhin kann
man z. B. mittels Karten von S™ und der Identitéitskarte auf R"™! die Injektivitdt von (t.),
fiir alle p € S™ iiberpriifen. Wir geben einen anderen Beweis fiir die Aussage, dass ¢ eine
Immersion ist: Seien 7: R"™\ {0} — S" und //: S™ — R™*\ {0} Inklusionsabbildungen.
¢ ist die Verkettung
S L R {0} & R
Damit ist fiir jedes p € S™ das Differential (¢.), die Verkettung

15" 55 TR\ {o}) £ TR
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Da (I.), ein Isomorphismus ist, ist die Injektivitdt von (4), dquivalent zur Injektivitét
von (u/,.). Wir zeigen nun, dass (i) fiir jedes p € S™ injektiv ist. Betrachte die glatte
Abbildung

F: R\ {0} — 5" xl—>||i—‘|.

Es gilt F o = idgn. Daraus folgt, (F.), o (¢,), = idgp,s». Die Abbildung (¢}), hat also eine
Linksinverse und ist damit injektiv.

Beispiel 4.2.10. Die Abbildung
F:R* = R* (z,y) ~ ((2+ cos(z)) cos(y), (2 + cos(z)) sin(y), sin(2y))
ist eine injektive Immersion. Betrachte die Abbildung
m: R* - St x §1 (z,y) — ((cosz,sinx), (cosy,siny)).

Dann existiert genau eine Abbildung F: 8" x S! mit F = F ox. Man kann zeigen, dass
F eine Einbettung ist (Aufgabe).

Beispiel 4.2.11. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir haben gesehen, dass M auf
natiirliche Weise eine Mannigfaltigkeit ist. Die Inklusionsabbildung ¢: OM — M ist eine
Einbettung: In Proposition haben wir schon gesehen, dass sie eine Immersion ist. Da
OM mit der Teilraumtopologie versehen wird, ist ¢ tautologischerweise eine topologische
Einbettung.

Nicht jede injektive Immersion ist eine Einbettung:

Beispiel 4.2.12. Die glatte Abbildung
H: (—7m,7) = R? x +— (sin(x), sin(2z))

ist eine injektive Immersion: In Standardkoordinaten ist (cos x 2cos QZE)t die darstellende
Matrix von (H,), und die Gleichungen cosz = 0 und cos 2z = 0 konnen nicht gleichzeitig
gelten. H ist jedoch keine topologische Einbettung (siehe Aufgabe . Ganz analog
zeigt man, dass

F: (-7 — R x> (sin(—x), sin(2z))

eine injektive Immersion, aber keine Einbettung ist.

Die folgende Proposition gibt einfache Kriterien, um zu iiberpriifen, ob eine injektive
Immersion eine Einbettung ist.

Proposition 4.2.13. Seien X und Y lokal kompakte Hausdorffriume. Sei F': X — Y
eine stetige injektive Abbildung. Die Abbildung F' ist eine topologische Einbettung, falls
sie eine der folgenden Bedingungen erfillt:

1. F ist offen.

2. F st abgeschlossen.

3. X st kompakt.

4. F st eine eigentliche Abbildung; d. h. Urbilder kompakter Mengen sind kompakt.
Beweis. Aufgabe. O]
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Beispiel 4.2.14. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei 1 < k£ < n. Sei
(U, ¢) eine Karte auf M mit Koordinatenfunktionen {z!,... 2"}. Seien c**1 ... " € R.
Die Teilmenge

S={peUlz"(p) =" ... a"(p) ="}

heifit ein k-Slice oder k-Schnitt der Karte (U, ¢). Wir versehen S mit der Teilraumtopo-
logie und die differenzierbarer Struktur, die durch die globale Karte mit den Koordina-
tenfunktionen !, ..., 2" induziert wird. Die Menge S wird so zu einer k-dimensionalen
Mannigfaltigkeit und die Inklusionsabbildung von S in M wird zu einer Einbettung.

Die folgende Proposition ist u. a. bei der Uberpriifung der Glattheit von Abbildungen
sehr hilfreich.

Proposition 4.2.15. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei v: M — N eine injek-
tive Immersion. Sei L eine weitere Mannigfaltigkeit und F': L — M eine Abbildung. Wir
setzen F':=10F.

L—>N

N

1. F st genau dann glatt, wenn F' stetig und F glatt ist.
2. F ist stetig, falls F stetig und 1 eine Einbettung ist.
Bewezs.

1. Wir setzen m = dim M und n = dim N. Sei F' glatt. Dann ist F' insbesondere
stetig und F als eine Verkettung von glatten Funktionen glatt. Sei nun umgekehrt
F stetig und F' glatt. Wir zeigen, dass fiir jedes p € L eine offene Umgebung U
von p existiert, sodass F'|y glatt ist. Dafiir zeigen wir, dass fiir jedes p € L eine
Karte (V@) um F(p) existiert, sodass p o F': F~1(V) — (V) glatt ist. Da ¢ eine
Karte und damit ein Diffeomorphismus ist, folgt daraus, dass F|p-1(yy glatt ist.
Wir bemerken, dass wir hier die Stetigkeit von F' benotigen, um die Offenheit von
F~Y(V) zu gewiihrleisten. Sei (W, 1)) eine Karte um ¢(F(p)). Dann existiert nach
Bemerkung eine Projektionsabbildung 7: R™ — R™, sodass ¢ = m o o,
eingeschrankt auf eine offene Umgebung V' von F(p), eine Koordinatenabbildung
ist; d.h. (V, ¢) ist eine Karte um F(p). Es gilt

(o F)|lp1vy=(movporoF)|p1y) = (Wowoﬁ)hp_l

Aus der Glattheit von F folgt die Glattheit von (¢ o F)|p-1(y). Die Behauptung
folgt.
2. Der Beweis ist dhnlich zum Beweis von Teil [3| von Proposition [1.1.20} O

Im folgenden Beispiel betrachten wir eine Anwendung von Proposition [4.2.15

Beispiel 4.2.16. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei F': M — S™ eine Abbildung.
Sei ¢: S™ — R™! die Inklusionsabbildung. Wir haben gesehen, dass ¢ eine Einbettung
ist. Um direkt zu iiberpriifen, ob F' eine glatte Abbildung ist, miissen wir zuerst einen
Atlas fiir M und fiir S™ konstruieren und die Darstellung von F' in Karten fiir M und
S™, die in den Atlanten enthalten sind, betrachten. Die Proposition gibt uns die
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folgende Alternative: Um die Glattheit von F zu iiberpriifen, reicht es die Glattheit von
toF: M — R™™! zu iiberpriifen. Das ist i. Allg. einfacher, da man mit der Identitéitskarte

auf R™*! arbeiten kann.
LOF RTH_I

\T

Zunéachst untersuchen wir das lokale Verhalten von Immersionen. Die folgende Propo-
sition besagt, dass Immersionen lokal Einbettungen sind.

Proposition 4.2.17. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei F': M — N eine Immer-
sion. Fir jedes p € M existiert eine offene Umgebung U von p, sodass F|y: U — N eine
Einbettung ist.

Beweis. Da (F), injektiv ist, existiert laut Korollar eine offene Umgebung V' von
p, sodass F|y injektiv ist. Sei U eine offene Umgebung mit U C V und U kompakt. Nach
Proposition ist F'|i eine topologische Einbettung. Jede Einschrinkung einer topo-
logischen Einbettung ist wieder eine topologische Einbettung. Damit ist die Abbildung
F|y eine topologische Einbettung. Da sie zusitzlich eine injektive Immersion ist, ist sie
eine Einbettung. O

Die folgende Proposition gibt uns eine Beschreibung des Bilds einer Einschrinkung

einer Immersion auf geeignete offene Teilmengen. Mit deren Hilfe kénnen wir analog zu
Korollar und Korollar Karten konstruieren, beziiglich der Immersionen eine
einfache Gestalt haben.

Proposition 4.2.18. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Sei F': M — N eine Immersion. Sei p € M. Dann existiert eine offene Umgebung
U von p und eine kubische, um F(p) zentrierte Karte (V,1), sodass F|y injektiv ist und
F(U) ein m-Slice der Karte (V,1) ist.

Beweis. Sei (W, ) eine zentrierte Karte um F(p) mit Koordinatenfunktionen {z', ..., 2"}.
Nach Proposition sind m Elemente von {z' o F,... 2" o F'} die Koordinatenfunk-
tionen einer um p zentrierten Karte (W, 7). Wir kénnen o. B.d. A. annehmen, dass {z' o
F,...,2z™ o F} die Koordinatenfunktionen von (W,7) sind (sonst kénnen wir die Funk-
tionen {z' ..., 2"} umnummerieren). Sei 7: R® — R™ die Projektion auf die ersten n
Komponenten. Dann gilt 7 = mo 70 F. Fiir 1 < i < n definieren wir Funktionen 3* auf

(7o 7)"L(F(W)) durch

; {zi falls 1 <i<m
y:

s—ZioFoT lomor fallsm+1<i<n

Wir bemerken, dass fiir ¢ € W und m +1<i<n
y'(F(q)) = 2'(F(q)) =z o FoT tomor(F(q) =
Z(F(q)) =2 oFo7 ororoF(q) = 2(F(q)) — 2" (F(q)) = 0.

Fiir m + 1 < i < n verschwindet also y* auf F' (W) Wir behaupten, dass die Familie
{y*,...,y"} die Koordinatenfunktionen einer Karte um F(p) sind. Um diese Behauptung
zu beweisen, zeigen wir, dass {y',...,y"} eine in F(p) unabhingige Familie ist. Fiir 1 <
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i < m gilt dy'(F(p)) = dz'(F(p)). Fiir m + 1 < ¢ < n bezeichnen wir die Funktion
2o FoT 'omor mit w'. Fiir geeignete Zahlen &;; ist

) =) &id2|p
=1

und damit gilt fir m + 1 < i <n, dass
dy'(F(p)) = dz'|p) — dw'(F(p)) = d2'|p) Z&]dz | F(p)-

Firm+1< 7 <ngilt

9 9 @-
&i = du' (55 1rw) = 55 lre) (') =0

(warum?). Damit gilt firm+1<j<n

Daraus folgt, dass die Familie {y',... 4"} in F(p) unabhiingig ist. Also existiert eine
kubische, um F(p) zentrierte Karte (V) mit V C (7o T)_l(?(W)) und mit Koordina-
tenfunktionen {y,...,y"}. Wir setzen U :== W N F~1(V). Die Menge F(U) ist dann der
k-Slice von (V1) gegeben durch

{geVl]y'(q) =0 fir m+1<i<n}.

Die darstellende Abbildung von F beziiglich der Karten (U, 7|y) und (V,1)) ist gegeben
durch

(&4 6™ e (€., 6m0,...,0).
Dies impliziert, dass F|y injektiv ist. ]

Aus dem Beweis von Proposition [4.2.18| erhalten wir das folgende

Korollar 4.2.19. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Sei F': M — N eine Immersion. Sei p € M. Dann existieren Karten (U, ¢) um p und
(V,4) um F(p), sodass F(U) C V und

Fow: o(U) = (V)

durch
(& ™) s (., €m,0,...,0)

gegeben ist.
Die folgende globale Aussage iiber Immersionen ist interessant und hilfreich.

Proposition 4.2.20. Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Eine glatte bijektive Immersion
F: M — N ist automatisch ein Diffeomorphismus.

Ein Beweis von Proposition [4.2.20]ist in der folgenden Aufgabe enthalten.
Aufgabe 4.2.21.
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(i) Sei F': R® — R"™ eine C'*-Abbildung. Zeigen Sie, dass F' Nullmengen auf Nullmengen
abbildet und folgern Sie daraus, dass, fiir m < n, das Bild jeder C'-Abbildung
G: R™ — R” eine Nullmenge ist.

(Hinweis: Erinnern Sie sich, dass F' eingeschriankt auf kompakte Teilmengen eine
Lipschitz-Funktion ist und dass eine Teilmenge N C R" genau dann eine Nullmenge
ist, wenn fiir jedes € > 0 abzdhlbar viele Bélle {B,,(p;)} existieren, sodass N C

Uien Bri(pi) und 32, A(Br, (pi)) < €.).

(ii) Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei n > m. Sei F': M — R™ eine
C'-Abbildung. Zeigen Sie, dass das Bild von F' eine Nullmenge ist.

(Hinweis: M ist zweitabzahlbar).

(iii) Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Sei F': M — N eine glatte bijektive Immersion.
Zeigen Sie, dass F' ein Diffeomorphismus ist.
(Hinweis: Sie konnen Teil (i) und (ii) benutzen. Wir setzen n := dim N. Konstruieren
Sie mithilfe von F' eine glatte surjektive Abbildung zwischen einer offenen Teilmenge
von M und R™.)

4.3 Untermannigfaltigkeiten

Wir untersuchen nun Teilmengen von Mannigfaltigkeiten, die selbst eine (nicht zu seltsa-
me) Mannigfaltigkeitsstruktur besitzen.

Definition 4.3.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit oder eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei
S C M und ¢: S — M die Inklusionsabbildung.

e S versehen mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur, sodass ¢ eine Immersion ist, heifit
eine Untermannigfaltigkeit von M.

e S versehen mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur, sodass ¢ eine Einbettung ist, heifit
eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M.

Falls S eine Untermannigfaltigkeit oder eingebettete Untermannigfaltigkeit von M ist,
heifit dim M — dim S die Kodimension von S in M.

Bemerkung 4.3.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit und S C M eine eingebettete Unter-
mannigfaltigkeit. Dann ist die Topologie auf S notwendigerweise die Teilraumtopologie.

Beispiel 4.3.3. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine injektive
Immersion. Dann ist F' eine Bijektion zwischen M und F(M) und wir kénnen die To-
pologie und differenzierbare Struktur von M auf F(M) transportieren. Die Abbildung
F: M — F(M) wird dann tautologischerweise zu einem Diffeomorphismus. Die Inklu-
sionsabbildung ¢: F(M) — N ist in diesem Fall eine Immersion. Damit ist F'(M) eine
Untermannigfaltigkeit von N. Falls F' eine Einbettung ist, wird F(M) auf diese Weise
zu einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit. Wir fassen zusammen: Das Bild einer in-
jektiven Immersion bzw. Einbettung ist auf natiirliche Weise eine Untermannigfaltigkeit
bzw. eine eingebettete Untermannigfaltigkeit. Mithilfe der obigen Beispiele von injektiven
Immersionen und Einbettungen erhalten wir Beispiele von Untermannigfaltigkeiten und
eingebettete Untermannigfaltigkeiten.

Beispiel 4.3.4. Der Rand einer Mannigfaltigkeit mit Rand M, versehen mit seiner ka-
nonischen Mannigfaltigkeitsstruktur, ist eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M.
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Aufgabe 4.3.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit.

(i) Zeigen Sie, dass die eingebetteten Untermannigfaltigkeiten von M mit Kodimension
0 genau die offenen Teilmengen von M, versehen mit ihrer kanonischen Mannigfal-
tigkeitsstruktur, sind.

(ii) Zeigen Sie, dass Untermannigfaltigkeiten von M mit Kodimension 0 eingebettete
Untermannigfaltigkeiten sind.

Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei S C M. Die folgenden Fragen sind natiirlich:

e Kann die Menge S mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen werden, sodass sie
eine Untermannigfaltigkeit von M ist? Falls ja, wie viele solcher Mannigfaltigkeitss-
trukturen gibt es?

e Sei S mit der Teilraumtopologie versehen. Kann der topologische Raum S mit einer
differenzierbaren Struktur versehen werden, sodass er eine eingebettete Unterman-
nigfaltigkeit von M ist? Falls ja, wie viele solcher differenzierbaren Strukturen gibt
es?

Wir diskutieren zuerst den Eindeutigkeitsaspekt der obigen Problematik.

Proposition 4.3.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei S eine Teilmenge von M. Wir
versehen S mit einer Topologie. Dann existiert héchstens eine differenzierbare Struktur
auf S, sodass S versehen mit dieser differenzierbaren Struktur eine Untermannigfaltigkeit
von M ist.

Beweis. Seien F; und F; differenzierbare Strukturen auf S, sodass (S, F1) und (5, F2)
Untermannigfaltigkeiten von M sind. Wir bezeichnen die Mannigfaltigkeiten (.S, F;) und
(S, F») einfachheitshalber mit S; bzw. Ss. Wir zeigen, dass die Identitéatsabbildung id: S; —
S5 ein Diffeomorphismus ist. Seien ¢;: S7 — M und ty: S; — M die Inklusionsabbildun-
gen (sie stimmen iiberein). Betrachte das kommutative Diagramm

Da die Topologien auf S; und Ss iibereinstimmen, ist die Abbildung id ein Homéomorphis-
mus und insbesondere stetig. Da t5: Sy — M eine injektive Immersion ist, ist id: S7 — S
nach Proposition [£.2.15 glatt. Analog zeigt man, dass die Identitédtsabbildung id: Sy — S}
glatt ist. Die Behauptung folgt. O

Proposition 4.3.7. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei S eine Teilmenge von M. Wir
versehen S mit der Teilraumtopologie. Falls eine differenzierbare Struktur auf S existiert,
sodass (S, F) eine Untermannigfaltigkeit von M ist, dann ist S versehen mit einer belie-
bigen anderen Mannigfaltigkeitsstruktur keine Untermannigfaltigkeit von M.

Bemerkung 4.3.8. (S, F) wie in Proposition ist eine eingebettete Untermannig-
faltigkeit von M, da S mit der Teilraumtopologie versehen ist.
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Beweis von Proposition[{.3.7 Wir versehen S mit einer beliebigen Mannigfaltigkeitss-
truktur und bezeichnen die resultierende Mannigfaltigkeit mit S. Die Mannigfaltigkeit
(S, F) wie in der Voraussetzung bezeichnen wir mit S. Die Inklusionsabbildungen von
S und S in M werden im Folgenden mit ¢ und ¢ bezeichnet. Sei id: S — S die Iden-
titdtsabbildung. Betrachte das kommutative Diagramm

S —» M
S

Wir nehmen jetzt an, dass S eine Untermannigfaltigkeit von M ist. Da ¢ eine Einbettung
ist, ist id: S — S nach Proposition stetig. Dann ist ¢ glatt und Proposition
impliziert die Glattheit von id. Da 7 in diesem Fall eine Immersion ist un~d Te = Ly O
id, gilt, ist id auch eine Immersion. Also ist die Identitdtsabbildung id: S — S eine
bijektive Immersion. Proposition impliziert dann, dass id ein Diffeomorphismus ist.
Mit anderen Worten stimmen die Mannigfaltigkeitsstrukturen von S und S iiberein. Die
Behauptung folgt. m

Beispiel 4.3.9. Wir haben schon gesehen, dass die glatte Abbildung
H: (—m 7)) —=R* 2+ (sin(z),sin(2z))

eine injektive Immersion ist. S = H((—m, 7)) kann also mit einer Mannigfaltigkeits-
struktur versehen werden, die sie zu einer 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit von
R? macht. Man kann zeigen, dass S nicht zu einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit
von R? gemacht werden kann. Andererseits kann man zeigen, dass mehrere Mannigfal-
tigkeitsstrukturen auf S existieren, die S zu einer Untermannigfaltigkeit von R? machen

(Aufgabe).

Wir fokussieren uns nun auf die Frage der Existenz einer Mannigfaltigkeitsstruktur
auf einer Teilmenge S einer Mannigfaltigkeit M, die S zu einer eingebetteten Unterman-
nigfaltigkeit von M macht.

Proposition 4.3.10. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei S eine Teil-
menge von M. Falls S eine k-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von M 1ist,
existiert fir jeden Punktp € S eine Karte (U, p) um p, sodass SOU ein k-Slice der Karte
(U, @) ist. Umgekehrt: Falls fir jeden Punktp € S eine Karte (U, @) um p ezistiert, sodass
SNU ein k-Slice der Karte (U, @) ist, kann die Menge S mit einer Mannigfaltigkeitsstruk-
tur versehen werden, die sie zu einer k-dimensionalen eingebetteten Untermannigfaltigkeit
macht.

Beweis. Sei S eine k-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit. Sei ¢: S — M die
Inklusionsabbildung. Sei p € S. Nach Proposition existiert eine offene Umgebung
W von p in S und eine Karte (V, ) um ¢(p) = p, sodass W = +(W) ein k-Slice der Karte
(V,4) ist. Da S mit der Tellraumtopologle versehen ist und W eine offene Tellmenge von S
ist, existiert eine offene Teilmenge V von M, sodass W = VNS, Wir setzen U == VNV,
Dann ist U eine offene Umgebung von p in M und W = U N S ein k-Slice der Karte
<U7 Y= 7vb|U )

Sei nun umgekehrt S so, dass fiir jedes p € S eine Karte (U, ¢) um p existiert, sodass
SNU ein k-Slice der Karte (U, ) ist. O. B d. A. kénnen wir annehmen, dass der k-Slice
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durch das Fixieren der letzten (n — k) Koordinaten in der Karte (U, ¢) entsteht. Wir ver-
sehen S mit der Teilraumtopologie. Somit ist S ein Hausdorffraum und zweitabzahlbar.
Mit p und (U, ) wie eben und der Projektionsabbildung 7: R® — R* auf die ersten k
Komponenten, definieren wir eine Karte (17 =UNS,p =moy) fiir S um p. Warum ist
die Abbildung ¢ ein Hom6omorphismus auf ihr Bild?. Da wir rund um jedes p € S
so eine Karte konstruieren konnen, sehen wir, dass S eine topologische Mannigfaltigkeit
ist. Wir behaupten, dass die Familie der Karten auf S, die so konstruiert werden, ein
Atlas fiir S ist und dass S versehen mit der induzierten differenzierbaren Struktur eine
k-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von M ist. Der Beweis dieser Behaup-
tung ist eine Aufgabe. O]

Aufgabe 4.3.11. Zeigen Sie, dass die im Beweis der Proposition 4.3.10] definierte Ab-
bildung ein Homoomorphismus auf ihr Bild ist und beweisen Sie die dort formulierte
Behauptung.

Mithilfe der Proposition [4.3.10| erhalten wir eine sehr niitzliche Methode um eingebet-
tete Mannigfaltigkeiten zu erkennen und neue eingebettete Untermannigfaltigkeiten zu
konstruieren.

Proposition 4.3.12 (Satz vom reguléren Wert). Sei M eine m-dimensionale und N eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei ¢ € N und F': M — N eine glatte Abbildung, sodass
(F.), fiir alle p € F~Y(q) = S surjektiv ist. Dann existiert eine eindeutige Mannigfaltig-
keitsstruktur auf S, mit der S eine (m —n)-dimensionale eingebettete Untermannigfaltig-
keit von M st.

Bemerkung 4.3.13. In der Situation von Proposition heifit jeder Punkt ¢ € N
mit der Eigenschaft, dass (F,), fiir alle p € F~'(q) surjektiv ist, ein requldrer Wert von
F. Das Urbild eines reguldren Werts von F' heifit eine reguldre Niveaumenge von F'. Mit
anderen Worten besagt Proposition dass regulire Niveaumengen einer Abbildung
auf eindeutige Weise mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen werden kénnen, die sie
zu eingebetteten Untermannigfaltigkeiten des Definitionsbereichs machen.

Beweis. Um die Existenz einer Mannigfaltigkeitsstruktur auf S wie in der Behauptung
zu beweisen, reicht es nach Proposition zu zeigen, dass fiir jedes p € S eine Karte
(U, @) von M existiert, sodass SN U ein (n —m)-Slice der Karte (U, ¢) ist. Sei p € S und
sei (V,1) eine um q zentrierte Karte mit Koordinatenfunktionen {y',... y"}. Da (F.),
surjektiv ist, existieren nach Proposition m glatte Funktionen 2"*!, ... 2™, die in einer
offenen Umgebung von p definiert sind, sodass

h=yloF . . 2" =y o F o™ . 2™

die Koordinatenfunktionen einer Karte (U, ¢) um p sind. Wir behaupten:

SNU={peUlz*(p)=0,...,2"(p) = 0}.

In der Tat: Fiir 1 <¢ < n und p € U gilt nach Definition z*(p) = y*(F(p)). Aulerdem ist
p genau dann in S, wenn F(p) = ¢, also genau dann, wenn y'(F(p)) = y*(¢) = 0 fiir alle
i€ {l,...,n}. Somit ist SN U ein (m — n)-Slice der Karte (U, ¢).

Die Eindeutigkeit einer Mannigfaltigkeitsstruktur auf S, mit der S eine eingebettete
Untermannigfaltigkeit von M ist, folgt aus Proposition |4.3.7] O
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Beispiel 4.3.14. Betrachte die glatte Funktion
RIS R (€ et 5 ) ()2

Fiir p = (¢4,...,&") € R"! ist die darstellende Matrix von (f.), in Standardkoordina-
ten durch
(251 2£n+1)

gegeben. Die Abbildung (f,), ist also fiir alle p # 0 surjektiv. Sei R > 0. Die Menge
f71(R?) ist die n-dimensionale Sphire S™(R) mit Radius R. Nach Proposition [4.3.12]exis-
tiert genau eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf S™(R), sodass S™(R) eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R™"*! ist. Wegen der Eindeutigkeit dieser Mannigfaltigkeitss-
truktur sehen wir, dass sie genau die vorher betrachtete Standard-Mannigfaltigkeitsstruktur

auf S"(R) ist.

Beispiel 4.3.15. Betrachte die glatte Abbildung det: GL,(R) — R. Sei id,, die n x n
Identitatsmatrix. Wir haben gesehen (vgl. Aufgabe und Aufgabe , dass, nach
kanonischer Identifikation Tiq, GL,(R) = M,(R) und 73R = R, die Abbildung (det.)q,
mit der Spurabbildung tr: M,(R) — R iibereinstimmt. Im Folgenden identifizieren wir
stets die Tangentialrdume von M, (R) und GL, (R) mit M, (R). Fiir A € GL,(R) berechnen
wir nun (det,)4: My(R) — R. Betrachte die lineare Abbildung

La: My(R) = Mu(R) B AB,

die wir auf GL,(R) einschranken konnen, um die Abbildung L,: GL,(R) — GL,(R)
zu erhalten. Da die Abbildung L, linear ist, stimmt ihr Differential ((L4).)c fiir alle
C € M,(R) mit L, tiberein. Betrachte nun die Verkettung

deto Ls: GL,(R) — R.
Wegen der Multiplikativitéit von det gilt det o L4 = det(A)det. Daraus folgt, dass
((det o La)s)iq, = (dety)a o La = ((det(A)det),)ia, = det(A)(dety)iq, = det(A)tr.
Daraus ergibt sich
(det,) 4 = det(A)tro (L)™' = det(A)tro L.
Also gilt fur alle B € Ty GL,(R) = M, (R)
(det,)a = det(A)tr(A™'B).

Da fiir alle A € GL,(R) ein B € M, (R) mit det(A)tr(A™'B) # 0 existiert (z.B. B = A7),
ist (det,)4 fiir alle A € GL,(R) surjektiv. Aus Proposition folgt, dass fiir jedes
z € R die Menge det™!(x) eine eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur besitzt, die sie zu
einer (n?—1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit von GL,(R) macht. Fiir z = 1 erhalten
wir so eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf der speziellen lineare Gruppe SL, (R) = det™*(1).

Aufgabe 4.3.16. Zeigen Sie, dass es eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf der orthogonalen
Gruppe O, (R) gibt, die sie zu einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit von GL,(R)
macht, und bestimmen sie die Dimension von O, (R) (als Mannigfaltigkeit). Hinweis: Sei
sym,, der Vektorraum der symmetrischen n x n-Matrizen. Betrachten sie die Abbildung

GL,(R) — sym,,(R) A ATA.
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Bemerkung 4.3.17. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte
Abbildung. Sei ¢ € N. Es kann vorkommen, dass (F}), nicht fiir alle p € F'~'(q) surjektiv
ist, aber F'1(p) trotzdem eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M ist. Ein triviales
Beispiel ist die konstante Null-Abbildung R™ — R. Das Urbild von 0 ist die Menge R",
die mit ihrer Standard-Mannigfaltigkeitsstruktur eine eingebettete Untermannigfaltigkeit
von sich selbst ist.

Aufgabe 4.3.18. Betrachten Sie die glatte Abbildung
R =R (E,8,8) = (€)2+ () - (&)

Fiir welches R € R kann die Menge f~'(R) mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen
werden, die sie zu einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit von R? macht. Skizzieren Sie

f7H=1), £710) und f7H(D).
Wir erwéhnen die folgende Verallgemeinerung von Proposition ohne Beweis.

Proposition 4.3.19. Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit und F: M — N eine glatte Abbildung. Sei P eine p-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von N und v: P — N die Inklusionsabbildung. Falls fiir jedes ¢ € F~1(P)

TrgN = (F.)g(TgM) + (t4) r(g)(Trg) P),

dann existiert eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf L .= F~1(P), die sie zu einer (m—n+p)-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit von M macht.

Falls P zusdtzlich eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von N ist, existiert eine
eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur auf L, die sie zu einer eingebetteten (m — n + p)-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit von M macht.

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Nicht jede eingebettete Untermannigfaltigkeit von M ist
eine reguldare Niveaumenge einer glatten Abbildung F': M — N in einer Mannigfaltigkeit
N. Da Niveaumengen immer abgeschlossen sind, sind triviale Beispiele solcher eingebette-
ten Untermannigfaltigkeiten nicht abgeschlossene eingebettete Untermannigfaltigkeiten;
z.B. (—1,1) x {0} C R2 Es gilt jedoch die folgende

Proposition 4.3.20. Set M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei S C M. Die
Menge S besitzt genau dann eine Mannigfaltigkeitsstruktur, die sie zu einer k-dimension-
alen eingebetteten Untermannigfaltigkeit von M macht, wenn fir jedes p € S eine offene
Umgebung U von p und eine glatte Abbildung F: U — R™ % existieren, sodass UNS eine
requldre Niveaumenge von F' ist.

Beweis. Sei S eine k-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von M. Fiir p € S
existiert nach Proposition [4.3.10 eine um p zentrierte Karte (U, ¢) von M, sodass

Uns={qeUlz*"(q) =0,...,2"*(g) = 0},

wobei {z!, ... 2"} die Koordinatenfunktionen von (U, ) bezeichnen. Betrachte die glatte
Abbildung
F:U—R™"* g (2" (q),. ... 2™(q)).

Es gilt SNU = F~(0). Weiterhin gilt fiir alle g € U

(F*) e (drpg) = dz™ g (F) pg (A pg) = dz™|,.
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Daraus folgt die Injektivitdt von (F™)p() und damit die Surjektivitat von (F),. Die
Menge S N U ist also eine reguldre Niveaumenge von F'. Sei nun umgekehrt S so, dass
fiir jedes p € S eine offene Umgebung U von p und eine glatte Abbildung F: U — R™*
existieren, sodass U N S eine reguldre Niveaumenge von F' ist. Nach Proposition
besitzt die Menge U N S eine Mannigfaltigkeitsstruktur, die sie zu einer k-dimensionalen
eingebetteten Untermannigfaltigkeit von U macht. Nach Proposition existiert fir
jeden Punkt p € SN U eine Karte (V' C U, ) von U (und damit von M) um p, sodass
(SNU)NV =8NV ein k-Slice der Karte (V1)) ist. Aus Proposition folgt, dass
S eine Mannigfaltigkeitsstruktur besitzt, die sie zu einer k-dimensionalen eingebetteten
Untermannigfaltigkeit von M macht. O]

Aufgabe 4.3.21. Wir bezeichnen mit H die offene Teilmenge
{(r,2z)|r >0,z € R}

von R2%. Sei C eine eindimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von H. Wir be-
zeichnen mit S¢ die Rotationsfliche

{(z,y, 2) (Va2 + 92, 2) € C}.

Wenn wir H als eine offene Teilmenge der xz-Ebene visualisieren, erhalten wir S¢ durch
die Rotation von C' um die z-Achse. Zeigen Sie, dass S¢ eine zweidimensionale eingebettete
Untermannigfaltigkeit von R3 ist.

4.4 Tangentialriume von und Vektorfelder entlang
Untermannigfaltigkeiten

4.4.1 Tangentialriume von Untermannigfaltigkeiten

Sei S eine Untermannigfaltigkeit oder eine eingebettete Untermannigfaltigkeit einer Man-
nigfaltigkeit M und sei ¢: S — M die Inklusionsabbildung. Da ¢ nach Definition eine
Immersion ist, ist (4),: T,S — T, M eine injektive Abbildung. Wir werden im Folgenden
héufiger Tangentialvektoren v € T,S mit (i,),(v) € T,M identifizieren und so 7,5 als
eine Teilmenge von T}, M betrachten. Zunéchst formulieren und beweisen wir eine Propo-
sition, die uns erlaubt, die Tangentialraume von reguldren Niveaumengen einer glatten
Abbildung mithilfe der Abbildung zu bestimmen.

Proposition 4.4.1. Sei F': M — N eine glatte Abbildung. Sei S eine requlire Niveau-
menge von F wversehen mit der Mannigfaltigkeitsstruktur, die sie zu einer eingebetteten
Untermannigfaltigkeit von M macht. Sei p € S. FEs gilt

T,S = ker(F\),.

Beweis. Da dim S = dim ker(F}),, reicht es zu zeigen, dass (i.),(1,S) C ker(Fy),. Sei
v € T,5 und sei v: (—¢,€) = S eine C*-Kurve mit 4(0) = v. Es gilt dann

(1)) = (£27)(0).
Sei [f] € GC°(N). Dann gilt

(P (00D () = () o F) = (o Foven) 0=

da to7 in einer Niveaumenge von F' liegt und Foroy daher konstant ist. Da [f] € GC°(N)
beliebig war, folgt daraus (i.),(v) € ker(F,),. O
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Beispiel 4.4.2. Betrachte die Funktion

f:Rn+1—>R (617”"5n+1)_>2(€i)2

und ihre regulire Niveaumenge S™ = f~!(1). Da der Tangentialraum von R"™! an jedem
Punkt p mithilfe des kanonischen Isomorphismuses

;0
n+1 n+1 7 1 n+1
LR B S g (¢ ¢

mit R"™ identifiziert werden kann, kénnen wir fiir p € S™ den Tangentialraum 7,5™ mit
einem Untervektorraum von R"*! identifizieren. Nach Proposition miissen wir dafiir
ker(f.), berechnen. Fiir p := (&', ..., ") € S™ ist die darstellende Matrix von (f,), in
Standardkoordinaten durch

(251 L 2571—%—1)

gegeben. Daraus erhalten wir
ker(f.), = {v € R""|(2p,v) = 0} = {v € R""!|(p,v) = 0},

wobei wir mit (-, -) das Standard-Skalarprodukt auf R"** bezeichnen. Der Tangentialraum
T,S™ kann also mit der Hyperfliche, die zum p orthogonal ist, identifiziert werden.

Beispiel 4.4.3. Die spezielle lineare Gruppe SL, (R) ist eine reguldre Niveaumenge von
det: GL,(R) — R. Nach der Identifikation Tig, GL,(R) = M, (R) kénnen wir T34, SL,,(R)
mit einem Teilraum von M, (R) identifizieren. Da (det,);q, = tr, ist dieser Teilraum genau
der Vektorraum der spurfreien n x n Matrizen.

Aufgabe 4.4.4. Betrachten Sie die Menge
S ={(z,y) € R*|max{|z|, |y|} = 1}

(i) Zeigen Sie, dass die Menge S versehen mit der Teilraumtopologie eine differenzier-
bare Struktur besitzt, die sie zu einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit macht.

(ii) Zeigen Sie, dass keine Mannigfaltigkeitsstrukturen auf S existieren, die S zu einer
Untermannigfaltigkeit von R? machen.

4.4.2 Vektorfelder entlang Untermannigfaltigkeiten

Die Begriffe und Resultate in diesem Abschnitt sind fiir unsere spétere Diskussion iiber
induzierte Orientierungen auf Untermannigfaltigkeiten relevant. Sie haben aber natiirlich
weitere Anwendungen.

Definition 4.4.5. Seien M und N Mannigfaltigkeiten oder Mannigfaltigkeiten mit Rand
und sei F': M — N eine glatte Abbildung. Eine glatte Abbildung X: M — TN mit
der Eigenschaft mry o X = F heifit ein Vektorfeld entlang der Abbildung F'. Mit anderen
Worten: Ein Vektorfeld entlang der Abbildung F ist eine glatte Abbildung X: M — T'N
mit X(p) € TrpN fiir alle p € M. Der Raum aller Vektorfelder entlang F' wird im
Folgenden mit X(F') bezeichnet.
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Wir interessieren uns hier nur fiir Vektorfelder entlang von Inklusionsabbildungen
eingebetteter Untermannigfaltigkeiten. Im Fall einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit
S einer Mannigfaltigkeit M kann ein Vektorfeld entlang der Inklusionsabbildung ¢: S —
M als ein Vektorfeld auf M interpretiert werden, das nur auf S definiert ist. Die folgende
Proposition spielt eine Rolle bei der Definition von Stokes-Orientierung auf dem Rand
einer orientierten Mannigfaltigkeit mit Rand (folgt spéater).

Proposition 4.4.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei v: OM — M die Inklu-
sionsabbildung. Dann existiert ein nach innen zeigendes Vektorfeld entlang v, d. h. ein
Vektorfeld X : OM — T M entlang ¢, sodass X (p) fir jedes p € M ein nach innen zeigen-
der Tangentialvektor ist.

Beweis. Wir setzen n := dim M. Sei p € OM und sei (U, ) eine Karte von M um p. Wir
setzen V := U N OM. Die glatte Abbildung

Xy:V->TM p»—>axn\p

ist ein nach innen zeigendes Vektorfeld entlang der Inklusionsabbildung ¢y : V. — M.
Fiir jedes p € OM existiert also eine offene Umgebung V' von p in 0M und ein nach
innen zeigendes Vektorfeld Xy entlang der Inklusionsabbildung ¢y, — M. Sei {V, }aer
eine Uberdeckung von M mit solchen offenen Teilmengen und sei Xy, ein nach innen
zeigendes Vektorfeld entlang der Inklusionsabbildung ty, . Sei {1, }acs eine Zerlegung der
Eins beziiglich der Uberdeckung {V, }4c;. Dann ist

X:OM=TM  pe > na(p)Xa(p)

ein nach innen zeigendes Vektorfeld entlang ¢. O

4.5 Einbettungssitze

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die folgende Frage ist natiirlich: Kann M
als eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von RY fiir ein N € N realisiert werden?
Priiziser: Existiert ein N € N und eine Einbettung ¢: M — RN? In diesem Fall kénnen
wir ¢(M) auf natiirliche Weise mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen, die es zu
einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit von RY macht. Versehen mit dieser Mannigfal-
tigkeitsstruktur ist (M) diffeomorph zu M ist. Wir kénnen M dann fiir alle praktischen
Zwecke als eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von RY betrachten. Wir erwihnen die
folgende fundamentale Aussage zu dieser Problematik ohne Beweis.

Theorem 4.5.1 (Einbettungssatz von Whitney). Sei M eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Dann existiert eine Finbettung v: M — R?".

Bemerkung 4.5.2. Der Einbettungssatz von Whitney ist im folgenden Sinne optimal:
Es gibt n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die sich nicht in R™ mit m < 2n einbetten
lassen. Ein Beispiel ist der zweidimensionale projektive Raum RP?, der sich nicht in R?
einbetten ldsst (diese Aussage kann mittels der Theorie der charakteristischen Klassen
bewiesen werden).

Der Beweis der folgenden Aussage ist viel einfacher.
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Proposition 4.5.3. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Dann existiert ein N € N
und eine Einbettung v: M — RY.

Beweis. Siehe Aufgabe O

Aufgabe 4.5.4. Sei M eine kompakte n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

.....

sodass V; C U; und U; diffeomorph zu einem offenen Ball von R” ist.

(ii) Finden Sie eine Einbettung ¢: M — R™+ VP (Hinweis: Benutzen Sie die vorherige
Teilaufgabe und betrachten sie glatte Funktionen 0 < 7; < 1 auf M mit suppn; C U;,
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Kapitel 5

Tensorprodukte und Tensorfelder auf
Mannigfaltigkeiten

5.1 Algebraische Grundlagen

5.1.1 Das Tensorprodukt

Seien U und V K-Vektorraume (K € {R,C}). Wir betrachten das folgende ,universelle
Problem*“: Gibt es ein Paar (7,60), wobei T ein Vektorraum ist und 6: U x V. — T
eine bilineare Abbildung, sodass fiir jeden anderen Vektorraum W und eine bilineare
Abbildung ¢: U x V' — W eine eindeutig lineare Abbildung ¢: T"— W existiert, sodass

das Diagramm
T
OT x

UxV —25 W

kommutiert. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit eines solchen Paars bis auf einen kano-
nischen Isomorphismus.

Proposition 5.1.1. Seien U und V' wie oben und seien (T,0) und (1",6") zwei Paare
mit der obigen Eigenschaft. Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung : T — T,
sodass das Diagramm

UxV

kommutiert. Weiterhin ist 1 ein Isomorphismus.

Beweis. Da (T,0) die obige ,,universelle“ Eigenschaft hat und da ¢ bilinear ist, existiert
eine eindeutige lineare Abbildung ¢: T — T", sodass

T

JX

UxV 2571

kommutiert. Das beweist den ersten Teil der Proposition. Wir zeigen nun, dass i ein
Isomorphismus ist. Da (77,6") die obige universelle Eigenschaft hat und da 6 bilinear ist,
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existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢/': T — T, sodass das Diagramm

T/

/| K

UxV 25T

kommutiert. Aus der obigen Diskussion folgt die Kommutativitdt des folgenden Dia-
grammes:

T
X
0 T’
> T

UxV 0

Die universelle Eigenschaft von (7, 0) impliziert ¢’ o ¢ = idy. Durch Tauschen der Rollen
von (T,0) und (7T",0") ergibt sich ¢ o ¢y’ = idyv. Daraus folgt, dass ¢ ein Isomorphismus
ist. O

Proposition 5.1.2. Seien U und V wie oben. Dann existiert ein Paar (T,0) mit der
obigen universellen Eigenschaft.

Bemerkung 5.1.3. Der Beweis von Proposition |5.1.2] ist fiir uns nicht interessant. Da
werden normalerweise T als ein Quotient eines freien Vektorraum erzeugt durch Elemente
von U x V konstruiert. Diese Konstruktion ist bei unseren konkreten Probleme meist nicht
hilfreich. Wichtig ist, dass so ein Paar (T, ) existiert und dass es, nach Proposition m,
bis auf einen kanonischen Isomorphismen eindeutig ist. Alle weitere Eigenschaften dieses
Paars folgen direkt aus seiner universellen Eigenschaft.

Definition 5.1.4. Seien U und V' wie oben. Das Paar (7', ) mit der obigen universellen
Eigenschaft heifit das Tensorprodukt von U und V. Wir werden die Bezeichnung U ® V'
fiir 7" und die Bezeichnung ® fiir § verwenden. Weiterhin schreiben wir u® v statt ®(u, v)
fiir w € U und v € V. Elemente der Form u ® v € U ® V' heilen Elementartensoren.

Bemerkung 5.1.5. Nicht jedes Element von U ® V ist ein Elementartensor. Man kann
jedoch zeigen, dass jedes Element von U ® V' eine endliche Linearkombination von Ele-
mentartensoren ist. Siehe Proposition |5.1.16| unten fiir den endlich-dimensionalen Fall,

Proposition 5.1.6. Seien U, V und W K-Vektorraume.

1. Es emistiert ein eindeutiger Isomorphismus U@V =V @ U, der, fir alle w € U und
veV,u®uv auf v ®u abbildet.

2. Es existiert ein eindeutiger Isomorphismus U @ (V@ W) = (U@ V)@ W, der, fir
aleveU,veVundw e W, u® (v@w) auf (u®@v) @ w abbildet.

3. Es ezistiert ein eindeutiger Isomorphismus (U@ V)@ W =Z (U W) e (Vo W),
der, fir alleuv e U, veV undw € W, (u,v) @ w auf (u ® w,v @ w) abbildet.

4. FEs existiert ein eindeutiger Isomorphismus K ®@ U = U, der, fir alle r € R und
uwe U, r®u auf ru abbildet.
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Beweis. Wir beweisen nur 1. Der Beweis der restlichen Aussagen sind &hnlich. Die Ab-
bildung
t:UxV-=VeU (u,v) »Vv®u

ist bilinear. Die universelle Eigenschaft von U®V impliziert die Existenz einer eindeutigen
linearen Abbildung t: U ® V' — V ® U, sodass das Diagramm

UV

s| \Qg
UxV —=VeU

kommutiert. Insbesondere gilt t(u ® v) = v ® u. Andererseits ist die Abbildung
s:VxU=UV (v,u) > UV

bilinear und es existiert eine eindeutige lineare Abbildung s: V@ U — U ® V, sodass das
Diagramm

VeoU

o

VxU —=5UV

kommutiert. Sei 7: U xV — V x U die Abbildung, die (u, v) auf (v, u) abbildet. Betrachte
das kommutative Diagramm

UV

\
® VeoU

e N

UxV ——=VxU-—"=UV
Die Abbildung, die durch die Komposition
UxVSVxUSURV

gegeben ist, ist genau die Tensorproduktabbildung ®: U x V — U ® V. Aus der univer-
sellen Eigenschaft von U ® V' folgt, dass die Komposition

UV S5VeUSUeV

die Identitdatsabbildung idygy ist. Analog zeigt man, dass

VeUSUeVS5VeU

die Identitétsabbildung idy gy ist. Die Abbildung ¢ ist der gesuchte Isomorphismus. Falls
t:U®V — V ®U eine weitere Abbildung mit ¢'(u ® v) = v ® u ist, kommutiert das
Diagramm

UV

o

UxV L5 VeU.

Daraus folgt ¢ = ¢ und damit die Eindeutigkeitsaussage in der Behauptung. O]
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Proposition 5.1.7. Seien Uy, Us, Vi und Vy Vektorrdume und f;: U; — V; firi € {1,2}
eine lineare Abbildung. Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung f1® fo: U1 QUy —
Vi @ Vi, die up @ ug fir alle u; € U; auf fi(ur) @ fo(ug) abbildet.

Beweis. Betrachte die bilineare Abbildung
fI Uy xU; = Vi@V, (Ul,UQ) l—>f1(u1)®f2(u2).

Fiir jede lineare Abbildung ]7: Uy @ Uy — Vi ® Vy, die u; ® uy fiir alle u; € U; auf
fi(u1) ® fa(ug) abbildet, kommutiert das Diagramm

hol,
®T \
Uy x Uy — 5 Vio

Wegen der universellen Eigenschaft von U; ® U, existiert genau eine solche lineare Abbil-
dung, die wir mit f; ® fs bezeichnen. n

Beispiel 5.1.8. Seien U und V' Vektorrdume. Wir bezeichnen mit idy, idy und idygy
die Identitédtsabbildungen von U, V bzw. U ® V. Die Abbildung idygy ist eine lineare
Abbildung, die v ® v fiir alle v € U und v € V auf v ® v = idy(u) ® idy(v) abbildet.
Daraus folgt idy ® idy = idygy .

Proposition 5.1.9. Seien Uy, Us, Vi, Vo, Wy und Wy Vektorrdume. Seien f;: U; — V; und
gi: Vi = W; lineare Abbildungen. Dann gilt

(gr0f1)® (920 f2) = (1 ® g2) o (/1 ® f2).
Beweis. Sei h: U; x Uy — Wi ® Wy die bilineare Abbildung, die durch
(u1, u) = g1 0 fi(u1) ® g2 o fa(us)
gegeben ist. (g1 0 f1) ® (g2 0 f2) ist die eindeutige lineare Abbildung, fiir die das Diagramm

U, @ U,

®T \(910/?01)@(9201‘2)

U 1 X U2 L) W1 (24 W2
kommutiert. Die Behauptung folgt, wenn wir die Kommutativitit des Diagramms

U, @ U,y

®T w‘%)ﬁfl@b)

Ul X UQ L) W1 & W2
zeigen konnen. Betrachte die bilinearen Abbildungen
[iUixUs=VioVe  (ui,uz) = fi(un) @ fa(us),

g:Vix Vo =W, W, (v1,v2) = g1(v1) @ ga(v2)

und
(fi, fo): Uy x Uy = Vi x V3 (w1, uz) = (fi(u1), fa(uz)).
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Das Diagramm
U, @ Uy

\N@/{z

Vi®Vs

/T\

Uy x Uy L v v, —2 W oWy
ist kommutativ und
Uy x Uy L2 v v, %ow o Wy
ist die bilineare Abbildung h. m

Korollar 5.1.10. Seien Uy, U, V; und V; Vektorrdume. Fiir ¢ € {1,2} seien f;: U; — V;
Isomorphismen. Dann ist f; ® fy ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Proposition ist ;' ® f, ! die Inverse zu f1 ® fo. O

Beispiel 5.1.11. Sei U ein m-dimensionaler und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum.
Dann gibt es einen Isomorphismus U ® V' = K™ & K".

Proposition 5.1.12. Seien U und V' endlich-dimensionale Vektorrdume. Dann ist U RV
ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dimU ® V = dim U - dim V.

Aufgabe 5.1.13. Beweisen Sie Proposition [5.1.12, Hinweis: Proposition kann hilf-
reich sein.

Proposition 5.1.14. Seien U und V' endlich-dimensionale Vektorraume. Dann existiert
ein kanonischer Isomorphismus L(U; V) 2 U* @ V. Explizit: Es existiert ein kanonischer
Isomorphismus, der u* @ v fir alle u* € U* und v € V' auf die lineare Abbildung

(u— u*(u)v)
abbildet.
Beweis. Die Abbildung
U xV = LU;V) (u*,v) = (u— u*(u)v)

ist bilinear und induziert eine lineare Abbildung U* ® V' — L(U; V), die u* ® v fiir alle
u* € U* und v € V auf die lineare Abbildung (u +— u*(u)v) abbildet. Die Vektorraume
U* ®V und L(U; V) haben die gleiche Dimension. Daher reicht es, die Surjektivitiat der
Abbildung U* ®@ V' — L(U; V) zu zeigen. Seien {uy,--- ,uy} und {vy,---v,} Basen von

U bzw. V und {uf,--- ,u’} die duale Basis zu {uy,- -+ ,u,} C U*. Fir 1 <i < m und
1 < j < nist die darstellende Matrix der Abbildung (u — u}(u) - v;) beziiglich der Basen
{uy, -+ ,up} und {vy,---v,} die Matrix mit dem Eintrag 1 an der Stelle ji und 0 sonst.

Daher spannt die Familie

{(u = ui(u)-v;)} CLU;V)
den Raum L(U; V') auf. Die Behauptung folgt. O
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Bemerkung 5.1.15. Aus Lineare Algebra wissen wir, dass die Abbildung
U— (U u— (V= vt (u))

fiir jeden endlich-dimensionalen Vektorraum U ein kanonischer Isomorphismus ist und
daher einen kanonischen Isomorphismus U ® V = (U*)* ® V induziert. Aus dieser Beob-
achtung und Proposition [5.1.14] erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus U ® V =
L(U*; V). Man kann diesen Isomorphismus, wie im Beweis von Proposition [5.1.14] auch
direkt konstruieren.

Mithilfe von Bemerkung [5.1.15/und des Beweises von Proposition kann man die
folgende Proposition beweisen:

Proposition 5.1.16. Seien U und V' endlich-dimensionale Vektorrdume und {uy, - - , um }
und {vy,- -+ ,v,} Basen von U bzw. V. Dann ist {u;Qv; }1<i<mi<j<n €ine Basis von URQV .

Aufgabe 5.1.17. Beweisen Sie Proposition [5.1.16|

Notation 5.1.18. Seien Vj,...,V, und W Vektorrdume (iiber einen Korper K). Wir
bezeichnen mit M(V3, ..., Vi; W) den Vektorraum der multilinearen Abbildungen von V; x
-++ x V3. nach W. Weiterhin setzen wir fiir einen Vektorraum V'

My (V; W) := M(V,--- ,V; W)
k-mal

und

My(V) = M(V, -+, V3 K).
k-mal

Die folgende Proposition ist eine unmittelbare Folgerung der universellen Eigenschaft
des Tensorprodukts.

Proposition 5.1.19. Seien U, V und W Vektorraume. Fs existiert ein kanonischer Iso-
morphismus

LU®V; W) — MU, V; W),
der a € L(U @ V; W) auf die bilineare Abbildung o € M(U, V; W) mit
a(u,v) = a(u®v) = (@o®)(u,v)
abbildet.
Beweis. Betrachte die lineare Abbildung
LUV, W) —= MUV, W) a— (ao®).

Diese Abbildung ist surjektiv, weil, aufgrund der universellen Eigenschaft von U ® V/, fiir
jede bilineare Abbildung a: U x V' — W eine lineare Abbildung a: U ® V. — W mit
a = a o ® existiert. Die Injektivitdt der obigen Abbildung folgt aus der Tatsache, dass
genau ein a mit o = a o ® existiert. 0

Seien Vi,...,V, Vektorraume. Wegen Teil [2| von Proposition konnen wir den
Vektorraum V; ® - -+ ® V;, und die Abbildung

QVIX XV =Vi®---QV, (U1,.-.,Uk)f—>vl®---®vk,

die wir mit etwas Notationsmissbrauch mit @ bezeichnet haben, unabhéngig von der Rei-
henfolge der Tensorproduktbildung, bis auf einen kanonischen Isomorphismus definieren.
Mit einer iterierten Anwendung der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts erhalten
wir die folgende
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Proposition 5.1.20. Seien Vi, ..., Vi und W Vektorrdiume. Sei ¢ € M(Vy, ..., Vi; W).
Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢: Vi ® -+ @ Vi, = W, sodass das Dia-
gramm

V1®"'®Vk
®T X
Vix---xV, —>W

kommutiert.

Das folgende Korollar ist eine Verallgemeinerung von Proposition [5.1.19] und wird
analog zu dieser Proposition bewiesen.

Korollar 5.1.21. Seien Vi, ..., Vi, und W Vektorrdume. Es existiert ein kanonischer
Isomorphismus

der @ € L(Vi ® - - - ® Vj; W) auf die multilineare Abbildung o« € M(V4, ..., Vi; W) mit
(X(Ul,...,vk) = a(vl ®®Uk¢)
abbildet.

Bemerkung 5.1.22. In der Situation vom Korollar [5.1.21| mit W = K erhalten wir einen
kanonischen Isomorphismus

5.1.2 Die Tensoralgebra

Definition 5.1.23. Sei V' ein K-Vektorraum und r,s € Ny. Falls r = s = 0 setzen wir
TY(V) =K, sonst

s

(V) =Ve --VeVel"e . -V*.

-~ -—
r-mal s-mal

Elemente von 77 (V') heiflien Tensoren vom Typ (r, s) oder r-fach kontravariante und s-fach
kovariante Tensoren.

Bemerkung 5.1.24. Fiir vy,...,v, € V und vj,...,v} € V* nennen wir Tensoren der
Form v, ®- - - ®v, Qv ®---@uvi € T (V) Elementartensoren. Aus Proposition folgt,
dass, falls V' endlich-dimensional ist, Elementartensoren vom Typ (r,s) den Vektorraum
T7 (V) erzeugen. Man kann zeigen, dass diese Aussage auch im unendlich-dimensionalen
Fall giiltig ist.

Sei V' ein Vektorraum und seien r, s, r’, s’ € Nj.

e Fuallr = s = 0: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus (Vgl.Teilvon Proposition
5.1.6))

TV)@ Ty (V) =K Ty (V) = T[[I (V) =Ty (V),

der auf Elementartensoren durch
rR(w @ QUy QW - Quwi) = r(w ® - Uy QW R QW)
gegeben ist.
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e [ull " = s = 0: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus (vgl.Teil |4/ von Proposi-

tion

TI(V)@ Ty (V) =TI (V) o K= T1 (V) = T{(V),

s+s’ s

der auf Elementartensoren durch
(Ul®"'®UT®UI®"‘®U:)®T'—>7‘(”1@"'@%@”?@"‘@)@:)
gegeben ist.

e Sonstige Fille: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus (vgl.Teilvon Proposition
5.1.6))
T (V)@ Ty (V) = T(V),

s+s’
der auf Elementartensoren durch

(M @,V QU)W Q@ Uy QW] @+ Dwy) —

N QU RW ® QU QU Q- RV QU Q- QW)
gegeben ist.

Sei T € T7(V) und T' € T (V). Mithilfe des obigen Isomorphismuses werden wir im Fol-

genden T'® T" als ein Element von T;jsf/(V) betrachten. Wir betrachten den Vektorraum

T(V):= P TI(V).

r,s€Ng

Wir konnen auf folgende Weise ein Produkt auf 7'(V') definieren, das diesen Vektor-
raum zu einer Algebra macht. Nach Definition gibt es fiir jedes T,7" € T(V) Zahlen
Tly oy Thy S1y e vy Sky T oo o5 Ty 815 -+, S und Tensoren T € T7H(V), ..., T, € TIH(V),

T, e T'H(V), ..., T}, € T¥(V), sodass
1 k!
T=) T wd T'= ) T
1<i<k 1<j<k’

Wir setzen

TRT = ;0T

ij

Mit dieser Produktoperation versehen ist der Vektorraum 7'(V') eine Algebra. Wir bemer-
ken, dass das Produkt auf 7'(V') nicht kommutativ ist.

Definition 5.1.25. Sei V' ein Vektorraum. Die Algebra T'(V') heifit die Tensoralgebra von
V. Die Unteralgebra
Drwv

reNg
der kontravarianten Tensoren von V' wird mit C'(V') bezeichnet.

Bemerkung 5.1.26. In manchen Quellen wird die Algebra C'(V') die Tensoralgebra von
V' genannt und mit T'(V') bezeichnet.

In der folgenden Proposition reformulieren wir einige unserer vorherigen Resultate.

Proposition 5.1.27. Seien U und V' Vektorrdaume.
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o My(U; V) = L(T3(U); V).
o M(U) = (T3(U))*.

o Sei f: U — V eine lineare Abbildung und sei k € N. Dann ezistiert genau eine
lineare Abbildung

R f: THU) = TEV),

die jeden Elementartensor u; ® -+ @ uy, auf f(uy) @ -+ @ f(ug) abbildet. Mithilfe
der direkten Summe der Abbildungen ®k fiir alle k und der Identititsabbildung
id: TY(U) =K = K=TJ(V) erhalten wir eine lineare Abbildung

X f:CU) = ).

Falls f ein Isomorphismus ist, sind die Abbildungen ®k f und @ f ebenfalls Iso-
morphismen. Mithilfe der dualen Abbildung f*: V* — U* erhalten wir so eine li-
neare Abbildung

k
Q) f: (V) =TH(V*) = TH(U”) = TP (V).

Bemerkung 5.1.28. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Mithilfe des kano-
nischen Isomorphismuses 7: V' = (V*)* erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus

(&®"idyv-) ® (®"7):
V) =V - VeV - (V) =2V - V' eVe V.
—— ~ - v

S
N J/

-~ v Ve
r-mal s-mal r-mal s-mal

Im Folgenden werden wir so hiufiger den Raum 77 (V*) mit

V' @VieVe---oV
T—Eal s—‘rrrlal

identifizieren. Manchmal werden wir den kanonischen Isomorphismus

V'R - @V'eVe oV 2T V)
r?rgal S?HTal

benutzen, um 77 (V*) mit 7°(V') zu identifizieren.

Koordinatendarstellung von Tensoren

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Sei By = {e1,--- ,e,} C V eine Basis und
B! = {e!,--- "} C V* die dazugehérige duale Basis. Aus Proposition [5.1.16| folgt, dass

{eq ® - ®e;, @ @ @€ hciy iy i jasn

eine Basis von T7 (V) ist. Fiir jedes Element T € T7 (V') gibt es geeignete Zahlen T;f;; €
K) 1 < il? e 77:T7j17 e 7js < n, sodass

T = Z Thre, @ Qe @@ Qe (%)

J1Js
1<in,ir g1y Js<n
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Sei By = {f1,-*+, fa} C V eine weitere Basis und B? = {f!,---, f*} C V* die dazu-
gehorige duale Basis. Daraus erhalten wir die Basis

{(fu® @ fi, @1 ® @ f7 Hcis o firjr, josn

von T7(V). Es gibt Zahlen (T")"""r € K, sodass

JiJs

= > (T2 f @ fi, @10 ® f-

I<in, o yirJ1, s <n

Andererseits existieren A7 € K, sodass ¢; = Y i<i<n Al f;. Mit anderen Worten ist A7 die
ji-te Komponente der Basiswechselmatrix zwischen By und By. Sei B die ji-te Kompo-
nente der Inversen dieser Matrix. Also gilt f; = >, <j<n Ble;. Aus Lineare Algebra wissen
wir, dass e’ Zl<]<n Bif und f' =37, ., = A%e’. Wir benutzen diese Beziehungen,

um die Zahlen (T’)Z1 B} ETS mithilfe der Zahlen 77! o ;’: zu bestimmen. Durch Einsetzen der

Gleichungen e; = Z1<3<nA f; und ¢ = 21<J<n B’fJ in () erhalten wir

! ’Ll _ il 7 ll l kl,'”kr
(T = E : Ay - Ap By - BRI

.7.5
1<k, k1, ls<n

Beispiel 5.1.29. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Betrachte die kanonischen
Isomorphismen T} (V) =V @ V* 2 V* @ V = L(V; V), wobei der zweite Isomorphismus
der aus Proposition ist. Sei {ey,...,e,} CV eine Basis und {e',... "} C V* die
duale Basis. Ein Tensor T' = >, i, Tje; ® ¢ wird unter der Verkettung der obigen
Isomorphismen auf die lineare Abblldung

abgebildet. Die 7j-te Komponente der darstellenden Matrix von L7 beziiglich der Basis
{e1,...,en} ist T; Diese Beobachtung zeigt auch die folgenden Behauptung: Sei A €
L(V;V) eine lineare Abbildung und T4 € T}}(V') der Tensor, mit dem A unter dem obigen
Isomorphismus identifiziert wird. Sei TJ’ die ij-te Komponenten der darstellenden Matrix
von A beziiglich der Basis {ei,...,e,}. Dann gilt Ty = 37, i, Tje; @ €.

5.1.3 Die duflere Algebra

Sei V ein Vektorraum. Sei (V') das Ideal von C(V'), das durch Elemente der Form v ®
w+w®u fiir v,w € V erzeugt wird. Konkreter: Fiir jedes Element 7" von I(V') existieren
Li,....Lg, Ry, ..., R, € C(V)und vy, ws, ..., v, wg € V, sodass

k

i=1
Der Quotient A(V) = % ist dann auf natiirliche Weise eine Algebra. Konkreter: Seien
[T] und [T"] Elemente von A(V) mit Repriasentanten T' € C(V) bzw. T" € C(V). Das
Produkt von [T'] und [17] ist die Klasse [I'® T"] von T'® T" in A(V'). Wir bezeichnen das
Produkt auf A(V') mit A und heiit das duffere Produkt oder Wedge-Produkt. Es gilt also
[TIAN[T =TT
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Definition 5.1.30. Sei V' ein Vektorraum. Die Algebra A(V') heifit die dufiere Algebra
von V.

Notation 5.1.31. Fiir einen Vektorraum V setzen wir I*(V) = TE(V) N I(V) und

k
A(V) = T

Definition 5.1.32. Der Vektorraum A*(V) heifit die k-te dufere Potenz von V.
Die folgende Proposition folgt fast unmittelbar aus der Definition.

Proposition 5.1.33. Sei V' ein Vektorraum. Dann gilt
(i) (V) = @y IH(V) und

(it) A(V) = @pen A (V)
Bemerkung 5.1.34. Aus der obigen konkreten Beschreibung von (V') sehen wir, dass
I°(V) = 1'(V) = {0}. Daraus folgt A°(V) =K und A*(V)=V.

Bemerkung 5.1.35. Wir wissen, dass Elementartensoren, also Elemente der Form vy ®
- @y, fiir vy,..., v, € V, den Raum TF(V) erzeugen. Daraus folgt, dass Elemente der
Form [v; ® -+ @ v] = v1 A -+ A vy den Raum A*(V) erzeugen. Ein Element w € A*(V)
heifit zerlegbar oder faktorisierbar, falls vy, ..., v, € V existieren, sodass w = vy A« -+ Avy.
Diese Bemerkung besagt, dass zerlegbare Elemente von A¥(V), diesen Raum aufspannen.

Sei V' ein Vektorraum und betrachte die folgenden Unterrdume von A(V):

Aeven(v) — @Amc(v)’ AOdd(V) — @A2k+l<‘/).

k>0 k>0

Dann gilt A(V) = A (V)@ A (V). Seiw € A(V). Falls w € A®°%(V) bzw. w € A°4(V)

setzen wir |w| = 0 bzw. |w| = 1.

Proposition 5.1.36. Sei V' ein Vektorraum und seien w,n € A(V) so, dass |w| und |n|
definiert sind. Dann gilt w An = (—1)¥Inly A w.

Beweis. Seien v,w € V. Dann gilt
vAw=vRu] =P Ru+twRv—-—wev]=—[wRv] =—-wAuv,

wobei wir bei der vorletzten Gleichung benutzt haben, dass v ® w +w ® v in I(V) liegt.
Seien nun vy, ..., v, w,...,w; € V. Wegen Bemerkung [5.1.35| reicht es, die Behaup-
tung fir w =v; A--- Avg und n = wy A -+ Aw; zu zeigen. Es gilt

WAD =0 A A Aw A Awp = (=DFwy Avg A Avg Awg A -+ Ay

Wir kénnen so weiter machen und jedes Mal ein w; mit allen v; permutieren. Dann erhalten
wir

wAn=(=DMw A Awg Aoy A A = (=DM Aw = (1) Aw. O

Bemerkung 5.1.37. Sei V ein Vektorraum und sei {ey,...,e,} C V eine Basis. Dann ist

-----

den Raum aufspannt. Wegen Proposition [5.1.36 gilt
Span{e;, A -+ A€ bicip,.ivsn = Spanfe, A A€ fici <ocipzn.

Die Familie {e;; A -+ A e, }1<iy<.<ip<n 1St zusitzlich linear unabhéngig und damit eine
Basis von A*(V) (Aufgabe).
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Aufgabe 5.1.38. Losen Sie die Aufgabe in Bemerkung [5.1.37]
Aufgabe 5.1.39.

(i) (Bonusaufgabe +2 Punkte) Seien V' einen Vektorraum mit dim V' > 1. Zeigen Sie,
dass nicht jedes Element von V ® V' ein Elementartensor ist.

(i) Sei W ein Vektorraum und k& € N. Zeigen Sie, dass jedes Element von A*(WV)
zerlegbar ist, falls dim W < 4. Widerlegen Sie die Aussage, falls dim W > 4.

(iii) Sei X ein Vektorraum. Gilt w A w = 0 fiir alle w € A(X).

Seien V' und W Vektorrdume. Wir haben schon gesehen, dass fiir jede multilineare
Abbildung a € M, (V; W) genau eine lineare Abbildung & € L(TF(V); W) mit o = o ®
existiert. Wir werden jetzt sehen, dass der Vektorraum A*(V) eine #hnlich Eigenschaft
hat. Mit etwas Notationsmissbrauch bezeichnen wir mit A die Verkettung

Vx - x VETHY) — AR V),
k-mal

wobei die zweite Abbildung, die kanonische Projektionsabbildung ist. In der folgenden
Definition bezeichnen wir mit Sy die Permutationsgruppe der Menge {1,. .., k}.

Definition 5.1.40. Seien V und W Vektorrdume. Eine multilineare Abbildung o €
My (V; W) heifit alternierend, falls fiir jede Transposition 7 € Sy und fiir alle vy, ..., vy
(Vr(1y, o+ Urr)) = —a(vr, -, V).

Der Raum der alternierenden Abbildungen bezeichnen wir mit AM(V;W). Falls W =
K, schreiben wir AMg (V') statt AMy(V;K). Weiterhin setzen wir AMy(V) = K und
AM(V) == @yeny, AM, (V).

Bemerkung 5.1.41. Da jede Permutation o € Si ein Produkt von Transpositionen ist,
gilt

CV(”a(l); o 7Ucr(k)) = Sgn(a)oz(vl, to 7/Uk)>
wobei wir mit sgn(c) die Paritéit der Permutation o bezeichnet haben.

Proposition 5.1.42. Seien V und W Vektorrdume. Sei o« € AMg(V; W). Dann existiert
eine eindeutige lineare Abbildung a: A¥(V') — W, sodass das Diagramm

kommutiert.

Beweis. Die universelle Eigenschaft von T (V') impliziert die Existenz einer eindeutigen
linearen Abbildung a: T¥(V) — W, sodass das Diagramm

®T X ()



kommutiert. Wir zeigen jetzt, dass I*(V) C kera. In der Tat: Jedes Element aus I*(V)
ist eine endliche Linearkombination von Elementen der Form

VOV QUVAUWRV® - U, + 11 ®  QU;, QWRVR U ® -+ V],
mit i1 + 1o = k — 2 und v;, v, € V fiir 1 < j <4y und 1 < k < i5. Nach Definition von a
gilt

A ® 1, QUAUWRV -+ QU + 11 Q- v, QUWRAVRV; ®---v;,) =

12

a(vl," . 7’()1-1,'(),’11),1)/17. .. "Uzlé) +OK(U1,' . ’Ul.pw’v’vi,. .. ’Ul{z) — 0
Daraus folgt 7¥(V') C ker @. Damit existiert eine eindeutige lineare Abbildung &: A¥(V) =
k
?%((“//)) — W, sodass das Diagramm

AR(V)
X (#)
) 25 W

kommutiert. Aus der Kommutativitit von [ und [ folgt die Kommutativitit von

TV

Vx..oxV —"5W

Sei nun 3: A* (V) — W eine weitere lineare Abbildung, sodass das Diagramm

kommutiert. Sei 3 die Verkettung
THV) = AR (V) S W,
wobei die erste Abbildung die kanonische Projektionsabbildung ist. Dann kommutiert

Ty (V)
9] X
Vx-ooxV 25 W
Daraus folgt B = a und damit 5 = a. Die Behauptung folgt. n

Als eine unmittelbare Folgerung von Proposition [5.1.42] erhalten wir das folgende

Korollar 5.1.43. Seien V und W Vektorraume. Dann existiert ein kanonischer Isomor-
phismus

LAMV); W) — AME(V; W),

der @ € L(A*(V); W) auf die alternierende multilineare Abbildung o := & o A abbildet.
Explizit gilt fiir vy,...,v, € V:

a(vy, ... ,vp) = a(vy A Avg).
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Beispiel 5.1.44. Falls W = K in der Situation von Korollar |5.1.43| gilt, erhalten wir
einen kanonischen Isomorphismus A*(V)* = AM, (V).

Mithilfe von Proposition [5.1.42| erhalten wir die folgende

Proposition 5.1.45. Seien U und V' Vektorriume und sei f: U — V eine lineare Abbil-
dung. Es existiert eine eindeutige lineare Abbildung /\k f: AMU) — AR V), die ug A - -Auy,
firuy, ... up € U auf A(ur) A -+ AN A(uyg) abbildet. Falls W ein weiterer Vektorraum und
g: V = W eine weitere lineare Abbildung ist, gilt N"(g o ) = N*(g) o A*(f).

Beweis. Diese Aussage kann analog zu Proposition und Proposition bewiesen
werden. ]

Aufgabe 5.1.46. Sei V' ein Vektorraum iiber einen Korper K mit Charakteristik 0 und
sei Sy die Gruppe der Permutationen der Menge {1,...,k} fiir beliebiges k£ € N. Fiir
jedes o € S) gibt es eine eindeutige lineare Abbildung f,: T#(V) — TF(V) die auf
Elementartensoren durch

V1 Q- QUp > VUg(1) @ -+ Q) Ug(k)
gegeben ist. Fiir £ € N definieren wir
NV ={T e TEV) | f.(T)=sgn(o)T, VYo € Si}.
und setzen Ay = 353 ,cq, 580(0) fo: TH(V) — T3 (V). Weiterhin setzen wir A(V) =K
und Ay = idT\O(V)-
1. Sei k € Ny. Zeigen Sie, dass A2 = A, und dass im(4) = A¥(V).

2. Fiir T € A*(V) und 7" € AY(V) setzen wir TAT' = Ay (T @ T"). Zeigen Sie, dass
TAT' = (—1)MT'AT.

3. (Bonus +4 Punkte) Durch bilineare Erweiterung von A erhilt man ein Produkt
auf A(V) == @y, A*(V), mit dem A(V) zu einer Algebra wird. Finden Sie einen

kanonischen Isomorphismus zwischen A(V) und A(V).
Das folgende Beispiel ist sehr wichtig.

Beispiel 5.1.47 (Der Insertion-Operator). Sei V' ein Vektorraum und sei £ € N (ins-
besondere ist £k > 1). Fiir v € V* betrachte die alternierende multilineare Abbildung
(I)g: V* x - x V* — A*=1(V*) die durch

—_——

k-mal

(v, ..., vf) Z (=) () or A AUFA - AL
1<i<k

gegeben ist. Die Notation vAj bedeutet, dass v} im Wedge-Produkt ausgelassen wird; d. h.
VA AU A Avp =07 A AU Avf A - AL Es existiert eine eindeutige lineare

Abbildung (1,),: A¥(V*) — A*=1(V*), sodass das Diagramm



kommutiert. Wir kénnen die so definierten Abbildungen (¢, ) fiir jedes & € N zusammen-
setzen, um eine lineare Abbildung

b A(VF) = A(V7)

zu definieren. ¢, ist die eindeutige lineare Abbildung, die auf A°(V*) = K verschwindet
und auf A*(V*) mit (,); iibereinstimmt. Wir halten die folgende unmittelbare Folgerung
der Definition von ¢, fest: Fiir w,n € A(V*), sodass |w| definiert ist, gilt

to(@ A1) = (W) A+ (=D)w Ay (n).
Aufgabe 5.1.48.

(i) Sei V' ein Vektorraum und seien vy,...,v; € V. Zeigen Sie, dass {vy ..., v} genau
dann eine linear unabhéngige Familie ist, wenn v; A -+ - A vg # 0.

(ii) Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Seien {ey,...,e,} C V und {f1,..., fu} CV
Basen von V. Dann existieren Aj, sodass e; = >, A f;. Sei M die Matrix, deren

17-te Komponente Ag ist. Zeigen Sie, dass

er N Ney = (detM)fi A A fa

Aufgabe 5.1.49. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und A: V' — V eine lineare
Abbildung. Da dim A™(V) = 1, existiert eine Zahl (€ K), die wir mit detA bezeichnen,
sodass .

A"(A)(w) = detAw

fir alle w € A"(V'). Sei M4 die darstellende Matrix von A beziiglich einer beliebigen Basis
von V. Zeigen Sie, dass detA = detM 4.

5.1.4 Nicht-ausgeartete Paarungen und Dualitidtsisomorphismen

Definition 5.1.50. Seien V' und W K-Vektorrdume. Eine bilineare Abbildung (-,-): V' x
W — K heifit eine Paarung von V und W. Die Paarung (-, -) heifit nicht-ausgeartet, falls
fiir alle v # 0 in V ein w € W existiert, sodass (v,w) # 0, und fiir alle w # 0 in W ein
v € V existiert, sodass (v, w) # 0.

Proposition 5.1.51. Seien V' und W endlich-dimensionale Vektorriume. Sei (-,-): V x
W — K eine nicht-ausgeartete Paarung. Dann sind die Abbildungen

V=W v = (w— (v,w))

und
W — Vv w = (v (v,w))

Isomorphismen.

Beweis. Da die Paarung nicht-ausgeartet ist, sind beide Abbildungen injektiv. Daraus
folgt dim V' = dim W. Die Gleichheit der Dimensionen und die Injektivitat der Abbildun-
gen implizieren, dass die Abbildungen Isomorphismen sind. O

Nun behandeln wir einige wichtige Beispiele.
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Beispiel 5.1.52. Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und sei g: V x V — R
ein inneres Produkt (Skalarprodukt) (oder allgemeiner eine nicht-ausgeartete symmetri-
sche bilineare Abbildung). Aus der positiven Definitheit von ¢ folgt, dass g eine nicht-
ausgeartete Paarung ist. Die Abbildung

gV =V v = (w— (v,w))

ist dann ein Isomorphismus. Wir bezeichnen die Inverse von ¢” durch ¢#. Ein inneres
Produkt auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V' erlaubt uns also V' mit V* zu
identifizieren. Wir beschreiben nun ¢” und g# in Koordinaten. Sei {ei,...,e,} C V eine
Basis und sei {e',...,e"} C V* die dazugehorige duale Basis. Sei g;; == g(e;, ;) die ij-te
Komponente der Gram-Matrix von g. Sei 1 < ¢ < n. Die j-te Komponente von gl’(ei) in
der Basis {e!, ..., e"} ist gegeben durch

g (e)(e)) = gles,e;) = gij.
gb(ez‘) = Zgijej-
J
Daraus folgt, dass fiir ein beliebiges v € V mit v = >, 'e;
gb(v) = QB(Z Elei) = Zgijfiej
i irj
gilt. Wir bezeichnen mit ¢¥ die ij-te Komponen’ge der Inversen der Gram-Matrix (g;;); ;-
Dann gilt fiir beliebiges v* € V* mit v* = )" &€’
) =g > _&e) =D g%e;.
i ij

Beispiel 5.1.53. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann existiert eine
eindeutige Paarung T7 (V') x T7(V*) — K, die auf Elementartensoren durch

Es gilt also

(M@ 1, QU@ -V, ® - QU QU ® - ® V) —

Oy (v1) - - 0 (or) -+ 01 (01) - - - 05 ()
gegeben ist. Die Existenz kann mithilfe der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts
bewiesen werden (Aufgabe). Wir zeigen, dass diese Paarung nicht-ausgeartet ist. Wir
betrachten hier nur den Fall K = R. Sei {ey, ..., e,} C V eine Basisund {¢',... "} C V*.
Sei
T — Z lelljl:e“ R Qe ® N®.® el
1<iy, o siryg1, s <n

ein beliebiges Element aus 77 (V). Wir setzen Szjllfr = T;j]’; Die Paarung von 7' mit

— Ji+Js i1 i
S = E Silie" @ Qe Qe @ Qey,
1<iq, - yir g1, ,Js <0

ergibt

210\ 2
> ()
1<in, o ir,J1yer s <n

Falls T" # 0, ist mindestens eine der Komponenten T;f;: ungleich Null. Damit ist die
Paarung von S und 7' auch ungleich Null. Wegen Proposition [5.1.51] erhalten wir einen
Isomorphismus 77 (V*) = T7(V)*. Durch Verkettung von diesem Dualitédtsisomorphismus
mit dem Isomorphismus aus Bemerkung [5.1.28 erhalten wir den Isomorphismus 77 (V*) =2

(V).
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Beispiel 5.1.54. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Durch die Verkettung
des Dualitétsisomorphismuses T°(V) = T5(V*) == Ty (V)* aus Beispiel [5.1.53| mit dem

kanonischen Isomorphismus 77 (V)* 2 M, (V') erhalten wir einen Isomorphismus T°(V) =
M, (V), der uns erlaubt multilineare Abbildungen V x --- x V' — K mit Tensoren vom
~———

r-mal

Typ (0,7) zu identifizieren.

Spezialfall: Jede bilineare Abbildung V' x V' — K (z.B. ein inneres Produkt auf V')
kann so mit einem Element von T3 (V') identifiziert werden. Expliziter: Sei {ey,...,e,} C
V eine Basis von V und {e',...,e"} C V* die dazugehérige duale Basis. Ein Tensor
T =31 <n Tije’ ® ¢/ wird unter dem Dualitétsisomorphismus 73 (V) == T¢(V)* auf das
Funktional ar € TZ(V)* mit

ar(v; ® vy) 5 Twe v1)e? (vg)

1<7,5<n

fiir alle v1, vy € V abgebildet. Andererseits ist der Isomorphismus 7Z(V)* := My(V) durch
die Prikomposition mit ®: V x V — TZ(V) gegeben. Das Funktional ar wird also auf
die bilineare Abbildung a; abgebildet mit

ar(vy,v) = ar(v; @ vy) Z U1 6] (vg).
1<i,5<n

Wir bemerken, dass die ij-te Komponente der ,, Gram-Matrix* der bilinearen Abbildung
ar beziiglich der Basis {e1,...,e,} (d.h. ar(e;, e;)) genau T;; ist. Umgekehrt sei o €
M, (V) eine bilineare Abbildung und sei 7;; die ij-te Komponente der Gram-Matrix von «
beziiglich der Basis {e1, . . ., €, }. Dann wird o unter der Identifikation 7% (V') :== M(V') mit
dem Tensor T, = >, ;. i<n Tij e'®el identifiziert. Sei W ein weiterer endlich-dimensionaler
Vektorraum und sei f: V' — W eine lineare Abbildung. Sei f*: W* — V* die duale
Abbildung zu f. Betrachte die Abbildung ®" f*: T°(W) — T°(V). Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung M,.(W) — M,.(V'), die wir ebenfalls mit )" f* bezeichnen, sodass
das Diagramm

" f*

1%
IR

M, (W) ZL

kommutiert. Fiir o € M,.(W) und vy, ...,v, € V gilt

®f vl: y U )_a(fvl7"'7fv7")
(Aufgabe).
Beispiel 5.1.55. Wir verallgemeinern nun das Beispiel [5.1.54] Seien V' und W endlich-

Y

dimensionale Vektorrdume. Wir bezeichnen mit d den Dualitéitsisomorphismus T (V) =
T5(V)* und mit f den kanonischen Isomorphismus 7§ (V)* @ W = L(Tj(V); W). Mithilfe
der Verkettung der Isomorphismen

V)W % Tr(vy @ W L L(T(V); W) 2 M,(V; W),

wobei der letzte Isomorphismus der aus [5.1.27|ist, konnen wir 7°(V) @ W mit M,.(V; W)
identifizieren. Wir beschreiben nun diese Identifikation in Koordinaten. Seien {ey, ..., e, } C
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V und {fi,..., fn} C W Basen und sei {e',...,e™} die duale Basis zu {ey,...,en}. Sei
T € T°(V) ® W. Dann existieren ley-m € K, sodass
Z e.]l . ® ej'r ® fl

1,715

T wird auf die lineare Abbildung abgebildet, die durch

(U17..., Z ; 631 Ul) ejr(vr)fi

541,
gegeben ist.

Beispiel 5.1.56. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann existiert genau eine
Paarung A*(V) x A*(V*) — K, die auf den zerlegbaren Elementen von A*(V) und A*(V*)
durch

(V1 A+ A v, 07 A -+ Aog) = det(v] (v5))

gegeben ist, und diese Paarung ist nicht-ausgeartet (Aufgabe). Wegen Proposition [5.1.51
erhalten wir einen Isomorphismus A*(V*) = (A*(V))*.

Beispiel 5.1.57. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und k£ € N. Wir betrachten
den Dualitétsisomorphismus A*(V*) & A*(V)* aus Beispiel [5.1.56] Durch die Verkettung

von Isomorphismen

AF(V*) =2 AR(V)* =2 AM(V)
kénnen wir den Raum A*(V*) mit AM(V) identifizieren. Weiterhing bemerken wir, dass
A°(V*) = K = AM(V). Durch Bildung der direkten Summe der Isomorphismen iiber

alle k erhalten wir einen Isomorphismus A(V*) = AM(V') (siehe Definition [5.1.40| fir die
Notation).

Bemerkung 5.1.58. Mithilfe des Isomorphismuses A(V*) = AM(V') aus Beispiel
und des Wedge-Produkts auf A(V*) kénnen wir auf AM(V') ein Produkt definieren, sodass
A(V*) = AM(V) ein Algebren-Isomorphismus ist. Wir bezeichnen dieses Produkt auf
AM(V') ebenfalls mit A. Sei w € AMg (V) und n € AM;(V). Dann gilt

WAL, V) = Z Sgn(U)W(%(l)a“' avo(k))n(va(kﬂ),“' ,Ua(k+l))~
o k,1 Shuffle

Ein o € Sk heit ein k, [-Shuffle, falls 0(1) < -+ < (k) und o(k+ 1) < --- < o(k + 1)
(Aufgabe).

Sei v € V. Wir betrachten den Insertion-Operator ¢, : AF(V*) — A*1(V*) (vgl. Bei-
spiel [5.1.47)). Dann existiert genau eine Abbildung AM (V) — AM,_1(V), die wir eben-
falls mit ¢, bezeichnen, sodass das Diagramm

Ak(v*) by Akfl(v*)

ook

AML(V) —— AM;_1 (V)

kommutiert, wobei die vertikalen Abbildungen die Dualitdtsisomorphismen aus Beispiel
sind. Fiir w € AMy (V) und fiir alle vy, ..., v5_1 € V gilt

LU(C(J)(Ul,"‘ 7Uk—1) :w(’U7U17”' JUk—l)
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(Aufgabe).

Sei W ein weiterer endlich-dimensionaler Vektorraum und sei f: V. — W eine li-
neare Abbildung. Sei f*: W* — V* die duale Abbildung zu f. Betrachte die Abbil-
dung A*f*: AF(W*) — A¥(V*). Dann gibt es genau eine lineare Abbildung AM (W) —
AM,,(V), die wir ebenfalls mit A*f* bezeichnen, sodass das Diagramm

k * Akf* k *
AP (W) —— AF(V™)

lg lg

k £x
AM, (W) 225 AM (V)
kommutiert. Fiir w € AMg(W) und vy, ...,v, € V gilt

Akf*(w)(vh covg) = w(for, e for)
(Aufgabe).

5.1.5 Operationen auf Tensoren
Kontraktion

Sei V' ein Vektorraum. Assoziiert zu einem Paar (k,) mit 1 < £k < rund 1 <1 < s
existiert eine eindeutige lineare Abbildung

C: T;(V) = T4 (V),
diev®: - Qv v ®---v} fir vy,...,0,,0],...,v5 € V auf
’Ul*(’Uk)Ul®"‘®Uk—1®Uk+1®"'Ur®vf®"'®U;_1®U7+1®"'U:

abbildet. Die Existenz und Eindeutigkeit von C' mit der obigen Eigenschaft ist eine direkte
Folgerung der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts.

Definition 5.1.59. Die oben definierte Abbildung C' heifit Kontraktion oder priziser die
(k,1)-Kontraktion.

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Sei {e,--- ,e,} C V eine Basis und
{e!,--- "} C V* die dazugehorige duale Basis. Sei
T = Z Thre, @ --Qe, N @ - @ e,

J1]s
I<ip, im0 Js <

Nach Anwendung der (k,)-Kontraktion auf 7" erhalten wir

01 g1 Mg 1,0 b
E E T . eil®“.®eik71®eik+1®‘.'®eir

JiJi—1mjig1-Js
1<in, yip—150k4 1, sbr, M
JLy 5 Ji—150415 5 Js <N

®€j1 ®...®ejl—l ®ejl+1 ®,,,®€js'

Beispiel 5.1.60. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Sei {ey,--- ,e,} C V eine
Basis und {e', -+ ,e"} C V* die dazugehérige duale Basis. Betrachte die einzige mogliche
Kontraktion auf 77 (V). Ein Element 7' = .. Tje;®@e’ wird auf | T, abgebildet. Wenn
wir T} (V) mithilfe des kanonischen Isomorphismuses aus Proposition mit L(V; V)
identifizieren, dann ist diese Kontraktion nichts anderes als die Spur-Abbildung.
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Erh6hung und Senkung von Indizes

Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und sei g: V' xV — R eine nicht-ausgeartete
symmetrische bilineare Abbildung. Die folgende Konstruktion ist fiir allgemeine nicht-
ausgeartete symmetrische bilineare Abbildungen g moglich, wir werden uns aber spéter
vor allem fiir innere Produkte interessieren. Fiir 1 < k < r betrachten wir die lineare
Abbildung

TI(V) =2 V@ VeV ' @Ve - VeV @ -V = T (V),
N e’ 7\ ~

(k—1)-mal (r—k)-mal s-mal

wobei die erste Abbildung

idy @ ®idy @¢° ®idy @+ idy ®idy- @ @ idy-

(k—1)-mal (r—k)-mal s-mal

ist und die zweite Abbildung, die eindeutige lineare Abbildung, die auf Elementartensoren
durch

VR QU1 @V QU1 QU QU R QU PV R QUp_1 @ Upy1 @+ DUy
MR- QU QU

gegeben ist. Sei {ey,...,e,} C V eine Basis und {e', ..., e"} C V* die dazugehérige duale
Basis. Sei
T = Z f]"']lll,--,hell® ®€ZT®€‘71®"‘®€JS.
1<iy, - sir g1, Js<n

Aus der Rechnung in Beispiel [5.1.52] folgt, dass T" unter der obigen Abbildung auf

_ 3 i1 11 i is o
5= Sjl"'jsl ei1®'"®eik—1®€ik+1®"'®eir®6 ®---Qerre,
1<i1, i —1,8k41,7" sir,
j17"'»jl*l:jlﬁ»lv"'yjs’lgn
mit
Zl» o 7,Lk 177’k+17 "7 117 . 77/7‘
SJ17"7]57 Z glkl .]17 J@

1<ip<n

abgebildet wird.

Definition 5.1.61. Die oben definierte lineare Abbildung 77(V) — Tr. (V) heiBt die
Senkung des k-ten Index.

Fiir 1 < k < s betrachten wir die lineare Abbildung

TT(V) = VR - VeV'®@ - V'eVeV @ - o V' — Trt\(V),
NG ~ ) (. ~ / _/_/

r-mal (k—1)-mal (s—k)-mal

wobei die erste Abbildung

1dV Q- ® 1dV ® 1dV* QR 1dV* ®g# ® 1dV* ® - ® idy«

~
r-mal (k— 1) times (s— k) mal

ist. Die zweite Abbildung ist die eindeutige lineare Abbildung, die auf Elementartensoren
durch

Ul®"'®Ur®vf®"‘®UZ_1®U®U2+1®“'U:'_>Ul®"'®vr®v
®UT®"'®UZ—1®U2+1®"'®U;
gegeben ist.
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Definition 5.1.62. Die oben definierte lineare Abbildung 77 (V) — T7 (V) heiit die
Erhéhung des k-ten Index.

Bemerkung 5.1.63. Die oben definierten Operatoren zu Erhohung und Senkung von
Indizes sind von der Wahl von g abhéngig.

Aufgabe 5.1.64. Sei {ej,...,e,} C V eine Basis und {e!, ... e"} C V* die dazugehéorige
duale Basis. Sei

) 7...71' ; ;
T: E 71]11,,]:611 ® ...®€ir ®€]1 ® ...®€j5
1<in, - irJ1s 2 Js<n

ein beliebiges Element von 77 (V). Berechnen Sie die Komponenten des Resultats der
Erhchung des k-ten Index von 7.

5.1.6 Skalarprodukt auf der Tensor- und duflere Algebra

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und sei g: V' x V — R ein inneres Produkt
(Skalarprodukt). Wir bezeichnen mit ¢” : V' — V* und g% : V* — V die musischen Isomor-
phismen, die in Beispiel diskutiert wurden. Wir benutzen g um ein Skalarprodukt
auf A*(V) und A*(V*) zu definieren. Der Isomorphismus ¢* induziert einen Isomorphis-
mus A¥g”: A*(V) S A¥(V*), den wir im Folgenden wieder mit ¢” bezeichnen. Betrachte
die Verkettung

id b
VARV x AR(V) SR ARV AV 5 R,

wobei die zweite Abbildung die in Beispiel [5.1.56| definierte Paarung ist. Fiir zerlegbare
Elemente v A --- A v und wy A -+ A wy gilt
G0y A Ao,y A+ Awy) = det(g(w;, V)i

Mithilfe dieser Beobachtung sieht man, dass gAk(V) symmetrisch ist. Zusétzlich folgt aus
dieser Beobachtung, dass {e;, A -+ A e;, }1<i,<...<i,<n €ine Orthonormalbasis von A*(V)
ist, falls {eq,...,e,} eine Orthonormalbasis von V ist. Andererseits induziert der Isomor-
phismus ¢# einen Isomorphismus A¥g#: A¥(V*) = A¥(V), den wir im Folgenden wieder
mit g% bezeichnen. Betrachte die Verkettung

#xid
PO AR () x ARy O Ak () ARV S R,

wobei die zweite Abbildung die in Beispiel definierte Paarung ist. Sei {e1,...,e,} C
V eine Orthonormalbasis und {e',... e"} C V* die dazugehorige duale Basis. Wir be-
merken, dass g”(e;) = e’. Daraus folgt, dass {e;, A -+ A e, Yi<ije.ip<n und {€ A -+ A
e }<iy <. in<n Orthonormalbasen von A*(V) und A*(V*) sind, wenn diese Riume mit
dem Skalarprodukt ¢**(") bzw. ¢** (V") versehen werden. Im Folgenden werden wir, falls
es nicht zur Verwirrung fiihrt, statt ¢® ) und ¢** (V") einfach g schreiben. Jetzt definieren

wir ein Skalarprodukt auf 7% (V') mithilfe von g. Wir bezeichnen mit G' den Isomorphismus

(Q9") @ (Qgh): TI(V) =TI (V).
Die Verkettung
idev'(V) ®RG "
TV)xT(V) ———= T3(V) x T{(V7) = R,

wobei die zweite Abbildung die in Beispiel |5.1.53| definierte Paarung ist, ist ein Skalarpro-
dukt auf 77 (V).
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5.2 Tensorbiindeln und Tensorfelder
Sei (M, F) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir setzen

TI(M) = | | TI(T,M)
peM
Betrachte die ,,Projektionsabbildungen “
ey Ty (M) — M T/ (T,M) > T+ p.
Im Folgenden setzen wir zunéchst voraus, dass r und s nicht gleichzeitig 0 sind. Sei (U, ¢)

eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen {z', ... x"}. Mithilfe der Basis

0 0 4 4
{omlh®  ® gl @da], @ - @ da” | hrcis o v oz

kénnen wir den Vektorraum 77 (T, M) fiir jedes p € U mit R™" identifizieren. Konkreter:
Sei {e1,...,enrts} die Standardbasis von R” ™. Wir fixieren eine von p € U unabhingige
Bijektion

b: {(il,...,ir,jl,...,js)yl S ila"' ,ir,jl,"' ,js S n} — {1,...,’]7,T+S}

und benutzen den eindeutigen Isomorphismus 77 (7,M) = R™", der

0

81’11 |p

auf ey, i .j1,..j,) abbildet. Wir benutzen diese Isomorphismen fiir jedes p € U, um eine
Bijektion

0 , .
® "®%|p®dxh|p®"'®dxh|p

r+s

Z: mrian(U) = o(U) x R C R

zu konstruieren. Mithilfe solcher Bijektionen und des Ergebnisses von Aufgabe
kénnen wir eine Topologie auf 77 (M) einfithren: Die Familie

Bryony = A{Z ' (V)|(U,9) € F,V C o(U) x R ist offen}

von Teilmengen von 77 (M) erfiillt die Voraussetzungen aus Aufgabe und ist damit
die Basis einer eindeutigen Topologie auf 77 (M), mit der wir 77 (M) versehen. Die Bi-
jektionen ¢ sind dann tautologischerweise Homéomorphismen. Der Raum 77 (M) ist also
ein lokal euklidischer Raum der Dimension n +n"**. Er ist dariiber hinaus Hausdorff und
zweitabzdhlbar. T7 (M) ist also eine (n+n"*)-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
Die Familie _
Fo=A{(moan(0), D) (U, ¢) € F}

ist ein Atlas. Um das einzusehen, kann man Proposition [3.1.24] Proposition [3.1.28 und
das oben hergeleitete Verhalten von Tensoren vom Typ (7, s) unter Koordinatenwechsel
benutzen.

Fir r = s = 0 gilt T9(M) = |, R. Wir kénnen diesen Raum kanonisch mit
dem Raum M x R identifizieren, der als Produkt der Mannigfaltigkeiten M und R eine
Mannigfaltigkeit ist. Bis auf diese Identifikation ist die Abbildung 770y durch (p,x) —p
gegeben.

Definition 5.2.1. 77 (M) mit der oben konstruierten Mannigfaltigkeitsstruktur heifit das
Tensorbiindel vom Typ (r, s) der Mannigfaltigkeit M.
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Proposition 5.2.2. Die Projektionsabbildung mrry: To (M) — M st glatt.

Beispiel 5.2.3. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann sind T (M) und T} (M) nichts anderes
als das Tangentialbiindel bzw. Kotangentialbiindel von M.

Definition 5.2.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Ein (glattes) Tensorfeld vom Typ (r, s) auf
M ist eine glatte Abbildung T': M — T (M) mit der Eigenschaft, dass mpr 0T = idyy.
Der Raum aller glatten Tensorfelder vom Typ (r, s) auf M wird mit 7" (M) oder I'(TL(M))
bezeichnet.

Beispiel 5.2.5. Tensorfelder vom Typ (1,0) und Tensorfelder vom Typ (0, 1) sind nichts
anderes als Vektorfelder bzw. Kovektorfelder.

Beispiel 5.2.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und (U, ) eine Karte fiir M mit Koordi-
natenfunktionen {z',... z"}. Sei (T7(U) = W;;(M (U), ) eine induzierte Karte, die wie
oben von einer Bijektion
b: {(’i17 ce ;7;7'7,].17 e ,js)“ < il; cee 7ir;j17 s 7js < n} — {1, e ,n”s}
abhéngt. Die Abbildung
9 0 ) . _
. = e ® — j . Js
Jdzh e Ox'r Oz p©® Oz lp ®da?tly @ @ dah],
ist ein Tensorfeld vom Typ (r,s) auf U, da 3% @ -+ @ 5% @ da?' @ - - ® da?* (p) fiir alle
peUin T (T,M) liegt und

Rdr’' ®@---@da?: p s

7 D @ Oxir

und damit glatt ist.

o ® deS o 90_1<x> = (I7 eb(il ----- ir7j1 ----- ]5))

Sei M eine Mannigfaltigkeit und T': M — T7(M) eine nicht notwendigerweise glatte

Abbildung mit 7rr )01 = idys. Sei (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen

{z',...,2"}. Fiir jedes p € U finden wir T;ll ;”( ) € R, sodass

o ) )
ZT“ Sy a 21| ®-"®%|p®d$ﬂ|p®“'®d$h|p'

J1 ]s

So erhalten wir n"** Funktlonen
7 zr_ 010
Ty U—=R = T3 (p),
die wir die Komponentenfunktionen von T in der Karte (U, ¢) nennen. Der Beweis der
folgenden Proposition ist analog zum Beweis von Proposition [3.4.3]

Proposition 5.2.7. Seien M, T' wie oben. Die Abbildung T' ist genau dann ein glattes
Vektorfeld, wenn ihre Komponentenfunktionen T} in allen Karten glatt sind.

Bemerkung 5.2.8. Seien 77,75 € 7 (M). Sei A € Rund sei f € C*°(M). Wir definieren
T, + Ty, XT1 und fT) € T] (M) punktweise:

(Ty + T3)(p) = T1(p) + Ta(p),
(AT1)(p) = AT(p),

(fT2)(p) = f(p)T1(p)-
Versehen mit diesen Operationen ist 7. (M) ein C*°(M)-Modul.

Definition 5.2.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei T € T7(M) und 7" € 7). Wir
definieren T'®@ 1" € 7;7:;7/ mit

(T T)(p) =T/p) T (p).
(Aufgabe:Warum ist 7' ® T" glatt?)
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Tensorfelder vom Typ (0, 7)

Tensorfelder, die fiir uns eine wichtigere Rolle spielen, sind Tensorfelder vom Typ (0, r). In
diesem Abschnitt studieren wir daher speziell solche Tensorfelder. Sei M eine Mannigfal-
tigkeit. Sei T': M — T,)(M) eine nicht notwendigerweise glatte Abbildung mit mwro(p 0T =
idy. Fiir jedes p € M benutzen wir den Dualitdtsisomorphismus T°(7,M) = M, (T,M)
aus Beispiel um 7T, .= T(p) € T(T,M) als eine multilineare Abbildung

LM x - xT,M—R
r—‘njal

zu interpretieren. Fiir r Vektorfelder Xy, ..., X, € X(M) definieren wir die Funktion
T(Xy,...,. X ): M —=>R  p—=T,((X1)p, -y (Xp)p)-

Proposition 5.2.10. Seien M und T wie oben. T ist genau dann ein glattes Tensor-
feld vom Typ (0,7), wenn die Abbildung T(Xy,...,X,) fir je r beliebige Vektorfelder
Xy, ..., X, € X(M) glatt ist.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Proposition [3.4.35] Sei T glatt. Seien
Xi,..., X, € X(M). Wir zeigen, dass T'(Xq,...,X,) eingeschrankt auf den Definitions-
bereich jeder Karte von M glatt ist. Sei (U, ¢) eine Karte mit Koordinatenfunktionen
{«',...,2"}. Seien {T}, ; } und {X}} die Komponentenfunktionen von 7" und Xj in der
Karte (U, ¢). Dann gilt

T(Xy,.. . X)= Y Tod"®-@d™(X,... . X,)= Y T,..X'. X/

1<in,..ir<n 1<i,..ir<n

Daraus folgt, dass T'(X7, ..., X,)|v glatt ist.

Sei nun umgekehrt 7" so, dass T'(Xy,...,X,) fir alle X;,..., X, € X(M) glatt ist.
Sei (U, ¢) eine Karte auf M mit Koordinatenfunktionen {z!,... 2"} und p € U. Wir
bezeichnen mit 7;, ; , die Komponentenfunktionen von 7' in dieser Karte. Wahle fiir

jedes (kq,..., k) Vektorfelder Mikl, . Mikr, die in einer offenen Umgebung V' von p mit
mi’vl’ e (%ikr iibereinstimmen. Es gilt
) ) i ;) 0
T(axklw"aaxkr)‘v = Z T'il...irdajl ®---®@dz ((9:1:’“1""’81:’“) :Tk1...kr
1<t1,.0r<n
Die Funktion Ty, . ist damit glatt. Die Behauptung folgt. O

Bemerkung 5.2.11. Wegen Proposition [5.2.10] induziert jede (0, r)-Tensorfeld T  eine
multilineare Abbildung

Lr: X(M) x - x X(M) = C®(M)  (X1,..., X)) = T(X1,...,X,).

N

-
r-mal

Die Abbildung Ly ist im folgenden Sinne C'*°(M )-multilinear:
Lp(Xq, .., Xi, fX+9Y, Xig, .., Xo1) = fLp( Xy, .o, X0, X, X, oo, X))+
gLT(Xh s 7Xi7 Y) Xi+17 s 7XT—1)
fir alle f,g € C°(M), X1,..., X, 1, X, Y €e X(M) und i € {0,...,r — 1}.
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Der Beweis der folgenden Proposition ist analog zum Beweis von Proposition [3.4.35
Proposition 5.2.12. Se:
L: X(M)x---xX(M)— C*(M) (X1,..., X)) = T(Xy,...,X,)

J/

Vv
r-mal

eine C°(M) multilineare Abbildung. Dann ezistiert genau ein (0,r)-Tensorfeld T mit
L = Ly. Wir benutzen hier die Notation aus Bemerkung|5.2.11].

Notation 5.2.13. Im Folgenden bezeichnen wir die durch ein (0, r)-Tensorfeld induzierte
C°°(M)-multilineare Abbildung T" ebenfalls mit T statt L.

Beispiel 5.2.14 (Riemannsche Metrik). Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei g = T (M).
Fiir jedes p € M koénnen wir g, = g(p) mithilfe des Isomorphismuses Ty (T,M) =
My(T,M) als eine bilineare Abbildung 7T,M x T,M — R interpretieren. Das (0,2)-
Tensorfeld g heifit eine (glatte) Riemannsche Metrik, falls g, fiir jedes p ein inneres
Produkt (Skalarprodukt) auf 7,M ist. Mithilfe einer Riemannschen Metrik kann man
die Lange von Tangentialvektoren und Winkel zwischen ihnen definieren. Mithilfe eines
Langenbegriffs fiir Tangentialvektoren kann man wiederum die Lange von Kurven auf der
Mannigfaltigkeit definieren und die Mannigfaltigkeit zu einem metrischen Raum machen.
Riemannsche Metriken induzieren weiterhin Mafle auf Mannigfaltigkeiten und erlauben
uns iiber Volumen von Teilmengen einer Mannigfaltigkeit zu reden. Ein Paar (M, g),
wobei M eine Mannigfaltigkeit und ¢ eine Riemannsche Metrik auf M ist, heifit eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. In der Riemannschen Geometrie beschéftigt man sich mit der
Untersuchung von Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Pull-Back von (0,r)-Tensorfeldern
Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte Abbildung. Sei r € N.
Sei T € T°(N). Betrachte die Abbildung

FT): M= T)(M)  pr— Q) Froy(Trm)-

Dann gilt F*(T)(p) € T)(T,M). Wir zeigen nun die Glattheit von F*(T'). Sei p € M und
sei (V1) eine Karte um F(p) mit Koordinatenfunktionen {y',... y"}. Seien Tj, ; die
Komponentenfunktionen von 7" in der Karte (V). Es gilt also

T|V — anlrdyll R ® dyl’“

1~--ir

Daher gilt
FY(T) |10 = »_(Th,..i,0F)(F*(dy™ )@ - @F*(dy") = > (T},..;,0F)d(y"*oF)®- - -®@d(y'"oF),

wobei wir Proposition benutzt haben. Daraus folgt, dass F*(T')|p-1(v) glatt ist
(vgl. Definition [5.2.9)). Wir haben gezeigt, dass fiir jedes p eine offene Umgebung U von p
existiert, sodass F*(7T)|y glatt ist. Daraus folgt die Glattheit von F*(T).

Definition 5.2.15. Seien M, N, F und T wie oben. F*(T) heifit das Pull-Back von T’
entlang F'.

Wir erhalten fiir jedes r € N eine lineare Abbildung
F*: TY(N) = T2(M) T+ F*(T).

Sei T € TP(N). Wir betrachten T" und F*(T') als multilineare Abbildungen wie oben.
Dann gilt fiir Xi,..., X, € X(M)

FHT) (X1, X)) (P) = Trg) (F)p((X)p), - - (F)p((Xr)p))-
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5.3 Das duflere Biindel und Differentialformen
Sei (M, F) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir setzen
AMT*M) = | | AM(T; M)
peM
Betrachte die ,,Projektionsabbildungen “
Takerany: AN(T*M) = M AMTFM) > T p.

Im Folgenden setzen wir zunéchst k # 0 voraus. Sei (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koor-
dinatenfunktionen {z',...,2"}. Fiir jedes p € U kénnen wir den Vektorraum A*(TrM)
mithilfe der Basis

{dz"p A Ada™|p b <<iysns

mit R() identifizieren. Konkreter: Sei {e1, ... ,e(n)} die Standardbasis von R(). Wir
k
fixieren eine von p € U unabhingige Bijektion

b:{(il,...,ir)|1§i1<---<i7~§n}—>{1,...,(Z)}

und benutzen den eindeutigen Isomorphismus A*(TM) = R(Z), der

dxil\p A - Adas

p

auf ep(iy, . iv i
Bijektion

y abbildet. Wir benutzen diese Isomorphismen fiir jedes p € U, um eine

S

P 7TX’CI(T*]\/[)(U> — p(U) x RG) R+ (%)

zu konstruieren. Mithilfe solcher Bijektionen und des Ergebnisses von Aufgabe [1.1.40
koénnen wir eine Topologie auf A*(T*M) einfithren: Die Familie

Bsiran = {7 (V)|(U, ) € F,V C o(U) x RE) st offen}

von Teilmengen von A*(T*M) erfiillt die Voraussetzungen aus Aufgabe und ist
damit die Basis einer eindeutigen Topologie auf A*(T*M), mit der wir A*(T*M) ver-
sehen. Die Bijektionen ¢ sind dann tautologischerweise Homéomorphismen. Der Raum
A®(T*M) ist also ein lokal euklidischer Raum der Dimension n+ (}). Er ist dariiber hinaus
Hausdorff und zweitabzihlbar. A*(T*M) ist also eine (n+ (}))-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit. Die Familie

Fo = {(mt o (U), )|V, ) € F)
ist ein Atlas. Ahnlich kénnen wir eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf
AMT*M) = | | MT; M)
peEM

definieren, die sie zu einer (n + 2")-dimensionale Mannigfaltigkeit macht. Fir & = 0
gilt A¥(T*M) = | ] e R. Wir kénnen diesen Raum kanonisch mit dem Raum M x R
identifizieren, der als Produkt der Mannigfaltigkeiten M und R auf natiirliche Weise
eine Mannigfaltigkeit ist. Bis auf dieser Identifikation ist die Abbildung mak(z+5) durch
(p, ) — p gegeben.
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Definition 5.3.1. Versehen mit der oben konstruierten Mannigfaltigkeitsstruktur heiflen
AR(T*M) und A(T*M) das duBere k-Biindel bzw. das duflere biindel von M.

Proposition 5.3.2. Die Projektionsabbildung 7k (r sy AF(T*M) — M st glatt.

Beispiel 5.3.3. Sei M eine Mannigfaltigkeit. A*(7* M) ist nichts anderes als das Kotan-
gentialbiindel von M.

Definition 5.3.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine (glatte) Differentialform vom Grad
k oder k-Form auf M ist eine glatte Abbildung w: M — A*(T*M) mit der Eigenschaft,

dass mak(p-pr) © w = idys. Der Raum aller k-Formen auf M wird mit QF(M) bezeichnet.
Weiterhin setzen wir Q(M) = @), oy, ¥ (M).

Beispiel 5.3.5. 0-Formen kénnen mit glatten Funktionen auf M identifiziert werden:
Fiir jedes 0-Form w gibt es eine eindeutige glatte Funktion f,,, sodass w, = (p, f,(p)) gilt.
Umgekehrt erhalten wir fiir jede glatte Funktion f eine 0-Form wy, die durch p — (p, f(p))
gegeben ist. Die Abbildung

C®(M) — Q°(M) f = wy

ist eine Bijektion. Wir benutzen im Folgenden diese Identifikation. 1-Formen sind nichts
anderes als Kovektorfelder.

Beispiel 5.3.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordina-

tenfunktionen {z,... 2"}. Sei A*(T*U) = WX,}(T*M)(U), ©) eine induzierte Karte, die wie

oben von einer Bijektion

b {(in, .. i) |1 <ty i <n} = {1,..., (:)}
abhangt. Die Abbildung
dz A+ Ada™: p s da [, A Adatt|,
ist eine k-Form auf U: dz™ A --- A da'(p) liegt fiir alle p € U in A*(T*M) und
Podx™ A---Ada* o !

ist glatt, da ' '
poda™ A~ ANda' o (z) = (2, e,

Sei M eine Mannigfaltigkeit und w: M — A¥(T*M) eine nicht notwendigerweise glatte
Abbildung mit 7y« ppyow = idyy. Sei (U, ¢) eine Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen
{z',...,2"}. Fiir jedes p € U finden wir w;, ;, (p) € R, sodass

w(p) = Zwi1~-~ik (p)da®|, A - Adax™],.

Hier summieren wir iiber alle Tupel (iy, ..., 4;) mit 1 <i; < -+ < i, < n. So erhalten wir
(Z) Funktionen
wi; U —R P = wiy i (P),

die wir die Komponentenfunktionen von w in der Karte (U, ¢) nennen. Der Beweis der
folgenden Proposition ist analog zum Beweis von Proposition [3.4.3]
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Proposition 5.3.7. Seien M, w wie oben. Die Abbildung w ist genau dann eine glatte
k-Form, wenn ihre Komponentenfunktionen w;, ,, in allen Karten glatt sind.

Bemerkung 5.3.8. Seien wy,wy € QF(M). Sei A € R und sei f € C°°(M). Wir definieren
w1 + wa, Aw; und fw; € QF(M) punktweise:
(w1 + w2)(p) = wi(p) + wa(p),
(Aw1)(p) = Awi(p),
(fwr)(p) = f(p)wr(p).
Versehen mit diesen Operationen ist Q%(M) ein C*°(M)-Modul.

Definition 5.3.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit und seien w,n € Q(M). Wir definieren
wAn e QM) mit
(wAN)(p) = wlp) An(p).

k-Formen als multilineare Abbildungen

Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei w: M — AF(T*M) eine nicht notwendigerweise
glatte Abbildung mit makpeppy © w = idy. Fiir jedes p € M benutzen wir den Dua-
litétsisomorphismus A*(T M) =2 AM,,(T,M) aus Beispiel, um w, = w(p) € A*(T; M)
als eine alternierende multilineare Abbildung

T,M x---xT,M—R

~
k-mal

zu interpretieren. Fiir k Vektorfelder X, ..., X € X(M) definieren wir die Funktion
wXy, ... . Xg): M —=>R  p=w,(X1)p, -y (Xk)p)-

Proposition 5.3.10. Seien M und w wie oben. w ist genau dann eine glatte k-Form auf
M, wenn die Abbildung w(X1, ..., Xy) fir je k beliebige Vektorfelder Xy, ..., Xy € X(M)
glatt ist.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von [5.2.10} [

Bemerkung 5.3.11. Wegen Proposition [5.3.10| induziert jede k-Form eine alternierende
multilineare Abbildung

Lyt (M) x -+ x X(M) = C¥(M)  (X1,..., X;) > w(Xi,..., Xp),

/

~
k-mal

Die Abbildung L, ist im folgenden Sinne C*°(M)-mutilinear:
Lo(Xy,. . X, fX4+9Y, X, .o, Xp1) = fLo(Xq, ., X, X, Xog, o, X))+
gL, ( X1, .., X0, Y, Xiv, oo, Xio1)
fir alle f,g € C*(M), X1,..., Xp—1, X, Y € X(M)und i € {0,...,k —1}.
Der Beweis der folgenden Proposition ist analog zum Beweis von Proposition
Proposition 5.3.12. Sei
L: X(M)x---xX(M)— C>®(M) (X1,..., X)) = T(Xy,...,X,)

J/

vV
r-mal

eine alternierende C™ (M )-multilineare Abbildung. Dann existiert genau eine (0, k)-Form
w mit L = L,,. Wir benutzen hier die Notation aus Bemerkung|5.5.11|

Notation 5.3.13. Im Folgenden bezeichnen wir die durch eine k-Form induzierte alter-
nierende C*°(M)-multilineare Abbildung w ebenfalls mit w statt L.
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Insertion-Operator und Pull-Back
Insertion-Operator

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei X ein Vektorfeld auf M und w € QF(M). Betrachte die
Abbildung
ix(w): M — AT M) P ix, (wp).

Es gilt tx (w)(p) € A¥ (T M). Um zu zeigen, dass tx (w) eine (k—1)-Form ist, iiberpriifen
wir die Glattheit von ¢x(w). Sei p € M und sei (U, ¢) eine Karte um p mit Koordinaten-
funktionen {z',... 2"}. Seien w;, ; und X7 die Komponentenfunktionen von w bzw. X
in der Karte (U, ¢). Es gilt also

wly = Zwil_.irdxil A Adatr
und X =}, X7 2. Daher erhalten wir

tx(w)ly = Z Z(—l)jﬂwil._irdxij (X)dz"™ A -+ A dz¥i A -+ A da =

1<<iy <--<ipg<n j=1

n
Z Z(—l)jﬂwilu,irXijdx“ A Adaii A A dat,
1<<iy<-<ig<n j=1

Daraus folgt die Glattheit von ¢x(w). Wir erhalten eine lineare Abbildung
tx: QM) — QM) w i Lx(w).

Sei w € QF(N) und X € X(M). Wir betrachten w und ¢x (w) als alternierende multilineare
Abbildungen. Dann gilt fiir alle Xy, ..., X1 € X(M)

Lx(w)(Xl, Ce ,Xk_l) = W(X, Xl, c. 7Xk:—1)
(vgl. Beispiel |5.1.57)).

Pull-Back von Differentialformen

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte Abbildung. Sei k£ € N.
Sei w € QF(N). Betrachte die Abbildung

F*(w): M — A¥(T*M) D AkF;(p) (Wr(p))-

Dann ist F*(w)(p) € A*(TM). Wir zeigen nun die Glattheit von F*(w). Sei p € M und
sei (V, 1) eine Karte um F(p) mit Koordinatenfunktionen {y',...,y"}. Seien w;, ;. die
Komponentenfunktionen von w in der Karte (V). Es gilt also

wly = Zwil_._irdy“ A Ady'
Daher gilt
F*(w)|p-1(vy = Z(wilmiroF)(F*(dy“) A AF*(dy') = Z(wilmiroF)d(y“oF) A+ Ad(yiroF),

wobei wir Proposition [3.4.37|benutzt haben. Daraus folgt, dass F™*(w)|p-1(v) glatt ist (vgl.
Definition [5.3.9)). Weiterhin setzen wir fiir w € Q°(M) = C>*(M)

Ff(w)=woF
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Definition 5.3.14. Seien M, N, F und w wie oben. F*(w) heit der Pull-Back von w
entlang F'.

Wir erhalten fiir jedes k& € Ny eine lineare Abbildung
F*:QF(N) = QF(M) we— F*(w).

Sei w € QF(N). Wir betrachten w und F*(w) wie oben als alternierende multilineare
Abbildungen. Dann gilt fiir alle X, ..., Xy € X(M)

FHw) (X Xe) (p) = wrgy ((F)p((X1)p), - -5 (F2)p((Xk)p))

(vgl. Beispiel [5.1.57)). Die folgende Proposition ist eine unmittelbare Folgerung der Defi-
nition des Pull-Backs.

Proposition 5.3.15. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte
Abbildung. Seien w,n € Q(N). Dann gilt

Fr(wAn) = F(w) A F(n).

Proposition 5.3.16. Seien M und N n-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Sei F': M —
N eine glatte Abbildung. Seien (U, ) und (V,v) Karten auf M bzw. N mit Koordina-
tenfunktionen {x', ... a"} bzw. {y', ..., y"}. Wir bezeichnen mit JF,,, die Jacobi-Matriz
der Abbildung

Fog=w0 Fog™: oUNFY(V)) = $(FU)NV)
und setzen DF, = JF, 0 @. Dann gilt
F*(fdy' A+ AN dy™)|var-1r) = (f o F)(det DF, )dz" A--- A da”
fir alle f € C=(V).

Aufgabe 5.3.17. Beweisen Sie Proposition.3.16| (Hinweis: Fixieren Sie zunichst p €
UNF~1(V) und zeigen Sie, dass die Auswertung auf (811 e 8:%|P) auf beiden Seiten

z1 +D)

der Gleichung dasselbe Ergebnis liefert. Folgern Sie daraus die Aussage.)
Aufgabe 5.3.18. Betrachten Sie die 2-Form

w=rdr* Adr® +r3drt Adr? + r2dr? Adr!
auf R3, wobei r? die i-te Standard-Koordinatenfunktion bezeichnet.

(i) Finden Sie die Koordinatendarstellung von w in sphérischen Koordinaten. Mit sphérischen
Koordinaten meinen wir hier die Karte auf R? deren Inverse durch

0,00) x (0,2m) x —E,z — R3 r,©,9) — (rcospsind, rsin psin ¥, r cos v
2°2

gegeben ist.

(i) Sei:: S? — R? die Inklusionsabbildung. Berechnen Sie die Koordinatendarstellung
von ¢*(w) in sphérischen Koordinaten. Mit sphérischen Koordinaten meinen wir hier
die Karte auf R? deren Inverse durch

(0,27) x (—g, g) — 52 (p, ) — (cos @sind, sin @ cos ¥, cos V)

gegeben ist.
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Die duflere Ableitung
Das totale Differential (vgl. Bemerkung [3.4.30]) ist eine lineare Abbildung

d: Q°(M) = C=(M) — Q' (M) f—df.
In diesem Abschnitt finden wir eine Erweiterung von d auf Q(M).

Theorem 5.3.19. Es gibt eine eindeutige R-lineare Abbildung d: Q(M) — Q(M) mit
den folgenden Eigenschaften:

(1) Fir f € Q°(M) stimmt df mit dem totalen Differential von f iiberein.
(ii) Fiir w € Q¥(M) und n € Q(M) gilt

d(wAn) =dwAn+ (=1)kw Adn.

(iii) dod = 0.

Beweis. Wir nennen ein Operator d wie in der Aussage des Theorems eine duflere Ablei-
tung auf M. Der Beweisstruktur ist wie folgt:

e FErster Schritt: Zuerst beweisen wir, dass eine eindeutige d&uflere Ableitung auf jeder
Mannigfaltigkeit existiert, die eine globale Karte besitzt.

o Zweiter Schritt Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei (U, ) eine Karte. Die nach dem
ersten Schritt eindeutige duflere Ableitung auf U bezeichnen wir mit dy: Q(U) —
Q(U). Wir zeigen, dass, falls eine duflere Ableitung dy: Q(M) — Q(M) auf M
existiert, (dyw)|y = dy(w|y) fir alle w € Q(M) gilt.

e Dritter Schritt: Wir zeigen, dass es hochstens eine duflere Ableitung auf M exis-
tiert und definieren eine duflere Ableitung auf M mithilfe der &uleren Ableitungen
d: QU,) — QU,), wobei {(U,, pa)} ein Atlas fiir M ist.

FErster Schritt: Sei M eine Mannigfaltigkeit, die eine globale Karte (M, ¢) besitzt und seien
xt, ... 2" die Koordinatenfunktionen der Karte (M, ). Jedes w € QF(M) ist gegeben
durch
w = Z wilmikdx“ Ao Ada
1<iy<-<ix<n
fiir geeignete glatte Funktionen w;, ; . Falls d: Q(M) — Q(M) wie in der Aussage exis-
tiert, dann gilt wegen (ii)

= Z (dewsiy i A (dz™ A= Ada™) +wy g d(da™ Ao Ada'™))

1<i < <ip<n

Wegen (i) ist dwj,. ;, in der obigen Formel nichts anderes als das totale Differential von
Wi, ., Mit (iii) und (ii) erhalten wir

k
d(da™ A-- Ada®) = (=1 e A d(da) A - datt =0,
j=1
Daraus folgt
dwo= Y dwig A(da" A Adat). (%)

1< << <n
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Falls d: Q(M) — Q(M) existiert, dann ist es durch die obige Formel gegeben. Das zeigt
die Eindeutigkeit von d: Q(M) — Q(M), falls M eine globale Karte besitzt. Umgekehrt,
falls M wie oben eine globale Karte besitzt, konnen wir die Formel benutzen um
d: QM) — Q(M) zu definieren: Also setzen wir fiir k € N

dlgran: QM) = QM) w0 dwy g, Ada’ A Ada
1<t << <n

wobei w;,._;, die Komponentenfunktionen von w in der Karte (M, ¢) sind. Weiterhin be-
zeichnen wir mit d|90( ) das totale Differential. Wir bemerken, dass dann

d(fdz™ A+ Ada™) =df Ada™ A--- Ada'

fiir ein beliebiges Tupel (iy, ..., ) mit 1 <iy,...,i < nund f € C°(M) gilt. Durch das
Zusammensetzen der Abbildungen d|qx () erhalten wir eine lineare Abbildung d: Q(M) —
Q(M). Wir {iberpriifen nun, dass d die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) besitzt. (i) ist nach
Definition erfiillt. Wegen der Linearitét von d reicht es (ii) nur fiir Elemente der Form
w= fdz" A---Adz® und n = gdz?* A+ Adzdt mit f,g € C°(M),1<i; <---<ip<n
und 1 < 77 < --- < 753 < n zu iiberpriifen. Es gilt

d(wAn) =d (fgdxi1 Ao Ada Ada?t A A dxj’) = d(fg)Adz" A- - -Adz* Adz?* A- - -Ad2”!

Zai (fg)da?! Adaz™ A+ Ada™ Ada? A--- Ada?t =

J

2 9%@ )da? Adz' A - Ada S AdZ A Adad '+ f %(g)dxj Adz" Ao AdatAde? A - Ada
, J

i1 7 i1 7 a 1 i1 1
= (df Adz A -+ Ada™) /\77+; )k Fdzit A - A A S (g)de? AdaT A A da

=dwAn+ (=1)"w Ady.
Wir iiberpriifen jetzt, dass d o d = 0. Es reicht zu zeigen, dass

dod(fdz"" A---Ada'™) =0

fir alle f € C*(M) und 1 <y < -+ < iy < n. Es gilt

‘ 4 9 - |
d(d(fdz" A-ee Ada)) =d(Y o (f)da' Ada® A- A da®) =
82 . . . . 82 ‘ . . A
_ al,iaxj(f)dx]/\d;pl/\dxh A Ada™ = D (f)dIJ/\d:L‘Z/\d:L‘“ A Adrt 4
] <
o2 . : o2 ' i i i
. .axjaxﬁf)dgﬁ/\da: Adz™t A - /\d;pk:' ‘aq;jaxi(f)dx]/\dx Adz A - A dzt o+
1>) i<s
0? . . . ,
- Oxi 0 (f)dz? Adx* Ada™ A--- Ada'™ =0,

i<j

wobel wir den Satz von Schwarz benutzt haben.
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Zweiter Schritt: Sei (U, ¢) eine Karte und sei dyy die (nach Schritt 1 eindeutige) duBere
Ableitung auf U. Wir nehmen an, dass eine duflere Ableitung d,; auf M existiert. Wir
zeigen, dass fiir jedes w € QF(M)

dy (W)l = du(wlv)

gilt. Seien {z', ..., 2"} die Koordinatenfunktionen von (U, ¢). Seien w;, _;, die Komponen-
tenfunktionen von w in der Karte (U, ). Sei p € U. Seien n;, ;. und y* glatte Funktionen
auf M, die auf einer offenen Umgebung V' von p mit w;,  ;, bzw. ' {ibereinstimmen. Sei
weiterhin g eine glatte Funktion auf M mit g(p) = 1, die auBlerhalb von V' verschwindet.
Betrachte die Differentialform

’r] = Z,rhl’bkdy“ /\ e /\ dylk
Dann gilt g(w —n) = 0. Daraus folgt dy/(g(w —n)) = 0, da dp linear ist. Es gilt

0= du(glw — ) = dg A (@ — 1) + gdus(w — ). (+)

Da g auBerhalb von V' verschwindet, verschwindet das totale Differential von ¢ ebenfalls
auBerhalb von V. Andererseits verschwindet w—n auf V. Insgesamt gilt also dg(w—n) = 0.
Wegen Gleichung gilt dann

0= ng<w — n) = g(dM(w) - dM(U))

und insbesondere
dar(@)(p) = dur() () = dar (D mi i dy A -Ady™) (p) = Y diiy s A(dy A - -Ady™*) (p)

= dwi, g, A (da A Adat) = dy(wlu)(p).

Da p € U beliebig war, folgt dy/(w)|y = dy(w|v)-

Dritter Schritt: Zunéchst zeigen wir, dass hochstens eine duflere Ableitung auf M
existiert. Sei {(Uy, ¢a)taca €in Atlas fir M. Seien d und d’ zwei dulere Ableitungen auf
M. Sei w € QM) und p € M. Dann existiert a,, € A, sodass p € U,,. Aus Schritt 2
wissen wird, dass

dw(p) = du, (w]v)(p) = d'w(p)

gilt Daraus folgt, dw = d'w fiir alle w € Q(M) und damit d = d’. Das zeigt die Eindeutig-
keit der aueren Ableitung auf M. Nun zeigen wir die Existenz. Wir benutzen den obigen
Atlas und definieren d: Q(M) — Q(M) wie folgt: Fiir w € Q(M) definieren wir dw als
die Differentialform, deren Einschrankung auf U, durch dy,(w|y,) gegeben ist. Um die
Wohldefiniertheit von dw zu beweisen, miissen wir zeigen, dass fiir alle o, 5 € A

dv, (Wlv,)varvs = dus (W|u,) lvanus

gilt. Aus Schritt 2 folgt, dass beide Seiten der obigen Gleichung gleich dy, v, (W|v.nv;,)
sind. Wir erhalten also eine Abbildung d: Q(M) — (M). Die gewiinschte Eigenschaften
von d folgen, aus den entsprechenden Eigenschaften von dy, . O

Definition 5.3.20. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Der Operator d aus Theorem [5.3.19
heifit die dufere Ableitung auf M.

Proposition 5.3.21. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und F': M — N eine glatte
Abbildunyg.
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(i) d(QQF(M)) C Q¥ H(M).
(ii)) F*od=do F*.
Aufgabe 5.3.22. Beweisen Sie Proposition [5.3.21]

Aufgabe 5.3.23. In dieser Aufgabe bezeichnen r¢ die Standardkoordinatenfunktionen
auf R"”

1. Betrachten Sie die Abbildung
F:R? - R? (s,t) — (st,e').
Sei w = r'dr?. Berechnen Sie F*(w), dw und F*(dw).
2. Betrachten Sie die Abbildung
G:A{(z,y))2® + 1> <1} = R\ {0}  (2,y) — (2,9, V1 —u® —0?).

Sei

_ortdr? Adr? + r3drt Adr? 4 r2de? A dre!
(P12 + (12)2 + (r3)2)7 '

Berechnen Sie G*(n), dn und G*(dn).

Bemerkung 5.3.24. Alle bisherigen Begriffe aus Abschnitt und Abschnitt
konnen ohne Weiteres auch fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand eingefiihrt
werden. Alle dortige Aussagen gelten dann auch fiir Mannigfaltigkeiten mit
Rand und kénnen genauso wie oben bewiesen werden.
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Kapitel 6

Integralkurven, Fliisse und die Lie
Ableitung

6.1 Integralkurven und Fliisse

Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei v: (a,b) — M eine glatte Kurve. Sei r die Standard-
koordinatenfunktion auf R. Wir haben gesehen, dass 4/(t) := (7.):(Z|;) fiir jedes t € (a,b)
mit dem durch v induzierten Vektor an der Stelle y(¢) tibereinstimmt. Wir konnen ~(¢)
als der Geschwindigkeitsvektor von v an der Stelle ¢ interpretieren. Sei nun X € X(M).
Wir suchen nach Kurven, deren Geschwindigkeitsvektor durch das Vektorfeld X gegeben
ist. Préziser:

Definition 6.1.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X € X(M). Sei I C R offen. Eine
C'-Kurve v: I — M mit
1) = Xy

fiir alle t € I heifit eine Integralkurve von X.

Beispiel 6.1.2. Sei r die Standardkoordinatenfunktion auf R. Wir betrachten das Vek-
torfeld X = %. Fiir jedes py € R ist die Kurve

’y:R—)R t—po+t

eine Integralkurve von X mit ,, Anfangswert“ v(0) = po, da

. 0 dy, . 0 0 0
y(t) = (%)t(ah) = E( )Eh(t):pﬂ =1- ah(t) = Eh(t)'

Beispiel 6.1.3. Sei r die Standardkoordinatenfunktion auf R\ {0}. Wir betrachten das
Vektorfeld X == 2 € X(R\ {0}). Fiir jedes py > 0 ist die Kurve

v: (—=po,0) = R t—po+t

eine Integralkurve von X mit , Anfangswert* «(0) = po. Wir bemerken, dass diese Inte-
gralkurve nicht auf ein gréfleres Intervall erweitert werden kann.

Beispiel 6.1.4. Seien 7!, r? die Standardkoordinatenfunktionen auf R?. Wir betrachten
das Vektorfeld X := —r?2 + r! -2, Fiir jedes R € R ist die Kurve

o2

) 2 cost
v:R—-R tHR(Sint)
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eine Integralkurve von X, da

0 d d 0 0 0
(’y*)t(alt) dt(Rcost)a ) dt(Rsmt)aT2 Iy = Rsmta ) —i—Rcosta 5l = Xs0)-
Sei pp € R2. Dann existieren R, p € R, sodass p = R (gi: :z) Die Kurve

cos(t + )
Too: R =R tHR(SiH(t—i—gp))

ist eine Integralkurve von X mit dem Anfangswert py.

Sei X € X(M). Wie kann man Integralkurven von X finden? Sei 7: (a,b) — M eine
Cl-Kurve. Sei (U, ¢) eine Karte mit Koordinatenfunktionen {z!, ... z"}. Wir bezeichnen
mit v* die Komponetenfunktionen von ~ in der Karte (U, ¢), also 7% := 2% o 7. Weiterhin
seien X' die Komponentenfunktionen von X in der Karte (U, ). Fiir t € v~ 1(U) gilt

50 = (05l = 370 5 o

wobei vi(t) = d

( )- ¥|y-1(w) ist genau dann eine Integralkurve von X, wenn

. i 0 z
V() = Xy = zi:'y (t)ﬁx" () ZX 83:1

fiir alle t € y~*(U). Daraus folgt

Yi(t) = X*(y(t) Vtey N U)ie{l<i<n}. (%)
Wir setzen a .= oy, F = (X'op™ ... X" o) und schreiben () um:
a(t) = F(a(t)) vte~ (V). (#)

Wir fassen zusammen: 7|,-1(y) ist genau dann eine Integralkurve von X, wenn, die Kom-
ponetenfunktionen von v in der Karte (U, ¢) das System der gewohnlichen Differential-
gleichungen 1. Ordnung 16sen. Wir erwéhnen das folgende klassische Ergebnis zur
Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen solcher Systeme.

Theorem 6.1.5. Seien V. C R"™ und T' C R offen. Ser F':' V x I — R"™ eine glatte
Abbildung. Wir betrachten das System

von gewdohnlichen Differentialgleichungen.

1. Seien I, 1I' C T offen und seity € INI". Seien a: I — R™ und b: I' — R" Lisungen
der obigen Differentialgleichung mit a(ty) = b(ty). Dann stimmen a und b auf einer
offenen Umgebung von ty tiberein.

2. Sei xg €V und ty € I. Dann existiert ein € > 0 und eine offene Umgebung Vo C V'
von xg, sodass die obige Differentialgleichung fiir jedes x € Vi eine Losung

Aty ot (to — €,tg +€) =V mit ag, .(to) =

hat.
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3. Seien xo, to, €, Vo und ay, » wie oben. Die Abbildung
Vo x (tg —€,tg+¢€) =V (x,t) = ag, (1)
st glatt.
Die Anwendung von Theorem auf Gleichung ergibt die folgende Proposition.
Proposition 6.1.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X € X(M).

1. Seien I,I' C R offen und sei to € I NI'. Seien v: I — M und n: I' — M In-
tegralkurven von X mit y(to) = n(ty). Dann stimmen v und n auf einer offenen
Umgebung von ty iiberein.

2. Seipy € M und ty € R. Dann existiert ein € > 0 und eine offene Umgebung Uy von
Po, sodass fir jedes p € Uy eine Integralkurve

Yiop: (to — €,t0 +€) = M
von X mit v, ,(to) = pexistiert.
3. Seien po, to, €, Uy und a,, wie oben. Die Abbildung
Up X (to — €,tg +€) = M (P, t) — Vi (1)
1st glatt.
Beweis.

1. Wir setzen p == v(tg) = n(to). Sei (U, ¢) eine Karte um p. Seien X* € C*(U) die
Komponentenfunktionen von X in der Karte (U, ¢). Wir definieren

F:o(U)xR—=>R" (z,t)— (X'op ' (x),..., X" 0p ' (2)),

a = @ory|y-1y und b = @ on|,-1y. Da v und n Integralkurven sind, sind a und b
Losungen des Systems
c(t) = F(c(t), 1)

von Differentialgleichungen. Nach Teil 1 von Theorem [6.1.5|stimmen a und b in einer
offenen Umgebung von t; iiberein. Entsprechend stimmen v und 7 in einer offenen
Umgebung von t; iiberein.

2. Sei (U, ) eine Karte um py, X* € C°°(U) die Komponentenfunktionen von X in
der Karte (U, ) und

F:po(U)xR—R" (z,t) = (Xt oo Hx),..., X" 0o (z)).

Nach Teil 2 von Theorem existieren ein € > 0 und Vi C ¢(U), sodass die
Differentialgleichung

fiir jedes x € V} eine Losung
Aty 2 (to — €,t0 +€) = ©(U) mit ay, . (to) =«
hat. Wir setzen Uy == ¢~ !. Sei p € Uy. Dann ist
Viop =0 0o (to— € to+€) = M
eine Integralkurve von X mit

Ytop = 90_1<at0,<p(p) (to)) = Qp_l(@(p)) =D
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3. Wir benutzen weiter die Notation vom vorherigen Teil des Beweises. Nach Teil 3
von Theorem ist die Abbildung

Vox (to—etot+€) = oU)  (2,1) = ay,4(t)
glatt. Die Abbildung
Uo % (to — €, to+€) = M (p,t) = Vi p(t)

entsteht durch die Prakomposition der vorherigen Abbildung mit der glatten Abbil-
dung
UoX(to-G,to-Fﬁ)-)%X(to-E,to"‘E) (p,t)l—)(go(p),t)

und die Postkomposition der resultierenden Abbildung mit ¢ ~! und ist damit glatt.
]

Proposition 6.1.7. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X € X(M). Fir jedes p € M
ezistieren ¢(p) < d(p) € RU {£oo} und eine glatte Kurve ~,: (c(p),d(p)) — M von X
mat der Eigenschaften:

(1) 0 € (c(p), d(p)) und 7,(0) = p.
(ii) v, ist eine Integralkurve von X.

(#i) Falls p: (¢/,d’) — M eine weitere glatte Integralkurve von X mit 0 € (¢/,d') und
w(0) = p ist, dann gilt (¢, d') C (c(p),d(p)) und | a) = p-

Definition 6.1.8. Wir nennen +, aus der Proposition die mazimale Integralkurve
von X mit dem Anfangswert p.

Beweis von Proposition [6.1.7. Wir definieren (¢(p), d(p)) als die Vereinigung aller offenen
Intervalle (a,b) um 0, sodass eine Integralkurve n: (a,b) — M von X mit n(0) = p exis-
tiert. Wegen Teil 2 von Proposition [6.1.6/gilt 0 € (c¢(p), d(p)). Seien Iy, I offene Intervalle
um 0 und seien 7;: I; — M Integralkurven von X mit 7,;(0) = p. Wir zeigen, dass 7, und
1o auf I; N I, iibereinstimmen. Nach Teil 2 von Proposition [6.1.6]ist die Menge von Punk-
ten, auf denen die 7); iibereinstimmen, offen. Andererseits ist diese Menge abgeschlossen,
da n; stetig sind und somit fiir jede Folge {t;}ien C Iy N Iy mit 1y (¢;) = 12(t;) die gegen
ein t € I; N I konvergiert
m(t) = lim i (t;) = lim no(t;) = ()
1—00 1— 00

gilt. Da I; N I, zusammenhédngend ist, stimmen 7; und 7y auf I; N I, iiberein. Fiir ¢ €
(c(p),d(p)) sei n: I — M eine Integralkurve von X definiert auf einem offenen Intervall 1
um 0 mit ¢ € I und 7(0) = p. Wir setzen v,(t) = n(t). Wegen der vorherigen Uberlegung
ist

Y1 (c(p), d(p)) = M
wohldefiniert und erfiillt die Voraussetzungen der Aussage. [

Aufgabe 6.1.9. Sei p € R% Berechnen Sie die maximalen Integralkurven der Vektorfelder
0 0 0 0

X=—+—"— und Y =r'—4—4r2—

~ort o2 ort or?
auf R? mit Anfansgwert (a, b).
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Notation 6.1.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X € X(M). Wir benutzen die Nota-
tion von Proposition [6.1.7| und definieren

D} = {p € Mt € (c(p), d(p))}

fir ¢ € R, wobei ¢(p), d(p) die Zahlen aus Proposition sind. Falls das Vektorfeld X
aus dem Kontext klar ist, schreiben wir D; statt D;*.

Proposition 6.1.11. Sei X € X(M). Wir bezeichnen die mazimale Integralkurve von X
mit dem Anfangswert p im Folgenden mit ~,. Firt € R definieren wir

oDy — M p = Y(t).

Dann gelten die folgenden Aussagen:

1.

Fiir jedes py € M existiert ein € > 0 und eine offene Umgebung U wvon py, sodass
die Abbildung
Ux(e,e) > M (pt) = ®(p)

wohldefiniert und glatt ist.

Seien s,t € R. Der Definitionsbereich der Abbildung
P, 0®,: &, 1(D,) - M

(also ®;1(Dy)) ist in Dy, enthalten und es gilt , 0 O, = <I>t+s]¢t—1(ps).

3. Dy ist fiir jedes t € R offen.

/.

Fiir jedes t € R ist ®,: Dy — M ein Diffeomorphismus auf D_y.

Beweis.

1.
2.

3.

Die Aussage ist eine unmittelbare Folgerung von Teil 3 von Proposition [6.1.6]
Aufgabe

Wegen Teil 2 von Proposition ist Dy = M (und damit offen). Sei t > 0 und
q € Dy. Da v,([0,t]) kompakt ist, finden wir mithilfe von Teil 1 py, ..., pr € 7,([0,1]),

€1, > 0 und offene Umgebungen U; von p; mit W = JY_, U; D 4,([0,]), sodass
die Abbildungen
Uy x (—€i,€) = M (p,t) = O(p)

wohldefiniert und glatt sind. Wir setzen € := min{e; }. Die Abbildung
W x (_676) — M (p> t) = (I)t<p)

ist dann wohldefiniert und glatt. Sei N € N so, dass t/N € (e,¢). Wir setzen
ay = ®yn|w und Wy = oy (W). Weiterhin definieren wir induktiv

w., und W;:=a; {(W;_).

a; = Py
Jedes «; ist eine glatte Abbildung auf einer offenen Teilmenge W;_; von W. Insbe-

sondere ist Wy eine offene Teilmenge von W. Wir bemerken, dass

t

Tt = 1) € W und an(3y(t = 1)) = () = (e~ 1) € Wi
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Induktiv zeigt man, dass fiir m € {1,..., N}

t
Yq(t — mﬁ) € W

Insbesondere gilt also

t

q=7(0) =t — N+

N) € W.

Weiterhin sieht man induktiv, dass Wn, C D, fiir m € {1,..., N} gilt. Insbe-
sondere gilt Wy C D;. Die Offenheit von D, fur t > 0 folgt. Analog zeigt man die
Offenheit von D, fiir t < 0.

. Wir zeigen zuerst, dass ®4(D;) = D_; fiir jedes t € R gilt. Sei p € D;. Sei
Y (c(p),d(p)) — M die maximale Integralkurve von X mit dem Anfangswert p.
Dann ist
n: (c(p) —t,d(p) —t) = M s Yp(s+1)

eine Integralkurve von X mit dem Anfangswert 7,(t) = ®;(p) und es gilt —t € (c¢(p)—
t,d(p) —t). Daraus folgt ®;(p) € D_; und wir erhalten die Inklusion ®,(D;) C D_;.
Sei nun g € D_;. Wegen der vorherigen Beobachtung gilt ®_4(D_;) C D;. Daraus
folgt, dass ®,0®_; auf D_; definiert ist und wegen Teil 1 dort mit id,, iibereinstimmt.
Es gilt also

(P +(q)) = idm(q) = q.

Daraus folgt, dass ¢ € ®4(D;) und daher &,(D;) D D_,. Wir haben also gezeigt,
dass
q)t(Dt> == ,D,t.

Wegen Teil 2 gilt
Po® , =idy|p., und ®_,o0®d, =idy |p,.

®, ist also bijektiv mit inverser Abbildung ®_,. Es bleibt zu zeigen, dass diese
Abbildungen glatt sind. Sei g € D;. Seien W, W; und «; wie im Beweis von Teil 3.
Dann gilt

| Wy =ag0---0an|wy-

Also ist @]y, als eine Verkettung glatter Abbildungen glatt. Da ¢ € D; beliebig
war, folgt die Glattheit von ®;. Ahnlich zeigt man, die Glattheit von ®_,.

]

Bemerkung 6.1.12. Wir erhalten also fiir jedes Vektorfeld X € X(M) eine Familie
{®;}1cr von Diffeomorphismen, die auf offenen Teilmengen von M definiert sind. Wir
benutzen manchmal die Notation ® statt ®,. Wir setzen

D(X) = {(p,t)lp € Dy}.

Man kann zeigen, dass D(X) eine offene Umgebung von M x {0} in M x R und dass die
Abbildung

D(X)—= M  (p,t)— (p)

glatt ist.
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Definition 6.1.13. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X € X(M) heifit voll-
standig, falls alle maximalen Integralkurven von X (mit beliebigem Anfangswert) auf ganz
R definiert sind. Mit anderen Worten: Fiir jedes t € R gilt D, = M.

Beispiel 6.1.14. Die Vektorfelder in Beispiel und sind vollstdndig. Das Vek-
torfeld in Beispiel ist nicht vollsténdig.

Aufgabe 6.1.15. Jedes Vektorfeld auf einer kompakten Mannigfaltigkeit ist vollstandig.

Aufgabe 6.1.16. Sei r die Standardkoordinatenfunktion auf R. Zeigen Sie, dass das
Vektorfeld (r? 4+ 1)2 nicht vollsténdig ist.

Definition 6.1.17. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Familie {®;};cg von Diffeomor-
phismen ®,: M — M heifit eine (globale) 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen,
falls

e &: M xR — M, (pt)— Pi(p) glatt ist,
o &y =idy; und
e &, 0P, = P, fiir alle ¢, s € R gilt.

Beispiel 6.1.18. Sei X ein vollstiindiges Vektorfeld auf M. Dann ist ®X: M — M fiir
jedes t € R ein Diffeomorphismus und {® },cg ist eine globale 1-Parameter-Gruppe von
Diffeomorphismen.

Bemerkung 6.1.19. Sei {®,};cr eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen. Fiir

p € M definieren wir
Yo: R = M t— Ou(p).

Man kann dann zeigen, dass
X:M—=TM  p—4,(0)
ein (glattes) Vektorfeld auf M ist und dass {® };cg mit {®;}icr iibereinstimmt.

Bemerkung 6.1.20. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X € X(M). Die Familie {® };cr
hat dhnliche Eigenschaften wie eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen. Der Un-
terschied ist, dass die Diffeomorphismen ®; nicht global sondern nur auf D; definiert sind.
Wie nennen so eine Familie eine lokale 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen. (Es ist
moglich eine von Vektorfeldern unabhéngige Definition von lokalen 1-Parameter-Gruppe
zu geben.)

6.2 Die Lie-Ableitung

Sei M eine Mannigfaltigkeit und X € X(M). Sei {®;} die durch X erzeugte lokale 1-
Parametergruppe. Sei f € C*(M) = TY(M) = Q°(M). Fiir p € M sei v eine Integral-
kurve von X mit v(0) = p. Dann gilt

d(f o) (0) = Tim FO®) = fp) _ . F(@p) = fp)
dt t—0 t t—0 t

X(Hp) =

Wir interpretieren X (f) als die Ableitung von f in Richtung des Vektorfelds X. Wir
bezeichnen die Abbildung TX(M) = C*(M) — C®(M) = TX(M), die f auf X(f)
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abbildet, mit Lx. Sei nun 7" € 7 (M). Wir wollen dhnlich wie oben die Ableitung von 7'
in Richtung X definieren. Ein naiver Definitionsversuch wére:

o Tep) — T
Lx(T)(p) = lim —

Diese Definition ergibt jedoch keinen Sinn, da T, in 1] (T, M) und T, in T7(T,M)
liegt. Um T, (p) und T}, zu vergleichen, miissen wir eine Verbindung zwischen T} (T, ) M)
und 77 (7, M) herstellen.

Notation 6.2.1. Seien X und {®;} wie oben und sei t € R und p € DX. Falls r und s
nicht beide 0 sind, bezeichnen wir die Abbildung

<®((@_t)*)@t(p)> ® <®((¢)t)gt(p))) : T;(T¢t(p)M) - T;(TpM)

im Folgenden mit EIS_t. Falls r = s = 0 setzen wir <A13_t = 1dp.

Definition 6.2.2. Seien M, X und {®,} wie oben. Seien r, s € Ny. Die lineare Abbildung

Py (Tét(P)) - TP>

Lx:T/(M)—=T/ (M) T~ (p — lim
t—0 t
heilt die Lie-Ableitung in Richtung X.

Bemerkung 6.2.3. Wie bemerken, dass 77 (7, M) auf kanonische Weise ein topologischer
Raum ist, sodass der Limes in Definition Sinn ergibt.

Bemerkung 6.2.4. Wir bemerken, dass die Glattheit von Lx(T) fiir 7" € T (M) mit
unseren jetzigen Kenntnisse nicht klar ist. Dies folgt aus unseren spéteren Uberlegungen.

Bemerkung 6.2.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X € X(M). Aus der Definition
der Lie-Ableitung folgt sofort, dass Lx(f) = X (f) fiir jedes f € TX(M) = C>=(M).

Proposition 6.2.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X € X(M). Dann gilt
Lx(Y)=[XY]
fiir jedes Y € TgH(M) = X(M).
Zuerst beweisen wir ein Lemma.

Lemma 6.2.7 (vgl. Proposition [1.2.23). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei D C
M x R offen mit M x {0} C D. Sei f € C>(D) und f(p,0) =0 fiir jedes p € M. Dann
existiert g € C*°(D), sodass f(p,t) = tg(p,t) und %f(p, 0) = g(p,0) fiir jedes p € M.

Beweis. Die Funktion
Lo
g:D—R (p,t)H/ —f(p, st)ds
o Ot

erfiillt die Bedingungen der Aussage. 0
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Beweis von Proposition [6.2.6. Wir zeigen, dass

(Lx(Y) (f) = X, Y](/)

fiir beliebiges f € C*(M) gilt. Sei {®;} die durch X induzierte (a priori) lokale 1-
Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen. Sei f € C*(M). Die Funktion F: (p,t) —
f(@:(p)) — f(p) ist auf D(X) (siehe Bemerkung|6.1.20|) wohldefiniert und dort glatt. Nach
einer Anwendung von Lemma erhalten wir eine glatte Funktion g € C*°(D(X)) mit
F(p,t) = tg(p,t) und 2 F(p,0) = g(p,0) fiir jedes p € M. Wir setzen g,(p) := g(p,t) und
berechnen

X(f)(p) = tim L2 =@ _gp FOP) gy 000 — 00p) — X0 = 0

t—0 t t—0 t t—0

Fiir ¢ hinreichend klein gilt

(I)—t<Y¢)t(p))<f) = Yq)t(p)(f o (I)—t> = _tY<1>t(P) (g—t) + Yq’t(p)(f)

(Vo) — Y, (F) = tim — Yo (9-0) + i/cbt(p)(f) %)

= —Y,(X () + X5, (Y (f)) = [X, Y], (f)

(Lx(Y)) (f)(p) = lim

t—0 t

Ya,p)(f) — Yo(
t

f)

= —Y,(X(f)) + lim

t—0

]

Der Beweis der folgenden Proposition ist analog zum Beweis von der Produktregel fiir
Ableitungen von Funktionen in Analysis 1.

Proposition 6.2.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X € X(M). Sei T € T (M) und
T € T3 (M). Dann gilt Lx(T @ T") = Lx(T) T +T @ Lx(T").

Bemerkung 6.2.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit und seien r,s € N. Fiir p € M sei
C,: TH(T,M) — T!=}(T,M) die (k,I)-Kontraktion. Sei T: M — Tr(M) eine Abbildung
mit T, € T7(T,M). Wir bezeichnen mit C'(7") die Abbildung

M — T=} (M) p = Cp(Ty).

Es gilt C(T), € T/ (T,M). C: T + C(T) ist eine Abbildung, die nicht notwendigerwei-
se glatte (7, s)-Tensorfelder auf nicht notwendigerweise glatte (r — 1, s — 1)-Tensorfelder
abbildet. Falls T glatt ist, ist C(T") auch glatt und wir erhalten eine Abbildung

C=T(M)— T, (M)
die wir auch Kontraktion nennen.

Proposition 6.2.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X € X(M). Sei C' eine Kontrak-
tion. Dann qilt Lx oC = Co Lx.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir die eindeutige Kontraktion auf dem Raum der nicht
notwendigerweise glatten (1, 1)-Tensorfelder. Der Beweis des allgemeinen Falls ist &hnlich.
Dafiir reicht es zu zeigen, dass fiir w € T2(M) = Q' (M) und Y € T} (M) = X(M)

Lx(C(X®w)=CLx(X®w))
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gilt. Nach Definition gilt

Lx(C(Y ®w))(p) = lim 2= C @) (®(p))) = CF @ w)(p)

t—0 t

und ®_, (CY @w)(P(p))) = C(Y @w)(Pi(p)) = w(Y)(P(p)). Andererseits gilt
C (B0 (Y @) (@(p))) = C (@) (Vaui) @ (@ a3y (i) =

(2})a. ) (Wam) (2-0)«(Yarm)) = wa, i) ((20)«(-1)u (Vo)) = w(V)(Ru(p))-
Also kommutieren C' und ®_;. Daher gilt

t—0 t

Lx(CY ®w))(p) = C <nm P (@) = (V ®‘”)p) —C(Lx(Y 9w) () O

Proposition 6.2.11. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X € X(M). Dann gilt
Lx(w)(Y) = Lx(w(Y)) —w(X,Y])
fiir jedes w € TX(M) = QY (M) und Y € T3 (M) = X(M).

Beweis. Sei C die eindeutige Kontraktion von (nicht notwendigerweise glatten) (1,1)-
Tensorfeldern. Wir berechnen

Lxw(¥) = Lx(C(Y @w)) =CLx(Y @w)) = C(Lx(Y) @w+Y @ Lx(w))
=w([X,Y]) + Lx(w)(Y). O

Bemerkung 6.2.12. Aus Proposition [6.2.6/und Proposition [6.2.11] folgt die Glattheit der
Lie-Ableitungen von Vektorfeldern und Kovektorfeldern. Die Glattheit der Lie-Ableitung
von allgemeinen Tensorfeldern folgt aus dieser Beobachtung und Proposition [6.2.8|

Analog wie Proposition [6.2.11] kann man die folgende Proposition zeigen.
Proposition 6.2.13. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X € X(M). Dann gilt

k
£X<T)(}/1>7Yk) = EX(T<}/177Yk)> - ZT(Y‘D"'?Y;flv [X7}/;]7}/;+17"'7Yk)

=1

fiir jedes T € T(M) und Yy,...,Y, € TH(M) = X(M).

Die Lie-Ableitung von Differentialformen

Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X € X(M). Mithilfe der durch X induzierten lokalen
1-Parameter-Gruppe {®;} kénnen wir dhnlich wie oben die Ableitung von Differentialfor-
men in Richtung X definieren.

Notation 6.2.14. Seien X und {®;} wie oben. Sei t € R und p € DX. Falls k # 0,
bezeichnen wir die Abbildung

k
/\(q)t):;t(p): Ak(T‘I)t(p)M) — AT, M)

im Folgenden mit E)_t. Falls k£ = 0, setzen wir &)_t = idp.
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Definition 6.2.15. Seien M, X und {®,} wie oben. Sei k € Ny. Die lineare Abbildung

B o
ﬁxﬂmm—me>WH<wﬁmltwmw %)

t—0 t

heilt die Lie-Ableitung in Richtung X.

Bemerkung 6.2.16. Auf QO( ) = C®(M) und QY(M) = TP(M) stimmen die Lie-
Ableitungen aus Definition [6.2.2] und Definition [6.2.15] iiberein. Die Tatsache, dass die
Lie-Ableitung einer leferentlalform glatt ist, folgt aus diese Beobachtung und Proposition

0.2. 17 unten.

Der Beweis der folgenden Proposition ist analog zm Beweis von der Produktregel fiir
Ableitungen von Funktionen in Analysis .

Proposition 6.2.17. [vgl. Proposition Sei M eine Mannigfaltigkeit und X €
X(M). Seiw € QF(M) und n € QY(M). Dann gilt

Ex(w A 77) = EX(W) AN n +wA EX(U)

Das folgende Resultat stellt eine Verbindung zwischen der Lie-Ableitung von Differen-
tialformen, dem Insertion-Operator und der d&ufleren Ableitung her.

Proposition 6.2.18. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X € X(M). Dann gilt
Lx =txod+dorx.

Beweis. Sei (U, ) eine Karte mit Koordinatenfunktionen {x?}. Da jede Differentialform
auf M eingeschrinkt auf U eine Linearkombination von Differentialformen der Form
fdz* A+ Adax'™ mit f € C(U) ist, reicht es die Gleichheit von £x und 1y od+dovx auf
solchen Differentialformen zu {iberpriifen. Sei w € QF(M) und n € Q'(M). Dann erhalten
wir mit einer kleinen Rechnung

(x 0 d -+ doux)(wAn) = (ix od +d o)) An+w A (ix 0 d+dorx)(n)

Weiterhin kommutieren £x und ¢ty od+dowtx mit d. Daher reicht es die Gleichheit dieser
Operatoren nur auf Funktionen zu iiberpriifen. Fiir f € C*°(M) gilt

(tx od+douwx)(f) = x(df) = X(f) = Lx(f). O
Proposition 6.2.19. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei X € X(M).
1. Fiir jedes w € QX(M) und Yy, ...,Y, € X(M) gilt

Lx(w)(Yr,...,Y%) :*CX(W(Ylw--’Yk))_zk:w(ylw--,yila[XaY;LY;+17~--7Yk)~
=1
2. Fiir jedes w € QF(M) und Yy, Y1, ..., Y € X(M) gilt
dw (Yo, ..., Ye) = Z)g(wyo,..., b Y +
S (—D)Mw(Y; Y, Yo, Y YY),
1<J

Aufgabe 6.2.20. Beweisen Sie Proposition [6.2.19]

139



Kapitel 7

Integration auf Mannigfaltigkeiten

Das Hauptziel dieser Veranstaltung ist die Verallgemeinerung von Konzepten der Differen-
tial- und Integralrechnung auf Mannigfaltigkeiten. Bis jetzt haben wir die Differentialrech-
nung auf Mannigfaltigkeiten entwickelt und kénnten z. B. die Glattheit von Funktionen
auf Mannigfaltigkeiten und die Ableitung von glatten Funktionen auf Mannigfaltigkeiten
sinnvoll definieren. Wir méchten in diesem Kapitel die Integralrechnung auf Mannigfaltig-
keiten und Mannigfaltigkeiten mit Rand verallgemeinern. Zuerst betrachten wir einen nai-
ven Versuch das Integral von Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit zu definieren, der auf
eine der Hauptschwierigkeiten hinweist: Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei f eine glatte
(oder allgemeiner stetige) Funktion auf M. Wir setzen zuerst voraus, dass der Trager von
f im Definitionsbereich einer Karte (U, ¢) enthalten ist und setzen [, f = f@(U) fop,
wobei das Integralzeichen auf der rechten Seite das Lebesgue-Integral auf R bezeichnet.
Falls der Tréger von f nicht im Definitionsbereich einer Karte enthalten ist, kénnten
wir versuchen f mithilfe einer Zerlegung der Eins in Funktionen zu zerlegen, die diese
Eigenschaft haben und das Integral von f als Summe der Integrale dieser Funktionen
zu definieren. Wie das folgende Beispiel zeigt, ist dieser auf dem ersten Blick natiirlich
erscheinende Definitionsversuch jedoch nicht zielfithrend.

Beispiel 7.0.1. Sei M = B;(0) C R2 Sei f € C>(M) die konstante Eins-Funktion.
Wenn wir die Identitédtskarte auf M benutzen, erhalten wir mit der obigen Definition
Joy [ =vol(B1(0)) = m. Wenn wir die Karte

go7n:M—>]R2 P Tp

fiir r > 0 benutzen, erhalten wir mit der obigen Definition [,, f = vol(B,(0)) = wr?.

7.1 Orientierungen auf Mannigfaltigkeiten

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit n > 1. Wir bezeichnen mit Bas(V") die Menge
der geordneten Basen von V. Seien B = (ey,...,¢e,), C = (f1,..., fn) € Bas(V). Wir sa-
gen, dass B und C die gleiche Orientierung haben, falls die Determinante der Basiswechsel-
matrix zwischen B und C positiv ist. Auf diese Weise erhalten wir eine Aquivalenzrelation
auf Bas(V). Es entstehen genau zwei Aquivalenzklassen, die wir Orientierungen nennen.

Bemerkung 7.1.1. Falls VV = {0}, nennen wir eine Wahl eines Elements von {£1} eine
Orientierung von V.
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Definition 7.1.2.

e Ein R-Vektorraum V zusammen mit der Wahl einer Orientierung heifit ein orien-
tierter Vektorraum.

e Falls dim V' > 1 und V orientiert ist, nennen wir jede geordnete Basis von V', die in
der gewéhlten Orientierung ist eine orientierte Basis.

Bemerkung 7.1.3. Sei V eine R-Vektorrum mit dimV > 1. Durch die Wahl einer
geordneten Basis konnen wir eine Orientierung auf V' wéhlen, ndmlich die Orientierung,
die die gewéhlte Basis zu einer orientierten Basis macht.

Beispiel 7.1.4. Die Standard-Orientierung von R" fiir n > 1 ist die Orientierung, die die
Standard-Basis zu einer orientierten Basis macht. Die Standard-Orientierung von R ist
+1.

Aufgabe 7.1.5. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit n > 1. Sei A € L(V; V).
Zeigen Sie, dass fur jedes w € A™(V*)

/\ A" (w) = detAw

gilt, wobei wir mit detA die Determinante der darstellenden Matrix von A in einer belie-
bigen Basis bezeichnen.

Seien V' ein n-dimensionaler Vektorraum mit n > 1. Sei 0 # w € A™(V*) = AM,, (V).
Seien B := (ey,...,e,) und C = (fi,..., f,) geordnete Basen von V und sei A: V — V die
eindeutige lineare Abbildung, die e; auf f; abbildet. Wir bemerken, dass die darstellende
Matrix von A beziiglich der Basis B genau die Basiswechselmatrix zwischen C und B ist.
Dann gilt

w(fi,- -, fn) =w(A(er),..., Alen)) = (/\ A*w)(eq, ..., e,) =detAw(eq, ..., e,).

Daraus folgt, dass w(fi,..., f,) und w(ey, ..., e,) genau dann das gleiche Vorzeichen ha-
ben, wenn B und C die gleiche Orientierung haben. Daraus folgt, dass

{(e1,...,e,) € Bas(V)|w(eq,...,e,) >0}
eine Orientierung auf V ist, die wir die durch w induzierte Orientierung auf V' nennen.

Bemerkung 7.1.6. Falls V ein nulldimensionaler Vektorrum ist, ist A°(V*) = R. Fiir
0 # w € A°(V*) erkliiren wir +1 (—1) als die durch w induzierte Orientierung, falls w > 0
(w < 0) ist.

Bemerkung 7.1.7. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Sei 0 # w € A™(V*). Da
dim A"(V*) = 1, gibt es fiir jedes n € A"(V*) ein ¢ € R, sodass n = cw. Es ist klar,
dass w und 7 genau dann die gleiche Orientierung induzieren, wenn ¢ > 0 ist. Daher
entspricht die Wahl eine Orientierung auf V' die Wahl einer Zusammenhangskomponente

von A"(V*)\ {0}.

Sei nun M eine Mannigfaltigkeit. Eine punktweise Orientierung auf M ist eine Wahl
einer Orientierung fiir 7,M € M fiir jedes p. Wir interessieren uns fiir punktweise Ori-
entierungen auf Mannigfaltigkeiten, die sich in einem geeigneten Sinne stetig verhalten.
Wir benotigen die folgende Definition, um dieses Konzept zu prézisieren.
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Definition 7.1.8. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit n > 1. Sei U C M
offen. Ein Rahmen fir TM dber U ist ein Tupel (X7,...,X,,) von Vektorfeldern X; auf
U, sodass {X1(p), ..., Xn(p)} fiir jedes p € U eine Basis von T,M ist.

Definition 7.1.9. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

e Eine punktweise Orientierung auf M heif3t eine Orientierung, falls fiir jedes p € M
eine offene Umgebung U und ein Rahmen (X7, ..., X,,) von T M iiber U existiert,
sodass (X1(q), ..., X,(q)) fir jedes ¢ € U eine orientierte Basis ist.

o M heifit orientierbar, falls eine Orientierung auf M existiert.

e M zusammen mit der Wahl einer Orientierung heifit eine orientierte Mannigfaltig-
keit.

Bemerkung 7.1.10. Fiir eine Mannigfaltigkeit mit Rand definieren wir die Begriffe Ori-
entierung, orientierbar und orientiert analog.

Bemerkung 7.1.11. Fiir 0-dimensionale Mannigfaltigkeiten nennen wir jede punktweise
Orientierung eine Orientierung.

Beispiel 7.1.12. Sei n > 1. Fiir jedes p € R" ist T, M kanonisch isomorph zu R™ und
wir versehen 7, M mit der Standard-Orientierung auf R". Das Tupel (%, ce 8%) ist ein
Rahmen fiir TR" (iiber R"), der ausgewertet an jedem Punkt p € R™ eine orientierte Basis
von T, M ergibt. So erhalten wir die Standard-Orientierung der Mannigfaltigkeit R"™.

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand und sei
w € Q"(M) mit w, # 0 fiir alle p € M. Dann induziert w, fiir jedes p € M eine Orientie-
rung auf 7, M und wir erhalten so eine punktweise Orientierung auf M.

Proposition 7.1.13. Seien M und w wie oben. Die wie oben durch w induzierte punkt-
weise Orientierung auf M ist eine Orientierung.

Beweis. Falls dim M = 0, gibt es nichts zu zeigen. Sei dim M > 1. Fiir jedes p € M
konstruieren wir ein Rahmen fiir 7'M iiber einer offenen Umgebung von p, der ausge-
wertet an jeder Stelle eine orientierte Basis ergibt. Sei p € M und sei (U, ) eine Karte
um p mit U zusammenhiingend und mit Koordinatenfunktionen {z!,... x"}. Dann exis-
tiert f € C>®(U), sodass w|y = fdz' A -+ A dz™. Da w nirgendwo verschwindet und U
zusammenhéngend ist, ist die Funktion f entweder iiberall positiv oder iiberall negativ.

Falls f tiberall positiv ist, ist das Tupel {%, e 8%} ein Rahmen fiir TM {iber U, der
ausgewertet an jeder Stelle eine orientierte Basis ergibt. Falls f iiberall negativ ist, ist
{—%, ce %} ein solcher Rahmen fiir 7'M iiber U. Die Behauptung folgt. ]

Bemerkung 7.1.14. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit
mit Rand. Wir haben also gezeigt, dass jede n-Form auf M, die an keiner Stelle verschwin-
det eine Orientierung auf M induziert.

Bemerkung 7.1.15. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit
mit Rand und sei w eine n-Form, die nirgendwo verschwindet. Sei 7 eine weitere n-Form
auf M. Da dim A™(T,M) = 1 fiir jedes p € M, finden wir ein f € C*(M), sodass n = fw.
Falls f nirgendwo verschwindet, verschwindet 1 ebenfalls an keiner Stelle und induziert
damit eine Orientierung auf M. Die durch w und 7 induzierten Orientierung sind genau
dann gleich, wenn f iiberall positiv ist. Insbesondere induzieren w und fw fiir alle glatten
positiven Funktionen f die gleiche Orientierung.
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Proposition 7.1.16. Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Man-
nigfaltigkeit mit Rand. Die Orientierung auf M wird durch eine nirgends verschwindende
n-Form induziert.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass fiir jedes p eine nirgends verschwindende n-Form auf
einer offenen Umgebung U von p existiert, die an jedem Punkt ¢ € U die Orientierung
von T, M induziert. Dann kann man solche n-Formen mithilfe einer Zerlegung der eins
zusammenkleben um eine n-Form definieren, die die Orientierung auf M induziert. Sei
p € M. Dann existiert eine offene Umgebung V' von p und ein Rahmen (X3,...,X,,)
fir TM iiber V, der an jeder Stelle ¢ € V eine orientierte Basis von T, M liefert. Sei
(U, ¢) eine Karte auf M mit U C V zusammenhangend und mit Koordinatenfunktionen
{z',...,2"}. Die Funktion dz' A --- A dz™(X7,..., X,) ist entweder iiberall positiv oder
iiberall negativ. Falls sie iiberall positiv ist, induziert die n-Form da! A --- A da™ an jeder
Stelle ¢ € U die Orientierung von T, M. Sonst induziert die n-Form —dz!* A -+ A dz™ an
jeder Stelle ¢ € U die Orientierung von T, M. O]

Beispiel 7.1.17. Die Standard-Orientierung von R™ wird durch die n-Form drtA---Adr™
induziert.

Aufgabe 7.1.18. Sei M eine zusammenhédngende Mannigfaltigkeit. Dann ist M entweder
nicht orientierbar oder besitzt genau zwei Orientierungen.

Bemerkung 7.1.19. Falls M eine zusammenhéngende n-dimensionale orientierbare Man-
nigfaltigkeit ist und w € 2" eine nirgends verschwindende n-Form, dann werden die zwei
mogliche Orientierungen auf M durch w und —w induziert.

Definition 7.1.20. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit
Rand mit dim M > 1.

e Eine Karte (U, ¢) von M mit Koordinatenfunktionen {z',... 2"} heifit eine orien-
tierte Karte, falls (32|, ..., 5% |p) fiir alle p € U eine orientierte Basis von T,M
ist.

e Ein Atlas {(Uy, ¥a) faca heiflt ein orientierter Atlas, falls jede Karte (U,, ¢, ) eine
orientierte Karte ist.

Bemerkung 7.1.21. Sei M wie in Definition [7.1.20 Sei {(U,, ¢a)taca €in orientierter
Atlas. Wegen Proposition [3.1.24]ist die Determinante der Jacobi-Matrix der Kartenwech-
selabbildungen ¢z o ¢! fiir alle i, 8 € A iiberall auf ihrem Definitionsbereich.

Proposition 7.1.22. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit dim M > 1 oder eine
orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand mit dim M > 2. Dann existiert ein orientierter
Atlas auf M.

Beweis. Seip € M und sei (U, ) eine Karte um p mit Koordinatenfunktionen {z!, ... "}
und mit U zusammenhéngend. Falls (U, ) keine orientierte Karte ist, ist die Karte (U, )
mit Koordinatenfunktionen {—x!, 22 ... 2"} eine orientierte Karte. So erhalten wir eine
orientierte Karte auf einer offenen Umgebung jedes Punkts von M. Die Behauptung folgt.

O

Aufgabe 7.1.23. Sei M eine Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand mit dim M >
L. Sei {(Ua; ¥a)}aca ein Atlas fiir M mit der Eigenschaft, dass die Determinante der
Jacobi-Matrix der Kartenwechselabbildungen ¢z 0 ! fiir alle a, 3 € A {iberall auf ihrem
Definitionsbereich positiv ist. Dann existiert eine Orientierung auf M, die {(Uy, ¢a) }aca
zu einem orientierten Atlas macht.
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Bemerkung 7.1.24. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit
Rand. Im Folgenden nennen wir eine Karte (U, ¢) mit Koordinatenfunktionen {z*, ..., z"}
negativ orientiert, falls { 52|, . . . , 5% |, } an keinem Punkt p € U eine orientierte Basis von
T,M ist. Eine Karte (U, ¢) mit U zusammenhéngend ist entweder orientiert oder negativ
orientiert (Warum?). Falls U nicht zusammenhéngend ist, ist es natiirlich moglich, dass
(U, ) weder orientiert noch negativ orientiert ist. Da wir immer einen Atlas finden kénnen
dessen Karten zusammenhéngende Definitionsbereiche haben, kénnen wir immer einen
Atlas finden, dessen Karten entweder orientiert oder negativ orientiert sind.

Wir benotigen das folgende Konzept spiter.

Definition 7.1.25. Seien M und N orientierte Mannigfaltigkeiten oder Mannigfaltigkei-
ten mit Rand und sei F': M — N ein lokaler Diffeomorphismus. F' heifit orientierungs-
erhaltend, falls fiir jedes p € M und jede orientierte Basis (vy, ...,v,) von T,M die Basis
((Fo)p(v1), ..., (Fy)p(vn)) eine orientierte Basis von Tr(,)M ist. F' heiit orientierungs-
umkehrend, wenn fiir jedes p € M und jede orientierte Basis (vi,...,v,) von T,M die
Basis ((Fy)p(v1), ..., (Fy)p(vy)) keine orientierte Basis von Ty M ist.

Beispiel 7.1.26. Seien M und N Mannigfaltigkeiten oder Mannigfaltigkeiten mit Rand,
sei N orientiert und w € Q4mY(N) eine dim N-Form, die die Orientierung auf N induziert.
Sei F': M — N ein lokaler Diffeomorphismus. Dann ist F*(w) eine nirgends verschwin-
dende Form auf M und induziert damit eine Orientierung auf M. Wir behaupten, dass,
wenn M mit dieser Orientierung versehen wird, die Abbildung F' zu einer orientierungser-
haltenden Abbildung wird. In der Tat: Fiir p € M und jede orientierte Basis (vq,...,v,)
von T,M gilt

0 < F*(@)y(vr.- . v) = wrgn(F)p(vn). - (F)y(0)).

Orientierungen auf Untermannigfaltigkeiten

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei S C M eine
immersierte Untermannigfaltigkeit (evtl. mit Rand) der Kodimension 0 oder 1 und sei
t: S — M die Inklusionsabbildung. Wir untersuchen jetzt, ob und wie M auf halbwegs
natiirliche Weise eine Orientierung auf S induzieren kann.

Sei S eine immersierte Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0. Da die Abbildung
(1), fiir jedes p € S ein Isomorphismus ist, kénnen wir wie iiblich mit deren Hilfe 7,5 mit
T, M identifizieren. So erhalten wir eine punktweise Orientierung auf S. Wir zeigen nun,
dass diese eine Orientierung auf S ist. Sei w € Q" (M) eine n-Form, die die Orientierung
auf M induziert. Dann ist 1 := (*(w) eine n-Form auf S, die nirgendwo verschwindet und
offensichtlich die gerade definierte punktweise Orientierung auf S induziert. Daraus folgt,
dass diese punktweise Orientierung eine Orientierung auf S ist.

Beispiel 7.1.27. Jede offene Teilmenge einer orientierten Mannigfaltigkeit kann auf
natiirliche Weise orientiert werden. Die Orientierung von H" C R", die durch die Standard-
Orientierung auf R"™ wie oben definiert wird, heifit die Standard-Orientierung auf H".

Sei S nun eine immersierte Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1. Im Allgemeinen
ist S nicht immer orientierbar. Der Mobiusband ist nicht orientierbar, kann aber als
eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R3 realisiert werden. Falls S weitere
Bedingungen erfiillt, kann man jedoch mithilfe der Orientierung auf M auf halbwegs
natiirliche Weise eine Orientierung auf S definieren.
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Proposition 7.1.28. Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Man-
nigfaltigkeit mit Rand mit n > 2 und sei S eine immersierte Untermannigfaltigkeit der
Kodimension 1. Sei v: S — M die Inklusionsabbildung und N ein Vektorfeld entlang ¢
mit N, € T,M\T,S fiir allep € S. Dann ezistiert genau eine Orientierung auf S, sodass
fir jedes p und vy, ..., v,—1 € 1,5 das Tupel (vy,...,v,—1) genau dann eine orientierte
Basis von T},S ist, wenn (N, v1, ..., v,_1) eine orientierte Basis von T,M ist. Falls w eine
Orientierung induzierende n-Form auf M ist, dann induziert die (n — 1)-Form *(tn(w))
definiert durch

S — A™(T*S) P (U1, Uneg = W (N, () p(v1), - ooy (1) p(Un—1)))
die gerade beschriebene Orientierung auf S.

Beweis. Sei w € Q"(M) eine n-Form, die die Orientierung auf M induziert. Lokal ist S
ein Slice einer Karte auf M. Man kann mithilfe solcher Karten zeigen, dass t.(¢y(w)) eine
glatte (n—1)-Form auf S ist. Weiterhin verschwindet ¢*(¢x(w)) an keiner Stelle: Seip € S
und {vy,...,v,_1} eine Basis von 7,,S. Dann ist { N, (¢.),(v1), .., (tx)p(vn—1)} eine Basis
von T,M. Da w nicht verschwindet, gilt

wp(Np; (L)p(v1); -+ (L)p(vn1)) 7 0.

Die Orientierung, die durch ¢*(¢n(w)) auf S induziert wird, hat nach Konstruktion die in
der Aussage geforderte Eigenschaft. n

Bemerkung 7.1.29. Sei M eine eindimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit
mit Rand, S eine nulldimensionale Untermannigfaltigkeit und N ein Vektorfeld entlang
der Inklusionsabbildung mit N, # 0 ( <= N, € T,M \ T,5). Anlog zum vorherigen
Proposition kénnen wir mithilfe von N eine Orientierung auf S definieren: 7,S hat die
Orientierung +1 (—1), falls w,(N,) > 0 (w,y(N,) < 0) gilt.

Beispiel 7.1.30. Die Standard-Orientierung auf S™ ist die Orientierung, die wie in Pro-
position [7.1.28 mithilfe des Vektorfelds N entlang der Inklusionsabbildung definiert durch

S* = TR™ (¢, ¢ e Zg

induziert wird. Was ist die Standard-Orientierung von S° = {4-1}? Die Orientierung auf
R wird durch die Form dr induziert. Wir haben
0

dT|:|:1(N:|:1) = d’f‘|:|:1(:i:1§|i1) = j:]_

Die Orientierung des Vektorraums 77, S ist also 41

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir wollen die obige Prozedur
benutzen, um eine Orientierung auf dem Rand von M zu definieren. Sei ¢v: OM — M.
Wir haben schon gesehen, dass ein nach innen und damit auch ein nach auflen zeigendes
Vektorfeld entlang ¢ existiert.

Proposition 7.1.31. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Die induzierte
Orientierung auf OM durch voneinander verschiedene nach auflen zeigende Vektorfelder
entlang des Rands stimmen iberein.
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Beweis. Sei v: OM — M die Inklusionsabbildung. Seien N; und Ny nach auflen zeigende
Vektorfelder entlang ¢. Sei p € OM und (ey,...,e,_1) eine orientierte Basis von T,0M

beziiglich der durch N; induzierten Orientierung. Wir zeigen, dass (es, ..., e,_1) ebenfalls
beziiglich der durch N, induzierten Orientierung orientiert ist. Sei (U, ¢) eine Karte von
M um p mit Koordinatenfunktionen {z',...,2"}. Dann gilt

L0 L0
N1(p) = ;5 %b und Nz(p) = ;C 8xi|p
fiir geeignete Zahlen &% und ¢* mit £, (™ < 0. Weiterhin gilt
n—1
Na(p) = a'e; + a" Ny (p).
i—1

Daraus folgt

SRR < UV
;<3x¢’P:;a€i+;o‘ 5%]1,.

Wir vergleichen den Koeffizienten von a% auf beiden Seiten. Da e; fir 1 <¢<mn-—11in

der linearen Hiille von {32 |,, ..., -2=[,} enthalten ist, erhalten wir
Cn o anfn —_— o = C_n
= =&
Die Determinante der Basiswechselmatrix zwischen den Basen (Ni(p),eq,...,e,_1) und
2(p),e1,...,e,_1) ist also S~ Daher haben diese Basen die gleiche Orientierung. Die
N. 'tlgthdedglhOt g. D
Behauptung folgt. O]

Definition 7.1.32. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Die Orientierung
auf OM, die durch ein beliebiges nach auflen zeigendes Vektorfeld entlang OM induziert
wird, heifit die Stokes-Orientierung.

Beispiel 7.1.33. Wir verschen H" hier mit der Standard-Orientierung (induziert durch
dr' A+ Adr™). Der Rand von H" kann mithilfe der Abbildung

OH" — R"™' (&, 0) = (&,

kanonischerweise mit R" ! identifiziert werden und kann damit mit der Standard-Orient-
ierung von R™! versehen werden (vgl. Beispiel . Wie héngt diese Orientierung
zusammen mit der Stokes-Orientierung auf JH". Dafiir miissen wir nur herausfinden, ob
(52 ]ps- - - oo |p) fiir p € OH" eine orientierte Basis beziiglich der Stokes-Orientierung
ist oder nicht. Das Vektorfeld —&iin\aﬂn ist ein nach auflen zeigendes Vektorfeld entlang
OH"™. Wir berechnen

0 0 0
d’/“1|p A--- A drn|p(_%|p’ ﬁb}, ey WLD) = (-1)"

Die Stokes-Orientierung und die Standard-Orientierung auf OH" stimmen also fiir gerade
n iiberein.
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7.2 Integration von Differentialformen

Zuerst erinnern wir uns an den Transformationssatz aus der Integralrechnung.

Theorem 7.2.1. Seien U und V' offene Teilmengen von R™. Sei ®: U — V ein Dif-
feomorphismus und sei J®: U — M,(R) die Abbildung, die jeden Punkt x € U auf die
Jacobi-Matriz von ® an x abbildet. Sei f eine messbare Funktion auf V. Dann ist f genau
dann auf V integrierbar, wenn |det J®|f o ® auf U integrierbar ist und

/sz/U|deth>|foq>

Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand
mit n > 1. Sei w € Q"(M) eine n-Form, deren Triger im Definitionsbereich einer orientier-
ten oder negativ orientierten Karte (U, ¢) enthalten ist (siche Bemerkung [7.1.24). Seien
{z',..., 2"} die Koordinatenfunktionen von (U, ). Dann existiert eine eindeutige Funk-
tion f € C*(U), sodass w|y = fda' A--- Adz™. Falls (U, ¢) eine orientierte Karte ist,

setzen wir
/ w = / foe™t
M o(U)

Falls (U, ¢) negativ orientiert ist, setzen wir

/ w::—/ fop™h
M w(U)

Wir behaupten, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl der (negativ) orientier-
ten Karte ist, solange deren Definitionsbereich den Tréger von w beinhaltet. Sei (V)
eine weitere negativ orientiert oder orientierte Karte mit suppw € V' und mit Koordina-
tenfunktionen {y!,...,y"}. Dann existiert eine eindeutige Funktion g € C*(V), sodass
wy = gdyt A Ady™.

qgilt.

Proposition 7.2.2. Seien M, w, (U, p), (V,¥), f und g wie oben. Dann gilt

fop™! =/ goy !,
o(U) B(V)

falls beide Karten orientiert oder negativ orientiert sind, und

/ fop™! =—/ goy,
) B(V)

falls nicht.

Beweis. Seien

idyy =vop lipUNV)—=ypUNV)

und
idy,, = po P p(UNV) = oUNV)

die Kartenwechselabbildungen. Fiir x € (U N'V') bezeichnen wir die Jacobi-Matrix von
idy,, in z mit Jidy ,(2). Weiterhin bezeichnen wir die ji-te Komponente von Jidy , ()
mit A!(z). Dann gilt

drl, = 3 A (p))dy'
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Daraus folgt
= F(E)a']y A+ A da”l, = F() (Z AZ*(w(p))dyﬂp) Ao <Z A?(wp))dy"\p) -

F(p)det (A5(4(p))),, dy'lp A+ A dy",.
Wir erhalten also
g = det(Jidy, o)) .

Wir berechnen

/ goyp ! = / goy = / det(Jidy,)(fo™) =
H(V) BUAV) BUNV)

/ det(Jidy,) (fop™)o(poy™)) = / det(Jidy,) ((fop™) oidy,) .
P(UNV)

Y(UNV)
Falls die Karten (U, ¢) und (V, ) beide orientiert oder negativ orientiert sind, gilt

/ det(Jidy,) ((fop™) oidyy) = / |det(Jidy,,)| ((fop™) oidyy) .
»(UNV) H(UNV)
Falls eine der beiden Karten negativ orientiert und die andere Karte orientiert ist, gilt
/ det(Jidy,,) ((f o ap_l) o idlm,) = —/ |det(Jidy.,)]| ((f o gp‘l) o idw,‘p) )
Y(UNV) P(UNV)

Die Behauptung folgt mit einer Anwendung des Transformationssatzes mit dem Diffeo-
morphismus idy . [

Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand.

Notation 7.2.3. Wir bezeichnen mit QF(M) den Raum der kompakt getragenen k-
Formen.

Zunéchst definieren wir das Integral auf kompakt getragenen n-Formen:
/ QN M) = R.
M

Falls n = 0, ist Q°(M) die Menge der kompakt getragenen Funktionen auf M und wir

definieren
w = +w(p),
| w=3 %)

peEM

wobei +1 der Koeffizient von w(p) ist, falls die Orientierung auf 7,M +1 ist, und —1
sonst. Sei nun n > 1 und w € Q2 (M). Da suppw kompakt ist, existieren Karten (U, 1),
.oy (Uk, @), die wir als negativ orientiert oder orientiert voraussetzen konnen, sodass
suppw C Ule U; gilt. Wir wihlen nun eine Zerlegung der Eins {n; }i<i<x auf Ule U;
beziiglich der Uberdeckung {Ui}1<i<k und definieren

k

fo=% e

i=1

Wir bemerken, dass n; und damit n;w a priori nur auf Ule U; definiert sind. Da jedoch
suppw C Ule U;, konnen wir nw mit 0 fortsetzen, um eine Form auf M zu erhalten.
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Proposition 7.2.4. Seien M und w wie oben. Dann ist wa unabhdngig von der Wahl
von (Us, ;) und n; definiert.

Beweis. Seien (Vi,11), ..., (V}, 1) negativ orientierte oder orientierte Karten mit suppw C
Ui’:l V; und sei {&; }1<i<; eine Zerlegung der Eins auf Uizl V; beziiglich der offenen Uberdeckung
{V;}_,. Dann gilt

if;/mezif;/]wé;@)mw:%;/ﬁmwzjﬁ;/Mé;m)sjw:;/M@w. 0

Fiir jede n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand
erhalten wir also eine Abbildung

/M: QM) — R

In der folgenden Proposition fassen wir die Eigenschaften von [ 47 Zusammen.

Proposition 7.2.5. Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Man-
nigfaltigkeit mit Rand.

(i) [y (M) — R ist linear.

(i) Falls M kompakt und w € Q"(M) die Orientierung auf M induziert, dann gilt
Jyyw>0.

(iii) Sei N eine weitere n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltig-
keit mit Rand und set F': M — N ein Diffeomorphismus. Falls F' orientierungs-

erhaltend ist, gilt
/ W= / F(w)
N M

fir jedes w € QP(N). Falls F orientierungs-umkehrend ist, gilt
/ w=— / F*(w)
N M

Bemerkung 7.2.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir
nennen eine stetige Abbildung w: M — QF(M) mit w, € A*(T,M) eine stetige k-Form.
Es ist leicht zu sehen, dass die Komponentenfunktionen von w in einer beliebigen Karte
stetig sind. Sei M nun n-dimensional und orientiert. Sei w eine kompakt-getragene stetige
n-Form. Wir kénnen dann || 1 W genau wie oben definieren: Falls der Tréger von w im Defi-
nitionsbereich einer (negativ) orientierten Karte mit Koordinatenfunktionen {z',... z"}
enthalten und f die Komponentenfunktion von w in dieser Karte ist, setzen wir [ yw==xf
(wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob die Karte orientiert oder negativ orientiert ist).
Im allgemeinen Fall, benutzen wir wie oben eine Zerlegung der Eins.

fiir jedes w € QI (N).

Beispiel 7.2.7. Sei M € {R", H"} versehen mit der Standard-Orientierung. Sei w €
Q7 (M). Dann existiert f € C°(M), sodass w = fdr! A ---dr™. Damit gilt

[l

wobel wir mit [ 1 J das Lebesgue-Integral von f bezeichnen.
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In konkreten Fillen ist es nicht praktisch Differentialformen direkt mithilfe der obigen
Definition zu integrieren. Wir erwdhnen jetzt eine bessere Methode fiir die Berechnung
von Integralen von Differentialformen. Wir bendtigen zuerst eine

Definition 7.2.8. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit
mit Rand. Eine Teilmenge S C M heifit eine Nullmenge, falls abzdhlbar viele Karten
{(Us, i) ien existieren, sodass S C (J,c, Us und ¢;(U; N S) fiir alle ¢ € A eine Nullmenge
beziiglich des Lebesgue-Mafles auf R™ ist.

Proposition 7.2.9. Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Man-
nigfaltigkeit mit Rand und seien (Ui, 1), ..., (Uk, pr) orientierte Karten, sodass U; dis-
Junkt und M \ (Uf:1 U;) eine Nullmenge ist. Dann gilt

[ o= Z / (@7 @)

Aufgabe 7.2.10. Betrachten Sie die zwei-Form
w=7rdr Adr® +r3drt Adr? + r2ded A dr!

auf R3. Versehen Sie S? mit ihrer Standard-Orientierung und berechnen Sie |, 5 t*(w) ein-
mal mit und einmal ohne Verwendung von Satz von Stokes, wobei wir mit ¢ die Inklusi-
onsabbildung S? — R? bezeichnen.

7.3 Satz von Stokes

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Stokes. Dieser grundlegende Satz in der
Differentialgeometrie ist eine Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes der Differential-
und Integralrechnung.

Theorem 7.3.1 (Satz von Stokes). Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand
(OM = 0 ist erlaubt). Seiv: OM — M die Inklusionsabbildung. Dann gilt

[ fye

fiir jede w € Q1 (M), wobei wir OM mit der Stokes-Orientierung versehen. Falls OM =
(0, interpretieren wir die rechte Seite als 0.

Bemerkung 7.3.2. Wir benutzen die Notation von oben. Nach der Identifikation der
Tangentialrdume von OM mit Teilrdumen von Tangentialriumen von M, ist ¢*(w) nichts
anderes als die Einschrinkung von w auf M. Daher schreibt man héufiger [ o dw = /. o W-

Wir beweisen zuerst einen Spezialfall vom Satz von Stokes. Im Folgenden versehen wir
H" mit der Standard-Orientierung und OH™ mit der Stokes-Orientierung.

Proposition 7.3.3. Sei w € Q" 1(H"). Dann gilt

/dw:/ w.
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Beweis. Es gibt glatte Funktionen f; € C*°(R"), sodass
w:Zfidrl/\-~-/\(T7ji/\---/\dr".

Dann gilt

dw:;%fidriAdrlA---Ac@A---/\dr"=Z(—1)i‘1%f¢dr1A---Adr”-

i=1
Da supp w kompakt ist, existiert ein R, sodass suppw und damit supp f; in der Menge
{(¢h... .Y el -R<¢,... & <RO<E" <R}

enthalten sind. Wir berechnen

e [ e [ [ [

Fiir 7 # n benutzen wir den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung und

erhalten wir fOR LRR e RR gf idrl .. dr™ =

R (R R -
/ / / (fi(rl,...,R,...,r”)—fi(rl,...,—R,...,T”))drl---dri---dr”:O
o J-r -R

Es gilt also [i, dw

R R
1)”1/ / (fulr', oo or™ N R) = fu(rt o 0)) drt e dr T =
-R -R

R R
—1)”/ / fulrt, o e 0)drt - de
-R -R

Wir bezeichnen mit ¢: M — M. Dann gilt *(dr™) = 0, da r™ auf OH™ verschwindet.
Daraus folgt

:[’*(Zfidrl/\"'/\a;i/\“'/\drn):L*(fndrl/\---/\drnfl)

= (foo)drt Ao Adrm

Die Identitatskarte auf OH" ist genau dann eine orientierte Karte, wenn n gerade ist.

Daher gilt
R R
/ f(w) = (—1)”/ / fulrt oo e 0)dret - dr
OHn -R -R

Die Behauptung folgt. m

Bemerkung 7.3.4. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit
Rand und sei (U, ¢) eine Karte mit Koordinatenfunktionen {z!,... 2"}. o: U — (U)
ist dann insbesondere ein Diffeomorphismus und es gilt (¢.),(:% o(p)- Daraus

_ 0

Ox’ p) - ot

folgt, dass (U, ¢) genau dann eine orientierte oder negativ orientierte Karte ist, wenn ¢
eine orientierungs-erhaltende bzw. -umkehrende Abbildung ist.
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Bemerkung 7.3.5. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand und sei (U, ¢) eine
orientierte Karte. Wir setzen U = U N H" und

Q= lz: U — o(U) N OH".

Wir behaupten, dass ¢ eine orientierungs-erhaltende Abbildung ist, wenn U und e(U)N
OH" mit der Stokes-Orientierung versehen werden. In der Tat: Sei p € U. Wegen Be-

merkung (7.3.4]ist (— 5% |p, 32t Ips - - - » 500 |») genau dann eine orientierte Basis von T,M,
wenn

0 0 0 0 0 0
((¢*)p(_%|p)a (@*)p(@b)a cees (%)p(mb)) = (—%Mp), Wb(p)a cees Wb(p))

eine orientierte Basis von Tj,,) M ist. Daher ist (52 |p, . .., 5207 |») genau dann eine orien-
tierte Basis von T,0M, wenn ((@.), (8%1 lp), -y (©u)p (6:0” t1p) = (52 lps - o1 |p) eine
orientierte Basis von T, 0H" ist. Ahnlich zelgt man, dass falls (U, ¢) negativ orientiert
ist, die Abbildung ¢|ynaas orientierungs-umkehrend ist.

Um den Satz von Stokes zu beweisen, benutzen wir die folgende Proposition, die ein
Analogon von fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten ist.

Proposition 7.3.6. Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand.
Sei w € QU Y(M) so, dass eine orientierte oder negativ orientierte Karte (U, p) mit

suppw C U emistiert. Dann gilt
/ dw = / L (w)
M oM

wobei wir mit v die Inklusionsabbildung OM — M bezeichnen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage in dem Fall, dass (U, ¢) eine orientierte Karte ist. Der
Beweis in dem Fall, dass (U, ¢) negativ orientiert ist, ist analog. Wegen Bemerkung [7.3.4

1l
. [ o= [ - /@(U ) (d(w)) = L(U)d<<¢—1>*<w>>.

Da supp(p1)*(w) kompakt und in einer offenen Teilmenge ©(U) von H" enthalten ist,
konnen wir (gpfl) (w) durch Fortsetzung mit 0 zu einer (n — 1)-Form auf H" erweitern,
die wir mit n bezeichnen. Wir setzen U := U N IM und ¢ = ¢|z. Dann gilt

/@(U) d((p™H (w)) = /n dn = /aHn e (1)

Falls U = () (insbesondere falls OM = 0), gilt 1. (1) = 0 und damit

| il =0
OHn
Sonst gilt [o. thn (1) =

Lyt = [ oy @ = [ 0oe @ = [ = [ e

wobei tggn : OH"™ — H" die Inklusionsabbildung bezeichnet und wir Proposition [7.3.3| und
Bemerkung benutzt haben. Die Behauptung folgt. O
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Beweis von Theorem [7.3.1 Seiw € Q"1 (M). Seien (U, 1), - - ., (Uy, ) orientierte oder
negativ orientierte Karten mit suppw C Ule U;. Sei {n;} eine Zerlegung der Eins auf
Ule U; beziiglich der offenen Uberdeckung {Uy, ..., Us}. Dann gilt

Adw:izk;/Mmdw:izk;[/Md(m) (dmi) A ] Z/ (niw /Md(;k;m)/\w

Da SF  n; auf suppw konstant ist, verschwindet d(3-F_ 7:) A w und wir erhalten

g/Mdmw)—/Md(gm)w:g/wb*mw)=géMniL*<w>=/aML*<w>,

wobei wir Proposition benutzen. O]

Aufgabe 7.3.7. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei 7: [a,b] — M eine glatte
Einbettung. S := Im(y) ist dann auf natiirliche Weise eine eingebettete Untermannigfal-
tigkeit von M. Wir versehen S mit der Orientierung, die v zu einer orientierungserhaltende

Abbildung macht. Sei f € C*°(M). Zeigen Sie, dass

/S af = f(v(b) — f(7(a)).

7.4 Integration von Funktionen auf Mannigfaltigkei-
ten

Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. In diesem Abschnitt zeigen wir,
dass jede n-Form, die die Orientierung auf M induziert, ein (positives) Mafl auf M defi-
niert. Dies erlaubt uns, Funktionen auf M zu integrieren. Das so definierte Integral hangt
jedoch von dem gewéahlten n-Form ab.

Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum. Mit C.(X;R) bezeichnen wir den Vektor-
raum der stetigen kompakt-getragenen R-wertigen Funktionen auf X . Eine sehr praktische
Weise Mafle auf X zu definieren ist durch den Riesz-Markov-Kakutani-Satz gegeben. Be-
vor wir diesen Satz formulieren bendtigen wir eine

Definition 7.4.1. Sei X wie oben. Ein Funktional I: C.(X;R) — R heifit positiv, falls
I(f) > 0 fiir jedes f € Co(X) mit f > 0 gilt.

Beispiel 7.4.2. Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum. Sei 9 eine o-Algebra auf X,
die die Borel-o-Algebra auf X beinhaltet und sei g ein Maf§ auf 9. Dann ist

I,: C.(X;R) - R f»—>/de,u

ein positives Funktional auf C.(X;R).

Theorem 7.4.3. Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum und sei I: C.(X;R) — R
ein positives Funktional. Dann existieren eine eindeutige o-Algebra M auf X und ein
eindeutiges MafS p auf M mit den folgenden Figenschaften:

(i) 9 beinhaltet die Borel-o-Algebra auf X .
(i) [ f f) fir alle f € C.(X;R).
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(i1i) p(K) < oo fir alle kompakten Teilmengen K von X.
(iv) Fiir jedes E € M gilt

p(E) = inf{u(U)|U C X offen,U D E}.

(v) Fiir jede offene Teilmenge E von X gilt

p(E) = sup{u(K)|K C X kompakt, K C E}.

(vi) Fiir jedes AC N mit N € I und p(N) =0 gilt A € M.

Bemerkung 7.4.4. Falls X in Theorem 7.4.3 eine Vereinigung abzéhlbar vieler kompak-
ten Mengen ist, gilt (v) fiir jedes E € M, wobei M und p durch Theorem 7.4.3. gegeben
sind.

Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand.
Sei w € Q"(M) eine n-Form, die die Orientierung auf M induziert. Aus der Definition des
Integrals von Differentialformen (vgl. auch Bemerkung [7.2.6) folgt unmittelbar, dass die
Funktional

I,: Co(M;R) - R f»—>/fw
M

positiv ist. Nach Anwendung von Theorem [7.4.3| auf das Funktional I, erhalten wir ein
MaB p,, auf M, das mindestens auf der Borel-o-Algebra von M definiert ist, sodass

/M Fdp = L(f) = /M fu

fir alle f € C.(M;R) gilt. Wie {iblich kénnen wir dann mithilfe von p, die Rédume
LP(M, ) definieren.
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