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Vorwort und Einleitung

Es ist wohlbekannt, dafl es vielfdltige Beziehungen zwischen Topologie, Geome-
trie und Analysis einer Mannigfaltigkeit gibt. In der vorliegenden Arbeit sollen
Teilaspekte hiervon untersucht werden. FEine wichtige globale topologische Invari-
ante einer Mannigfaltigkeit ist ihre Strukturgruppe, die wir im Folgenden stets
mit G bezeichnen wollen. Fiir die Analysis bedeutsam sind die elliptischen Ope-
ratoren, die auf Schnitten in gewissen Vektorbiindeln wirken. Welche ellipti-
schen Operatoren es gibt, hangt von der Strukturgruppe G ab. So folgt z.B. aus
dem Thom-Isomorphismus in der K-Theorie, dal auf Spin-Mannigfaltigkeiten, d.h.
G = Spin(n), alle elliptischen Operatoren bis auf Homotopie getwistete Dirac-
Operatoren sind. Wir werden diese Beziehung zwischen Strukturgruppe und ellip-
tischen Operatoren systematisch studieren.

Die Strukturgruppe tritt stets zusammen mit einer orthogonalen Darstellung
7 : G — O(n) auf, die dann das Tangentialbiindel der Mannigfaltigkeit induziert.
Wir verlangen, daB G vermoge 7 transitiv auf der Einheitssphire S™~! c R”
operiert. Diese Voraussetzung besagt, dafl die Strukturgruppe nicht zu klein ist,
oder polemisch ausgedrickt, dafl sie nicht zu pathologisch ist. Die meisten re-
levanten Strukturgruppen erfiillen diese Bedingung, etwa G = O(n) (Riemannsche
Mannigfaltigkeiten), G = SO(n) (orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten), G =
Spin(n) (Spin-Mannigfaltigkeiten), G = U(m) (fast-komplexe Mannigfaltigkeiten)
und viele mehr.

Zu einem einmal fest gewihlten Punkt zp € S™~! betrachten wir die Isotropie-
untergruppe H = {g € G | 7(g9)xo = xo}. Die zentrale Beobachtung ist nun die
folgende: Sind Vi und Vs zwei G-Moduln, die aufgefafit als H-Moduln dquivalent
sind, dann gibt es zwischen den beiden assoziierten Vektorbiindeln einen elliptischen
Pseudodifferentialoperator (Satz 1.1).

Im allgemeinen ist es nicht moglich, auch einen elliptischen Differentialoperator
zu finden; dafiir geben wir ein einfaches Beispiel an (Beispiel 1.7), bei dem die zu-
grundeliegende Mannigfaltigkeit der komplex-projektive Raum CP? ist. Allerdings
kann man durch K-theoretisch triviale Operationen, ndmlich Addition und Subtrak-
tion derselben G-Moduln von Vi und Vs, erreichen, dafl es auch einen elliptischen
Differentialoperator erster Ordnung gibt (Satz 1.9).

Algebraisch ist es sehr viel glinstiger statt mit echten G-Moduln mit formalen
Differenzen, den virtuellen G-Moduln, zu arbeiten. Wir betrachten also die Differenz
V1 — Vs als Element des Darstellungsringes R(G). Die Bedingung aus Satz 1.1 lautet
nun einfach, da§ V; — V5 unter der Einschréankungsabbildung R(G) — R(H) auf 0
geht. Wir sehen, daf§ wir den Kern R(G, H) dieser Abbildung studieren miissen.
Man konnte sagen, dal R(G, H) die Homotopieklassen der zu G natiirlich assozi-
ierten elliptischen Operatoren parametrisiert. Dem Sachverhalt, da R(G, H) ein
Ideal in R(G) ist, entspricht die Tatsache, dal man diese Operatoren mit beliebigen
G-Moduln twisten kann.

Im zweiten Abschnitt berechnen wir fiir zahlreiche Gruppen G das Ideal R(G, H),
genauer geben wir Erzeuger an. Die diesen Erzeugern entsprechenden Operatoren
kann man mit gutem Recht als die fiir die Strukturgruppe G fundamentalen Ope-
ratoren ansehen. Unnétig zu erwdhnen, daf im Fall G = Spin(2m) der Dirac-



Operator der fundamentale Operator ist. Im Fall G = SO(2m) haben wir zwei
fundamentale Operatoren, ndmlich den Euler-Operator und den Signatur-Operator.
Fir die weiteren Gruppen siehe die Tabellen am Ende des zweiten Kapitels.

Hat man einen elliptischen Operator, so kann man seinen Index mit dem Satz
von Atiyah und Singer durch einen topologischen Ausdruck berechnen. Insbesondere
muf} dieser topologische Ausdruck eine ganze Zahl sein. Im dritten Kapitel kom-
binieren wir den Indexsatz mit unserem Existenzsatz fiir elliptische Operatoren und
erhalten einen allgemeinen Ganzzahligkeitssatz fiir Mannigfaltigkeiten mit Struktur-
gruppe G (Satz 3.5).

Bei geeigneten Positivitdtsannahmen an die Krimmung kann man unter Be-
nutzung der Bochner-Technik erreichen, dafl dieser topologische Ausdruck nicht nur
ganz ist, sondern sogar verschwindet. Wir formulieren einen Verschwindungssatz fiir
getwistete Dirac-Operatoren (Satz 3.6), wobei das Neue dabei eine Abschwéchung
der Positivitatsvoraussetzung ist. Dazu fithren wir fiir eine reell-wertige Funktion f
auf der Mannigfaltigkeit die Invarinate p(f) ein, die als der kleinste Eigenwert des
Operators 42—:%& + f definiert ist, wobei A der iibliche Laplace-Beltrami-Operator
ist. Ist nun f der entsprechende Kriimmungsausdruck, dann findet man in der Li-
teratur in den Verschwindungsséitzen die punktweise Positivitdtsvoraussetzung f > 0
oder f > 0 und f # 0. Wir verlangen nur pu(f) > 0. Ist zB. f > 0 und f # 0,
dann gilt auch u(f) > 0 und wir haben immer noch die Moglichkeit ein wenig an
der Funktion f zu wackeln, ohne die Voraussetzung u(f) > 0 zu zerstoren, d.h. f
darf auch ein bifichen negativ sein.

In den darauffolgenden Kapiteln werden diese allgemeinen Sétze auf spezielle
Gruppen angewandt. Im vierten Abschnitt betrachten wir die Gruppen G = Spin(n)
und G = Spin®(n). Dieser Abschnitt dient in erster Linie der Illustration un-
serer Methode. Bis auf besagte Abschwachung der Positivitdtsvoraussetzung in
den Verschwindungssétzen erhalten wir nur bekannte Resultate von Atiyah, Hirze-
bruch, Lichnerowicz und Hitchin. Interessanter wird es im fiinften Kapitel, wo
wir die Klasse der Spin"-Mannigfaltigkeiten einfithren. Ahnlich wie die Spin-
Mannigfaltigkeiten die Spin-Mannigfaltigkeiten und die fast-komplexen Mannig-
faltigkeiten zu einer Klasse zusammenfassen, bilden die Spin”-Mannigfaltigkeiten die
natiirliche Vereinigung der Spin®~-Mannigfaltigkeiten und der fast-quaternionischen
Mannigfaltigkeiten. ~Wir diskutieren fiir diese sehr grofle Klasse von Mannig-
faltigkeiten die entsprechenden Ganzzahligkeits- und Verschwindungssidtze. Wir
beschlieflen dieses Kapitel mit einem kurzen Studium des Twistorraumes solcher
Spin”-Mannigfaltigkeiten.

Im sechsten Kapitel untersuchen wir fast-quaternionische Mannigfaltigkeiten und
im letzten Kapitel schliefSlich wird demonstriert, wie man mit unseren Methoden
Immersionen untersuchen kann. Wir geben einen allgemeinen Ganzzahligkeitssatz
fiir Mannigfaltigkeiten mit einer G'-Struktur an, die in eine Spin-Mannigfaltigkeit
(z.B. RY) immersiert werden konnen, so dal das Normalenbiindel eine G2-Struktur
tragt. Dies verallgemeinert ein bekanntes Resultat von K.H. Mayer, der den Fall
G' = SO(n) und G? = SO(k) betrachtet hat. Wir haben also Ganzzahligkeitsre-
sultate z.B. flir fast-quaternionische Mannigfaltigkeiten, die mit einem komplexen
Normalenbiindel in eine Spin-Mannigfaltigkeit immersiert werden konnen.

Es stellt sich bei allen Anwendungen heraus, dafl es sehr niitzlich ist, nicht jedes-
mal geeignete elliptische Operatoren mithsam von Hand konstruieren zu miissen. Der
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gar nicht schwierig zu beweisende Satz 1.1 erlaubt es letztlich, zahlreiche bekannte
Einzelresultate in einen Zusammenhang zu stellen, und auch allerlei Neues herzulei-
ten.

Zahlreichen Mathematikern bin ich fiir Diskussionen und Hinweise zu Dank
verpflichtet. Es seien hier nur W. Ballmann, D. Gromoll, G. Hohn, B. Lawson,
C. Lebrun, K. Ono und A. Swann genannt. Besonderer Dank geht auch an die
DFG, die es mir durch ein Forschungsstipendium ermoglicht hat, ein Jahr an der
State University of New York at Stony Brook zu verbringen.
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1. Elliptische Operatoren

Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, G eine Lie-Gruppe,
P ein G-Prinzipalbiindel iiber M und V ein G-Modul iiber K, K = R, C oder H.
Dann operiert G in natiirlicher Weise auf P x V, und der Quotient, den wir mit
P x ¢V bezeichnen, ist ein K-Vektorbiindel iiber M. Fiir die Aquivalenzklasse eines
Paares (b,v) schreiben wir [b,v]. Wir nennen das Tripel (P, G, V) eine G-Struktur
von M, falls V= R"™ und P xg R" = TM, dem Tangentialbiindel von M. Die
G-Struktur heifit transitiv, falls die Darstellung von G auf R™ orthogonal ist, und G
auf S"~! C R™ transitiv operiert. Insbesondere ist dann auf M eine Riemannsche
Metrik gewéhlt.

Von jetzt ab sei (P,G,R") eine transitive G-Struktur von M. Wollen wir die
Operation von G auf R™ genauer spezifizieren, so geben wir den Homomorphismus
7 : G — O(n) mit an und schreiben (P, G, R", 7). Seien nun V; und Vs zwei weitere
G-Moduln iiber R, C oder H. Wir wollen die Frage untersuchen, wann es einen ellip-
tischen Operator von den glatten Schnitten in dem zu V7 assoziierten Vektorbiindel
F auf diejenigen des zu V5 gehorigen Bilindels Fy gibt. Eine notwendige Bedingung
ist sicherlich, daf§ Fq und Fo und damit V7 und V5 denselben Rang haben. Man
konnte das auch kompliziert so ausdriicken, dafl die Einschrankung von Vi und V5
auf die triviale Untergruppe von G &dquivalent sein miissen.

Um eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz elliptischer Operatoren zu
erhalten, miissen wir eine weniger brutale Einschrinkung betrachten. Sei dazu zg €
Sl C R™, und sei H die zugehérige Isotropieuntergruppe von G, d.h. H = {g €
G | gro = wo}. Wegen der Transitivitit der Operation von G auf S"~! ist H bis
auf Konjugation eindeutig bestimmt. Die entscheidende Bedingung, die wir jetzt
verlangen, ist die, daf3 V7 und V5 als H-Moduln dquivalent sind. Es gebe also einen
H-Modulisomorphismus A : V; — Va.

Sei nun X ein Tangentialvektor der Lange 1 und v € F;. X und v sollen
denselben Basispunkt in M haben. Wir schreiben X = [b, gxo] und v = [b,v],b €
P,g € G,v € V1. Nun definieren wir ox(v) = [b,gAg 'v]. Eine einfache Rech-
nung zeigt, dafl die Definition nicht von der Wahl von b abhéngt. Da A ein H-
Modulhomomorphismus ist, kann man auch leicht sehen, dal ox nicht von der
Wahl von g, sondern nur von X abhangt. Damit ist o ein wohldefinierter Schnitt in
dem Biindel Hom(n*Ey,7*FEs). Dabei ist 7 : T'M — M die Biindelprojektion
des Sphéarenbiindels im Tangentialbiindel. Dariiberhinaus ist fiir jedes feste X
ox : (m*E1)x — (7*E3)x ein Isomorphismus. Damit ist ¢ im wesentlichen ein
elliptisches Symbol; genauer, ist eine Ordnung k vorgegeben, so konnen wir o durch
ox =tF-ox fir t > 1 und oy = irgendwas fiir 0 < ¢t < 1 auf ganz TM fortsetzen
und erhalten ein elliptisches Symbol der Ordnung k.

Wir bezeichnen den Raum der Pseudodifferentialoperatoren der Ordnung & mit
W DO, und den der klassischen Pseudodifferentialoperatoren mit WCO).. Dabei sind
die klassischen Pseudodifferentialoperatoren gerade diejenigen, deren Symbol der
Homogenitétsbedingung o;x = t* - ox auBerhalb einer beschriankten Umgebung des
Nullschnitts in T'M geniigen. Fiir jedes k£ haben wir die exakte Sequenz

0— \I’DOk_l(El,EQ) — \I’COk(El,EQ) — COO(HOTTL(W*El,T(‘*EQ)) — 0, (1)



wobei der Pfeil WCO(Eq, Ey) — C*°(Hom(n*E1, 7" Ey)) einen Operator auf sein
(asymptotisches)Hauptsymbol abbildet, siche etwa [15, S. 245].

Der langen Rede kurzer Sinn ist, dafl wir zu dem oben konstruierten o einen
klassischen Pseudodifferentialoperator beliebiger Ordnung k finden kénnen, dessen
Hauptsymbol die homogene Fortsetzung von o ist. Dieser Operator ist elliptisch
und eindeutig bis auf Operatoren der Ordnung k — 1.

Wir fassen zusammen

Satz 1.1. Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit,
(P,G,R™) eine transitive G-Struktur auf M, o € S"' und H die zu x¢ gehdrige
Isotropieuntergruppe von G. Ferner seien Vi und Vo zwei G-Moduln, deren Ein-
schrankung auf H dquivalent sind. Mit E; bezeichnen wir das zu P und V; assoziierte
Vektorbiindel.

Dann g¢ibt es einen elliptischen klassischen Pseudodifferentialoperator
C*®(M,E,) — C*(M, Ey) von beliebiger Ordnung. O

BEMERKUNG 1.2. Sind die V; komplexe Moduln vom reellen oder quaternio-
nischen Typ, d.h. gibt es auf V; G-aquivariante konjugiert-lineare Endomorphismen
Ji mit J? = id bzw. J? = —id, dann besitzen auch die Biindel E; Endomor-
phismenfelder 7;, definiert durch J;[b,v] = [b, Jiv]. Wenn wir in Satz 1.1 voraus-
setzen, dafl der H-Modulisomorphismus A : V7, — V5 mit den J; vertraglich ist, d.h.
Ao J; = Jy0 A, dann kann auch der elliptische Operator so gewahlt werden, dafl er
mit den J; vertraglich ist.

Satz 1.1 ist als ein Rezept aufzufassen, das angibt, wie man aus der Struk-
turgruppe G einer Mannigfaltigkeit die zur G-Struktur gehoérenden natiirlichen el-
liptischen Operatoren finden kann. Wir werden im zweiten Kapitel systematisch
Beispiele studieren; zur Illustration seien hier aber schon zwei besonders einfache
Beispiele gegeben.

BEISPIEL 1.3. Sei M eine Spin-Mannigfaltigkeit der Dimension n = 2m. Dann
ist G = Spin(2m) und H = Spin(2m — 1). Wir wihlen V; = " und V5 = ¥~
die G-Moduln der positiven bzw. negativen Spinoren. Unter der Einschriankung
auf H gehen beide Darstellungen auf die Spinordarstellung ¥ von H. Daher sind
die Voraussetzungen von Satz 1.1 erfiillt und wir erhalten elliptische Operatoren
C>®(M,x%) — C°°(M,X™). Hier kénnen wir, wenn wir Ordnung k = 1 betrachten,
den Dirac-Operator nehmen.

BEISPIEL 1.4. Sei M eine orientierte 4-Mannigfaltigkeit. Dann ist G = SO(4)
und H = SO(3). Wir wihlen V; = A’ = A'R* = R* und V5 = 1 + A%. Dabei ist
1 der triviale G-Modul R und A% der Modul der selbstdualen 2-Formen. Schréinken
wir Vi = A'R* auf H ein, so zerféllt V7 in den trivialen von zy aufgespannten Un-
terraum und in dessen Komplement, d.h. V;|H = 1+ A'R3. Die Einschrinkung von
A% ist gerade A'R3. Es gilt also Vi|H = Vo|H = 1 + A'R®. In diesem Fall liefert



uns Satz 1.1 den halben Euler-Operator d + & : C°(M,A') — C°(M, 1+ A2).

In beiden Beispielen konnten wir fiir den elliptischen Operator einen Differen-
tialoperator nehmen. Es drangt sich hier die Frage auf, ob dies einen allgemeinen
Sachverhalt widerspiegelt.

Frage: Kann man in Satz 1.1 das Wort Pseudodifferentialoperator durch das
Wort Differentialoperator ersetzen?

Wir werden gleich sehen, daf3 die Antwort hieraufi.a. nein lautet. Dazu leiten wir
topologische Hindernisse gegen die Existenz elliptischer Differentialoperatoren her.
Die Symbole von Differentialoperatoren haben zusétzliche Symmetrieeigenschaften,
die wir hier nutzen kénnen.

Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, F und F’ seien reelle
Vektorbiindel iiber M. In Satz 1.1 haben wir auch komplexe und quaternionale
Vektorbiindel betrachtet. Fiir unsere jetzige Betrachtung vergessen wir dann ein-
fach die komplexe bzw. quaternionale Struktur. Sei wieder m : T'M — M das
Sphérenbiindel, und 7 : PM = T'M/Zy — M das zugehdrige reell-projektive
Biindel. Aus dem Leray-Hirsch-Theorem folgt (vgl. [14, S. 233f])

H*(PM;Zs) = H*(M; Zy)[w Zw Wy _p (M (2)

wobel w(M) =1+wi (M) +---+wy(M) die Stiefel-Whitney-Klasse von M ist, und
w die erste Stiefel-Whitney-Klasse des tautologischen Hopf-Biindels L iiber PM.
Dabei wird H*(M;Zz) vermoge nf in H*(PM;Zs) eingebettet.

Seinun D : C*°(M, E) — C*°(M, F) ein elliptischer Differentialoperator gerader
Ordnung. Das Symbol o(D) ist eine Aquivalenz von 7*F nach 7*F. Weil die
Ordnung gerade ist, gilt ox (D) = o_x(D) fiir alle X. Somit erhalten wir eine
Aquivalenz (D) : 7t E — 7} F. Es folgt fiir die Stiefel-Whitney-Klassen

mw(E) = w(m E) = w(m F) = rjw(F). 3)

Da 7} injektiv ist, haben wir gezeigt

Satz 1.5. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, seien E und F reelle
Vektorbindel iber M. Wenn es einen elliptischen Differentialoperator C*°(M, E) —
C>®(M, F) von gerader Ordnung gibt, dann stimmen die Stiefel-Whitney-Klassen
von E und F dberein

w(E) =w(F).O

Sei jetzt D : C*°(M, E) — C*°(M, F) ein elliptischer Differentialoperator unge-
rader Ordnung. Dann liefert das Symbol (D) eine Aquivalenz 7*E — 7*F mit der
Symmetrieeigenschaft o_x(D) = —ox (D). Dies induziert eine Aquivalenz &(D) :
mE — ] F ® L. Insbesondere gilt

w(r*E) = w(r*F & L). (4)



Wir schreiben jetzt formal

w(miE) = H(l + x;),

)

w(miF) = [[(1+ i), @iy € H (M;Zs).

Jetzt schreibt sich (4)
[T+ ) =] + v +w). (5)

7 K3

Schreiben wir ferner w(M) = [[;(1+ 2;), 25 € H'(M;Zs), dann besagt die Relation
in H*(PM;Zs)

(w+z5)=0. (6)
1

n

J

Wir fassen zusammen

Satz 1.6. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, seien E und F reelle
Vektorbindel iber M. Wenn es einen elliptischen Differentialoperator C*°(M, E) —
C>(M, F) von ungerader Ordnung gibt, dann gilt

w(mE) =w(r{F®L).
Wir haben also die Relationen

H(l +x;) = H(l +yi +w)

3 (2

und .
[[w+z)=o0.
j=1

Dabei sind w(E) = [[;(1 + z;),w(F) = [1;(1 + vi),w(M) = IL;(1 + z;), i, yi, 25 €
HY(M;Zs), die iiblichen formalen Aufspaltungen. O

Betrachten wir als Beispiel eine orientierte zusammenhangende 4-Mannigfaltig-
keit M. Wir setzen E/ = R @& A2T*M und F' = T*M. Dabei bezeichnet R
das triviale Geradenbiindel. Ferner definieren wir £ = E'’ @R und F = F' @ R.
Man sieht wie in Beispiel 1.4, daf} es einen elliptischen Pseudodifferentialoperator
C>®(M,E) — C*(M, F) gibt. Wir werden zeigen, daf} die Existenz eines elliptischen
Differentialoperators C*° (M, E) — C*°(M, F') die topologische Bedingung w4 (M) =
0 zur Folge hat.

Zunéchst einmal existiert der elliptische Differentialoperator erster Ordnung d +
0t C®°(M,E'") — C®(M, F"). Also ist nach Satz 1.6 w(7{E’) = w(n{F'® L). Wir
nehmen nun an, dafl es einen elliptischen Differentialoperator ungerader Ordnung
D :C>®(M,E) — C*(M,F) gibt. Dann folgt

w(niE) = w(rE ®R) (7)



= w(mE) (8)
= w(mF®L) 9)
= w(rF'@ L& L) (10)
= wmF'QL) (1+w). (11)

Kiirzen von w(niE’) = w(n{F’' @ L) liefert w = 0. Also folgt

wy(M) =[]z =[](w+2)=0. (12)
J J
Jetzt nehmen wir an, daB es einen elliptischen Differentialoperator gerader Ordnung
D : C>®(M,E) — C>®(M,F) gibt. Gemafl Satz 1.5 gilt w(E) = w(F) und somit
w(E") = w(F"). Andererseits wissen wir w(niE’") = w(niF’ ® L). Daraus folgt

w(mi F') = w(niF' @ L). (13)
Da F' =T*M = TM ist, schreibt sich (13)
H(l +zj) = H(l + 2z +w). (14)

J J

Indem wir den Term der Ordnung 4 aus (14) herausfiltern, erhalten wir [, z; =
[1;(2j + w) = 0 und damit wy(M) = 0.
Wir haben also gezeigt: Gibt es auf M einen elliptischen Differentialoperator

C*(M,ReR@A2T*M) — C*(M,R& T*M), dann ist wa(M) = 0.

BEISPIEL 1.7. Uber M = CP? gibt es keinen elliptischen Differentialoperator
C=(CP%,R @ R @ A2T*CP?) — C=(CP?, R @ T*CP?), denn wy(CP?) # 0, wohl
aber einen elliptischen Pseudodifferentialoperator.

Man kann also in Satz 1.1 das Wort Pseudodifferentialoperator nicht so ohne
weiteres durch Differentialoperator ersetzen. Zum Schluf3 dieses ersten Kapitels
wollen wir sehen, dafl man es in gewisser Hinsicht doch kann. In obigem Beispiel
gibt es keinen elliptischen Differentialoperator C*°(M, E) — C*°(M, F'), wohl aber
gibt es einen von C°(M, E’) nach C*°(M, F’). E und F entstehen aus E' und F’
durch Addition desselben Biindels R. Die formalen Differenzen £ — F und E’ — F’
stimmen also iiberein. Wir werden zeigen, dafl man nach Addition und Subtrak-
tion geeigneter Darstellungen auf beiden Seiten stets Differentialoperatoren erster
Ordnung erhalt.

Sei nun M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, G eine kom-
pakte zusammenhéngende Lie-Gruppe, (P,G,R") eine transitive G-Struktur von
M. Insbesondere sind damit auf M eine Riemannsche Metrik und eine Orientierung
gewdhlt. Seien ferner V3 und V5 komplexe G-Moduln, deren Einschrankung auf die
Isotropieuntergruppe H zu xo € S"~! C R" dquivalent sind. Anders ausgedriickt
heifit das, daf§ die Differenz V; — V5 im Kern der Einschrénkungsabbildung der
Darstellungsringe (Charakterringe) R(G) — R(H) liegt. Diesen Kern bezeichnen
wir mit R(G, H). Wir haben also per definitionem die exakte Sequenz

0 — R(G,H) — R(G) — R(H). (15)



Analog haben wir den reellen Darstellungsring RO(G) und den Kern 0 —
RO(G,H) — RO(G) — RO(H) sowie die quaternionische Darstellungsgruppe
RSP(G) und 0 — RSP(G, H) — RSP(G) — RSP(H).

Lemma 1.8. Man kann jedes Element aus R(G, H) so als Vi — Va schreiben, V;
kompleze G-Moduln, daff es G-dquivariante Projektionen py : R" @p Vi — V2 und
p2 : R Qp Vo — Vi gibt, so daff Ajv = pi(xo @v), A1 : Vi — Vo, Ay : Vo — V7,
Isomorphismen sind.

Das in Lemma 1.8 konstruierte A; ist dann automatisch H-aquivariant, denn

Ahv = pi(xo ® hv) (16)
= pi(hzo @ hv) (17)
= hpi(zo®v) (18)
= hAw. (19)
Konjugation unter G macht aus A;:
gAig™v = gpi(zo® g~ 'v) (20)
= pi(gzo ® V). (21)
Das im Beweis von Satz 1.1 konstruierte elliptische Symbol ist also gegeben durch
oxv = p;(X ®@v). (22)

Zu diesem Symbol erhalten wir einen elliptischen Differentialoperator D durch
Dv = p;(Vv). (23)

Dabei wird V von einem Zusammenhang auf P induziert.

Es sei noch erwahnt, dafl wir damit auch den Fall reeller und quaternionaler
G-Moduln miterledigt haben, denn RO(G) und RSP(G) sind auf kanonische Weise
in R(G) eingebettet. Daher sind RO(G,H),RSP(G,H) C R(G,H). Fir einen
G-Modul V iiber K, K =R, C, H, ist R" ®p V wieder ein G-Modul iiber K.

Zusammenfassend konnen wir sagen

Satz 1.9. Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit,
(P,G,R™) eine transitive G-Struktur auf M, o € S"1 und H die zu x¢ gehdrige
Isotropieuntergruppe von G. G sei kompakt und zusammenhdngend.

Dann kann man jedes Element aus R(G,H), RO(G, H) oder RSP(G,H) so als
Vi — Va schreiben, daf$ es einen elliptischen Differentialoperator erster Ordnung
C*®(M,E,) — C*®(M,E3) gibt. Dabei bezeichnen wir mit E; das zu P und V;
assoziierte Vektorbiindel. O

Beweis von Lemma 1.8. G operiert orthogonal auf dem R"; sei G’ C SO(n)
das Bild von G unter dieser Darstellung. Nun operiert G’ transitiv und effektiv auf
der S"71. Diese G’ sind klassifiziert, vgl. [5, S. 179], [7], [8], [19]. Wir erhalten
folgende Tabelle



G' | SO(n) U(m) SU(m) Sp(q)Sp(1) Sp(q)U(1)
H | SO(n—-1) U(m—-1) SUm—-1) Sp(g—1)Sp(1l) Sp(g—1)U(1)
n n 2m 2m 4q 4q

G’ Sp(q) Go  Spin(7) Spin(9)
H' | Sp(¢—1) SU(3) Go Spin(7)
n 4q 7 8 16

Wir zeigen die Aussage des Lemmas zunéchst fiir die universelle Uberlagerung
G’ von G'. Dann ist das Lemma auch fiir jede andere Uberlagerung G’ von G’
bewiesen, insbesondere fiir G/ = G/, denn R(G', H') ¢ R(G', H').

Als Kern eines Ringhomomorphismus ist R(G’, H') ein Ideal in R(G'); wir
miissen die Aussage nur fiir die Erzeuger von R(G’, H') nachweisen.

1. Fall: G’ C Spin(n), d.h. G’ = SO(n),SU(m), Sp(q), G2, Spin(7), Spin(9)
oder Sp(q)Sp(1) fiir ¢ ungerade.

Wie wir im zweiten Kapitel sehen werden, wird in diesen Fallen das Ideal
R(G', H') erzeugt durch (Xt — ¥7)|G’, d.h. durch die Differenz der beiden Halb-
spindarstellungen, eingeschrankt auf G’. Die Operation auf R™ ist gegeben durch die
Einschrinkung der ersten Fundamentaldarstellung A! von Spin(n). Die Projektio-
nen A' ® ¥+ — ¥~ und A' ® ¥~ — £7 sind gegeben durch Clifford-Multiplikation.
Auf diese Weise erhalten wir das Symbol des Dirac-Operators.

2. Fall: G' = Sp(q)Sp(1) fir ¢q gerade.

Wie im ersten Fall wird R(G’, H') von (X7 — X7)|G’ erzeugt, also ist die Aussage
fiir G’ richtig. Fiir die universelle Uberlagerung G’ = Sp(q) x Sp(1) gilt aber, daB
R(G',H') > R(G', H') dieselben Erzeuger haben.

3. Fall: G' = U(m), d.h. G’ = SU(m) x R.

Der Erzeuger von R(U(m),U(m — 1)), ndmlich 1 — A%]? yE+ (— )mAm(Sn), siehe

das néchste Kapitel, erzeugt auch R(G', H'). Die Komplexifizierung der Darstellung
auf R" ist gegeben durch A U(m) @ AO ! Fiir den so gewahlten Erzeuger ist die
Aussage richtig, und wir erhalten das Symbol des Cauchy-Riemann-Operators.

4. Fall: G' = Sp(q)U(1), d.h. G’ = Sp(q) x
Der Erzeuger von R(Sp(q) x R, Sp(qg—1) x R) 1st die Einschrinkung des Erzeugers
von R(SU(m) x R, SU(m — 1) x R).

Sei nun G kompakt und zusammenhéngend beliebig. Die kompakte Lie-Algebra
g von G 1afit sich in einen halbeinfachen und einen abelschen Teil zerlegen. Daher
konnen wir den Kern der Darstellung auf dem R™ abspalten, d.h. g schreibt sich
als g = g’ @ g9, wobei g’ die Lie- Algebra von G’ ist. Somit ist G = G’ x Gy und
H = H' x G. Dann aber haben R(G, H) und R(G’, H') dieselben Erzeuger. O



2. Beispiele

Sei wieder M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei (P, G, R"™)
eine transitive G-Struktur von M. Ferner sei wie gehabt H die Isotropieuntergruppe
von G zu zg € S" ' c R™ Satz 1.1 besagt, dal wir fiir jedes Element V; —
Vo € R(G,H) einen elliptischen Operator zwischen den zu Vi und Va gehorigen
Biindeln erhalten. Wir werden in diesem Kapitel fiir die relevanten Gruppen G die
Ideale R(G, H) bestimmen, genauer werden wir Erzeuger angeben, deren elliptische
Operatoren somit fundamental sind fiir Mannigfaltigkeiten mit G-Struktur.

Zuvor sei jedoch bemerkt, dafl wenn G und H denselben Rang haben, jede
Darstellung von G schon durch ihre Einschrankung auf H bestimmt ist. Daher ist
in diesem Fall R(G, H) = 0. Beispiele hierfiir sind etwa

G | Spin(2m+1) SO2m+1) Gz  Spin°(2m+1)
H Spin(2m) SO(2m) SU(3) Spin®(2m)

Das heifit nun nicht, dafl solche Mannigfaltigkeiten keine elliptischen Operatoren
haben. So hat man zB. im Fall G = Spin(2m + 1) den Dirac-Operator D :
C®(M,XM) — C*®°(M,XM), und in der Tat ist ja ¥ — ¥ = 0 € R(Spin(2m +
1), Spin(2m)). Aber wir sehen schon, daff ungerade dimensionale Mannigfaltigkeiten
von einem indextheoretischen Standpunkt aus uninteressant sind.

Wir nennen « € R(G, H) selbstkonjugiert, falls & = «, und antiselbstkonjugiert,
falls @ = —a. Dabei bezeichnet & das zu « konjugierte Element. Fiir die verwendete
Darstellungstheorie siehe etwa [10] und [23].

2.1. Orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten gerader Dimension.

Hier haben wir einfach die Strukturgruppe G = SO(2m) mit der Standarddarstel-
lung auf dem R?™, n = 2m. Dann ist H = SO(2m — 1). Die Darstellungsringe sind
R(SO(2m)) = Z[A',...,A™1 A" A™] mit der Relation (A7 + A™"2 4+ A" +
(A 4 A2 ATt ) = (AT 4 A3 4 )2 und R(SO(2m — 1)) =
Z[A',...,A™ 1. Dabei bezeichnet A! die Standarddarstellung auf dem R*™ bzw.
R?™~1 und AF die k-te &uBere Potenz davon. A™ bzw. A" sind die (anti-) selbst-
dualen m-Formen.

Die Einschrénkungsabbildung R(SO(2m)) — R(SO(2m — 1)) ist gegeben durch

Al = 14+ AL
A% — AV A2

Am—l N Am—2 + Am—l’
AT AT
A™ - AL

l

Daraus folgt, dafl das Ideal R(G, H) von zwei Elementen aufgespannt wird:

R(G,H) = (AT =A™ 4 A 25  Am AL A 2500 (24)
= (AT —A™1—-A +A2-A £, (25)



Der Erzeuger 1 — A' 4 .- 4+ A" ist stets reell und entspricht dem Euler-Operator
d+ 6. Das Element A" — A™ ist reell, falls m gerade ist, d.h. falls n durch 4 teilbar
ist, und antiselbstkonjugiert, falls m ungerade ist, d.h. falls n = 2(4). Es entspricht
dem Signatur-Operator.

2.2 Spin-Mannigfaltigkeiten gerader Dimension.
Hier ist G = Spin(2m) und H = Spin(2m — 1), n = 2m. Die Darstel-
lungsringe sind R(Spin(2m)) = Z[A!,...,A™"2 ¥+ ¥7] und R(Spin(2m — 1)) =
Z[AY, ..., A2 %], wobei die A* die Anhebungen der entsprechenden Darstellungen
von SO(2m) bzw. SO(2m — 1) sind, und ¥ sowie ¥ die (Halb-)Spindarstellungen.
Die Einschréankungsabbildung R(Spin(2m)) — R(Spin(2m — 1)) ist

Al - 1AL
A? AL+ A2

1

Am—2 N Am—3 + Am—2

DIRENE 3
X - X
Daraus folgt
R(Spin(2m), Spin(2m — 1)) = (X1 - %7). (26)

Dieser Erzeuger liefert den Dirac-Operator. 31 — 37 ist antiselbstkonjugiert, falls
m ungerade ist, reell, falls m durch 4 teilbar ist, und quaternionisch, falls m = 2(4).

2.3. Spin(7)-Mannigfaltigkeiten.

Wir betrachten nun das etwas exotische Beispiel von 8-Mannigfaltigkeiten mit
Ausnahmestrukturgruppe Spin(7) C SO(8). Wir wissen bereits R(Spin(7)) =
Z[A', A%, 3]. Diesmal ist ¥ und nicht A der Modul, der die G-Struktur definiert.
Die Isotropiegruppe H eines Punktes ist daher nicht Spin(6), sondern die Aus-
nahmegruppe Go. Es gilt R(G2) = Z[F!, F?], wobei F! die 7-dimensionale reelle
Darstellung von G als Automorphismen der imaginiren Oktaven ist, und F? die 14-
dimensionale reelle adjungierte Darstellung von GGo. Dimensionsiiberlegungen liefern
fiir die Einschrénkungsabbildung;:

Al N Fl,
A — F'4F?
Y — Fl41,
Daher gilt
R(Spin(7),G2) = (X — 1 —Ab). (27)

Welcher Operator entspricht nun diesem Erzeuger?

Um dies herauszufinden, bemerken wir zunéchst, da§ die Einbettung Spin(7) C
SO(8) zu einer Einbettung Spin(7) C Spin(8) liftet, da Spin(7) einfach zusam-
menhéngend ist. Diese Einbettung Spin(7) C Spin(8) kann man auch so erhalten,



dafl man die Standardeinbettung von Spin(7) in Spin(8) betrachtet und darauf
den Trialitdtsautomorphismus anwendet. Unter diesem Automorphismus werden
die Darstellungen A!, ¥+ und £~ von Spin(8) zyklisch vertauscht. Das Element
¥t — %7 geht also auf ¥~ — A! und nach Einschrinkung auf Spin(7) auf ¥ —1— Al
Wir haben also lediglich den Dirac-Operator wiederentdeckt.

2.4. Spin(9)-Mannigfaltigkeiten.

Dieses Mal betrachten wir 16-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit Ausnahmestruk-
turgruppe Spin(9) C SO(16). Es gilt R(Spin(9)) = Z[A!, A%, A3,Y] und die Ein-
bettung Spin(9) C SO(16) ist gegeben durch die treue reelle Darstellung ¥. Die
Isotropiegruppe H ist Spin(7), und die Einbettung in Spin(9) ist H = Spin(7) C
Spin(8) C Spin(9) = G, wobei die Einbettung Spin(7) C Spin(8) so ist wie in
2.3, wéhrend die Einbettung Spin(8) C Spin(9) einfach die Standardeinbettung
ist. Die Einschrankungsabbildung R(G) — R(H) ist somit die Verkettung von Ein-
schriankung auf Spin(8), Trialitatsautomorphismus und Einschrankung auf Spin(7).
Wir erhalten

Al — Al +1 — Yt +1 — Y +1,
A2 S A%+ AL — A%+ 2t — A+ A2+,
A3 N A3+A2: . E_-A1—2++A2 N Z-Al—{—Al—}—AQ
T2 — AL+ A2 ’
Yy - Tt +3- — YT+ Al — Y4+ A+ 1.
Fir den Kern erhalten wir
R(Spin(9), Spin(7)) = (AL(Z = AY) + A2 - A3 =% +1). (28)

Ahnlich wie in 2.3 kann man feststellen, dafl dieser Erzeuger die Einschrankung von
Y+t — 37 € R(Spin(16)) ist. Wir haben also wieder nur den Dirac-Operator gefun-
den.

2.5. Spint-Mannigfaltigkeiten gerader Dimension.
Wir Dbetrachten nun Mannigfaltigkeiten mit Strukturgruppe Spin®(n) =
%. Beispiele sind etwa Spin-Mannigfaltigkeiten und fast-komplexe Man-
nigfaltigkeiten. Wir studieren zunéchst die Gruppe G’ = Spin(n) x U(1), n = 2m.
Die Darstellung, die das Tangentialbiindel induziert, ist die erste Fundamental-
darstellung auf dem Spin(n)-Faktor und trivial auf dem U(1)-Faktor. Daher ist
die Isotropieuntergruppe H = Spin(n — 1) bzw. H' = Spin(n — 1) x U(1).
Fiir die Darstellungsringe gilt R(G’) = Z[AL,..., A" 2, X %~ 2,2z und R(H') =
Z[AY,...,A™2 % 2, Z], jeweils mit der Relation zZ = 1. Dabei bezeichnet z die
Standarddarstellung von U(1). Die Einschrankungsabbildung R(G') — R(H') ist

gegeben durch

Al = 14 AL
A2 — A1+A2,
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Am—2 N Am_3+Am_2,
DIRRNE 3
XU — X
z — z,
z — Z.

Es ergibt sich R(G’, H') = (X7 —X7). Doch nun zuriick zu Spin. (—1, —1) operiert
auf A* trivial und auf % sowie z und z durch Multiplikation mit —1. Daher ist
R(Spin©(n)) der Unterring von R(Spin(n) x U(1)), der aus den Polynomen besteht,
die gerade in ¥(*) z und % sind. Insbesondere ist ¥ — ¥~ nicht in R(G). Das zu
2?2 gehérige U(1)-Biindel heiBt kanonisches Geradenbiindel. Fiir R(G, H) erhalten
wir zunachst vier Erzeuger, namlich

R(G,H) = (ST=2)z,(Et -2z (St —o)nt, (ST —S7)87). (29)

Nun gilt aber (Xt —$7)z = (X7 - £7)222, (S - ¥7)Et = (1 — £7)zz2* und
(T —¥7)E" = (X — ¥7)2z%". Daraus folgt

R(G,H) = ((Zt —X7)2). (30)

Wir erhalten also einen getwisteten Dirac-Operator als fundamentalen Operator.

2.6. Spin"-Mannigfaltigkeiten gerader Dimension.

Ersetzt man in der Gruppe Spin®(n) den U(1)-Faktor durch Sp(1), so erhilt
man die Gruppe Spin®(n), d.h. Spin(n) = %. Beispiele fiir Spin/-
Mannigfaltigkeiten sind Spin®-Mannigfaltigkeiten und fast-quaternionische Man-
nigfaltigkeiten. Zur Bestimmung der fundamentalen Operatoren betrachtet man
zunéchst dhnlich wie in 2.5 die Gruppen G’ = Spin(2m)x Sp(1) und H' = Spin(2m—
1) x Sp(1). Die Darstellungsringe sind R(G') = Z[AY,...,A™ 2 %+ ¥~ p] und
R(H') = Z[A',..., A2 %, p], wobei p die Fundamentaldarstellung von Sp(1) be-
zeichnet. Wie in 2.5 ergibt sich R(G', H') = (Xt — ¥7). R(G), G = Spin"(2m),
besteht aus den Elementen von R(G’), die gerade in X% und p sind. Also folgt

R(G.H) = (T =2 )p,(Zt -2zt (Tt -27)%") (31)
= (BT =27)p,EF -Z)ET+27),(ET -27)(Z7 -%7)) (32)
= (BT =Z)p, AT =A™ 1— AP+ + A", (33)

Die Erzeuger liefern somit den Euler-Operator, den Signatur-Operator und einen
weiteren getwisteten Dirac-Operator.

2.7. Fast-komplexe Mannigfaltigkeiten.
Fast-komplexe Mannigfaltigkeiten sind solche, deren Tagentialbiindel eine kom-
plexe Struktur trégt. Die Strukturgruppe ist somit auf G = U(m) reduziert.

Der Darstellungsring ist R(U(m)) = Z[A%]’(()m),...,A?ﬁjo,Agzi),A?j%)] mit der
Relation Ag??n) . A%?:n) = 1. Die Elemente aus A%gm) werden {iiblicherweise

als (p,q)-Formen bezeichnet. Das Tangentialbiindel wird durch den Modul

11



Allj(()m) induziert. Somit ist die Isotropieunteruppe H = U(m — 1) und

1,0 m—2,0 Am—10 ,0m—1 - . .
R(H) = Z[AU(m—1)7 . 7AU(m—1)’AU(m—l)"AU(m—l)]' Die Einschrankungsabbildung
ist gegeben durch
1,0 1,0
Mgy = T+ MGGy
2,0 1,0 2,0
Avomy = Mdm-1) T Mim-1)

m—1,0 m—2,0 m—1,0
Ay — Ay + Ay

(m) (m—1) (m—1)’
m,0 m—1,0

AU(m) - AU(m—l)’
0,m 0,m—1

AU(m) - AU(m—l)‘

Daraus folgt

RU(m),U(m —1)) = (1 = Ay + Ay F oo+ (CDTAGD ). (34)
Als fundamentalen Operator kénnen wir somit den Cauchy-Riemann-Operator
nehmen.

2.8. Fast-komplexe Mannigfaltigkeiten mit c; = 0.
Die fast-komplexen Mannigfaltigkeiten mit verschwindender erster Chern-Klasse
sind gerade diejenigen, deren Strukturgruppe auf G = SU(m) reduziert werden
kann. Dann ist H = SU(m — 1), R(G) = Z[Agg(m),...,A?J(%] und R(H) =

Z[Agg(mq)’ . ,AgnUf(QTfil)]. Die Einschriankungsabbildung ist gegeben durch
1,0 1,0
Ay = 1+ Agum1y
2,0 1,0 2,0
Ay = Asum—1) T Asum—1)
m—1,0 m—2,0 m—1,0
Nsvim)y = Asum—1) T Msum—1):

Fiir den Erzeuger von R(SU(m), SU(m — 1)) erhalten wir

1,0 2,0 m—1,m—1,0 m
L= Agpim) T Aspmy T+ (1) Agygr) + (D™, (35)
Unter der Einschréankung R(U(m)) — R(SU(m)) wird A’g?m) auf A];’([J)'(m) abgebildet,

kE=1,...,m—1,und A?Jlf?n) auf 1. Daher ist der Erzeuger von R(SU(m), SU(m—1))
die Einschriankung des Erzeugers von R(U(m),U(m — 1)). Andererseits ist aber
SU(m) C Spin(2m) und man kann leicht sehen, daB der Erzeuger ¥+ — £~ von
R(Spin(2m), Spin(2m—1)) auch auf den von R(SU(m), SU(m—1)) abgebildet wird.
Der fundamentale Operator ist also gleichzeitig der Cauchy-Riemann-Operator als
auch der Dirac-Operator.
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2.9. Fast-quaternionische Mannigfaltigkeiten.

Fast-quaternionische Mannigfaltigkeiten haben die Strukturgruppe

G = %, n = 4q. Wir betrachten zundchst G’ = Sp(q) x Sp(1). Die

Isotropieuntergruppe ist dann H' = Sp(¢—1) x Sp(1), wobei die Einbettung H' C G’
A
gegeben ist durch (A, h) — ((T‘%) ,h). Fiir die Darstellungsringe gilt

R(Sp(q)) = Z[AYO,... A99], (36)
R(Sp(1)) = Zlp], (37)

wobei A*0 die Einschrinkung von ASB(Qq) auf Sp(q) € SU(2q) ist. Die Sp(q)-

Moduln A*9 sind nicht irreduzibel, aber das spielt fiir unsere weitere Uberlegung
keine Rolle. Es folgt

R(G") = Z[AY,... A%0 p], (38)
R(H') = ZIAY,..., AT p), (39)

wobei die Einschrankungsabbildung gegeben ist durch

Al,O _ A1’0+p,
A2,0 +A170 . p+ 1’
AS,O +A2’0 . p—l—Al’O,

= =
W N
o o

Ll

A(I71,0 Aq7170 + Aq7270 . p + 1&‘173707

—
Aq70 — Aq7170 . p + 2 . Aq7270’
p = p

Wir definieren die Polynome po(t) = 1, p1(t) = —t, p2(t) = t* — 2 und fiir & > 2
induktiv pg(t) = —pr_1(t)t — pg—2(t). Dann erhélt man

q
R(G' H) = Z pr(p)AI7E0) (40)

Wir setzen abkiirzend Q@ = >7_pr(p)A9"*0.  Nun zuriick zu den Gruppen
G= % und H = %. Wir miissen wieder die virtuellen Darstel-
lungen aus R(G’) und R(H’) herausfiltern, unter denen Zo = {(1,1),(—1,—1)} tri-
vial operiert. Auf A®? operiert —1 durch (—1)¥, auf p operiert —1 durch —1. Geben
wir A¥9 den Grad k und p den Grad 1, dann besteht R(G) genau aus den Polynomen
in R(G") von geradem Grad.

Ist g gerade, dann ist Q gerade und erzeugt daher R(G,H). Ist dagegen ¢
ungerade, dann ist auch Q ungerade und wir erhalten

R(G,H):(Q-AI’O,Q'AS’O,...7Q-Aq’O,Q~ID). (41)

Die Fallunterscheidung nach ¢ gerade und ungerade erinnert uns an folgenden
Sachverhalt: Ist ¢ gerade, so liftet die Einbettung G = Sp(q)Sp(1) C SO(4q) zu
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einer Einbettung G C Spin(4q). In diesem Fall sind also fast-quaternionische Man-
nigfaltigkeiten automatisch spin. In der Tat zeigt ein Vergleich der Gewichte, dafl
Q die Einschrinkung von ¥+ — X~ auf G ist. Fiir gerades ¢ haben wir also wieder
einmal den Dirac-Operator entdeckt.

Im Fall von ungeradem ¢ dagegen liftet die Einbettung nicht, sondern wir haben
Sp(q) x Sp(1) C Spin(4q). Auch hier ist Q die Einschrankung von ¥+ — X7, Der
Dirac-Operator selbst existiert jetzt nicht, wohl aber die mit den A*°, k ungerade,
und p getwisteten Dirac-Operatoren.

Erwéhnenswert ist hier noch der Fall ¢ = 1. Es gilt namlich Sp(1)Sp(1) = SO(4),
d.h. jede orientierte 4-Mannigfaltigkeit ist in unserem Sinne fast-quaternionisch. Es
ist dann AM® = ¥* und p = ¥~. Daher gilt

R(G.H) = ((E"-¥7)z", (27 -27)¥7) (42)
= (" -Z)E"+27),E"-57)) (43)
(A2 — A2, 1 — A' A2 — A3+ A%, (44)

was mit dem Ergebnis aus 2.1 iibereinstimmt.

2.10. Sp(q)U(1)-Mannigfaltigkeiten.
Wir betrachten jetzt die Strukturgruppe G = %, n = 4q. Dann ist die

Isotropieuntergruppe H = % Die Darstellung p von Sp(1) zerfallt unter

Einschrankung auf U(1) in z 4+ z. Daraus folgert man leicht unter Verwendung von
2.9, daf
R(G,H) = (Q), falls q gerade, (45)

R(G,H)=(Q-A,Q-A% ..., Q-A?° Q.2 Q-%), falls ¢ ungerade.  (46)
Dabei ist wieder Q@ = >°9_, pi(z + 2)A?7 %0 die Einschréinkung von ¥+ — ¥7. Im

letzteren Fall, wenn ¢ ungerade ist, kann man den Erzeuger Q - z mit z - A0, 2
A0z A?0 und z% multiplizieren und erhélt so die anderen Erzeuger. Also gilt

R(G,H) = (Q- z), falls ¢ ungerade. (47)

2.11. Sp(q)-Mannigfaltigkeiten. Der Fall, daf sich die Strukturgruppe auf G =
Sp(q), n = 4q, reduzieren 1aBit, wie z.B. bei hyper-Kahler-Mannigfaltigkeiten, ist
wieder recht einfach zu behandeln. Es gilt R(G) = Z[A'?,... A%°] und R(H) =
Z[AYO) ... A9710] und die Einschriinkungsabbildung ist gegeben durch

Al,O N Al,O + 2,
AQ,O A2,0 + 2A1,0 + 1,

N
AS’O N A3,0 + 2A2,0 +A1’0,
AT — 2A97HY 4 gpT720,
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Daraus folgt
R(G,H) = (2 —2AY0 4 2A%0 ... 4 (—1)77 1209710 1 (—1)9A90).  (48)

Da die Darstellung p von Sp(1) unter Einschrankung auf die triviale Gruppe auf
2 geht, und da p;(2) = (—1)*2 ist fiir k& > 1 (Induktion), ist der Erzeuger von
R(G, H) die Einschrankung von Q und daher von ¥+ — ¥~ unter der Einbettung
Sp(q) C Spin(4q).

2.12. Karl Heinz Mayers Beispiele I, vgl. [17].
Seien n = 2m und k vorgegeben. Wir definieren G = G(n, k) als das Urbild von
SO(n) x SO(k) € SO(n + k) unter der zweifachen Uberlagerung Spin(n + k) —
SO(n + k). Die wichtigsten Beispiele fir Mannigfaltigkeiten mit dieser Struk-
turgruppe sind orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten, die sich in eine Spin-

Mannigfaltigkeit der Dimension n + k immersieren lassen. Die Isotropiegruppe ist

H = G(n —1,k). Man kann G(n, k) auch schreiben als G(n, k) = %.

Fiir die darstellungstheoretischen Uberlegungen betrachten wir zuniichst wieder
G’ = Spin(n) x Spin(k) und entsprechend H' = Spin(n — 1) x Spin(k).
1. Fall: k£ = 2[ ist gerade.

Es gilt R(G) = Z[A,... A" 2 nF %= Al ... A=2 % 5], wobei die Tilde die
Moduln des zweiten Faktors Spin(k) kennzeichnet. Die iibliche Rechnung liefert
R(G',H') = (X7 — ¥7). Auf G(n, k)-Moduln muf (—1, —1) trivial operieren. Also
besteht R(G) aus den Polynomen in R(G’), die gerade sind in X1, %~ 2+ 5~
Daraus folgt

R(G,H) = (zF-z)zhH,Etf—2)z-, @t —2)st, (5t —27)87)(49)
= (BT -2 ET-2)EF+57),(ET -2 (B -8,
-2 )Et+27)) (50)
= AT -A"1-A' +A2F . (BT -27)(ET-37),
Zt—2)Et+2)). (51)

Neben Signatur- und Euler-Operator erhalten wir also noch zwei getwistete Dirac-
Operatoren als fundamentale Operatoren.

2. Fall: k =20+ 1 ist ungerade.
Nun ist R(G') = Z[AY,..., A" 2, %+ %~ A, A2 f]] Analog zum ersten Fall
erhalten wir

R(G,H)= (AT =A™ 1A'+ A?F ... (BT -27)%). (52)

Hier gibt es somit neben Signatur- und Euler-Operator noch einen weiteren funda-
mentalen Operator.

2.13. Karl Heinz Mayers Beispiele I1.
Als Variation von 2.12 betrachten wir die Strukturgruppe G = G(n,k,2), die
definiert ist als Urbild von SO(n) x SO(k) C SO(n + k) unter dem surjektiven
Homomorphismus Spin¢(n + k) — SO(n + k). Die wichtigsten Beispiele sind ori-
entierte Riemannsche n-Mannigfaltigkeiten, die in eine Spin®-Mannigfaltigkeit der
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Dimension n + k& immersiert werden konnen. Wir betrachten wieder stets den Fall
gerader Dimension n = 2m. Alternativ kann man G(n, k, 2) definieren durch

Spin(n) x Spin(k) x U(1)
ZQ X Zg

wobei Zo x Zo = {(1,1,1),(-1,-1,1),(—1,1,—-1),(1,—1,—1)}. Die Isotropiegruppe
ist H=G(n—1,k,2). Wir setzen G’ = Spin(n) x Spin(k) x U(1) und entsprechend
H' = Spin(n — 1) x Spin(k) x U(1).

1. Fall: k£ = 2[ ist gerade.
Es gilt R(G') = Z[AY,...,A™2 2+t 2~ AL, A2 %+ 8~ 2 Z] und R(G',H') =
(3T —37). Auf G-Moduln mufl Zy X Zy trivial operieren und es folgt

G(n,k,2) = ) (53)

R(G,H) = (AT —A"1-A'"+A*F. . (ST -27) (2" - 27)z,
(BT —2)ET+27)2). (54)

Dieses Mal bekommen wir neben Signatur- und Euler-Operator noch zwei weitere
fundamentale Operatoren.

2. Fall: k = 2]+ 1 ist ungerade.
Nun gilt R(G') = Z[AY,...,A™2, %+ 2~ Al ... A2 % 2 %] und R(G',H') =
(X —37). Wir erhalten

R(G,H)= (AT — A" 1 - A"+ A2 F ... (T - 27)%2). (55)

Also haben wir wieder einen weiteren fundamentalen Operator neben Signatur- und
Euler-Operator.

Zum Abschlufl dieses Kapitels betrachten wir ein Beispiel einer nicht zusam-
menhéngenden Strukturgruppe, fiir die Satz 1.1 ja auch gilt, ndmlich G = O(2m).

2.14. Nicht notwendigerweise orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten ge-
rader Dimension.

Die Strukturgruppe ist jetzt also G = O(n), n = 2m, die Isotropieuntergruppe
ist H = O(2m —1). Die Darstellungsringe sind R(O(2m)) = Z[A!,..., A>™] mit den
Relationen (A?™)2 = 1 sowie AFA?™ = A2"=% fiir k = 1,...,2m — 1 und R(O(2m —
1)) = Z[AY, ..., A>’"" ! mit den Relationen (A?"~1)2 = 1 sowie AFAZm—1 = A2m—1-k
fuirk=1,...,2m — 2.

Die Einschréankungsabbildung R(O(2m)) — R(O(2m — 1)) ist gegeben durch

Al — 14+ AL
A2 = AV A2
Amfl N Am72 _i_Amfl’
A2m N A2m71.

Das Relationenideal von R(O(2m)) geht unter der Einschrankungsabbildung surjek-
tiv auf dasjenige von R(O(2m — 1)). Dann sieht man leicht, daf das Ideal R(G, H)
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erzeugt wird von 1 —A! ...+ A?™, Der Euler-Operator ist somit der fundamentale
Operator.

Wir fassen nun die Hauptergebnisse dieses Kapitels in Tabellenform zusammen.
Dabei geben wir fiir alle untersuchten Gruppen G Erzeuger von R(G, H) an und
erinnern an die zugehorigen fundamentalen Operatoren.

’ G ‘ n ‘ Erz. v. R(G,H) ‘ fund. Op.
1—At£... AP T, Euler-Op.
S50(2m) 2m A — A™ Signatur-Op.
O(2m) 2m - A £ 4 A% Euler-Op.
Spin(2m) 2m Tt —3%- Dirac-Op.
Spin(7) 8 yt—¥- Dirac-Op.
Spin(9) 16 Yt % Dirac-Op.
Spinc(2m) | 2m (Xt —-¥7)z getw. Dirac-Op.
Euler-Op.
_ Al _ A2m—1
Spin/(2m) 2m 1 AmA_j/:\m (Eﬁ _ 2_4)_ 1 Signatur-Op.
- p getw. Dirac-Op.
U(m) 2m ( yEe (— )mA?}(?n) Cauchy-Riemann-Op.
1— AL + -
SU(m) Cauchy-Ri -0
1 A0 m auchy-Riemann-Op.
SU(m) 2m (=1) ASU(m) +(-1) 2 Dirac-Op.
=¥yt %"
Sp(q)Sp(1), + o .
¢ gerade 4q by by Dirac-Op.
(Z+ - E_) P,
(T —%7) - ALY, q+3
Sp(9)Sp(L), |, ¢ (S — %) A3, getw.
q ungerade . Dlrac Op.
(Tt —x7). A0
SH@UD), R .
¢ gerade 4q by by Dirac-Op.
Sp@U ), A .
¢ ungerade 4q (Xt —-%7)-z getw. Dirac-Op.
Sp(q) 4q PIRNE Yo Dirac-Op.
I—Al £ AT 4
Am _ Am +h Euler-Op.
G(2m,2l) 2m v eer e Signatur-Op.
(27 =% )(23 _23 ) 2 getw. Dirac-Op.
(Tt -=3)(ZT+327)
1—Al £ AT, Euler-Op.
G(2m,2l+1) | 2m AP — AT Signatur-Op.
(T —-27)% getw. Dirac-Op.
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’ G ‘ n ‘ Erz. v. R(G,H) ‘ fund. Op. ‘
I—At £ A1
AT Am +h Euler-Op.
G(2m,21,2) 2m (5+ - Et)(fﬁ_—, f]_)z, Signatu.r—Op.
(o — E‘)(i‘*‘ n f]_)z 2 getw. Dirac-Op.
1—AM - — Al Euler-Op.
G(2m,2l+1,2) | 2m AT — AT, Signatur-Op.
(T —¥7)%z getw. Dirac-Op.

In der folgenden Tabelle sortieren wir die Erzeuger nach reellen, quaternionischen
und antiselbstkonjugierten. Man beachte, dafi (virtuelle) Darstellungen durchaus
gleichzeitig reell und quaternionisch sein konnen, namlich solche der Form V + V.

’ G ‘ reelle Erz. quat. Erz. antis. Erz. ‘
1_A1:t”._A2m—1_|_1; m m
SO(2m) AT — A™, - A+__1A2—’
m = 0(2) m=1(2)
O(2m) I—Al £ 4 A% - -
Sin(2 st st ORI S
pin(2m) m = 0(4) m = 2(4) m=1(2)
Spin(7) Yt —%- - -
Spin(9) St % - -
m— . A — AT,
e iA}v% '__AArj Bk (T -%7) m= 1(2) ;
m+E 0(23 7; (Z B 2)7 (E+ B 2_)
Spin©(2m) (S - 27)(z - 2), m=12) (=2
m = 1(2); ( _ ) 7;‘*‘: é_)’
(Z+ —Z*)(z—i—z), (zj— Z)a ( - )
m = 0(4) m = 2(4) (z—i—z()Q,)
m =
1—Ab - A AT _ pAm
S mh(2m) :ﬁbm:_ ([;T)n7 (E+ - Z_)p’ m+: (25 7;
P = ) m = 0(4) (S —57)p,
m = 2(4) 7 m=1(2)
Nk ARO TV (ARD
Ulm) | Sio-babe a0k | ECRIET 2
>ito(—1)FARY, S (=DFARD [ S(—1)FARD,
SU(m) o = 0(4) m = 2(4) m=1(2
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’ G ‘ reelle Erz. quat. Erz. antis. Erz.
Sp(q)Sp(1), s+ ym ] ]
q gerade
(E+ - 27) P
(5 = 37) - AL,
Sp(q)Sp(1), (Tt —%7) - A30, i )
q ungerade
(Tt —x7). A2l
Sp(q)U(1), s o ] ]
q gerade
(Bt =) (2 +2),
AU, | e ) heo
blq ) Tt —%27) . A30, + vy . T N
4 ungerade ( ) (BH-%7)- (242 | (BF-%7)- (-2
(Tt —x7). A2l
)IRENED Xt —¥-
S ’ ’ -
r(9) g=0(2) =1(2)

_ Fir die restlichen Gruppen geben wir den Typ der Erzeuger der besseren
Ubersicht halber in einzelnen Tabellen an.

| G = G(2m,2) |
’ Erzeuger ‘ reell \ quatern. \ antiselbstk. ‘
I—Al+.. . — A1 immer - -
AT — AT m = 0(2) - m = 1(2)
m,l =0(2) & m,l=0(2) &
b oy et e m+1=0(4) m+1=2(4) _
Xt -X7)(2 X7) oder oder m+1=1(2)
ml_1(2) ml_1(2)
0(4) & 0(4) &
. . l = O, 1,3(4) l = 1,2,3(4)
(Et—=37)(ZT+3X7) oder oder m+1=1(2)
m=2(4) & m=2(4) &
1=1,2,3(4) 1=0,1,3(4)
| G =G(@2m,2l+1) |
’ Erzeuger ‘ reell \ quatern. \ antiselbstk. ‘
I—At £ A1 immer - -
AT — AT m = 0(2) - m=1(2)
TS m=0(2) & m=0(2) & _
(BT =27)% m+1=0,34) | m+i=1204) | "=13
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y G = G(2m,21,2) \
’ Erzeuger ‘ reell ‘ quatern. ‘ antiselbstk. ‘
I—Al+... — AT immer - -
AT — AT m = 0(2) - m = 1(2)
(T =3)ZT =) (z+2) | m+1=012) | m+1=02) | m+1=1(2)
(ET =3 =) (z—2) | m+I=1(12) | m+1=1(2) | m+1=0(2)
(T =3)ZT+X)(z+2) | m=0(2) m=0(2) m=1(2)
(T =X)(ZT+X7)(z - 2) m = 1(2) m = 1(2) m = 0(2)
] G =G(2m,2l+1,2) |
’ Erzeuger ‘ reell \ quatern. \ antiselbstk. ‘
1—At £ A" 111 | immer
AT — AT m = 0(2) m = 1(2)
(ET —=37)3(2 + 2) m=02) | m=02) | m=1(2)
(ET —=37)%(z — 2) m=1(2) | m=1(2) | m=0(2)
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3. Charakteristische Klassen und Indextheorie

In diesem Kapitel werden wir Tatsachen aus der Indextheorie fur elliptische Ope-
ratoren zusammenstellen und sie in einer fiir unsere Anwendungen giinstigen Form
prasentieren. Wir beginnen mit einer kurzen Beschreibung der rationalen Koho-
mologie klassifizierender Rdume und einiger universeller charakteristischer Klassen.

Sei G eine kompakte zusammenhéngende Lie-Gruppe, sei BG ihr klassifizieren-
der Raum und EG das universelle G-Prinzipalblindel iiber BG. Dabei bedeutet
universell, da} es fiir jedes G-Prinzipalbiindel P iiber einem Raum M eine (bis
auf Homotopie eindeutige) Abbildung ®p : M — BG gibt, so dal P = @%EG.
Zu jedem virtuellen G-Modul V' € R(G) konnen wir das assoziierte virtuelle Vek-
torbiindel FG x¢g V bilden und erhalten auf diese Weise einen Homomorphismus
R(G) — K(BG). Weiterhin bildet der Chern-Charakter K(BG) — H**(BG;Q)
einen Ringhomomorphismus. Die Verkettung dieser beiden Homomorphismen ch :
R(G) — H**(BG;Q) nennen wir den universellen Chern-Charakter. Der Chern-
Charakter eines zu einem G-Modul assoziierten Biindels ist dann der Pull-Back des
universellen Chern-Charakters, d.h. ch(P xg V) = @%ch(V).

Analog haben wir die universelle Chern-Klasse ¢ : R(G) — H**(BG;Q), die
allerdings kein Ringhomomorphismus ist, sondern nur der Bedingung ¢(V + W) =
c(V) - (W) geniigt.

Um diese Abbildungen expliziter zu machen, empfiehlt es sich, die ganze Situa-
tion auf einen maximalem Torus von G einzuschranken. Sei zunédchst T' irgendein
m-dimensionaler Torus. Dann ist R(T) = Z[z1, 27 ', ., Zm, 2, ], Wobei z; die Stan-
darddarstellung des i-ten S'-Faktors ist. Wir setzen z; = c1(2;) € H*(BT;Q).
Es ist wohlbekannt, dal H**(BT;Q) = Q[[z1,...,zn]], vgl. [9]. Der universelle
Chern-Charakter ist bestimmt durch ch(z;) = €% und die Chern-Klasse durch
ez 2y =14 dyay + -+ dopT.

Sei jetzt T C G ein maximaler Torus. Dann haben wir das kommutative Dia-
gramm

R(G) % H*(BG;Q)
l | (56)
R(T) % H™(BT;Q)
Dabei sind die vertikalen Pfeile injektiv, genauer wird R(G) mit dem unter der Weyl-
Gruppe W (G) invarianten Unterraum R(T)W(©) identifiziert, und H**(BG; Q) mit
P (BT; Q)W(G)'

Sei nun fiir den Moment G = SO(2m), T = SO(2) x --- x SO(2) C SO(2m) der

maximale Standardtorus. Wir definieren die universelle A-Klasse durch

xi/2

- H sinh(z;/2) (57)

Eine Vertauschung der x; oder Elnfuhrung von Minuszeichen vor einer geraden An-
zahl von z; dndert nichts an A, d.h. A ist invariant unter W (SO(2m)). Daher ist
A ein wohldefiniertes Element von H**(BSO(2m); Q). Analog ist die universelle
FEuler-Klasse definiert durch

e=x1-- Ty € H*(BSO(2m); Q). (58)
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Sei jetzt G wieder eine allgemeine kompakte zusammenhangende Lie-Gruppe,
und sei 7 : G — G eine endliche Uberlagerung Dann ist 7 : R(G) — R(G) injektiv
und 7 : H**(BG;Q) — H**(BG, Q) sogar ein Isomorphismus.

BEISPIEL 3.1. Sei G = Spin(2m), G = SO(2m), m : Spin(2m) — SO(2m)
die zweifache Uberlagerung. Identifiziert man den maximalen Torus T 50(2m) von
SO(2m) mit R™/Z™, so ist der maximale Torus T'gp;y(2m) bekanntlich gegeben durch
Tspin(zm) = R™/A, wobei A = {(k1,...,kn) € Z™ | k1 + -+ + ky, ist gerade}. Um
keine komplizierten Koordinaten fiir Ty, (2 einfuhren zu mussen, betrachten wir

noch den Torus 7' = R™ /(2Z)™ und erhalten ein kommutatives Diagramm
! ! !

2

T - Tszn(2m) = TSO(Zm)

id
—

Dann ist (72 o m1)* : R(Tso(2m)) — R(T) gegeben durch z; — 22 und (my o mp)*
H**(BTs0(2m); Q) — H**(BT;Q) durch z; — 2.

Daher ist (mg 0 7q)* A= | Smh Sk und (mg o) e = 2™y - Ty

Wir berechnen nun den un1versellen Chern-Charakter von T — ¥~ ¢

R(Spin(2m)). ¥ — X~ hat die Gewichte 27" - ... 25" mit Multiplizitdt €1 - ... - €,
e =41, dh m5(ET ST =€ ... €m2i-...-25m. Also folgt
msch(XT —X7) = Z €1 .t €€t . gfmim
€1,.0s€m

= (mom)*(e- A ) (59)

und somit

ch(Et =2 ) =xl(e- A ). (60)

Bei der kohomologischen Formulierung des Indexsatzes von Atiyah und Singer
muf} im Integranden durch die Euler-Klasse dividiert werden. Daher benétigt man
eine Voraussetzung, die sicherstellt, dafl das auch moglich ist, genauer mufi man
verlangen, dafl 7*(e) € H**(BG;Q) nicht verschwindet, wobei (P,G,R",T) eine
G-Struktur von M ist. Das folgende Lemma besagt, dafl wir uns bei transitiven
G-Strukturen dariiber keine Gedanken zu machen brauchen.

Lemma 3.2. Sei G eine kompakte zusammenhdangende Lie-Gruppe, sei 7 : G —
SO(2m) ein Lie-Gruppen-Homomorphismus, sei T C G ein mazimaler Torus. Wir
verlangen, dafl G unter T transitiv auf S*™~1 C R*™ operiert.

Dann hat T unter T keinen Fizvektor (# 0) in R?™.
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Beweis. Angenommen, 7 hat einen Fixvektor zp € S?™~!. Wir setzen
G = 7(G) € SO(2m) und T! = 7(T). T’ ist maximaler Torus von G’, und
xo ist Fixvektor von T'. Sei H' die Isotropieuntergruppe von G’ zu xzg, d.h.

={g € G| gro = x9}. Dann ist 7" C H', d.h. H' und G’ haben densel-
ben Rang. Ein Blick auf die Klassifikation der transitiv und effektiv auf Sphéaren
operierenden Gruppen (siche Beweis von Lemma 1.8) zeigt, daf dies in geraden Di-
mensionen 2m niemals der Fall ist. O

Man beachte, dafl Lemma 3.2 in ungeraden Dimensionen 2m + 1 nicht richtig
ist. Nun liefert [2, Prop. 2.17], kombiniert mit Lemma 3.2 und [15, Prop. 11.14],
folgende Version des Indexsatzes von Atiyah und Singer.

Satz 3.3. Indexsatz von Atiyah und Singer
Sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n = 2m, sei
(P,G,R", ) eine transitive G-Struktur von M. Op : M — BG sei klassifizierende
Abbildung zu P. Seien Vi und Vo komplexe G-Moduln, und seien E; = P xg V;
die assoziierten Vektorbiindel. Sei D : C*°(M,E,) — C*®(M, E3) ein elliptischer
Pseudodifferentialoperator.

Dann wird der Index von D gegeben durch

mdex(D):(—nm/M{q);D( hvi i_(j( ))-A(TM)Q}.

Insbesondere ist 7*(e) # 0 in H**(BG;Q). O

BEMERKUNG 3.4. Haufig schreibt man fiir den Index etwas lax die Formel

ch(E1) — ch(E2)
{ T -A(TM)Z}.

Dabei ist aber zu beachten, daf§ e(T'M) durchaus 0 sein kann, und wir hétten 0
durch 0 zu dividieren. Die préazise Formulierung ist die aus Satz 3.3.

index(D) = (—1)™ /

M

Wir wollen noch einen Spezialfall des Atiyah-Singer-Indexsatzes betrachten,
namlich den, dafl der Operator lokal ein getwisteter Dirac-Operator ist. Un-
sere Strukturgruppe G wird im allgemeinen keine Spin-Struktur induzieren, d.h.
7 : G — SO(n) wird sich i.a. nicht zu einem Homomorphismus 7 : G — Spin(n)
liften lassen. In jedem Fall aber gibt es eine endliche Uberlagerung m:G — G, so
dafl das folgende Diagramm kommutiert.

a - Spin(n)
L I m (61)
G - SO

Seien nun V4 und Vs zwei komplexe G-Moduln mit 7*V; = 7*(XT) - W und 7%V, =
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7*(¥7) - W, wobei W ein G-Modul ist. Dann folgt unter Verwendung von (60)

" Ch(Vl — VQ)T* ~2 — . e Ch(2+ — Z_)ﬂ_* ~2
= ch(W) 71t A (63)
= ch(W)-m**A. (64)

In dieser Situation erhalten wir somit fiir den Index

index(D) = (—1)™ /M{%(w)*lch(m) AT}, (65)

Eine der haufigsten Anwendungen des Indexsatzes geht wie folgt. Angenommen,
eine kompakte Mannigfaltigkeit besitzt eine G-Struktur. Dann konstruiert man
einen elliptischen Operator zwischen zwei zu G-Moduln gehorigen Vektorbiindeln
und berechnet dessen Index mit Satz 3.3. Der topologische Ausdruck fiir den Index
muf also insbesondere eine ganze Zahl sein. Im allgemeinen ist er nur eine rationale
Zahl, da er sich aus rationalen Kohomologieklassen berechnet. Ist also umgekehrt
der topologische Ausdruck keine ganze Zahl, dann kann die Mannigfaltigkeit keine
G-Struktur besitzen.

In Satz 1.1 haben wir ein Konstruktionsverfahren fiir elliptische Operatoren
angegeben. Kombinieren wir Satz 1.1 mit Satz 3.3, so erhalten wir

Satz 3.5. Allgemeiner Ganzzahligkeitssatz
Sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit der geraden Dimension n =
2m, sei G eine kompakte zusammenhdngende Lie-Gruppe, sei (P,G,R",T) eine
transitive G-Struktur von M. Sei ferner ®p : M — BG die klassifizierende Ab-
bildung fiir P. Zu xo € S*' C R™ sei H C G die Isotropieuntergruppe.

Dann ist fir jedes V € R(G, H) die rationale Zahl

Jo{em (50)) - A}
eine ganze Zahl.

IstV € RSP(G,H), dann ist fM{q)%(Ch(V)) - A(TM)?} sogar eine gerade Zahl.

T*(e)

|

Der Zusatz fir V. € RSP(G, H) folgt daraus, dafl dann der zugehérige ellip-
tische Operator quaternionisch gewéahlt werden kann, und sein Kern und Kokern
somit quaternionische Vektorrdume sind, insbesondere durch 2 teilbare komplexe
Dimension haben.

Fiir lokale getwistete Dirac-Operatoren kann man unter geeigneten Positi-
vitatsvoraussetzungen an die Kriimmung den Ganzzahligkeitssatz zu einem Ver-
schwindungssatz verbessern. Nehmen wir dazu nochmals an, wir haben ein kommu-
tatives Diagramm wie in (61), ferner G-Moduln V; und V5, so dafi 7*V; = W-7(XT)
und Vo = W - 7(X7) mit einem G-Modul W. Sei (P, G,R"™, 1) eine transitive G-
Struktur der kompakten Mannigfaltigkeit M, E; die zu V; assoziierten Vektorbiindel
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iiber M. E = E; ® E» trage einen Zusammenhang V, der von einer Zusammen-
hangsform w auf P induziert wird.

Lokal kénnen wir P mit w zu einem G-Prinzipalbiindel P mit Zusammenhangs-
form @ liften. Dann schreibt sich lokal £ = XM ® F', wobei XM das Spinorbiindel
ist, und F =P X & W. Schreibt sich nun der Zusammenhang V als Produktzusam-
menhang V = V! ® 1 + 1 ® V2, wobei V! der Levi-Civita-Zusammenhang auf dem
Spinorbiindel ist, dann nennen wir w zuldssig.

Sei von jetzt ab w zuléssig. Dann wird durch die Formel

R (0@ ) =Y (ei-e;-0) @ (R (e1,€;)9) (66)
1<j
ein symmetrisches Endomorphismenfeld auf E erklart, wobei eq,...,e, ein lokaler

Orthonormalrahmen von T'M ist, die e; operieren durch Cliffordmultiplikation auf
den Spinoren, und RY? ist der Kriimmungstensor zu V2. In jedem Punkt x € M
bezeichnen wir den Betrag des betragsmiBig groBten Eigenwertes von R“W |, mit
R,

Fiir eine Funktion f : M — R auf einer kompakten n-dimensionalen Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit M bezeichnen wir den kleinsten Eigenwert des Ope-
rators 42—:;& + f mit u(f). Dabei ist A = d*d der Laplace-Beltrami-Operator
auf Funktionen. Es sei daran erinnert, daf§ ;(S) bei der Behandlung des Yamabe-
Problems eine wichtige Rolle spielt, wobei S die Skalarkriimmung von M ist. Wir
werden es mit der Bedingung u(f) > 0 zu tun haben, die eine Abschwéchung der
Bedingung f > 0 ist, denn fiir f > 0 ist auch p(f) > 0, aber u(f) ist z.B. auch dann
strikt positiv, wenn f > 0 und f # 0.

Nun koénnen wir den Verschwindungssatz formulieren. Er folgt direkt aus der
Eigenwertabschétzung [3, Thm. 3] und der Formel [15, Thm. 8.17].

Satz 3.6. Verschwindungssatz fiir getwistete Dirac-Operatoren
Sei M eine kompakte differenzierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit, n = 2m ge-
rade, (P,G,R",T) eine transitive G-Struktur von M, m : G — G eine endliche
Uberlagerung, so daf folgendes Diagramm kommutiert:

a = Spin(n)
Lm L m
G - SO(n)

Seien Vi und Va kompleze G-Moduln, W komplezer G-Modul, so daf 7*V; = *(Zh)-
W und Vo = 7%(X7) - W. Sei ferner w ein zuldssiger Zusammenhang auf P, S
die Skalarkrimmung von M.

Dann gilt, falls (S — 4RW|) > 0 ist, dafs

/ {®% () eh(W)) - A(TM)} = 0.0
M
Zum Abschluf} dieses Kapitels leiten wir nun noch eine Formel her, die es gestat-

tet, aus dem Chern-Charakters eines Biindels £ den Chern-Charakter seiner aufleren
Potenzen A*E zu berechnen.
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Sei also M ein topologischer Raum, E ein komplexes Vektorbiindel iiber M. Wir
wollen ch(AFE) aus ch(E) berechnen. Sei dazu py : H*(M;Q) — H*(M;Q) die
Adams-Operation, d.h. auf H*™(M;Q) ist p, Multiplikation mit k™.

Lemma 3.7. Wir kénnen ch(A*E) induktiv berechnen durch
k ¢ 1 k
ch(AFE) = - > (=) pu(ch(E)) - ch(A*HE).
pn=1

Beweis. Wir betrachten den universellen Fall und schreiben fiir die Chern-
Klasse

oE)=]J1+a). (67)

(2

Dann ist
cN'E)y= ] (+m+-+ay) (68)
1< <tg
und daher
ch(AkE) = Z ePin T, (69)
11 <--<ip
1
=@ X e (70)
' 7:17 o 7ik

paarw. versch.

Wir setzen zur Abkiirzung

A,(5) = > et =1 k-1, (71)
2‘1’ e ,'L.y
paarw. versch.
i 7#J
B, = > R V= O 8 (72)
2'1’ e 7’5.1/

paarw. versch.

ferner
Ao(]) = BO =1 (73)
Induktion tUber v liefert
ol v!
Ay(j) =) (=1 e" i B, (74)
#2:0 (v —p !
Also folgt
1
ch(AbE) @ =B (75)
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= % Z ek Ap_1(ix) (76)

k—1

74 i
= Ze% DDk =1) e (kb= et By, (77)
pn=0

_ k'zz (D@ (1) (k= 1) (k — ) Byo1_p  (78)

o % Y Puri(ch(B)(=1)"(k — 1)lch(AF 1 E) (79)
" p=0

DEFINITION 3.8. Fiir eine (gemischte) Kohomologieklasse x € H?*(M;Q) setzen
wir
Nz =1 Mz =zund fir k> 1

k
1 _
Mo = z E (=) p, () - N Hg,
p=1
Die Definition ist so gemacht, dafl

ch(AFE) = \Feh(E). (80)

BEISPIEL 3.9. Als Beispiel berechnen wir die Chern-Charaktere der &ufleren
Potenzen des holomorphen Tangentialblindels des komplex-projektiven Raumes
CP™. Der Kohomologiering von CP™ ist H*(CP™;Q) = Q[a]/(a™*!), wobei
a € H*(CP™;Q). Sei T das holomorphe Tangentialbiindel von CP™. Es gilt

e(T) = (1 +a)™*. (81)

Wir setzen E =T @ C, wobei C das triviale komplexe Geradenbiindel bezeichnet.
Dann ist auch ¢(E) = (14 a)™™! und da E Rang m + 1 hat, folgt

ch(E) = (m+ 1)e". (82)

Wir zeigen zunachst durch Induktion iiber k, daf3

ch(AE) = ( m; 1 )ek“. (83)

Fir k = 1 wissen wir die Behauptung bereits. Fir k£ > 1 gilt nach Lemma 3.7

ch(A*E) = f: )", (ch(E))ch(A* 1 E) (84)
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k—p
_ mzl{é w ng)}&a (56)
- m;1{§: HH I{;Tu>+<k ?—1)]}61% (87)
_ m;1<km ) (88)
(i)

Nun gilt A¥E = A¥T @ A*~'T. Daraus und aus (83) folgt schlieflich

ch(AFT) = i(q)k—” ( mt 1 ) eve., (90)

1%
v=0
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4. Spin- und Spin“-Mannigfaltigkeiten

Wir wenden jetzt den allgemeinen Ganzzahligkeitssatz und Verschwindungssatz aus
dem vorangegangenen Kapitel auf Spin- und Spin®-Mannigfaltigkeiten an. Fiir
eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit gerader Dimension n nennen wir
AM) = [,; A(TM) das A-Geschlecht von M. Fiir Spin-Mannigfaltigkeiten liefert
Satz 3.5:

Satz 4.1. (Atiyah-Hirzebruch [1, Cor. 2])
Sei M eine kompakte Spin-Mannigfaltigkeit der geraden Dimension n, set P — M
das Spin(n)-Prinzipalbindel, sei V € R(Spin(n)). Dann ist

M

eine ganze Zahl.

Insbesondere ist das A-Geschlecht einer kompakten Spin-Mannigfaltigkeit eine
ganze Zahl.

Ist dariiberhinaus n = 4(8), dann ist das A-Geschlecht sogar durch 2 teilbar. O

Dieser Satz ist eine der &ltesten Anwendungen des Indexsatzes von Atiyah
und Singer. In der Tat hat die Ganzzahligkeit des A-Geschlechts von Spin-
Mannigfaltigkeiten die Suche nach dem Indexsatz in den fiinfziger Jahren entschei-
dend mit motiviert.

Der Verschwindungssatz 3.6 liefert

Satz 4.2. Sei M eine kompakte Spin-Mannigfaltigkeit gerader Dimension mit
Skalarkrimmung S.

Dann folgt aus pu(S) > 0, daf A(M) =0. O

Zur Diskussion der Bedingung p(f) > 0 siehe das dritte Kapitel; sie ist eine
Abschwéchung der Bedingung f > 0. Satz 4.2 folgt auch direkt aus Hijazis Eigen-
wertabschétzung [12]; im Fall S > 0 geht er auf Lichnerowicz [16] zuriick.

Wenden wir uns nun der Diskussion von Spin“~-Mannigfaltigkeiten zu. Wir haben
die exakte Sequenz

0 — Zg — Spin°(n) — SO(n) x U(1) — 0. (91)

Dem U(1)-Faktor entspricht das kanonische Geradenbiindel L iiber der Spin®-
Mannigfaltigkeit M. Der Ausschnitt

HY(M; Spin®(n)) — HY(M;SO(n)) ® H (M;U(1)) 2 H*(M;Zs) (92)

aus der exakten Kohomologiesequenz zeigt, dafl L genau dann kanonisches Ge-
radenbiindel einer Spin®-Struktur ist, wenn wy(L) = wa(M), d.h. genau dann,
wenn ws (M) die mod2-Reduktion der ersten Chern-Klasse von L ist.
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Satz 4.3. (Atiyah-Hirzebruch [1, Cor. 1])
Sei M eine kompakte Spin®-Mannigfaltigkeit der geraden Dimension n, sei P das
Spin¢(n)-Prinzipalbiindel, sei ¢ € H*(M;Z) mit ¢ = wo(M) mod 2, sei schlieflich
W e R(Spin®(n)). Dann ist

/ Ch(P XSpinC(n) W)ec/2A(TM)
M
eine ganze Zahl. Insbesondere ist

/ /2 A(TM)
M

ganz.

Beweis. Wegen ¢ = wy(M) mod 2 ist ¢ = ¢1(L), wobei L das kanonische Ge-
radenbiindel zu einer Spin®-Struktur von M ist. Ist P das Spin®(n)-Prinzipalbiindel
tber M, dann ist L = P Xgpine(n) 22, Der Satz folgt nun aus Satz 3.5 mit
V=(Xt-%7)-z-W.0O

Satz 4.4. Sei M eine Spin®-Mannigfaltigkeit gerader Dimension n = 2m
mit Skalarkrimmung S. Sei ¢ € H*(M;Z) mit ¢ = wa(M) mod 2, Q) sei eine
geschlossene 2-Form, die das Bild von c in H?(M;R) reprdsentiert.

Dann gilt, falls (S — 4w|Q2|) > 0,

/ e/ A(TM) = 0.
M

Dabei ist || definiert durch [Q] = Y"1 |\;|, wobei Q = >~ Ajea;—1 Aeg; in Nor-
malform geschrieben ist. Dieser Verschwindungssatz ist eine Verallgemeinerung eines
Resultats von Hitchin [13, Thm. 1.1], der ihn unter der Voraussetzung S > 4|}
bewiesen hat.

Beweis von Satz 4.4. Wegen ¢ = wa(M) mod 2 ist ¢ = ¢1(L), wobei L das
kanonische Geradenbiindel zu einer Spin®-Struktur von M ist. Sei V° ein beliebiger
U(1)-Zusammenhang auf L, R? der zugehorige Kriimmungstensor. R° kann auch
als imaginare 2-Form angesehen werden und als solche reprasentiert ﬁRO die erste
Chern-Klasse ¢ (L). Daher sind Q und %RO kohomolog, d.h. es gibt eine 1-Form «,
so daB 2miQ = R%+da. Dann wird durch V = V9+a ein neuer U(1)-Zusammenhang
auf L erklart, dessen Kriimmung gerade 27 ist.

Der Produktzusammenhang des Levi-Civita-Zusammenhangs mit V auf dem
SO(n) x U(1)-Prinzipalbiindel liftet zu einem zuléssigen Zusammenhang w auf dem
Spin®(n)-Prinzipalbiindel P. Wir wollen Satz 3.6 auf den Modul (Xt —X7) - 2z an-

wenden. Dazu miissen wir nur noch |R*?| abschétzen. Lokal schreibt sich das zu
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(T + 7). 2 gehorige Biindel als XM ® L'/2. Die Kriimmung auf L'/? ist gerade

3 - 2miQ = miq).
IR“*(0 @ ¢)] = Z exe;o @ mild(eg, ;) (93)
k<j
= 7 Z Qek, ej)exejo @ ¢ (94)
k<j
=7 Z)\ie2ifle2i0' ® ¢‘ (95)
i—1
< 7y [Nl ol 9] (96)
i=1
= 7lQ|-[o® 4. (97)
Daher gilt
[R%| < m|€] (98)
und somit
(S — 4R > u(S — 4x|Q]) > 0.0 (99)
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5. Spin"-Mannigfaltigkeiten

Unter einer Spin-Mannigfaltigkeit verstehen wir eine n-dimensionale differenzier-
bare Mannigfaltigkeit M mit Strukturgruppe G = Spin”(n) = %. Die

Spin”-Mannigfaltigkeiten bilden eine sehr groie Klasse von Mannigfaltigkeiten, denn
es sind unter anderem alle Spin®-Mannigfaltigkeiten und alle fast-quaternionischen
Mannigfaltigkeiten spin”. Die exakte Sequenz

0 — Zy — Spin™(n) — SO(n) x SO(3) — 0 (100)

zeigt, daB eine Spin"-Mannigfaltigkeit ein kanonisches SO(3)-Biindel E hat.
Dieses SO(3)-Biindel ist das Analogon zum kanonischen Geradenbiindel bei Spin®-
Mannigfaltigkeiten.

An dem Ausschnitt aus der exakten Kohomologiesequenz

HY(M; Spin"(n)) — H*(M;SO(n)) @ HY(M;SO(3)) 2 H*(M;Zs)  (101)

sieht man, daf die Bedingung an ein SO(3)-Bilindel E kanonisches Biindel einer
Spin”-Struktur zu sein gerade

wo(E) = wao(M) (102)

ist. Wir erhalten den folgenden Ganzzahligkeitssatz

Satz 5.1. Sei M eine kompakte Spin”-Mannigfaltigkeit der Dimension n = 2m
mit kanonischem SO(3)-Biindel E. Sei p1(E) € H*(M;Z) die erste Pontrjagin-
Klasse von E.

Dann ist py(E) = wa(M)? mod 2 und die rationale Zahl

2 /M {cosh (@) A(TM)}

eine ganze Zahl.
Ist dariberhinaus W € R(Spin”(n)), P — M das Spin”(n)-Prinzipalbiindel,
dann ist auch

2/ {ch(P X Spint (n) W)cosh < ‘ p12(E)> .,Zl(TM)}
M

eine ganze Zahl.

Beweis. Da die Reduktion von p;(E) modulo 2 gerade ws(F)? ist, folgt der erste
Teil der Behauptung aus (102). Wir wenden nun Satz 3.5 mit V = (X —X7) . p
bzw. V = (Xt —X7) - p- W an. Dazu ist lediglich noch ch(p) zu berechnen. Wir
rechnen in H**(BG;Q), wobei G = Spin(n) x Sp(1) die zweifache Uberlagerung
von G = Spin®(n) ist. Es ist R(G) = Z[z1,..., 2m, 2]V @) und H*(BG;Q) =
Q[[z1, - - -, Zm, 0)]V (). Dabei beziehen sich z und x¢ jeweils auf den Sp(1)-Faktor.
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Der Sp(1)-Modul p hat die globalen Gewichte zyp und z, ! Daher gilt fiir den
Chern-Charakter
ch(p) = € 4+ e = 2cosh(xy). (103)

Die Komplexifizierung von E ist assoziiert zum Modul p? — 1, der die Gewichte 23,
2y 2 und 1 hat. Daher gilt

¢(E®C) = (1+2x0)(1 —2x0) =1 — 4a3. (104)
Somit ist die erste Pontrjagin-Klasse
p1(E) = 4x3, (105)

woraus folgt, dafl

ch(p) = 2cosh < p12(E)> : (106)

Nun folgt die Behauptung aus Satz 3.5. O

Man beachte, dafl cosh eine gerade Potenzreihe ist, so dafl cosh (p;(E)>

tatséchlich eine Potenzreihe in pi(F) ist.
Dieser Satz ist ein Spezialfall von K. H. Mayers Ganzzahligkeitssatz [17]. Wir
konnen zwei unmittelbare Folgerungen ziehen.

Korollar 5.2. Sei M eine kompakte Spin'-Mannigfaltigkeit der Dimension
n = 2m mit kanonischem SO(3)-Bindel E. Ist die erste Pontrjaginklasse pi(E)
von E eine Torsionsklasse, dann ist 2A(M) eine ganze Zahl.O

Korollar 5.3. Sei M eine kompakte Spin'-Mannigfaltigkeit der Dimension
n = 2m, deren vierte Betti-Zahl verschwindet, by(M;R) = 0. Dann ist 2A(M)
eine ganze Zahl.O

BEISPIEL 5.4. Der komplex-projektive Raum CP™ ist spin® und daher auch
spin”. Es gilt H*(CP™;Z) = Zla]/(a™*1), wobei a € H?(CP™;Z) ein Erzeuger ist.
Die totale A-Klasse ist

a m—+1
A(TCP™) = (W) (107)

und fiir die erste Chern-Klasse des kanonischen Geradenbiindels gilt
c1(A™OTCP™) = ¢, (TCP™) = (m + 1) - a. (108)

Im Spin®-Fall ist die Komplexifizierung des kanonischen SO(3)-Biindels gegeben
durch B
ERC=LoLaC, (109)
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wobei L das kanonische Geradenbiindel ist. In unserem Fall ist L = A™O9TCP™.
Daher gilt

(E®C) = (1-—(m+1a)(l+ (m+1)a) (110)
= 1—(m+1)%? (111)

und somit
pi(E) = (m+1)%a? (112)

Zur Berechnung der Invariante aus Satz 5.1 miissen wir also den Koeffizienten von
a™ aus der Potenzreihe

2cosh <(m—|2— 1)a) (siniéz/Z))m—H (113)

herausfiltern. Dies bewerkstelligen wir mit dem Residuenkalkiil.

m+1 1,—a/2 m+1
resge” (Mtha/2 <1/2a)> da = resy ( ( 2¢ )) da (114)
2

sinh( 3
1 m—+1
= reso{(ea_1> da} (115)

1
= TESo {Wdu} (116)
0o (__1\k, k
- reso{Zkafn A du} (117)

(118)

Hierbei haben wir die Substitution v = e* — 1 gemacht. Analog sieht man, dafl

resg { elmTa/2 <1/2>m+1 da p = 1. (119)
sinh(a/2)

Daraus folgt
\/ FE N
2 / cosh [ YPUED) jopepmy | Z | 2 gerade (120)
cp™ 2 0, m ungerade

Man kann Satz 5.1 verwenden, um Teilbarkeitseigenschaften charakteristischer
Zahlen von SO(3)-Biindeln herzuleiten. Wir geben dazu zwei Beispiele.

BEISPIEL 5.5. Wir betrachten die 4¢-dimensionale Mannigfaltigkeit M =
S% x .- x 8% Sei E ein beliebiges SO(3)-Biindel iiber M.
S ——

¢ Faktoren
Dann ist die charakteristische Zahl [y, p1(E)? durch 2271 - (2q)! teilbar.
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Der Beweis geht wie folgt. Da trivialerweise wa(E) = 0 = wo(M) gilt, ist E
kanonisches Biindel fiir eine Spin"-Struktur. Wir bemerken A(M) = A(S%)? = 1
und wissen aus Satz 5.1, dafl folgender Ausdruck eine ganze Zahl ist:

Vei(E)\ (Vpi(E)/2)*
Q/M cosh( 5 > = Q/M BT (121)
1

= 922q—1 . (261)' /Mpl(E)q'D (122)

Im Fall ¢ = 1 bedeutet das, daf jedes SO(3)-Biindel eine durch 4 teilbare erste
Pontrjagin-Zahl hat. Es gilt aber generell, da SO(3)-Biindel mit verschwindender
zweiter Stiefel-Whitney-Klasse eine durch 4 teilbare erste Pontrjagin-Zahl haben,
denn wegen wy(F) = 0 kann E zu einem SU(2)-Biindel F' angehoben werden, und
es gilt p1(E) = —4ca(F), vgl. auch [11, App. EJ.

BEISPIEL 5.6. Sei E ein beliebiges SO(3)-Biindel iiber M = CP?.

Dann ist entweder wa(E) = 0 und [, pi(E) = 0(4) oder wa(E) = a und
Ju P (E) = 1(4).

Hierbei ist @ die mod2-Reduktion des Erzeugers a € H*(M;Z).

Der erste Teil der Aussage folgt aus dem soeben Gesagten. Ist wo(E) = a =
wy (M), dann ist F kanonisches Biindel einer Spin®-Struktur und wir kénnen wieder
Satz 5.1 anwenden. Folgender Ausdruck muf} eine ganze Zahl sein:

z/M cosh(y/p1(E)/2)A(M) = 2/M (1 + pléE)) (1 - ‘g) (123)

_ i (/Mpl(E') - 1) O (124)

Fiir eine reelle 2-Form € auf einem 2m-dimensionalen euklidischen Vektorraum
haben wir bereits im vierten Kapitel eine Norm |Q?] definiert, namlich |Q| = Y"1 | Ail,
wobei 2 = Y, A\jez;—1/Aez; in Normalform geschrieben ist; e, . . ., eap, ist dabei eine
Orthonormalbasis des Vektorraums. Jetzt moge €) eine 2-Form mit Werten in den
Endomorphismen eines weiteren euklidischen Vektorraums FE sein. Fir ¢,v € E
ist (X,Y) — (UX,Y)¢p, 1) eine reelle 2-Form, fiir die wir auch kurz (Q(-,-)¢, )
schreiben. Wir definieren jetzt die Norm [€2| durch

Qf = max Q) b, ¥). (125)
O UNSI A
9] =[] =1

Jetzt kénnen wir den Verschwindungssatz fiir Spin-Mannigfaltigkeiten formulieren.

Satz 5.7. Sei M eine kompakte Spin"-Mannigfaltigkeit der Dimension n =
2m mit kanonischem SO(3)-Biindel E und Skalarkrimmung S. E trage einen
metrischen Zusammenhang VE mit Kriimmungstensor RF.
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Falls u(S — 6|R¥|) > 0, dann gilt
/ {cosh < pl(E)) A(TM)} = 0.
M 2

Beweis. Wir wenden Satz 3.6 an mit G = Spin(n) x Sp(1) und 7*V; = Xt . p
Vo = X7 - p. Der Produktzusammenhang des Levi-Civita-Zusammenhangs mit
VE liftet zu einem zuldssigen Zusammenhang auf dem Spin”(n)-Prinzipalbiindel P.
Lokal ist dann der Zusammenhang auf dem zu X - p gehorigen Biindel ein Produkt-
zusammenhang des Levi-Civita-Zusammenhangs auf dem Spinorbiindel mit einem
Zusammenhang V', wobei F' das lokal existierende Biindel zum Modul p ist. V¥ ist
eine lokale ,,Wurzel” von V¥, genauer gilt VE(a ®b) = (Vka) @b+a® (VED). An
dieser Stelle sei daran erinnert, dal EQC = F® F —C. Also gilt fiir die Kriimmung

RE(X,Y)(a®b) = (RF(X,Y)a) @b+ a® (RF(X,Y)b). (126)

Wir miissen |RF'| abschétzen.

REG@ o) = [ eiesro R (e w‘ (127)
1<j
_ 2@|z}wﬂ@u¢®RW@@ﬂ¢+RW@@ﬁ¢®¢ﬂ(ma
i<j
= i Zeiej()'@RE(@i,ej)(Qb@Qb) (129)
2061 | &
< SRl @dl (130)

Bleibt also |RF| abzuschitzen. Sei dazu ¢1, ¢2,¢3 eine Orthonormalbasis von E
iiber dem betrachteten Punkt.

RE(e@¢) = |D eijoe Z F(ei )¢, br) o (131)
1<J
< Z |#] Z RE ez,ej)‘g,gbk)eiejtf@m (132)
1<J
< |¢|§:|-RE |¢47¢k>HU| (133)
< mRﬂw®¢L (134)
Zusammenfassend erhalten wir

u(S —4RY|) = (S — 2IR”|) = u(S — 6|R"|) > 0. (135)

Satz 3.6 liefert jetzt die Behauptung. O
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Die Spin”-Mannigfaltigkeiten bilden die natiirliche Klasse von R&umen, die
sowohl die Spin® als auch die fast-quaternionischen Mannigfaltigkeiten umfafit,
dhnlich wie die Spin“~-Mannigfaltigkeiten in natirlicher Weise die Spin- und die
fast-komplexen Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. Wir haben jetzt einen Ganz-
zahligkeitssatz und einen Verschwindungsatz fiir Spin”-Mannigfaltigkeiten kennen-
gelernt, wie sie uns dhnlich bereits von Spin®-Mannigfaltigkeiten vertraut sind. Nun
wollen wir noch eine Eigenschaft der Spin"-Mannigfaltigkeiten betrachten, die sie
von den fast-quaternionischen Mannigfaltigkeiten erben; sie haben némlich einen
Twistorraum.

DEFINITION 5.8. Sei M eine Spin”-Mannigfaltigkeit mit kanonischem SO(3)-
Biindel E. Dann heifit das Einheitsspharenbtindel Z C E Twistorraum von M.

Satz 5.9. Der Twistorraum einer Spin®-Mannigfaltigkeit ist eine Spin°-
Mannigfaltigkeit.

Beweis. Sei 7 : Z — M die Projektion des Twistorraums Z auf M, sei P
das Spin"(n)-Prinzipalbiindel iiber M. Das Tangentialbiindel von Z zerlegt sich
inTZ =7n*TM &V, wobei V das vertikale Biindel langs der Fasern in Z ist. Die
Fasern sind S? = CP!, daher ist V ein SO(2)-Biindel. V hat eine ,,Wurzel”, namlich
das komplex-duale des tautologischen Hopf-Biindels ldngs der Fasern. Anders aus-
gedriickt heifit das, da8 V' spin ist und durch ein Spin(2)-Biindel induziert wird. Als
Gruppen sind zwar SO(2) und Spin(2) dieselben, aber wir schreiben hier V' werde
durch ein Spin(2)-Biindel induziert, um deutlich zu machen, dal V' zur Darstellung
22 und nicht zu z assoziiert ist.

Wegen des nachfolgenden Lemmas 5.10 kann #*P auf die Strukturgruppe
Spin(n) reduziert werden. Also besitzt Z eine Reduktion der Strukturgruppe auf
Spin€(n) x Spin(2). Setzen wir die kanonische Einbettung Spin®(n) — Spin(n+2)
mit der Abbildung Spin(2) — Spin(n + 2) — Spin(n + 2) x U(1) — Spin®(n + 2)
zusammen, so erhalten wir das kommutative Diagramm

Spin€(n) x Spin(2) — Spin(n + 2)
| | (136)
SO(n) x SO(2) — SO(n+2)

Dies liefert uns die Spin®-Struktur auf Z. O

Lemma 5.10. Sei M ein topologischer Raum, G eine Lie-Gruppe, P ein G-
Prinzipalbiindel uber M. Sei ferner F ein topologischer Raum, auf dem G transitiv
operiert, sei m: 4 =P xg F — M das assoziierte Faserbiindel. Zu einem fo € F
sei H={g € G| gfo= fo} die Isotropieuntergruppe.

Dann kann die Strukturgruppe von m*P auf H reduziert werden.
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Beweis. Es gilt

P = {([b, f],b) | b,b' € P haben denselben Basispunkt, f € F} (137)
= {([b:fl.bg) |[beP,f € FgeG} (138)
= {([b, fo],bg) | b€ P,g € G}. (139)

Dann ist das reduzierte H-Prinzipalbiindel gegeben durch

P = {(]b, fol,bh) | be P,h € H}.O (140)

Je mehr Struktur die Ausgangsmannigfaltigkeit M hat, desto mehr Struktur
konnen wir auch vom Twistorraum erwarten. Neben Satz 5.9 fassen wir noch einige
Resultate von S. Salamon [20] und L. Bérard Bergery [5] in folgender Tabelle zusam-
men.

M Twistorraum Z
Spin” Spin®
fast-quaternionisch fast-komplex
quaternionisch komplex
quaternionisch-Kéhler mit Ric # 0 | komplexe Kontakt-Struktur
quaternionisch-Kéhler mit Ric > 0 Kahler-Einstein
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6. Fast-quaternionische Mannigfaltigkeiten

Wir wenden nun unsere Aufmerksamkeit einer Klasse von Mannigfaltigkeiten zu, die
ein quaternionales Analogon zu den fast-komplexen Mannigfaltigkeiten bilden. Zur
Begriffskldrung machen wir einige Definitionen, vgl. [6], [20], [21].

Eine Mannigfaltigkeit mit Strukturgruppe GL(q,H) - Sp(1) C GL(4q,R) heifit
fast-quaternionisch. Fine solche Mannigfaltigkeit ist dadurch charakterisiert, daf
es lokal fast-komplexe Strukturen I, J und K = [J = —JI gibt, so dafl das
von I, J und K aufgespannte SO(3)-Biindel E global definiert ist. E ist das
kanonische SO(3)-Biindel. Man kann die Strukturgruppe GL(g,H) - Sp(1) stets
auf die maximale kompakte Untergruppe Sp(q) - Sp(1) reduzieren, d.h. man kann
eine quaternionisch-hermitesche Metrik wéhlen. Man spricht dann auch von fast-
quaternionisch-hermiteschen Mannigfaltigkeiten. Da die Wahl der Metrik fiir unsere
Zwecke weiter keine Rolle spielt, werden wir stets von fast-quaternionischen Man-
nigfaltigkeiten sprechen und trotzdem die Strukturgruppe Sp(q) - Sp(1) annehmen.

Tragt das GL(q,H)Sp(1)-Prinzipalbiindel einen torsionsfreien Zusammenhang,
dann heif}t die Mannigfaltigkeit quaternionisch. Tragt sogar das Sp(q)-Sp(1)-Biindel
einen torsionsfreien Zusammenhang, der dann der Levi-Civita-Zusammenhang
der quaternionisch-hermiteschen Metrik ist, dann heifit die Mannigfaltigkeit
quaternionisch-Kdhler. Das kann man auch so ausdriicken, dafl quaternionisch-
Kéhler-Mannigfaltigkeiten gerade Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit Holonomie
in Sp(q) - Sp(1) sind.

Lemma 6.1. Sei M eine fast-quaternionische Mannigfaltigkeit der Dimension
n =4q. Dann ist M spin® und, falls q gerade ist, sogar spin.

Beweis. Fiir jedes ¢ haben wir das kommutative Diagramm

Sp(q) x Sp(1) % Spin(n)
! ! (141)
Sp(q) - Sp(1) < SO(n)

Fiir gerades ¢ ist ¢(—1,—1) = 1, d.h. die Einbettung Sp(q) - Sp(1) C SO(n) 1laBt
sich zu einer Einbettung Sp(q) - Sp(1) C Spin(n) anheben.
Ist dagegen ¢ ungerade, so ist ¢(—1, —1) = —1. Daher gilt fiir die Einbettung

& = ¢ x pra : Sp(q) x Sp(1) — Spin(n) x Sp(1), (142)
daBl &(—1,—1) = (=1, —1). Daher induziert ¢ eine Einbettung
@ : Sp(q) - Sp(1) = Spin(n) - Sp(1). (143)

Damit ist der Beweis beendet. O

Wir werden uns im zunédchst auf den Fall konzentrieren, dafl ¢ ungerade ist.
Im zweiten Kapitel haben wir gesehen, dal dann R(Sp(q)Sp(1),Sp(q¢ — 1)Sp(1))

39



die Erzeuger (X1 — X7)p, (BT — Z)AL (B — 27)A30, ... (BT — £7)A%0 hat.
Wir wenden den allgemeinen Ganzzahligkeitssatz 3.5 auf die zugehorigen funda-
mentalen Operatoren an, wobei wir den ersten bereits im Kapitel iiber Spin”-
Mannigfaltigkeiten betrachtet haben. Das Tangentialbiindel wird zum Modul 7
assoziiert, wobei 7 ® C = A'¥p ist. Daher gilt

h(t ® C)
ch(AW0) = ST ) 144
(A™7) p) (144)
und fir die hoheren Potenzen
ch(AR0) = ch(AF(AM0)) = AFch(AM0) = A’fCh(;ﬁC). (145)
ch(p

Zur Bedeutung von \* siehe Definition 3.8. Satz 3.5 liefert nun

Satz 6.2. Sei M eine kompakte fast-quaternionische Mannigfaltigkeit der Di-
mension n = 4q mit ¢ ungerade. Sei E das kanonische SO(3)-Bindel mit erster
Pontrjagin-Klasse p1(E) € H*(M;Z).

Dann sind folgende rationale Zahlen tatsdchlich ganz:

2/M {cosh(\/Mﬂ)A(TM)} ;

ch(TM @ C) - B
/M {)\k (2608h(m/2)> A(TM)} k=1,3,...,q.

Ist allgemeiner V€ R(Sp(q)Sp(1)) und P das Sp(q)Sp(1)-Prinzipalbiindel iber M,
dann sind folgende Ausdriicke ganze Zahlen:

2 /M {Ch(P XSp(q)Sp(l) V)COSh(\/pl(E)/Q)A(TM)} y

ch(TM ®C ;
/M {Ch(P X Sp(q)Sp(1) V))\k (20&#5(%]%}2)) .A(TM)} Jk=1,3,...,q¢.0

Korollar 6.3. Sei M eine kompakte fast-quaternionische Mannigfaltigkeit der
Dimension n = 4q mit q ungerade. Sei E das kanonische SO(3)-Bindel, dessen
erste Pontrjagin-Klasse p1(E) € HY(M;Z) eine Torsionsklasse sein mdge.

Dann ist 2A(M) ganz, als auch die Zahlen

| ¥ (Germaro o)) Aman} k=12 .00

Korollar 6.4. Sei M eine kompakte fast-quaternionische Mannigfaltigkeit der
Dimension n = 4q mit q ungerade. Die vierte Betti-Zahl mdge verschwinden,

ba(M;R) = 0.
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Dann ist 2A(M) ganz, als auch die Zahlen

/M {)\k (;ch(TM ® C)) A(TM)} k=1,2,...,q.0

Betrachten wir nun noch kurz den Fall, dafl ¢ gerade ist. Wie wir aus Kapitel 2
wissen, wird das Ideal R(Sp(q)Sp(1),Sp(q —1)Sp(1)) dann von X — £~ erzeugt.
Wir haben also wie bei Spin-Mannigfaltigkeiten den Dirac-Operator als fundamen-
talen Operator. Allerdings haben wir mehr Moglichkeiten, mit Darstellungen zu
twisten, z.B. mit den Moduln A¥® € R(Sp(q)Sp(1)), k = 2,4,...,q. Analog zu Satz
6.2 erhalten wir

Satz 6.5 Sei M eine kompakte fast-quaternionische Mannigfaltigkeit der Di-
mension n = 4q mit q gerade. Sei E das kanonische SO(3)-Biindel mit erster
Pontrjagin-Klasse p1(E) € H*(M;Z).

Dann sind das A-Geschlecht sowie folgende Ausdriicke ganze Zahlen:

& ch(TM @ C) - B
/M{)\ <2COSh(m/2)>A(TM)},k:_2,4,...,q.D

Selbstverstandlich konnen wir auch in diesem Fall noch mit beliebigen Elementen
aus R(Sp(q)Sp(1)) twisten.

BEMERKUNG 6.6. Fiir quaternionische Mannigfaltigkeiten wurden gewisse
getwistete Dirac-Operatoren bereits betrachtet, da sie sich teilweise in elliptische
Komplexe entwickeln lassen, dhnlich dem deRham-Komplex zum Euler-Operator
und dem Dolbeault-Komplex zum Cauchy-Riemann-Operator, siche [22], [4].
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7. Immersionen

Aus Immersionen mit bestimmten Eigenschaften kann man Strukturgruppen fiir die
betrachtete Mannigfaltigkeit herstellen, auf die wir unsere Konstruktionsmethode fiir
elliptische Operatoren anwenden wollen. Wir betrachten dabei kompakte Mannig-
faltigkeiten mit transitiver G'-Struktur, die in Spin-Mannigfaltigkeiten immersiert
werden kénnen, so da das Normalenbiindel eine G2-Struktur trigt. Daraus leiten
wir die Ganzzahligkeit bestimmter topologischer Ausdriicke her.

Genauer seien G' C SO(n), n = 2m, und G?> C SO(k) zusammenhingende
Lie-Untergruppen, und G' soll transitiv auf S"~! C R" operieren. Zu einem
g € S" ! bezeichne H' C G' die Isotropieuntergruppe. Unter den zweifachen
Uberlagerungsabbildungen 7 : Spin(n) — SO(n) und m : Spin(k) — SO(k)
betrachten wir die Urbilder dieser Gruppen und erhalten G' = =7 }(GY), H' =
m7H(HY) sowie G? = ;1 (G?). Die beiden zentralen Elemente +1 € Spin(n bzw. k)
sind auch in Gl, H' und G? enthalten.

Das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts lautet

Satz 7.1. Sei M eine n-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit mit G-
Struktur, n = 2m gerade. M sei immersiert in eine (n + k)-dimensionale Spin-
Mannigfaltigkeit, z.B. R""* 5o daf8 das Normalenbiindel eine G2-Struktur hat. Seien
Ory 0 M — BG! und &5 : M — BG? die klassifizierenden Abbildungen fiir
Tangential- und Normalenbindel.

Sind o € R(G', H') und V € R(G?) so, daff (—1,—1) trivial auf o -V operiert,

dann st
)" Leh(o A
[ {5 (o) o (220000 e

eine ganze Zahl.

Beweis. M hat eine G'-Struktur und damit eine G' x G2-Struktur. Wegen
der Immersierbarkeit in eine Spin-Mannigfaltigkeit kann diese G x G2-Struktur zu
einer G-Struktur angehoben werden, wobei G das Urbild von G x G? € SO(n + k)
in Spin(n + k) ist.

Es gilt G = GliQGQ, wobei Zy = {(1,1),(—1,—1)}. Da Zs nach Voraussetzung
trivial auf o - V' operiert, kann o - V' als Element von R(G) angesehen werden. Weil

o€ R(Gl,ﬁl) ist, liegt o - V sogar in R(G, H), wobei H = HIXG? gje Isotropie-

2

untergruppe von G ist.
Satz 3.5 liefert nun die Behauptung. O

In den folgenden beiden Tabellen listen wir einige Beispiele auf. Wir kénnen
dabei G und G? einzeln betrachten und sie anschlieend beliebig kombinieren. Die
auftretenden o und V sind stets so, daB —1 € G* bzw. G2 durch Multiplikation mit
-1 wirkt, so dafl Zy trivial auf ¢ - V' operiert.
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* )" Lch(o 22
G! o ST (( le)\Bal( LA )
SO(n) Tt —%- A(TM)
U(m) (1= Ay £ - (AL )2 | (—)mear M2 TD(TM)
Sp(q)Sp(1), _ i
o)t (55 —3)p 2cosh(y/pi(E)/2) - A(TM)
(BT —%7)- AR, k(_eh@ueC) Y\ 4
k ungerade A 2cosh(v/p1(E)/2) ATM)
Sp(q)Sp(1), S _ oy A(TM)
q ungerade
(27 —%7) - ARG, . <h<TM®C>) i
k gerade A 2cosh(+/p1(E)/2) ATM)
Sp(q)U(1), (S+—%) .2 e (/2. A(TM)
q gerade
Sp(q)U(1), Ty A(TM)
q ungerade

Hierzu einige Erlauterungen: Die Bezeichnungen sind weitgehend die aus den
vorangegangenen Kapiteln, d.h. L bezeichnet das kanonische U(1)-Biindel, F
das kanonische SO(3)-Biindel, ¢; die erste Chern-Klasse, p; die erste Pontrjagin-
Klasse und 7D die totale Todd-Klasse. Die Gruppe U(m) ist eine zweifache
Uberlagerungsgruppe von U(m); sie besitzt einen Modul, dessen Quadrat ATU”’0

(m)
ist. Wir bezeichnen ihn mit (AZL(’?R))U 2,

Nun zur Strukturgruppe G? des Normalenbiindels. Hier konnte man auch Grup-
pen nehmen, die nicht transitiv auf der Einheitssphére operieren, aber wir wollen
uns hier auf die beiden Fille G2 = SO(k) und G% = U(l) beschrinken.

| ¢ [V o ((m5) (V) |

SO(]C), + — 1 —1

k = 2l gerade o e(N) - A(N)

T+ X 2l M(N)

SO(k), !
k =2l + 1 ungerade > 2 M(N)
l» C
U(l) (AUO(z))l/Q ec1(N)/2

Dabei ist M(N) die multiplikative Klasse zur Potenzreihe cosh(z/2), d.h.

schreiben wir die Pontrjagin-Klasse p(IN) formal als p(N) = 5-21(1 + x?), dann
ist l
M(N) = [ cosh(z;/2). (146)
j=1

Kombinieren wir G* = SO(n) mit G2 = SO(k), so erhalten wir
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Satz 7.2. (K.H. Mayer [17, Satz 3.2])
Sei M eine n-dimensionale kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, n = 2m gerade,
die mit Normalenbiindel N in eine (n + k)-dimensionale Spin-Mannigfaltigkeit im-
mersiert werden kann.

Ist k = 2l gerade, dann sind folgende Ausdricke ganz:

/ e(N)A(N) VAT M)
M

und
2 / M(NVATM).
M

Ist k = 21 4+ 1 ungerade, dann ist
ol / M(N)A(TM)
M

eine ganze Zahl. O

Selbstverstandlich kann man noch mit Biindeln twisten oder untersuchen, unter
welchen Bedingungen an n und k die betrachteten elliptischen Operatoren quater-
nionisch sind, um auf diese Weise das Ganzzahligkeitsresultat um einen Faktor 2
zu verbessern, vgl. die Tabellen am Ende des zweiten Kapitels. Anwendungen auf
Immersionen projektiver Rdume in den euklidischen Raum findet man in [17].

Zur Tlustration kombinieren wir noch G! = Sp(q)Sp(1), ¢ gerade, mit G? = U(1).
Dann erhalten wir

Satz 7.3. Sei M eine 4q-dimensionale kompakte fast-quaternionische Mannig-
faltigkeit, q gerade, die in eine (4q + 21)-dimensionale Spin-Mannigfaltigkeit so im-
mersiert werden kann, dafS das Normalenbiindel N eine komplexe Struktur trdgt.
Mit E bezeichnen wir das kanonische SO(3)-Biindel von M.

Dann sind folgende Ausdriicke ganz:

2 /M 1M/ 205 (1 Jp1 (B)/2) AT M),

/ cCL(N)/2 )k ( ch(TM 8 C) ) A(TM), k ungerade.O
M

2cosh(\/p1(F)/2)

BEMERKUNG 7.4. Man kann auch Immersionen in andere Mannigfaltigkeiten mit
dieser Methode behandeln, z.B. Immersionen in Spin“-Mannigfaltigkeiten. Dann
hat man entsprechend Moduln der Urbilder von G! und G? in Spin®(n bzw. k)
zu betrachten und erhilt etwa im Fall G! = SO(n) und G? = SO(k) K.H. Mayers
anderen Ganzzahligkeitssatz [17, Satz 3.1]. Die dabei auftretenden Strukturgruppen
sind die Gruppen G(n, k,2) aus dem zweiten Kapitel.

44



References

1]

2]

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]

M. F. Atiyah, F. Hirzebruch, Riemann-Roch theorems for differentiable mani-
folds, Bull. AMS 65 (1959), 276-281

M. F. Atiyah, I. M. Singer, The index of elliptic operators III, Ann. of Math.
87 (1968), 546-604

C. Bér, Lower eigenvalue estimates for Dirac operators, Math. Ann. 293 (1992),
39-46

R. J. Baston, Quaternionic complezes, J. of Geom. and Phys. 8 (1992), 29-52
A. L. Besse, Einstein manifolds, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg 1987

E. Bonan, Sur les G-structures de type quaternionien, Cahiers Top. et Géom.
Diff. 9 (1967), 389-463

A. Borel, Some remarks about Lie groups transitive on spheres and tori, Bull.

AMS 55 (1949), 580-587

A. Borel, Le plan projectif des octaves et les sphéres comme espaces homogénes,

C. R. Acad. Sc. Paris 230 (1950), 1378-1380

A. Borel, Sur la cohomologie des espaces fibrés principauz et des espaces ho-
mogénes de groupes de Lie compacts, Ann. of Math. 57 (1953), 115-207

T. Brocker, T. tom Dieck, Representations of compact Lie groups, Springer-
Verlag, New York 1985

D. S. Freed, K. K. Uhlenbeck, Instantons and four-manifolds, Springer-Verlag,
New York, Berlin, Heidelberg, 2. Aufl. 1991

O. Hijazi, A conformal lower bound for the smallest eigenvalue of the Dirac
operator and Killing spinors, Commun. Math. Phys. 104 (1986), 151-162

N. Hitchin, Harmonic Spinors, Adv. Math. 14 (1974), 1-55

D. Husemoller, Fibre bundles, Springer-Verlag, New York, Heidelberg, Berlin
1966

H. B. Lawson, M.-L. Michelsohn, Spin geometry, Princeton University Press,
Princeton 1989

A. Lichnerowicz, Spineurs harmoniques, C. R. Acad. Sci. Paris 257 (1963), 7-9

K. H. Mayer, Elliptische Differentialoperatoren und Ganzzahligkeitssdtze fir
charakteristische Zahlen, Topology 4 (1965), 295-313

J. W. Milnor, J. D. Stasheff, Characteristic classes, Princeton University Press,
Princeton 1974

D. Montgomery, H. Samelson, Transformation groups of spheres, Ann. of Math.
44 (1943), 454-470

45



[20] S. M. Salamon, Quaternionic Kdhler manifolds, Invent. Math. 67 (1982), 143-
171

[21] S. M. Salamon, Differential geometry of quaternionic manifolds, Ann. Sc. Ec.
Norm. Sup. 19 (1986), 31-55

[22] S. M. Salamon, Indez theory and quaternionic Kdhler manifolds, Preprint 1992

[23] J. Tits, Tabellen zu den einfachen Lie Gruppen und ihren Darstellungen,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York 1967

46



