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Il n'est pas bon que
tout le monde lise
les pages qui vont

suivre ... [Laul

GELETTWORT

woraus bemerkenswerter Weise nichts hervorgeht [Mul. Nichtsdestotrotz
enthilt es wichtige Hinweise darauf, was in diesem Werklein zu finden
ist. Nimmt also ein irrender Leser dasselbe darum in die Hand, um sich
darin auf seinem Sofa mit den groBten Seelenselbstsezierereien und
kostlichsten Weihrauchorgien, wie sie in der neueren Literatur gar zu
iiblich geworden, in Bekanntschaft zu setzen: so wart er solange, bis ers
durchgelesen hat, um nach einem anderen zu greifen, worin dergleichen
Sachen wirklich stehen [JP], wie etwa eines, aus dem hier die Rede ist.

Nachdem nun alles Vorteilhafte vom Werke herausgehoben sein diirfte,
wiirde ich gern zum allgemeinen Nutzen auch noch eine Liste der kleineren
und groBeren Mingel anfiigen, welche es aufweist, doch leider ist der
Rand zu schmal, sie zu fassen.

Sollte jemand verwegen genug sein, gegen den gediegenen Wert des
auBerordentlichen Buches einige Zweifel erheben zu wollen, so mag er
bedenken, daB er es mit einem Mathematiker zu tun hat, der Geist,
Verstand besitzt, und scharfe Krallen [Hofl.

Ich méchte frei nach Lichtenberg schlieBen: Wer zwei Paar Hosen hat,
mache eine zu Geld und kaufe nicht dieses Buch, sondern vertrinke es.

Denn unter die groBten Entdeckungen, auf die der menschliche Verstand

in den neuesten Zeiten gefallen ist, gehort meiner Meinung nach wohl

die Kunst, Biicher zu beurteilen, ohne sie gelesen zu haben.

Im Jahre des Herrn 1990

Matthias Weber



VORWORT UND EINLEITUNG

In der vorliegenden Arbeit wird das Spektrum von Dirac-Operatoren auf
Riemannschen Mannigfaltigkeiten untersucht. Fiir den Laplace-Beltrami-
Operator wurde das Spektrum intensiv studiert; die Zahl der Veroffent-
lichungen zu diesem Thema ist kaum iiberschaubar. Die Dirac-Operatoren
dagegen kamen bei den Mathematikern erst vor relativ kurzer Zeit in Mode:
iiber ihr Spektrum weiB man bislang recht wenig. Dabei bilden die ver-
allgemeinerten Dirac-Operatoren eine recht groBe Klasse geometrischer
Differentialoperatoren, die in gewisser Weise auch die l.aplace-
Operatoren auf Formen umfaBt.

Wir beginnen im ersten Kapitel mit einigen Definitionen, es wird kurz
erkldrt, was (verallgemeinerte) Dirac-Operatoren sind und es werden eini-
ge Standardformeln wie die Weitzenbock-Formel hergeleitet. Es wurde
Wert darauf gelegt, auch den Fall berandeter Mannigfaltigkeiten einzu-
schlieBen. Fiir qualitative Aussagen iiber das Spektrum, etwa daB es auf
kompakten Mannigfaltigkeiten diskret ist, oder die Regularitit der Eigen-
schnitte, wird die allgemeine elliptische Theorie herangezogen.

AnschlieBend wird der klassische Dirac-Operator erliutert, einschlief-
lich der algebraischen Konstruktionen, die zu den Spinoren fiihren. Hier-
bei geht es weniger um vollstindige Beweise, sondern darum, die Kon-
struktionen moglichst explizit zu machen, damit wir spater konkrete Bei-
spiele behandeln koénnen.

Im fiinften Abschnitt wird eine Formel fiir den klassischen Dirac-
Operator auf homogenen Riumen hergeleitet (Satz 1.5.6), die eine be-
kannte Formel fiir symmetrische Riume verallgemeinert. Sie ermoglicht

es. das klassische Dirac-Spektrum auf vielen homogenen Riumen mittels

Frobenius-Reziprozitat zu bestimmen, oder vorsichtiger ausgedriickt, das
Problem seiner Berechnung auf algebraische, darstellungstheoretische
Probleme zuriickzufiihren.

Bei der Behandlung konkreter Beispiele hat man hiaufig das Problem, die
verschiedenen Spin-Strukturen auf einer Mannigfaltigkeit konkretisieren
zu miissen. Da die Spin-Struktur auf einer einfach-zusammenhingenden
Mannigfaltigkeiten eindeutig ist, untersuchen wir Riemannsche Uber-
lagerungen, was es uns gestattet, die Spin-Strukturen auf den Quotienten
durch gewisse Gruppenhomomorphismen zu charakterisieren.

SchlieBlich geben wir die wichtigsten Resultate iiber Killing-Spinoren
an, die uns spater auf Modellrdumen konstanter Kriimmung von Nutzen
sind.

Das zweite Kapitel ist der Berechnung des Spektrums des klassischen
Dirac-Operators auf verschiedenen konkreten Mannigfaltigkeiten gewid-
met. Wir beginnen ganz elementar mit den flachen Tori, deren D?2-
Spektrum von Friedrich bereits 1984 in IFr3) bestimmt worden ist.

Als zweites behandeln wir die Heisenberg-Mannigfaltigkeiten. Hier ist
der wesentliche Punkt der, die rechtsreguldre Darstellung der Heisenberg-
Gruppe auf den L2-Spinorfeldern in thre irreduzibie Bestandteile zu zer-
legen. Dabei wird keine Kirillow-Theorie vorausgesetzt, sondern lediglich
elementare Fourier-Analysis verwendet. Wir reduzieren die Berechnung
des D-Spektrums auf die Berechnung der Eigenwerte gewisser Matrizen,
so daB zumindest in niedrigen Dimensionen das D-Spektrum vollstandig
bestimmt werden kann. Aber auch im aligemeinen Fall geniigt diese
Charakterisierung, die wesentlichen qualitativen Eigenschaften des Dirac-
Spektrums aufzudecken. Wir sehen, daB es in Dimension » 5 stets D-
isospektrale, nicht homotopiedquivalente Heisenberg-Mannigfaltigkeiten

gibt, und daB wir den Raum der harmonischen Spinorfelder durch ge-



eignete Wahl der linksinvarianten Metrik beliebig groB machen kénnen.

Das Dirac-Spektrum der runden Sphiren wurde von S. Sulanke bereits
in den siebziger Jahren in [Sulll mittels Frobenius-Reziprozitit bestimmt.
Dies erfordert umfangreiche darstellungstheoretische Berechnungen. Wir
verwenden hier eine ganz andere Methode. Da uns heute die Killing-
Spinoren zur Verfiigung stehen, verwenden wir sie. um das Spinorbiindel
der Sphdre zu trivialisieren. In dieser Trivialisierung konnen wir die
Dirac-Eigenwerte leicht ausrechnen.

Alle Eigenwerte von Quotienten der Sphiren sind auch Eigenwerte der
Sphiren selbst, lediglich ihre Multiplizititen sind i.a. niedriger. Wir
verschlisseln die Information iiber die Multiplizititen in zwei Poincaré-
Reihen und rechnen diese aus. Damit ist auch das Spektrum der Raum-
formen positiver Kriimmung bestimmt. Fiir die Linsenriume geben wir
noch explizitere Formeln fiir die Poincaré-Reihen an.

Mittels Frobenius-Reziprozitat bestimmen wir das Spektrum der drei-
dimensionalen Berger-Sphiren und das seiner homogenen Quotienten. Fiir
die Sphdren war das Spektrum bereits bekannt, siehe (Hitl. Hier bietet
es sich an, das Verhalten des Spektrums beim Kollaps gegen die 2-Sphire
zu studieren. Es stellt sich heraus, daB die dreidimensionalen Berger-
Sphiren zwei Sorten von Eigenwerten besitzen: .gute”, die gegen die
Eigenwerte der 2-Sphire konvergieren. und .schlechte”, die gegen to
streben. Der dreidimensionale reell projektive Raum besitzt zwei Spin-
Strukturen. Fiir eine zeigt das Dirac-Spektrum des RP® mit Berger-Metrik
dasselbe Verhalten; es gibt gute und schlechte Eigenwerte. Fiir die andere
Spin-Struktur dagegen besitzt RP® nur schlechte Eigenwerte. Fiir das
Verhalten unter Kollaps spielt die Wahl der Spin-Struktur somit eine
entscheidende Rolle, eine Beobachtung, die wir auch bei den Tori und

den Heisenberg-Mannigfaltigkeiten machen konnten. Es ware interessant,

diesen Sachverhalt besser zu verstehen.

Im dritten Kapitel kehren wir zu den veraligemeinerten Dirac-Operatoren
zurlick und befassen uns mit Eigenwertabschitzungen. Wir beginnen mit
den unteren Schranken und geben die bekannten Resultate von Friedrich,
Kirchberg und Hijazi an.

Wir modifizieren den Clifford-Zusammenhang in geeigneter Weise und
betrachten einen daraus entstehenden Differentialoperator in ..Divergenz-
form”. Dies liefert eine noch etwas technische untere Eigenwertab-
schdtzung (Satz 1.1.9), aus der wir in Spezialfillen geometrische Schranken
gewinnen konnen. Wir zeigen, daB alle Eigenwerte » des klassischen
Dirac-Operators auf einer Flache vom Geschlecht O die Ungleichung
32 > 4n/area(M) erfiillen, was fiir die runde 2-Sphire scharf ist. Da
Flachen von héherem Geschlecht harmonische Spinorfelder zulassen, ist
dieses Ergebnis fiir Flichen optimal.

Fiir héhere Dimension studieren wir folgende Situation. Auf einer
geschlossenen Mannigfaltigkeit sei uns ein Dirac-Operator gegeben,
dessen Kriimmungsendomorphismus > O ist, auf einem Teilgebiet groBer
oder gleich einer positiven Schranke. Nach der Weitzenbéck-Formel kann
O kein Eigenwert sein; wir leiten eine geometrische untere Schranke her.
SchlieBlich gewinnen wir mit einer anderen Methode eine untere Schranke
des ersten Eigenwertes des Quadrates eines Dirac-Operators auf einer
berandeten Mannigfaltigkeit mit Dirichlet-Randbedingungen.

Vafa und Witten haben in [Va-Wil mit topologischen Methoden eine
obere Eigenwertabschitzung bewiesen, die spater von Baum in verschie-
denen Situationen konkretisiert wurde. Wir zitieren diese Ergebnisse.
Unsere Methode obere Schranken zu gewinnen ist eine vollig andere.
Zundchst schitzen wir die Eigenwerte des Quadrates eines Dirac-

Operators auf sternférmigen berandeten Mannigfaltigkeiten mittels des



Minimax-Prinzips ab. Dann wenden wir diese Resultate auf geoditische
Bélle an und erhalten so wegen der Gebietsmonotonie Ergebnisse auch
fir den geschlossenen Fall. Fiir den klassischen Dirac-Operator erhalten
wir in Satz [I1.2.9 erstmals obere Schranken, die fiir die ersten Eigen-
werte auf allen runden Sphiren scharf sind.

Der letzte Abschnitt ist wieder allein dem klassischen Dirac-Operator
gewidmet. Wir leiten obere und untere Eigenwertschranken fiir geoda-
tische Balle in runden Sphiren her. Ferner zeigen wir, daB der Grundton
des Quadrates des Dirac-Operators auf dem hyperbolischen Raum O ist.
Im Gegensatz zum Laplace-Beltrami-Grundton steht der Dirac-Grundton
daher wieder im Einklang mit dem heuristischen Prinzip, daB groBere
Raume kleinere Eigenwerte haben.

Vielen Mathematikern bin ich fiir zahlreiche niitzliche Diskussionen
und Hinweise zu Dank verpflichtet, es seien nur U. Abresch, H. Baum,
J. P. Bourguignon, O. Hijazi, M. Min-Oo und H. B. Rademacher genannt.
Mein besonderer Dank gilt W. Ballmann fiir unzdhlige Tips und sein

andauerndes Interesse an meiner Arbeit.

Bonn, im September 1990

Christian Bar
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I. DER DIRAC-OPERATOR

1. DEFINITIONEN

Fiir einen endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum V bezeichne
CUV') die zugehérige Clifford-Algebra. Die Elemente von V erzeugen
CI{V') als Algebra und geniigen den Relationen v -w + w -v = -2{v,w).
Die Vektorraumdimension von Cl( V) ist 27, wenn n = dim(V). Es ist CI( V)
als Vektorraum kanonisch isomorph zur iuBeren Algebra A*V vermoge
des Isomorphismus A* V- CI(V), viasa v, = (1/k1) Z sgn(o)-vam Y
wobei sich die Summe iiber alle Permutationen s von {1, ... k) erstreckt.

Auf einer beliebigen Riemannschen Mannigfaltigkeit M, vollstandig
oder nicht, mit Rand oder ohne, kénnen wir in jedem Punkt p € M die
Clifford-Algebra Cl(7;M) sowie ihre Komplexifizierung Cl(];’M) bilden
und erhalten so ein reelles bzw. komplexes Algebrenbiindel Cl(M) bzw.
Cl(M), das als Vektorbiindel isomorph zu A* TM = A* T*M bzw. zu A* TMeC
* A*T*MeC ist. Ein Vektorbiindel V iiber M heiBt Clifford-Biindel, falls
gilt

(i) Es tragt V ein Hermitesches Skalarprodukt <,+> und einen vertrag-
lichen Zusammenhang V<!,

(i) Es operiert CI(T;DM) auf Vp (differenzierbar in p).

(iii} Fiir jeden Vektor X e Y;DM C Cl(TpM) und alle v,w ¢ 1{) gilt:

KXv,w>+ v, Xw>=0.
(iv) Es ist V! vertraglich mit dem Levi-Civita-Zusammenhang ¥, d.h.
VY ) = (T Y)v e Y (S,
Auf jedem Clifford-Biinde!l lebt ein Dirac-Operator D, der als Ver-

kettung der Abbildungen
C=(M., V) - C(M, T*MaV) » C=(M, TMe V) ~ C=(M,V)
erklart ist, wobei der erste Pfeil die Bildung des kovarianten Differentials
bedeutet, der zweite durch den ,musikalischen” Isomorphismus zwischen
TM und T*M induziert wird und der dritte durch die Operation von
™M < ClM) auf V.
Ist E|,..., E_ ein lokaler orthonormaler Rahmen von M, so schreibt

sich D als D = ZEI. . VI.CI.

Beispiele. 1) Es operiert Cl(M) auf sich selbst und damit vermége des
obigen Isomorphismus auf A*T*MeC. Wir erhalten also einen Dirac-
Operator, der auf den komplexwertigen Differentialformen operiert. Es gilt
D = d + d*, wobei d die auBere Ableitung von Differentialformen be-
zeichnet, und d* den dazu formal adjungierten Differentialoperator. Wir
sehen, daB D? der bekannte Laplace-Beltrami-Operator auf Formen ist.

2) In Abschnitt 4 werden wir dem klassischen Dirac-Operator begeg-
nen, der auf Spinorfeldern operiert.

3) Sei D ein Dirac-Operator, der auf Schnitten in einem Clifford-Biindel
V operiert, sei E ein weiteres Hermitesches Vektorbiindel mit vertrag-
lichem Zusammenhang VE. Wir bilden jetzt einen .getwisteten” Dirac-
Operator DF wie folgt: Das Vektorbiindel V e F erbt ein Hermitesches
Skalarprodukt und einen vertriglichen Zusammenhang VY ®E - VC'@idE
+ idvsVE. Es operiert CliM) auf V ¢F durch X {vee) = (X-viee. Auf
diese Weise wird V eE zu einem Clifford-Biindel und tragt somit einen
Dirac-Operator DE. Lokal gilt: DE = Deid, + ZE’.-...@VI.E.

Viele Details zu diesen formalen algebraischen Konstruktionen finden

sich in [La-Mil.



2. WEITZENBOCK-FORMEL UND VERWANDTE

In diesem Abschnitt sei M stets eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Clifford-Biindel V und Dirac-Operator D. Es sei R€! der zu V<! ge-
horige Kriimmungstensor auf V . Wir erkliren den Kriimmungsendomor-
phismus K mittels einer Orthonormalbasis E., .. E_ von Y;JM durch
K =Ej E. ; ~RC'(E'.,EJ. ). Es sei (VEY* der zu V! formal adjungierte
Differentialoperator. Dabei bezieht sich ,formal adjungiert” stets auf das
L2-Ska1arprodukt (-,-), das definiert ist durch (v ,w) = fM<v,w>.

Ein lokaler orthonormaler Rahmen El, ,En heiBt synchron umpe M,
falls VE, (p) = O fiir alle ;. Der duale Rahmen Ef, ... EX fir T*M ist
dann automatisch ebenfalls synchron um p.

Das duBere Einheitsnormalenfeld lings des Randes M bezeichnen wir

mit v, die 1-Form auf TM'aM' die auf T(AM) verschwindet und auf v den

Wert 1 annimmt, mit v*.

PROPOSITION 2.1. Sej El' -..»,E_ ein um p synchroner ON-Rahmen.
Sei 7 ein beliebiger metrischer Zusammenhang auf V. Seien V,v, €
€ CYUM,V), ¥ € CUM,T*M o V). Dann gilt in p:

V' (ZErev) -3V
VARV Z?XZV.

Haben die Trdger von v und ¥ einen kompakten Durchschnitt, dann gilt:

L]

(Tv,r) - (v, I*w) = [ <wrev,w>.
oM

BEWEIS: Wir definieren einen Differentialoperator L durch die Formel
L(EZE v, )p) = - ZY~7I.VI. (p). Eine einfache Rechnung zeigt, daB
L:CM, T*"Me V) - C=(M,V) ein wohldefinierter Differentialoperator

ist, d.h. nicht von der Wahl des synchronen Rahmens abhiingt.

Wir wollen zeigen, daB L = V*. Sei dazu v ¢ C®(M,V ) und ¥ «
C”M,T*M e V). Sei X das eindeutige Vektorfeld, so daB fiir alle
1-Formen o gilt: o(X) = <wev,¥>.

Sei E1 . ,En ein lokaler ON-Rahmen. Wir schreiben ¥ = V.

Nun gilt a,(m(X)) = (Voev,¥)> + oV, X), andererseits

OKwev,¥> = Voev roe Vv, ¥ + Cwe v, V¥

Somit ist m(ViX) = CweV,v,¥> +<ove v,V

Wir schreiben lokal ¥ = Y E!a ¥, und berechnen die Divergenz von X
in geM, wenn E, , ... ,En synchron ist um gq.

divX = ZEF(V,X) = <ZE'eVyv,¥>+ L(E!e V,V'.(E}."‘a‘i’j)) =

= KVv,¥> + Z(El"‘a V,Ej*@Vi‘Fj> =
CVv,¥> + v, V¥ > = KVv,r)> - v, Ly,

Der Divergenzsatz liefert

(Vv,¥) - (v,Ly) = [ divX = [ <X,v> = [ <rev,¥>.
M oM oM

Falls v und ¥ Testschnitte sind, fillt das Randintegral weg und wir sehen,
daB L = V*. Damit sind die erste und die dritte Formel gezeigt. Die

zweite folgt unmittelbar.n

PROPOSITION 2.2. (Weitzenbock-Formel)
D2 = (vCl)*vCl + K

BEWEIS: Sei peM, E, , ... . E, synchron um p. Es gilt in p:
2, . OCl (g . Cl Ly _ . E.ClgCl, _
DV-ZEI.V‘. (EI.Vj v)-ZEiEjVIVjV

ClCl Cl - Clyx7Cl1 . .
= - IVSVT v e Zi(}. EI.~Ej-R (EI.,Ej)v = (V&P oty Kv.a



PROPOSITION 2.3. Fiir o,ve¢CYM,V), deren Trdger kompakten
Durchschnitt haben, gilt:
(Do, ¥} - (@,D¥) = [ <v-0,¥).
oM

Insbesondere ist D formal selbstadjungiert.

BEWEIS: Wir definieren das (C!-) Vektorfeld X durch
<X,Y> = <Y.o,¥> VY.
Die Divergenz ergibt sich zu div X = <Do,v> - <e,Dv>. Der

Divergenzsatz liefert die Behauptung.a

LEMMA 2.4. Fiir o,¥ € C'(M, V) mit supp(®) N supp(¥) N M kompakt
gilt:
.[aM(<v»D®,W> =<0, v DY) = .];M(<¢,v§1w> =<V e, w>).
BEWEIS: Auf M erkliren wir ein C!-Vektorfeld X durch
X, Y> = <o, v- Y -¥> Y YeToM.
Fiir die Divergenz von X erhalten wir
div X = <o,v-DMyy . (. DMy y>
wobei DM der zum Clifford-Biindel V IaM auf IM gehorige Dirac-

Operator ist. Der Divergenzsatz liefert nun

faM(<®.v‘DaM‘P> -<v-DMg w3) = 0.

Lings oM gilt D = poM v~VSl. Hieraus folgt die Behauptung.s

PROPOSITION 2.8. Fiir o, ¢ C%(M, V) mit supp(®) N supp(¥) kompakt
gilt
(D2a,¥) - (o, D%¥) = j‘a (<o, V<> - «<VClo, wy).
M v v

BEWEIS: Die Behauptung folgt durch zweifache Anwendung von

Proposition 2.3. unter Benutzung von Lemma 2.4.8

Notationen. Fiir ke NU (w} setzen wir
CXM,V) = {9eCK(M,V) | supp(a) cc M)
k = k =
CAM, V) = Lo eCKIM,V)|al,, =0)
CKM, V) = {oeCKM, V)| V% = 0 auf oM )

Bemerkung. Proposition 2.5. besagt, daB D? sowohl auf C02(M,V) als

auch auf CV2(M,V) ein symmetrischer Operator ist.

LEMMA 2.6. Fiir fe CAM,R) und v e C\(M, V) gilt:
D(fv) = gradf-v + f Dv.

BEWEIS: Die Behauptung folgt direkt aus der Definition von D.a

LEMMA 2.7. Fiir f e C3(M,R) und v e C\(M, V) gilt:

Cl
D(gradf-v) = - gradf-Dv - 2Vgradfv + A fv,
wobei A, = - div-grad der positive Laplace-Beltrami-Operator auf

Funktionen ist.

BEWEIS: Sei E1 e En ein lokaler ON-Rahmen. Dann gilt:
D(gradf -v) = ZEI.-V‘.C' (gradf-v) =
= L{E;-Vgradf-v + Ei-gradf-V?lv} =
= Zj{ Z]. EI.~<V’. gradf, I:; >E] -v - gradf E, -VI,CIV - 2<E,, gradf >Vf.:lv }
= L, HessfELE) - E Epv - gradf-Dv - 2VS! v,
Da die Hessesche von f symmetrisch ist, heben sich die Nicht-Diagonal-

Terme paarweise weg, und in der Doppelsumme bleiben nur die Diagonal-



Terme iibrig. Weil Ei-E,. = -1 ist, ergibt sich die Doppelsumme zu
- tr Hessf = A 1

Fiir untere Eigenwertabschitzungen ist noch die folgende Verallge-
meinerung der Weitzenbock-Formel von Bedeutung. Sei dazu y € C. Wir
modifizieren den Clifford-Zusammenhang wie folgt:

Ut = VY s uXow
< ist ein Zusammenhang auf dem Biindel V , der fiir reelles u sogar

metrisch ist. Es gilt

PROPOSITION 2.8. Fiir reelles gilt
(D-u)z = VK- (n-1)u2.

BEWEIS: Einerseits gilt nach der Weitzenbsck-Formel
(D-u)z = D?. 2uD + uz =
(VEN* U v k- 2uD + 2,

Andererseits ergibt sich in p € M bzgl. eines um p synchronen Rahmens
E1 Y e En :
VIV o= - IV, =

= -V e uENVE s uE) =

= - DVEIVE e 20 VE L (2E2) -

= (Vv _2uD 4 n 2

Einsetzen der zweiten Gleichung in die erste ergibt die Behauptung.a

3. DAS SPEKTRUM VON DIRAC-OPERATOREN

Das Symbol des Differentialoperators D kénnen wir direkt aus Lemma
2.6. ablesen, namlich oD(E)V = £- v, wobei der Kovektor £ vermége der
~musikalischen” Identifikation mit dem zugehorigen Tangentialvektor
durch Cliffordmultiplikation auf V operiert. Wir sehen insbesondere, daB
fir £ + O die Abbildung oplE) ein Isomorphismus ist, somit ist D
elliptisch.

Damit ist auch D2 elliptisch mit skalarem Symbol, denn oDz(E)v =
= -[gl?v.

Ist M eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit, d.h. kompakt
und ohne Rand, dann ist jeder Dirac-Operator D iiber M wesentlich
selbstadjungiert, d.h. der AbschluB von D mit Definitionsbereich
C=(M,V ) in L%M,V ) ist ein selbstadjungierter (unbeschrinkter)
Operator. Der Definitionsbereich des Abschlusses ist der Sobolew-Raum
WL2(M V)={v el2(M,V) | V<l el?2(M,T*"Ms V) ). Aufgrund des
Rellichschen Einbettungssatzes besitzt der AbschluB von D eine
kompakte Resolvente, daher ist das Spektrum reines Punktspektrum, d.h.
diskret. Es besitzt L2(M,V ) eine Orthonormalbasis aus Eigenschnitten,
die Eigenraume sind alle endlich-dimensional, und alle Eigenschnitte sind
glatt. Fiir Einzelheiten hierzu siehe [Roe, Kapitel 31.

Ist M vollstandig und ohne Rand, dann ist D ebenfalls wesentlich
selbstadjungiert, vgl. IGr-La, Theorem 1.17.]. Da uns ein Analogon zum
Rellichschen Einbettungssatz fehlt, tritt hier auch kontinuierliches
Spektrum auf.

Ist M kompakt mit Rand @M, so betrachten wir das Dirichlet-Eigenwert-
Problem D2?v = v, VlaM = 0. Hier gelten sinngemiB dieselben

Aussagen wie im geschlossenen Fall, d.h. das Spektrum ist diskret,



L2(M,V) besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenschnitten, die der
Randbedingung geniigen, die Eigenrdume sind endlich-dimensional, alle
Eigenschnitte sind glatt. Dies folgt aus der Theorie der reguldren
elliptischen Randwertprobleme, siehe [Tay, 5. Kapitell, vergleiche auch
{Gil, S. 70 ff1.

Unter Dirichlet-Randbedingungen kdnnen wir gemiB Proposition 2.3.
partiell integrieren: (D?v, v) = (Dv, Dv) > 0. Also ist das Spektrum von
D2 in diesem Fall (insbesondere auch im geschlossenen Fall) nichtnegativ.

Fiir kompaktes M mit Rand OM betrachten wir auch das Neumann-
Eigenwert-Problem D?v = AV, Vglv = 0 auf OM. Die elliptische Theorie
liefert wieder die entsprechenden Aussagen iiber das Spektrum (diskret)
und die Eigenschnitte, allerdings kénnen wir nicht wie unter Dirichlet-
Randbedingungen partiell integrieren. Die Weitzenbsck-Formel 2.2. und
Proposition 2.1. gestatten uns immerhin die Umformung (D2v,v) =
(T TCly v) s (K v,v) = (VS v 4 (k v,v) > x-llv |2 fiir ein
gewisses xe€R. Das Spektrum ist also wenigstens halbbeschrankt, es
konnen allerdings endlich viele negative Eigenwerte auftreten, falls » < O.

Die letzte Umformung ist auch unter Dirichlet-Randbedingungen zu-
lassig und liefert, falls x > O ist, natiirlich mehr Information als die
urspriingliche.

Fiir die Untersuchung des Spektrums des Dirichlet- oder Neumann-
Eigenwert-Problems von D? ist das Minimax-Prinzip von groBer

Bedeutung. Dazu zihlen wir die Eigenwerte auf Ao € Ay €A o+ 4],

2 <€

wobei jeder Eigenwert seiner Multiplizitdt entsprechend oft aufgefiihrt

wird. Fiir ve W1'2(M, V), v = 0, definieren wir den Rayleigh-Quotienten
RIvI = CIVEIVIZ « (Kv,v) ) 7 v 12,

Unter Dirichlet-Randbedingungen gilt A, =inf {RIv] | v eCoz(M,V ),

v+0 ). Da v -RIv] stetig ist bzgl. der W 12.Norm, und da COZ(M,V)

und Cf(M,V) dieselbe W 1'2—Vervollst'zindigung w 1(;2(M,V) liefern,
konnen wir das Infimum auch iiber die v +O aus CCZ(M,V) oder aus
Wlo‘z(M,V) erstrecken. Angenommen wird das Infimum genau von den
Eigenschnitten zu X, somit von Elementen aus C:’(M,V). Sind AR
Vi1 Eigenschnitte zu Agr-o1Xgqs SO gilt
A\, = inf{RIvl|veH, v+0, (V,Vi) =0 firi=0,...,k-1).

Dabei ist H = C°2(M,V) oder = W10'2(M,V).

Fiir die Neumann-Randbedingung gelten die analogen Aussagen, wenn

wir H = C2(M,V) nehmen. Da C2(M,V ) dicht liegt in W -2(M,V ),

konnen wir das Infimum auch iiber H = W"Z(M,V) erstrecken.

Gebietsmonotonie. Sei M kompakt, seien M1v--~ij < M Unter-
mannigfaltigkeiten der Kodimension O mit glatten Randern und paarweise
disjunktem Inneren. Falls 0M1. eine Zusammenhangskomponente des

Randes oM trifft, so soll diese ganz in aM enthalten sein.

b2
?

a) Dirichlet-Daten: Sei Ay €Ay <... (+ +2) das Dirichlet-Spektrum von D?
auf M. Die Dirichlet-Eigenwerte von D2 auf den M, ordnen wir in auf-
steigender Folge Vg € vy € ... . Dann gilt:

>‘k S Vg -

b) Neumann-Daten: Wir setzen zusitzlich voraus, da3B M = M1 U-—-u M]

- 10 -
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P

Diesmal sei N R R das Neumann-Spektrum von D2 auf M, Vg SV S

1
sei die aufsteigende Anordnung aller Neumann-Eigenwerte von D2 auf

den M,. Dann gilt:

)\kz\)k.

Die Beweise sind dieselben wie fiir den Laplace-Beltrami-Operator,

siehe [Cha, S. 18 fl.

-1 -

4. DER KLASSISCHE DIRAC-OPERATOR

Zunachst machen wir einige algebraische Vorbemerkungen; fiir die
Details konsultiere man [La-Mil.

Die Cliffordalgebra Cl(n) = CH{R™) & C besitzt fiir gerades n genau eine
nichttriviale irreduzible Darstellung. Wir kénnen sie wie folgt realisieren:
Fir n = 2k setzen wir Z; = (1/2)- (Ey,; - iEy; ) j=1.... k Dabei ist
E , ..., E_die Standard-ON-Basis des R". Die Z] , Z] =(1/2) - (E2j + 1E2]._1),
j=1,...,k, bilden eine Basis von C”. Daher sind die

Z(il""'ir) = Zil""'zir‘z—l""'zk , 1< iy<...<i <k Os<rek,
linear unabhingig in Cl(n). Der lineare Spann A‘E’ der Z (i, ..., i ) bildet
einen 2X-dimensionalen Untervektorraum von Cl{n).

Eine elementare Rechnung liefert:

Bpe L Eyp ZUy,ooyi) = (V-Z0, . 0,0
Eypy ZUp,oyi) = i WV-Z0y, ], )
. A
=i : Epp ZUy, i) = (V- ZGy iy i)
Eppy ZUy, o sip) = (V120 F ),

Dabei bedeutet der Hut " , daB der so gekennzeichnete Index wegge-
lassen wird.

Insbesondere sehen wir, daB A‘i ein Linksideal in Cl(n} ist, d.h. Cl{n)
operiert durch Cliffordmultiplikation auf A‘i . Es ist Aﬁ genau die oben

erwiahnte irreduzible Darstellung von Cl(n).

Beispiel: n = 2.
Es wird Ag durch Z() und Z(1) aufgespannt. Es gilt
E-ZO) = i-Z()
E-Z(1) = i-Z{).

Somit entspricht E, der Matrix (O 6)
i

- 12 -



E,-Z() = Z(1)
E,-Z() = - Z().

Es liefert £, mithin die Matrix | C -1 .
2 10

Um ungerades n = 2k - 1 zu behandeln, setzen wir n' = 2 k und zerlegen
Cl(n") in gerade und ungerade Anteile Cl(n) = Cl(n")® & Cl(n)! und
entsprechend A‘E’. =40 Aln. . Es 1aBt Ci(n')° £, und Aln. invariant.

Die Abbildung R” -~ Cl{(n'), E] - I:'jAEn. , induziert einen Algebren-
isomorphismus Cl{n) - Cl(n")°. Damit haben wir zwei Darstellungen von
Cl(n) gefunden. Da die ,Volumenform” E - ...- E_einmal wie +1 und einmal
und einmal wie -1 operiert, sind die beiden Darstellungen iniquivalent.
Ferner sind sie irreduzibel und sind auch die beiden einzigen nichttrivialen

irreduziblen Darstellungen von Cl(n).

Beispiel. Sei n=3, n' = 4.
Es wird A% aufgespannt durch Z () und Z (1,2). Es gilt E-E,Z() =
= E,-Z(2) = i-Z (1,2}, sowie E-E,-Z(12 = E-Z () =iZ(). Also

operiert E, e Cl(3) wie (O i )
i 0

Ferner ist £, E, Z() = E,-Z(2) = Z(1,2), E,-E,-Z(1,2) = E,- Z (1
=-Z0. By Eg Z0=E3-Z@=i-Z0, By E, Z(1,2) = Eg-Z (1)

. . . (O A i 0
-i-Z(1,2). Also wirken Ez,EaeC1(3) wie (1 0 ) bzw. (O y ) .

Die ,,Volumenform” E - E, - E, operiert durch Multiplikation mit -1 auf A‘;.
Es wird A14durch Z (1) und Z (2} erzeugt. Es gilt E-E,-Z(1)=-E - Z(1,2)
=-iZ(2), E-E,-Z(2) = -E-Z(0=-iZ (). E € Cl(3) operiert somit auf

A14 wie ( (—)i '6) E, und E, wirken wie (? %) bzw. (6 3)

- 13 -

Hier operiert die ,Volumenform™ also wie +1.

Sei nun wieder neN beliebig. Die Transposition * ist der eindeutige
Antiautomorphismus von Cl{n), der die Identitat auf R” fortsetzt, d.h.
(v1~...- Vj)* TV fur v,e R™. Die Spin-Gruppe ist nun gegeben
durch Spin(n) = { x eCl{M° | x-x* =1, x-v-x* ¢ R" fir alle veR? }.
Es ist Spin(n) so definiert, daB Spin(n) auf dem R™ operiert. Wir setzen
©: Spin{n) - Gl(n), elx) v = x-v -x*. Das Bild von o ist genau SO(n),
der Kern ist {1, -1}, @:Spin(n) +SO(n) ist zweifache Uberlagerung, fiir
n=3 ist Spin(n) einfach zusammenhingend.

Die oben betrachteten irreduziblen Darstellungen von Cl(n) kénnen wir
auf Spin(n) einschrinken und erhalten so Darstellungen der Lie-Gruppen
Spin{n). Fiir ungerades n sind die beiden so gewonnenen Darstellungen
von Spin(n) dquivalent, so daB wir fiir jedes n bis auf Aquivalenz nur
eine Darstellung von Spin(n) erhalten, die sogenannte Spin-Darstellung.
Wir bezeichnen den Darstellungsraum mit X und schreiben o: Spin(n) -
GUZ,). Fiir gerades n ist r = A‘E, , fiir ungerades n ist ganz nach Wunsch
L, =47 joderX = A1n+1 . Es gilt dim(Z ) = 217721 Da Spin(n) kompakt
ist, konnen wir auf X _ ein Spin(n)-invariantes Hermitesches Skalarprodukt
<-,-> wihlen, was wir hiermit ein fiir allemal tun, also o : Spin(n) - UZ,).
Wir koénnen das Skalarprodukt z.B. so wihlen, daB die Z{iy, ..., i) eine
Orthonormalbasis bilden.

Man beachte noch, daB fiir gerades n Spin{n) die Zerlegung L =040 Aln

respektiert, d.h. o ist hier reduzibel.
Beispiel. Es wird C1(2)° erzeugt durch 1 und E E,. Wir setzen [= E -E,

und stellen fest, daB / 2 = -1, d.h. Cl(2)° ist nichts anderes als C. Da

t* =1und I* = -/, ist die Transposition * komplexe Konjugation. Die

- 14 -



Bedingung x-x * =1 in der Definition der Spin-Gruppe zeigt uns, daB
Spin(2) = S! ¢ C, denn R? = R-E e R-E, wird von diesen Elementen
in sich iberfiihrt wie folgende Rechnung zeigt:

Wir schreiben et

= cos(t) + sin{t}-[. Dann gilt:

elt~E1-e"t = (cos(t)E, + sin(t)E, )( cos(t) - sin(t)]) =

= cos2(t)E1 + 2sin(t) cos(t)E, - sinz(t)E1 = cos(2t)E| + sin(2t)E,
und analog e”'Ez-e"t = cos(2t)E, - sin(2t)E,.

Also ist die Uberlagerung o : Spin(2) ~ SO(2) gegeben durch

elt . cos{2t) -sin(2t)
sin(2¢)  cos(2t) /.

I

Wie operiert nun e’t vermoge der Spin-Darstellung auf 22 = A'g =C22?

Es operiert /= E E, wie ( 10 CI) ) ( (1) '(1)) = ( 6 S) . Also operiert

It . eit (0]
e wie ( 0 e'“) .

Beispiel. Ahnlich ist auch der Fall n = 3. Es wird CI(3)° aufgespannt
durch1, 1, J, K, wobei I= E\E,, /= EgE,und K= E_E, ist. Es gilt /2 = ]2 =
=K?=2,1/=K, JK=1Iund KI= J . d.h. Cl(3)° = H , dem Quater-
nionenschiefkérper. Die Transposition * ist quaternionale Konjugation.
Wir sehen, daB Spin(3) die Einheitssphire in H ist. Wir zerlegen H als
C-Vektorraum H=C e J-C = C2, Es operiert H von links auf sich selbst
und damit auf €2 durch quaternionale Multiplikation. Dabei operiert

-y ¥
qg=gq,+ jq2 wie die Matrix (31 q§‘>' Dies liefert einen Isomorphis-
2 1
mus zwischen Spin(3} und SU(2). Man rechnet leicht nach, daB SU(2)
vermdge dieses Isomorphismus und der Spin-Darstellung auf Iy= A°4 = C?

durch seine Standarddarstellung, d.h. durch Matrixmultiplikation, operiert.

- 15 -

Wie im obigen Beispiel sieht man, daB unter der zweifachen Uberlagerung

It
0
o' : SU(2) - SO(3) die Matrix ( 6(; e'") abgebildet wird auf

cos(2t) -sin(2t) O
sin(2¢) cos(2t) O
0 0 1

Die Lie-Algebra spin{n) von Spin(n) ist in Cl{n) eingebettet und wird
vonden E;- Ej, i<j, aufgespannt. Da © : Spin{n) - SO(n) eine Uberlagerung
ist, ist das Differential @, : spin{n) »go(n) ein Isomorphismus. Fiir eine
Matrix (al.j)eéo(n) gilt ((»),)'l(aij) = '(1/4)231,'5;[5;' siehe z.B. [Roe,
Lemma 10.24].

Spin-Strukturen. Sei M eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit,
SO(M) das SO(n)-Prinzipalbiindel der orientierten Basen der Tangential-
raume. Ein Spin(n)-Prinzipalbiindel Spin{M) tber M heiBt Spin-Struktur
von M, falls es eine zweifache Uberlagerungsabbildung o :Spin(M) -

SO(M) gibt, so daB folgendes Diagramm kommutiert:

Spin(M) x Spin(n) Spin(M)\
] x © [ P M
SO(M) xSO(n) SO(M) 7

Die waagrechten Pfeile stellen die Operation der Strukturgruppe auf ihrem
jeweiligen Prinzipalbiindel dar.

Das Spinorbiindel auf M ist das zu Spin(M ) bzgl. der Spin-Darstellung
assoziierte Vektorbiindel. Wir bezeichnen es mit M. Es hat als Medell-
faser den 2'"/2)_dimensionalen komplexen Vektorraum L.

Wenn wir das Tangentialbiindel TM von M als das zu SO(M) bzgl. der

Standarddarstellung auf dem R" assoziierte Vektorbiindel auffassen, dann
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konnen wir wie folgt eine Cliffordoperation von TM auf XM definieren:
{olg),x1-[q,0] = [q,x 0] .
Dabei ist geSpin(M), xeR”, ceX . Diese Operation ist wohldefiniert

und setzt sich in natiirlicher Weise auf ClUM) fort.

Den Levi-Civita-Zusammenhang auf M kénnen wir uns zum Beispiel |

durch seine Zusammenhangsform o auf SO(M) gegeben denken. Wir
liften » zu einer Zusammenhangsform & auf Spin{M), genauer & = 971« p*o).
Das wiederum induziert eine kovariante Ableitung VX auf M.
SchlieBlich ist das Hermitesche Skalarprodukt auf L Spin(n)-invariant,
d.h. XM ist ein Hermitesches Vektorbiindel. Damit wird XM zu einem
Clifford-Biindel, der zugehérige Dirac-Operator D ist der klassische Dirac-

Operator.

LEMMA 4.1. Seien I”J‘ die Christoffelsymbole des Levi-Civita-Zusam-
menhang bzgl. eines ON-Rahmens E1 ey En. Sei q ein lokaler Schnitt
in Spin{M) mit ¢-q = (E1 ey En). Dann gilt:

3 -k
Vilqel = i, - (1/4)211.1. E E ol

BEWEIS: Siehe ICGLS, S. 82 f.}.a

LEMMA 4.2. (i) Fiir den Kriimmungstensor RE von 7= gilt:
z =
R¥X,Y) = -WA L (RIX,Y)E) E, - .
(ii) Fiir den Kriimmungsendomorphismus K gilt:
K = (174)- 5,

wobei S die Skalarkriimmung von M ist.

BEWEIS: Siehe [Roe, S. 1261.1

- 17 -

5. HOMOGENE RAUME

Wir wollen nun den klassischen Dirac-Operator auf einem orientierten
homogenen Raum M = G/H untersuchen, wobei wir G als einfach zu-
sammenhdngend voraussetzen. Es wird G im allgemeinen nicht effektiv,
sondern nur fast effektiv auf M operieren, d.h. die Untergruppe der
Elemente aus G, die trivial operieren, ist diskret. Wir zerlegen die Lie-
algebra g von G in die Unteralgebra p und ein Ady, -invariantes Komple-
ment p, also g =p e p. Es trage M eine G-homogene Riemannsche Metrik:
eine solche Metrik entspricht einem Ad, -invarianten Skalarprodukt auf
p. Die Projektion n : G - M induziert einen Isomorphismus Te P~ 7‘;M,
wobei p = n(e) das Bild des Einheitselements aus G ist. Da G zusammen-
hingend ist, operiert G orientierungserhaltend. Daher hat die Isotropie-
darstellung « ihr Bild in SO(Y;M ). Wir wihlen eine Orthonormalbasis
X1 - ,Xn von p, um SO(p) mit SO(n) zu identifizieren. Modulo der
Identifikationen ist somit das Bild der Isotropiedarstellung in SO(n) ent-
halten, « : H - SO(T;M) > SO(p) = SO(n). Mit D ST X, bezeichnen
wir auch die linksinvariante Fortsetzung auf G und auch die entsprechende

Orthonormalbasis von 7;M .

LEMMA §.1. Das Biindel SO(M ) der positiv orientierten Orthonormal-
basen von TM kann auf kanonische Weise mit Gx_SOln) identifiziert
werden, d.h. mit der Menge der Aquivalenzklassen [g,Al,ge G, AeSOl(n),
wobei die Aquivalenzrelation gegeben ist durch g, Al = (gh,«(h™)) Al,
heH. Wir kénnen somit Schnitte in SO(M) als a-dquivariante Ab-
bildungen von G nach SO(n) auffassen. Die Operation der Strukturgruppe

SO(n) ist gegeben durch lg,Al-B = (g, A B].
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BEWEIS: Die Identifikation wird induziert durch die Abbildung
G xSO(n) »SO(M) , (g,A) ~dgip)- A, wobei wir wieder stillschweigend
den Isomorphismus zwischen SO(n) und SO(Y,;M) verwendet haben. Die

Einzelheiten sind eine leichte Ubungsaufgabe.a

Sei o' : H -Spin(n) ein Liegruppenhomomorphismus, der « liftet, d.h.

folgendes Diagramm kommutiert

. Spin(n}
o
/ e
[+
H SO(n} .

Dann definieren wir durch Spin_.(M) = G X Spin(n) eine Spin-Struktur
auf M. Die Uberlagerungsabbildung ¢ : Spin_.(M) - SO(M) ist gegeben
durch [g,Al - [g,eAl.

LEMMA 5.2. Diese Zuordnung von Lifts der Isotropiedarstellung « zu
Spin-Strukturen auf M ist bijektiv.

BEWEIS: a) Sei Spin(M) eine Spin-Struktur auf M. Es operiert G durch
(g.b) - dg - b von links auf SO(M). Diese Operation ist vertraglich mit
der Rechtsoperation von SO(n). Da G einfach zusammenhangend ist,
konnen wir diese Operation zu einer Linksoperation von G auf Spin(M)
liften, die mit der Rechtsoperation von Spin(n) vertauscht.

Es iiberfiihrt HSO( T;M) in sich, also auch Spin(M)p .Seib'e Spin(M)p
fest. Zu jedem h € H gibt es genau ein A, €Spin(n), so daB A b' = b'-Ah.
Wir setzen o'(h) = A, - Man kann leicht nachrechnen, daB o ein stetiger
Gruppenhomomorphismus H -~ Spin(n) ist. Wir nehmen jetzt noch an, daB
(Xl,...,Xn). Dann gilt fiir alle # ¢ H:
elh-b") = h-ob’) = h-le ] = (h1] =

b’ so gewihlt war, daB o(b')
p(b')-0la'(h) = ob' o'(h)

19 -

= le,alh) 11 = [e,11-alh) = o(b") - alh).
Also gilt « = ©-a', d.h. «' ist ein Lift von «.
SchlieBlich sieht man leicht, daB die Abbildung G x Spin(n) - Spin(M),
(g,A) - g-b' A, einen Isomorphismus G x_. Spin(n) - Spin(M) induziert.
b) Starten wir dagegen mit einem Lift o' von o und der zugehdrigen
Spin-Struktur Spin_.(M) = G X Spin(n), dann ist b' = [e,l], da
o(b) = le,1). Fir he Hgilt h -le,+11 = [h,21) = le,£ o' ()] = [e,+1]- o' (h).

Die Konstruktion aus Abschnitt a) liefert uns also «' zuriick.s

Beispiel. Sei M ein flacher Torus, d.h. G = R” , Hc R" ein Gitter.
Da H diskret ist, ist die Isotropiedarstellung trivial, «(h) = 1 € SO(n).
Die Spin-Strukturen entsprechen somit den Gruppenhomomorphismen
H- Z2 = {1,-1} c Spin(n). Ist b1 N ,bn eine Basis des Gitters H, dann
ist ein solcher Homomorphismus eindeutig durch Vorgabe der «(b)) = €

€ Z,, gegeben. Es besitzt M also genau 2" verschiedene Spin-Strukturen.

Sei o : Spin(n) - SO(Z,)) die Spin-Darstellung, M das Spinorbiindel

zu der zu « gehérenden Spin-Struktur.

LEMMA 5.3. M = G X Zn .

BEWEIS: XM = Spin({M) X, Zn ={C X, Spin(n)} ) x, Zn .
Man verifiziert leicht, daB die Abbildungen M - G X b)
(g, Al,v]l = {g,olA)v], und G X Zn - M, tg,vl - lig,11,v], wohl-

n

definiert sind. Dann sind sie offensichtlich auch invers zueinander und

liefern die gewiinschte Identifikation.n

Beispiel. Betrachten wir wieder den Torus M = G/H = R"/H. Sej M
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das Spinorbiindel, das zu der Spin-Struktur gehért, die dem Tupel
e = (s1 ) ,en) entspricht. Setze 3, =0, falls e;=1, und 3, =1, falls e, =-L
Wir definieren @ = o_: R” -~ Sl ¢ C, o(x) = e/"Z%%  x - Ix b, .
Sei x ¢ R und z = sz bj ¢ H, also z € Z. Dann gilt:

olx+z) = ei"%%% . p(x) = eft . efn - olx).
Wir betrachten nun v : SM = R” Xt Zp = MXE  [x,v] = (Ix]0(x)-v).
't ist wohldefiniert, denn

[x-z0a'(z) - v] = ([x-2z], ®lx-2)ola'(2)) v} =
= (Ix1, gt e, %n - olx) - ol BP0 efn)-v =
= ([x], &(x)-v) .

Damit haben wir gesehen, daB auf dem Torus das Spinorbiindel zu jeder

Spin-Struktur trivial ist.

Sei v : SO(n) -~ GL(n) die Standarddarstellung auf dem R".

LEMMA 5.4. Das Tangentialbiindel unseres homogenen Raumes

schreibt sich dann als

™ = le_u R™ .

BEWEIS: Die Identifikation
™ = SO(M) x R" = (G X, S0(n) xR" = G x ., R”
ist gegeben durch dg-Av — [lg, Al v] — g (A)-via

LEMMA 5.5. Schreiben wir TM als TM = G X . . R" und IM als
IM=GC X o L, dann ist die Cliffordmultiplikation von TM auf M
gegeben durch lg.xl-lg,v] = [g,xvl.

-9 -

BEWEIS: Einsetzen der Definitionen.s

Beziiglich der Zerlegung ¢ = b e p bezeichnen wir mit l,]p den
p-Anteil der Lieklammer [,]1. Auf p erkliren wir die symmetrische
bilineare Abbildung U: p x p - p durch
2CUX,Y), Z> = < [Z,X]p L Y> e KX, lZ,Y]p) v X,Y.Z¢€p.

SATZ 5.6. Sei E

y+---+E, die Standardbasis des R". Fiir ein

Spinorfeld gp ~ 1g,v(g)} gilt fiir den klassischen Dirac-Operator D:
Dlg,r(g)l =

=lg, 2 E - X (0] rou 031X, X0« ULX, X)),
J

REIrINE

.....

Dabei ist das n-Tupel (-15 (X, ,Xj ]p + U(XI. ,Xj ))l.=1 ,, von Vektoren

.....

aus p in der Basis X grocno X n auszudriicken und so als ein Element aus

¢o(n) aufzufassen, auf das wir ®;1 anwenden konnen.

KOROLLAR §.7. Ist M natiirlich reduktiv, d.h. U= O, dann gilt:
Dig,vig) = lg,;Ej.{ X; o)+ oulo1- 11X, X))
[ ]

KOROLLAR 5.8. st ip,p) ¢ b, zum Beispiel falls M symmetrisch ist,
dann gilt Dig,¥(g)l = lg, ZEj-X}.('V)|g]. 1

KOROLLAR 5.9. st [p,pl c v, dann gilt
D2gv(g) = lg, - X, XZ (1) + I E EAX, X)¥) 1.

BEWEIS von Korollar 5.9.: Wir berechnen
Zij E,.‘Ej-Xi (X]. (v)) =
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2

- ZI. (X’.) (¥) + ij Ei-l:'j-{ XI.-X]. - Xj-XI. 1(¥)
2

- Zl. (Xl.) (v) « Ziq. EI.-Ej-[XI.,Xj](‘l’).

Damit ist die Behauptung gezeigt.u

Die Ergebnisse dieses Abschnitts wurden fiir den Spezialfall, daB -

M ein einfach zusammenhingender symmetrischer Raum ist, bereits in

f{CaGul gezeigt.

Doch nun zur Formel fiir D fiir den homogenen Raum M:

BEWEIS von Satz 5.6: a) Sei X e p, X ' = n. X ¢ Y;M, g, € G
Wir wihlen A(t) € Spin(n) so, daB A(O) = 1 und die Kurve ¢t - [etX, A(f)]
in Spin{M) horizontal ist. Da die horizontale Distribution, die vom Levi-
Civita-Zusammenhang herkommt, invariant unter der Linksoperation von
G auf Spin(M) ist, ist auch die Kurve ¢ - [goetX,A(t)J horizontal. Fiir
den horizontalen Lift (dg,- X )SPIn yvon dg_ - X " nach Spin{M) gilt somit

(dgy X V%P ig, Ig o)) = S g et ale)]], g .

Entsprechend gilt fiir den Lift nach SO(M)

(dg, - X 1% (g, Jgom) = S tg e 00|, .

b) Sei gp -+ [g,¥(g)1 = [[g,A),0lg,A)] ein Schnitt in SM. Dabei deutet
»2" den Isomorphismus von G Xp_q.Zn und (G X Spin(n}) X, X an. Es
gilt fiir alle g € G und A € Spin{n) :

¥(g) = olg,1), olg,A) = oA V¥(g).
Wir berechnen V’;:;dx. lg,v(g)l.

IT4

Vg x- 118,41, olg N = Tig_ 1}, (dg_-X )5Plig 11 olg Al
* g, (dgo-X')Spinllgo,ll olg Al
(g, X )5P!Mlig, 11 olg,n) = & olg et a))], , =
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oD g etX)|, o =

f

- 0. (A(O) wlg,) + dLgo‘X (v) =
- o (AO)) Wlg ) + Xlg, (¥).

c) Wir berechnen A(Q). Da die Kurve t - [e'X, e-A(t)] horizontal in
SO(M) ist, gilt

0 = F1eX ontl, o = & (de™ olaleh ), o =

= 0, A0) + FdetX (X, ., X)),
Also gilt A(0) = - o' ¥ (detX (X, , .., X ) _g.

Sei nun c(s) eine Integralkurve zu X, in M. Dann erhalten wir

. g _tX -
gfdetx“:(ont:o = ?Y?aget elsly o -

gEaa? etx’C(S”sn:o =
gg X'clshl, o =

Uy, X' =

1 . .
-3 X X e U, X))
Zur letzten Gleichung siehe [Bes2, Prop. 7.281. Also erhalten wir fiir A(O):
: -1 1
A(O) = —(-:)* ( _EIXI"XJS) + U(X'-;X))i=1"_

s

d) Fassen wir zusammen:
(dg,- X" - Vdgo_x. lg,v(g)l =
= (dg,- X)Ig, Xlgo¥) v o 001 (- 51X, X1 + UIX, X)), )wlg)l.

Den Dirac-Operator erhalten wir, indem wir fiir X die orthonormalen

Vektoren X] einsetzen und iiber j summieren:
Dig,v(glg-g, = Z(dgo-Xj) : vdgo,xj lg,vig)) =
1 - 1 \
lg, | Z E].'{lego(}') +p,9,1(—-2—|X1.,Xj I, * U(XI.,)(j))I.:Lm'n)‘l’(go)l}l.
j

Damit ist die Formel bewiesen.n

GemdB Lemma 5.3. konnen wir Schnitte in XM auffassen als Ab-
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bildungeny : G~ L, ., dieder Aquivarianzbedingung ¥(g h) = ola'(h) ¥ (g)
fir g € Gund h € H geniigen. Es operiert G von links auf den Schnitten
durch (g v¥)(g) = ‘Y(go'lg). Damit haben wir eine unitire Darstellung
von G auf dem Hilbertraum L2(M,XM ) erklart. Fiir kompaktes G kennt
man eine solche Darstellung sehr gut. Sei C? die Menge der Aquivalenz-

klassen von irreduziblen unitaren Darstellungen von G. Dann gilt:

SATZ 5.10. (Frobenius-Reziprozitit)
Die Darstellung der kompakten Gruppe G auf L2(M,SM) ist dquivalent

zu 7SO(/}\Vyca}-lom,_,(Vy,Xn).

A
Dabei ist (V_,n_) ein Repridsentant von v in G und HomH(V , %)
Yor Y n

der Vektorraum der H-Modul-Homomorphismen von VY nach ¥ _, wobei
H durch "YIH bzw. oo’ operiert.

Es operiert g € G auf veA ¢ VY ® HomH(VY. L ) durch glveA) =
nY(g) veA und veA ist mit der H-dquivarianten Abbildung g -~ Any(g'l) v
zu identifizieren. Insbesondere besteht VY e Hom H( VY, Zn) aus C%-

Schnitten.
Zum Beweis siehe [Wall, Theorem 5.3.6] oder [Br-tD, Chapter 11118

Die Formel fiir den Dirac-Operator aus Satz 5.6. zeigt, daB D mit der
Operation von G auf C™(M,XM ) vertauscht. Daher 138t D die y-iso-

typischen Summanden VY ® HomH(VY, Zn) invariant. Genauer gilt

LEMMA 5.11. Die Einschrinkung von D auf Vv ® Hom H( VY,Zn) ist
gegeben durch idsDY , wobei

- oA -1 1
DY(A)-;E]. A X)) o l0; CSLXX 1 UG XD, o)Al

.....

- 25 .

BEWEIS: Sei ¥(g) = Avry(g'l)v. Wir setzen

-1 1
L = o0 -30X, X1 +UX, X)), ).

Nach Satz 5.6. ist D w(g) = ZE}{XJ.(‘F)Ig + Lj‘!'(go)}. Es gilt
K )

Lywig,) = Li(Ar (ghv) = (L, A)n (g h)v und

\ - d X; _d -tXj -1 -
Xj(y)lg‘, -Ht—‘i’(goet 1)|t=o—EEAnY(e g, )V|t=0’
= - A(nY),(X].)nY(go'l) v . Damit ist das Lemma bewiesen.1

Die Frobenius-Reziprozitit ist ein wertvolles Hilfsmittel zur Berechnung
des Spektrums des Dirac-Operators auf homogenen Riumen M = G/H
mit Gkompakt und einfach zusammenhingend. Wir kénnen dabei wie folgt
vorgehen:

1) Bestimme GA .

2) Zerlege fiir jedes v € é die Einschriankung von vy auf H in irredu-
zible Bestandteile (bzgl. H).

3) Zerlege die Darstellung o-«' von H auf X in irreduzible Bestand-
teile.

4) Berechne HomH(VY,Zn).

5) Berechne die Eigenwerte von D auf Hom (V X ).
Y Yy n
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6. RIEMANNSCHE UBERLAGERUNGEN

Sei X eine einfach zusammenhangende Riemannsche Spin-Mannigfaltig-

keit der Dimension n. Sei Iso* (X} die Gruppe der orientierungserhaltenden

Isometrien von X, I c Iso*(X) sei eine diskrete Untergruppe, die eigent- -

lich diskontinuierlich auf X operiert. Jedes Element v € I operiert durch
sein Differential dy von links auf SO(X). Diese Operation vertauscht
mit der Rechtsoperation von SO{(n) auf SO(X). Fiir das SO(n)-Biindel des
Quotienten M = A\ X gilt SO(M) = \SO(X) Wir wollen nun die Operation
von T auf Spin{X) liften.

LEMMA 6.1. Es gibt genau zwei Lifts dy* : Spin(X) - Spin{X) von
dy : SO(X ) - SO(X ). Es vertauscht dv* mit der Rechtsoperation von
Spin{n) auf Spin(X). Ferner gilt dy* = dy~- (-1).

BEWEIS: Fiir nn > 3 ist neben X auch Spin(n) einfach zusammenhangend,
daher auch Spin(X). Dann kénnen wir sicher liften, und da ¢ : Spin(X)
~ SO(X) eine zweifache Uberlagerung ist, auf genau zwei Weisen. Fiir
n = 2 funktioniert dieses Argument leider nicht, daher machen wir einen
anderen Beweis.

Wir wahlen q, g, € Spin(X) so, daB dv-elq) = ¢(g,) und definieren
die Fasereinbettungen J, = Spin(n) - Spin{X) durch jlg) = q, g. Es gilt:

d*('tp(jl(g)) = dY-rp(qlg) dY‘('p(ql)G)(g)) = (dy-'p(ql))@(g) =

= ¢lgy)elg) vlg,g) = eliy(g)).

Dies bedeutet, daB das folgende Diagramm kommutiert:

Spin(n)
PN

Ip
Spin(X) Spin{X)
o '

sox) —%. sowx)

- 27 -

().

An dem Ausschnitt i1,(Spin(n)) 1,(Spin(X)) —— 1, (X) = O
aus der exakten Homotopiesequenz fiir Faserbiindel sehen wir, daB ()
surjektiv ist. Somit gilt:

dv. ¢, M,(Spin(X )) = dy, . )y 1,(Spin(n)) = dy, Uy)e 11,(Spin(n))
= dy. I,{Spin(X)).

Damit ist das Liftungskriterium erfiillt, und wir erhalten genau zwei
Lifts dy*.

Jetzt zeigen wir, daB dvy* mit der Operation von Spin(n} vertauscht.
Sei dazu g € Spin(X) fest. Fiir jedes g € Spin(n) gibt es ein c(g) ¢ Z, -
= { -1, +1}, so daB dy*(qg) = (dy*q)(c(g)g). Weil die linke Seite stetig in
g ist, ist ¢ : Spin{n) - Z, konstant. Wegen e(1) = +1 ist ¢ = +1. Das
bedeutet gerade, daB dy* mit der Rechtsoperation von Spin(n) vertriglich
ist. Fiir dy™ ist das Argument dasselbe.

DaB dy~ = dy* - (-1) ist, ist klar, denn mit dy* ist auch dy*-(-1) ein Lift

von dy.u

KOROLLAR 6.2. Es operiert dv* durch dv*-[g sl = ldy*- g,s) auf dem
Spinorbiindel XM

Es bildet ' = { dy* | vy € T} eine Gruppe, die unter »' : I' - I, dy* ~ v,

surjektiv auf 1" abgebildet wird.

Beispiel. Fiir die Sphire X = S” ¢ R™*! ist das SO(n)-Biindel gerade
die SO(n+1), wobei die Projektion auf S” die Projektion auf den letzten
Spaltenvektor ist. Die iibrigen Spaltenvektoren bilden die orientierte
ON-Basis des Tangentialraumes, der hier als Untervektorraum des R7*!

betrachtet wird. Ein Element A aus der Strukturgruppe SOl(n) operiert
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01

raum des Spin(n)-Prinzipalbiindels ist Spin(n+1), und ¢ : Spin(n+1) -

durch Rechtsmultiplikation mit der Matrix (A o)auf SO(n+1). Der Total-

S0(n +1) ist die universelle Uberlagerung, die sonst mit © bezeichnet wird.

Eine diskrete Untergruppe I' ¢ 1so*(S™) = SO(n+1) operiert durch Links-

multiplikation auf SO(S”) = SO(n+1). Fiir die Gruppe T’ gilt daher ' =

= ©™4r) ¢ Spin(n+1).Es operiert I dann durch Linksmultiplikation auf
Spin(S"7) = Spin(n+1).

Iste: '~ 1" ein Gruppenhomomorphismus mit n'-¢ = id,. , dann operiert
I' vermdge ¢ auf Spin(X). Durch Spin_(M) = (rN\Spin{X) ist eine Spin-
Struktur auf M erklart, so daB

Spin(X) SO(X)

¢E

Spin_(M) SO(M) M

kommutiert.

Man sieht leicht, daB man auf diese Weise auch alle Spin-Strukturen
von M erhalt, d.h. die Menge der Spin-Strukturen auf M steht in 1-1-
Korrespondenz zu den Homomorphismen ¢ : I' = ' mit n'e = id. . Fiir
die Details siehe [Frl, Satz 5].

Es operiert I durch ¢ auch auf XX, und fiir das zu SpinE(M) assoziierte
Spinorbiindel 2 M gilt natiirlich

IM = (\EX .
Der Dirac-Operator D auf X und der Dirac-Operator D_ auf M

sehen lokal gleich aus. d.h. es kommutiert das Diagramm

- 29 .

C=M M) ——— C=(X,5X)
D D
C=(M,ZM) C=(X.2X)

wobei die waagerechten Pfeile durch ,Zuriickziehen” der entsprechenden

Schnitte entstehen.

PROPOSITION 6.3. Ist X = G eine einfach zusammenhéngende Lie-
gruppe mit linksinvarianter Metrik, T ¢ G ein Gitter, dann ist 1" ~ I' « 22 ,
und n' : 1" = T st die Projektion auf den ersten Faktor. Somit haben die
betrachteten Homomorphismen ¢« : T ~ I die Form s = idr < ¢, wobei

¢’ ein beliebiger Homomorphismus von T nach Z, ist.

BEWEIS: Wir wiahlen eine positiv orientierte ON-Basis X, e Xn
aus g . Dies liefert folgende Trivialisierung von SO(G):
G x 80(n) - SO(G), (g,A) - (X lg), ..., X (g)-A.
Daher gilt fiir die (eindeutige) Spin-Struktur von G
Spin(G) = G x Spinln) , ¢ = idg x O .
In obiger Trivialisierung von SO(G) gilt dy-(g,A) = (vg.,A). Wir setzen
dv* (g,q) = (vg.q) und dv™ - (g,q) = (yg,-q). Der Isomorphismus zwischen

I'~xZ, und 1" ist dann gegeben durch (v,+1) «— dy* und (y,-1) « dy".
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7. KILLING-SPINOREN

Sei M eine n-dimensionale Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit mit

Spinorbiindel ZM, Spin-Zusammenhang V> und Dirac-Operator D.

Definition. Ein nicht identisch verschwindendes Spinorfeld ¥ heifit
Killing-Spinor (eigentlich Killing-Spinorfeld) zu ¢ € C, falls fiir alle
X ¢ TM gilt:

v):

X‘l’ =uX-¥ .

Killing-Spinoren treten recht selten auf; ihre Existenz zieht starke
Einschrankungen an die Mannigfaltigkeit M nach sich. Viele dieser
Beziehungen finden sich in [CGLS), wir beschrinken uns hier darauf, die

wichtigsten anzugeben.

PROPOSITION 7.1. Es besitze M einen Killing-Spinor zu y. Dann ist M
eine Einstein-Mannigfaltigkeit mit der FEinstein-Konstanten 4(n-1),2.

Insbesondere ist y reell oder rein imaginar.
BEWEIS:ICGLS, Prop. 51.a

PROPOSITION 7.2. Sei M einfach zusammenhéngend und von konstanter
Schnittkriimmung 4 2. Dann gibt es 2n/2 Killing-Spinoren zu y auf M,
die in jedem Punkt linear unabhingig sind. Das Spinor-Biinde! wird also

durch Killing-Spinoren trivialisiert.

BEWEIS: [CGLS, Prop. 11l.a

-3t -

I1. BEISPIELE

1. FLACHE TORI

Als erstes Beispiel berechnen wir das Spektrum des klassischen Dirac-
Operators auf flachen Tori M = R"/H, wobei H c R" ein Gitter ist. Dazu
bestimmen wir zunichst die Eigenwerte von D?. Dies ist in [Fr31 bereits
durchgefiihrt worden, aber weil es mit den Vorbereitungen aus dem ersten
Kapitel so einfach ist, rechnen wir die Eigenwerte hier noch einmal aus.

Sei by , ... . b eine Z-Basis des zu H dualen Gitters H *. Die Spin-

Strukturen von M werden durch n-Tupel 5 = (5 ,an) , 8/. e {0,1),

1
klassifiziert, siehe Abschnitt 1.5. Sei jetzt 5 fest. Wir betrachten wieder
die .trivialisierende” Funktion & : R” - S!, o(x) = e™ %5 (x) pyrep
IM-~MXxZ , [x,vl-(x] &(x) v), wird das Spinorbiindel trivialisiert.
Wir benutzen das vom R” kommende Standardorthonormalbein 01 R c‘)n.
Man beachte den kleinen Notationsunterschied zum Abschnitt 1.5.
Lemma [.4.1 besagt, daB V?[x,v(x)l = [x,aiv(x)], und somit
D3x vix)] = (VEV 7 0x,vix)l = lx,on(x)I.

Eine Basis von L%(M,R) aus Eigenfunktionen von A, ist gegeben durch
die Vb.(x) = eznib'("), b* ¢ H*. Sei o ¢ Zn fest. Wir wenden nun
D? auf das Spinorfeld an, das bzgl. obiger Trivialisierung die Gestalt
[x) - (Ix], v, .(x) o) hat. Also

D2(ix), vy (x) o) — D2x,0(x) v, (x)s] =

lx,Aow(x)"-vb,(x))ol =

(x, (Ao(<l>(x)'1) Vpelx) - 2<grad(o(x)™1), grad v (x)>

+ olx) 1. onb.(x) 1ol =
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. * 2 . * : »
U 2 inE s, (b9), )2 - 22, (-in 5, (b%), ) 2ni(b*),
+ 4nlb* ) 0(x) v L (x) 0 1 =
= 4n?1b*- 35 b2 Ix, a(x) v, L (x) 6]

—  4n?|b* - JTs b7 (Ix), vy . (x) o).

Also entspricht der Zuordnung [x1+ ([x], v, .(x)0) ein Eigenspinorfeld -

von D? zum Eigenwert 472 |b* - 1E‘Lﬁl.bj’l"’. Da die Dimension von .
2'n/21 st hat 472 |b* - %Zsjbjf [2 die Multiplizitat 2f7/27,

Die Eigenwerte von D sind somit #2n|b* - 1§Z(Sj.bj"|. Wir wollen jetzt
sehen, daf} sich die Multiplizititen gleichmiBig auf die positiven und
negativen Wurzeln von 4x2|b* - %Za}.b; 12 verteilen.

Eine Abbildung IR”-'Zn » Xx»vix) , definiert genau dann ein Spinor-
feld x-tx, v(x)], wenn fiir alle x ¢ R” und z ¢ H gilt

vix -z) = ola'(z)) - vix).

Wir spiegeln jetzt v am Ursprung, d.h. wir setzen v(x) = v(-x). Mit
v erfiillt auch ¥ obige Periodizititsbedingung, denn «'(-z) = o'(z) fiir
alle z € H. Damit ist das Spinorfeld [x] ~ [x, ¥(x)] wohldefiniert.

Jetzt wollen wir annehmen, daB [x] - [x, v{x)] ein Eigenspinorfeld von
D zum Eigenwert A ist. Dann ist

Dix, v(x)] lx, ZE,- v(x)1 =
[x, - LE; - 9v(-x)1 =

- alx, Vix)1.

Durch die Spiegelung wird also der x-Eigenraum isomorph in den (-))-
Eigenraum iberfiihrt, also haben » und -\ dieselbe Multiplizitit.

Insgesamt erhalten wir
SATZ1.1. Der klassische Dirac-Operator, der zur Spin-Struktur gehort,

die 5 ¢ (22)” entspricht, hat #2n|b* - 1EZSjbj"l , b* € H*, als Eigen-

werte, und die Multiplizitit ist jeweils 217/21-1 g
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Friedrich hat in [Fr3] das Spektrum von D? auf den Tori berechnet, um
zu demonstrieren, daB es signifikant von der Wahl der Spin-Struktur
abhangt. Er bemerkte, daB der Eigenwert O nur fiir die Spin-Struktur

5=(0, ..., 0) auftritt, d.h. nur dann existieren harmonische Spinorfelder.

Isospektralitdt. Fiir die Spin-Struktur zu 5s={0,...,0) sind die Eigen-
werte von D? dieselben wie die des Laplace-Beltrami-Operators A,

lediglich die Multiplizititen sind mit 2'7/2

zu multiplizieren. Somit
kénnen wir Milnors Bemerkung iibertragen, daB es in Dimension 16 zwei
Tori gibt, die nicht isometrisch sind, fiir die aber D? und damit auch D
bzgl. der Spin-Struktur zu s=(0, ..., 0) dieselben Eigenwerte hat, vgl.

[Mill.

Kollaps. Wir betrachten zwei Tori T, = R"/H, und T, = R¥/H, und
wir wollen ihr kartesisches Produkt gegen T1 kollabieren lassen. Dazu
2 t > 0.
Es gilt T! = T, x T, und fiir ¢ -~ O kollabiert Tt gegen T, . Auf T, geben

betrachten wir folgende Familie von Tori T! = T, x R¥/tH

wir uns die Spin-Struktur zu 5 = (81, ,Sn) vor. Auf T! kdnnen wir nun
in natiirlicher Weise die Spin-Struktur zu (5,8) = (31, ,8n,£‘1 L ,ﬁ‘k )
betrachten. Wie verhalten sich die Dirac-Eigenwerte von T! fiir t = O ?

Sei ai" . ,a:, eine Z-Basis von Hl’“ und bl’, S b; eine fiir H;. Dann
erhalten wir eine Z-Basis fiir (H1 X tH2)"' durch af, ..., ar bl'/t, ey b;'(/t.
Die D-Eigenwerte von T? sind 12n|Z(ocj-1§xj)aj" + Z(B}.-%ﬁ‘j)bj‘/t |,
o, B € Z . Wir sehen also, daB die Eigenwerte fiir ¢t - O gegen t o
konvergieren, es sei denn, alle (Bj—lﬁﬁ‘j) sind gleich O. Das ist nur moglich,
wenn § = O und alle B; = 0. Dann erhalten wir als Grenzwerte genau die
D-Eigenwerte von T1 . Die Multiplizitdten der Grenzwerte sind i.a. groBer

als die der Eigenwerte von T, , namlich 2U(7*K)/21-1 a4y pfn/21-1

1
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2. HEISENBERG-MANNIGFALTIGKEITEN

Notationen. Fiir x, ¥y ¢ R” und z ¢ R bezeichnen wir mit glx.y, z) die

1 xt z
(n+2) x(n+2) -Matrix | O 1, y|. Die glx,y,z) bilden die Heisenberg-
00 1

Gruppe He(n). Sie ist eine (2n+1)-dimensionale nilpotente Liegruppe mit

der Liealgebra be(n) = { X(x,y,2z) | x,yeR" , zeR ) , wobei

O xt
X{x,y,z) = 0O 0 .
00

Fiir die Gruppenoperation gilt

O~ N

glx.y,z)-glx", ¥y, 2") = glx+x"y+y' z+z'+xy),
glx,y,z2)' = gl-x,-y,-z +Xxy) .
Dabei ist x -y das iibliche euklidische Skalarprodukt des R™. Die Exponen-
tialabbildung exp ist ein globaler Diffeomorphismus, dessen Inverse wir
mit log bezeichnen. Es gilt
expX{x,y,z) = g(x,y,z+1§x~y) ,
logg(x,y,z) = X(x,y,z—%-xy) .

Wir setzen Xj = X(e]. ,0,0),
Y}. = X(O,e] ,0),
Z = X(0,0,1),
wobei €y, ....€e, die Standardorthonormalbasis des R” ist. Die einzigen
nichttrivialen Kommutatoren sind [Xj ,Yj 1 = - [Y}. ,X].] = Z.
Sei r = (rl, ,rn) ein n-Tupel natiirlicher Zahlen, so daB jedes r

seinen Nachfolger Ti teilt. Wir setzen

rZm = {(rlxl,...,rnxn)Ix}.eZ)und
r, = lglen)leerZ neZ” ceZ).

Es ist I'_ein uniform diskretes kokompaktes Gitter in He(n). Jedes uniform
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diskrete kokompakte Gitter in He(n) ist zu genau einem T _ isomorph,

vergleiche [GoWi, § 21. Wir untersuchen die Heisenberg-Mannigfaltigkeit
M = r \He(n)
r

Geometrie von He(n). Sei d=(d,, ..., d,) ein n-Tupel positiver reeller
Zahlen, T > O. Wir betrachten die linksinvariante Metrik auf He(n), fiir
. . R .
die E2j—1 = dej , E2j = d]Y] s i=4..,n,und E, = T7Z eine
Orthonormalbasis bilden. Wir setzen o = di2 T. Dann schreiben sich die

einzigen nichttrivialen Kommutatoren wie [Ezj_l,Ezl.] = o E,, .,- Die
iiblichen Formeln fiir linksinvariante Metriken liefern fiir den Levi-Civita-
Zusammenhang ' 15011. E, ., falls j=2i
. ) 1 .
v2i—1 E] = -5 Ezi , falls j=2n +1
0 , sonst

-3« E,, . . fallsj=2i-1
L
2

Vo, E] = «; Ezi , falls j=2n +1
0 , sonst
-l E,, . fallsj=2i-1
1 s .
V2n+lEj = 5 E;_,l,_1 , falls j = 2i
0 , falls j=2n +1

Die Kriilmmung 1aBt sich ebenfalls leicht berechnen; wir bemerken hier
nur, daB die Skalarkriimmung S = - 1§ erjz ist.

Die linksinvariante Metrik definiert auch auf dem Quotienten M eine
Riemannsche Metrik, fiir die die lokalen geometrischen GroBen natiirlich
dieselben sind. Wenn wir die Abhingigkeit von den Parametern deutlich

machen wollen, schreiben wir fiir M auch M(n,r,d,T).
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Spin-Zusammenhang V= und Dirac-Operator D. Wir trivialisieren den
Totalraum der Spin-Struktur von He(n) wie im Beweis von Proposition 1.6.3,
wobei wir als ON-Basis El, ...,Ezm1 nehmen. Das liefert auch eine
Trivialisierung des Spinorbiindels YHe(n). Wir schreiben dement-
sprechend Spinorfelder als Abbildungen o ;: He{n) - X,p. - Lemma 4.1
sagt uns, wie der Spin-Zusammenhand VZ in dieser Trivialisierung aus-
sieht: VF o= 8,-5 %, TN EE.

Dabei koénnen wir die E_ als kanonische Einheitsvektoren im R27*!
auffassen, die durch Cliffordmultiplikation auf X,,.; operieren. In

unserem Fall erhalten wir

2 = 1
Vaia = 8544 3% EaiBpp gy
> _ 21
Vai 9p; - 4% Ezi1Eap +1
3 = 21
Vana = 9na -4 Zj *; E2j-1 E2j :

Fiir den Dirac-Operator D ergibt sich
2n+1

n
- 1
D = k; Ex 9y ZJZI % Epj 1B Eppy -

Spin-Strukturen von M. GemiB Proposition 1.6.3 werden die Spin-
Strukturen von M gegeben durch Homomorphismen ¢ : r - 22 . Da Z,
abelsch ist, faktorisiert ein solches ¢ iiber r./lr_.r.). Ein Kommutator
in I hat die Gestalt g(0,0,&n'-g'n), £ € r Z7, o0 ¢ Z7. Also ist
(r..r.1=(g(0,0,rx) | « € Z ). Daher gilt

r/Ar . rl = rZ"e 2" o Zrl .

Ein Homomorphismus r, /[I"r,r'r] - Z2 ist eindeutig festgelegt durch

seine Bilder auf den Erzeugern, d.h. durch

5 = e(r,.ei) {auf dem ersten Summanden),

ﬁ‘i = s(ei) (auf dem zweiten Summanden),

5 = s([l]r') (auf dem dritten Summanden).
.37 -

Dabei schreiben wir Zr‘= { IO]H’ e I —ﬂr‘} und Z,, = { 0,1} additiv.
Ist r, ungerade, so muB E([“r,) = O sein, in diesem Fall besitzt M genau
227 yerschiedene Spin-Strukturen. Ist dagegen r, gerade, so kann E(l”rl)
auch gleich 1 gewahlt werden. In diesem Fall gibt es auf M genau 22n+1
Spin-Strukturen.

Auf 1_sieht der Homomorphismus ¢ nun wie folgt aus:

elglen,g)) = Lo 8 /r « ijs‘j N+ (¥
oder kurz
elglen,t) = s-5/r + &0 + 3,
wobei 5 = (5, ... ,5,) und $= (S‘l s ,S‘n).

Von jetzt an sei eine Spin-Struktur, d.h. 5, § und %, fest vorgegeben.
Wir machen keinen Unterschied mehr zwischen den Spinorfeldern bzgl. der
gegebenen Spin-Struktur und den e-dquivarianten Abbildungen s : Hel(n) -
= Z5,.1 » d-h. den o, so daB fiir alle y € ' _und g € Hel(n) gilt

olvg) = (-1 (g).

Die rechtsregulire Darstellung. Fiir ein L2-Spinorfeld 5 : He(n) =~ Zone1
und g_ € Heln) definieren wir
(R(g)ollg) = olgg,).

Es ist nicht schwierig zu sehen, daB R eine stetige unitiare Darstellung
der Heisenberg-Gruppe He(n) auf dem Hilbertraum H = L2(M,XM ) ist.

Daneben operiert auch die Heisenberg-Algebra he(n) auf +, wir konnen
namlich stetige (insbesondere linksinvariante) Vektorfelder mit L2—Spinor—
feldern Clifford-multiplizieren und erhalten wieder ein L2-Spinorfeld. Wir
konnen uns diese Operation auch so vorstellen, daB wir he(n) vermoge

einer ON-Basis mit R27*! identifizieren und fiir X € he{n) setzen

(X-a)g) = X-(olg)).
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Sei nun -H' ¢ H ein abgeschlossener Unterraum, der invariant ist unter
R und unter pe(n), o € -H' differenzierbar. Fiir g € Heln) sei Lg die Links-
translation um g. Fiir die Ableitung von o nach einem linksinvarianten
Vektorfeld X gilt:
ax(o~Lg)(g(0,0,0)) =

H

axc(g)

de o-L8 (exptX) |t=o =

de (R(exth)o)(g) |t=o

= R, (X))o .

Also ist 940 = de R(ethX)°|z=o

Da-H' abgeschlossen und R-invariant ist, liegt mit o auch R, (X ) o in +'.
Weil -H' auch peln)-invariant ist, ist #{' auch D-invariant, wie man an
obiger Formel fiir den Dirac-Operator ablesen kann. Wir geben diese
Formel jetzt noch einmal in einer etwas anderen Form an. Sei dazu -+’
isomorph zu H''e 22,“1 , wobei H" ein Hilbertraum ist, so daB R wie
n ® id operiert, wobei n eine unitire Darstellung von Heln) auf H" ist.
Es soll pe(n) nach Identifikation mit R27*! durch Cliffordmultiplikation auf
dem zweiten Faktor operieren. Dann entspricht dem Dirac-Operator auf

den differenzierbaren Vektoren in e Z,, .1 der Operator

2n+1 n
= 1
D = kz_ln,(Ek) © £, + 2id Qf_\; % 15'21._1 E2].E'2n+1 .

Um das Spektrum von D auf M in den Griff zu bekommen, miissen wir
also versuchen, -+ in méglichst kleine abgeschlossene Unterriume zu
zerlegen, die invariant sind unter R und he(r1). Nach einem Blick in die
einschldgige Literatur, etwa [Wal2, Theorem 4.11, nehmen wir den Satz

von Stone-von Neumann zur Kenntnis, der uns sagt, wie die irreduziblen
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unitdaren Darstellungen von Heln) aussehen:

{i) f : He(n) - UQ1) ,

Flg) = e2ritliogte)

Dabei lauft « iiber alle Linearformen auf ye(n), die auf dem Zentrum 3, =
={ X(0,0,z) ) verschwinden.

(ii) n_ : He(n) ~ UL2(R".C)) ,

[nc(g(x,y, ) f () = e2riczsuy) £(x .y

wobei ¢ € R-{O}.

Jetzt wissen wir, was uns erwartet, und wir konnen beginnen, -H zu

zerlegen.

Zerlegung nach der Operation des Zentrums fiir ¥ = 0. Wie sich zeigen
wird, ist die wesentliche Fallunterscheidung die nach 3 = O oder § = 1.
Wir beginnen mit ersterem. Fiir ein L2-Spinorfeld o : He(n) ~ X, .y und
fiir g € He(n) betrachten wir die Funktion

e R~2, ., z - R(g(0,0,z))qlg).
Diese Funktion ist periodisch mit Periode 1, denn
olz+1) = olg-g(0,0,z+1)) =
= olg-g(0,0,1)-£(0,0,z))
= o(g(0,0,1}).-g-g(0,0,2))
= (-1-s(g - £(0,0,2) =

= olz) .

Die Heisenberg-Mannigfaltigkeit M ist ein S'-Prinzipalbiindel iiber dem
Torus Tr2" = R27"/r 2"« 2" . Die Projektion wird induziert durch den
Liegruppen-Homomorphismus He(n) -~ R27, g(x,y, z) ~(x,y). Wir ver-
sehen Tf” mit der Riemannschen Metrik, die diese Projektion zu einer
Riemannschen Submersion macht.

Da wir Integrale auf M berechnen kénnen, indem wir zuniichst iiber die
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Faser S! integrieren und anschlieBend iiber den Torus Tf”, ist, da ¢
quadratintegrabel ist, fiir fast alle g auch ¢ eine L2-Funktion auf R/Z.
Wir entwickeln ¢ in eine Fourier-Reihe:
olz) = ) o (g) e2ricz
ceZ

1 I3
Dabei ist ¢_(g) = f R(g(0,0,tVolg) e=27i¢t gt . Fiir z = O erhalten wir
[¢]

die Zerlegung ¢ = L_ .z ¢, - Damit haben wir eine erste Zerlegung von

Hgefunden: H = @ H_ = H o @ H
ceZ €

Zerlegung von H,.SeiceH . Dadannolg(x,y, z)) konstant in z ist,
kénnen wir abkiirzend f(x,y) = slg(x, y, z)} schreiben. Wir wollen jetzt
das genaue Periodizitatsverhalten von f studieren. Auf jeden Fall ist f
periodisch bzgl. des Gitters L_= 2(r Z"e Z"). Wir fiihren die Fourier-
Entwicklung durch: flxy) = § aT_e2ni1:(x,y) )

IELr'

Sei (£,n) € r Z"7 @ Z". Einerseits gilt

filx +E,y ""]) = Z e21tir(E,n) i ar. e2n11(x,y) .
el
Andererseits
(_l)s(g(E,n,O)) flx y) - Z eni(SE/r + gn).a .e27tl'r(x,y) .
el ’

Die Bedingung f{x +£,y +n) = (-1)<(&(&.,n, 0D flx,y) ist somit
dquivalent zu e2miv(Em) . a = eniae/r + g")-ar fir alle < € L . Dies
ist keine Bedingung an a_, falls 2<(g,n) = £3/r + n% (mod 2), ansonsten
muB a_= O sein.

Wir schreiben L* = { (/2r, ... ,rn/2rn,?1/2, e ?./2) r}.,’r\j cZ).
Die Bedingung 21(g,n) = £5/r + 18 (mod 2) , (g,0) € r Z"e Z", bedeutet

fiir die . und ?. :
J i
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e (mod 2)

£. =48 (mod 2) .
i

Wir setzen
L(rs,8) = ((/2r, ... 2,72 | Ty = {mod 2), ’1‘]. = ﬁj {mod 2} } .
Fiir f erhalten wir somit die Zerlegung

f(X,_Y) = Z a .eZnix(x.y) )
TGL(r,S.’S\)

Fazit: Die rechtsregulare Darstellung auf H zerlegt sich wie folgt:

H = ©& +H
o tel.(r,5,%5)
Jedes #" ist isomorph zu Co X, =¥, ., Roperiert wie f e id, be(n)

operiert durch Clifford-Multiplikation auf dem zweiten Faktor.

Zerlegung von H_,c*0. SeioeH_. Wir setzen f: R27 . Yopa
flx,y) = olglx,y, 0.
Wir konnen o folgendermaBen aus f zuriickgewinnen:
olglx,y,2) = olglx,y,00-g(0,0,2)) = e27°% f(x,y).
Wie ist das Periodizitdtsverhalten von f ?
Sei (e,q) e r 2" o Z". Es gilt

flx +g,y+n) = olgleex, n+y,0)) =

ofg£,n,0)-glx,y,-Ey)) =
- (_1)e(g(5.n,0)) R e—27tiCEy - Ft x,y) =
emilBE/r + £n) - 2nicey | flx,y) .
Fiir festes x ist f(x,-) periodisch bzgl. des Gitters 2Z". Wir entwickeln
wieder in eine Fourier-Reihe:

- 2ni
flx,y) = > b,lx)-e ey
pe(1/2)Z0

Einerseits gilt nun
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flx,y+n) = Z ba(x)-ez"“a“~e2""ey,
pe(1/2)Zn
andererseits
(g (0,n,0)) _ nind a22ni
(-1)='81%n flx,y) = > emn be(x) e<miby
pe(1/72)2Z1
Die Bedingung flx,y +yn) = (-1)‘(3(0""0”-f(x,y) bedeutet somit
e®M P b (x) = emi®.p (x)
d.h. (D25 (x) = (-1 b (x).
Dies ist keine Bedingung an ba , falls 25} = ﬁj (mod 2) fiir alle j ,
ansonsten mufB bB = O sein. Also gilt

flx,y) = Y bB(x)-e2"’By .
peZ+(1/2) %

Nun untersuchen wir die Periodizitit in x . Fiir terZ” gilt
flx+e,y) = > b, (x +¢) - e2rity
peZ 4+ (1/2)%

Andererseits ist

emigs/r, e 2niEy, flx,y) = Z e’”'Ea/"bB(x) . e21ri(B-CE)y.
geZ+(1/2) 8

Somit ist die Periodizitdt in x dquivalent zu
blx+g) = e™i®/rp _(x).

BecE
Wir wihlen g ¢ Z7 « 158‘, j=1,... N= Iclrl-...-rn , so daB
(8 werl j=1,..,N,rerz’) = 27418,
Wir setzen W_ = 0,r) x - « 10,r 1 und bj(x) = bﬁ‘f’(x - gW7¢).
Nun gilt:

J‘ If(x, ¥)|? dxdy =
W, ~[0,137

= [ | > b (x) e ®Y 2 gy | dx =
Wr 10117 geZ2P . (1/2)% ?
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Y |b,(x)? dx =
r BeZ"+(1/72)%

Mz E£—

2 =
\{/ z-:e;Zn b, o (XI° dx =
r

~—
[)
—

J‘ Z 'bﬂ(j)(x +e)12 dx =
n

W, ker?2

.
H
—

1z

Angr

f |b6(j)(x)|2 dx =
Rn

-~
Ul
—

Mz

[ b (x)12 dx .
1 R7 !

n

i

Also sind die b]. genau dann alle quadratintegrabel auf R”, wenn es f
auf Wr « [0,11" ist, d.h. genau dann, wenn o L2 ist auf M. Ferner ist die
Abbildung £ - (byy..., b ) eine Isometrie zwischen dem Unterraum von

N
L2(Wrx[0,1]”,22n*1) , der H_ entspricht, und 1?1 L2(R”,22n ). Wir

+1
. . 2 " 2

haben #_ also in N Kopien von L (IR”,ZZI_HI) > [ (Rn’C)sznn zer-

legt. Es ist jetzt nicht mehr schwierig nachzupriifen, daB R auf jeder

Kopie wie n_eid operiert, be(n) durch Clifford-Multiplikation auf dem

zweiten Faktor.

Ziehen wir eine kurze Zwischenbilanz. Fiir die Spin-Struktur, die (5,5,0)
entspricht, zerfallt R auf + = L2(M,XM) in eine diskrete Summe, in der
fiir jedes © € L(r,5,8) die Darstellung :’1®idZ genau einmal vorkommt,
die Darstellung » _e idy. fiir jedes c € Z* dagegen genau |c| ry-...-r, mal,
2= Zona -

Der Fall ¥ =1. Auch fiir § = 1 untersuchen wir zunichst die Operation
des Zentrums von Hel(n), d.h. wir betrachten die Funktion ¢ : R » &

2n+1"
¢(z) = R(g(0,0,z) s (g). Diesmal erhalten wir ¢(z +1} = - o(z). Somit ist
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¢ immerhin periodisch mit Periode 2. Die Fourier-Entwicklung lautet:

plz) = Z (pk(g).ewikz _
keZ
Nun ist einerseits
,P(Z +1) = Z ,pk(g)_eﬂ:ik(zol) = Z e"jk. (Pk(g)-e"jkz '
keZ Kez
Andererseits gilt
-olz) = Y (- ,Pk(g)).em’kz _
keZ

Die Periodizitdt von ¢ bedeutet somit, daB fiir alle k ¢ Z gilt:
P, = (DK Pp s

d.h. v, = O fiir gerades k und keine Bedingung sonst. Die Fourier-Ent-

wicklung lautet daher

R(g(0,0,2))0(g) = 3 o, ,(g) e"i(2I+Vz

leZ
- Z 'p2c(g)'82"icz )
ceZ+1/2

Die Zerlegung o = Z Poc definiert eine Aufspaltung

ceZ+1/2

H = (&3] -HC
ceZ+1/2

Genau wie im Fall ¥ = O zerlegt sich jedes H_in clr ... -r,, Kopien

von L2(R".C) e E2n+] , auf denen R wie n o id operiert, und fe(n) durch
Clifford-Multiplikation auf dem zweiten Faktor. Man beachte, daB die
Multiplizitat |c|r1< ... I, auch hier stets eine ganze Zah! ist, da ry gerade

sein mufl, damit der Fall ¥ = 1 auftreten kann.
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Realisierung von ¥ . Wie in Abschnitt 1.4 erldutert, realisieren

2n +1
wir L, ,, durch A"zn*z c Cl{2n +2). Die E] € Cl{2n+1) operieren auf den

Elementen von L,,, .3 durch Linksmuitiplikation mit E/ E, € Cl(2n+2).

n+2

Mit dieser Konvention schreibt sich der Dirac-Operator D auf einem

abgeschlossenen Unterraum H' = #H"e X fir den R wie reid

2n+1
operiert, und pe(n) = R27*! auf dem zweiten Faktor, wie folgt:
2n+1

n
1.
D = kZ:l n"(Ek)eEkE2n+2 + Zld@Z]ozj E2j-1E2jE2n~1E2no2‘
= j=

Bevor wir fir n konkrete Darstellungen einsetzen, betrachten wir kurz

die Wirkung auf dem zweiten Faktor. Zunichst einige Notationen:

Fiir ein Tupel [ = Uy,....i)und je{l,...,2n+2) setzen wir
oy |1 L deld
elj]) = l'l il
18w | U vicdd g ) Ralls <<y
11,...,1k_1,1k§1,...,1r) . falls j =i, ,
. (-Dk falls i, <j<i

= ! k k+1

VU ‘ -0k, fallsj = i

Dann gilt: Ezj-Z(l) = vlj, 1) ZU&))
Eyi g ZU) = - elid)vGiD) - i- Z(1& )
Ezj-1'52j'zm = -eljil)-i-Z() .

Fiir solche Z(/), fiir die das Tupel [ gerade Lange hat, gilt:
E, .o ZU) = Z(I&n+1) .

Eigenwerte auf -+*. Fiir das Differential der Darstellung f auf C gilt:
falX)-z = L fexptX) 2|, -

d 2nit{tX)
Hf e ‘Z|£=O

2nit(X) -z .
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Der Dirac-Operator hat auf Ce ZZn .1 somit die Gestalt

n
D = Z { 2ni1(E2j_1) ® EZj—l'E2n+2 + 21[1'1(52].) ® EZj'E2n42 } +
i=1
1 a
+ 4 id @ Z;aj'E2j-1'E2j'E2nol'E2n‘2 .
1=

Wir wenden D auf die Basisvektoren Z{I) von Ce 22,”1 an:
Dle Z(I)) =

1]
= 20 ) { By ) e By - ZU&A) + (E,) e E,-Z(I&ns) |
j=1

n
- %@ Zaj elj0) - eln+1,1) - ZUI) =
j=

n
te Y| 2nid (X -c(jl& n+D) v/ /& n1)-i- ZU& n+1&j) +
j=1

+ 2mid )& nel) ZU& ne18j) - %aj i) -elns,1)- Z(N} =

n
Lo (-3) ) w (i) -eln+1,D)-ZUI) «
j=1

+

n
jgll ® 2ndj.v(j,1) (e(j,/) T(/Yj) + ir();) ) Z{1&j& n+l).

Wir schreiben D jetzt als 27 x27-Matrix A = Aln,d, T,7), wobei wir die
oben verwendete Basis der 18 Z(/) zugrunde legen und die Tupel I mit

|1] gerade als Indizes verwenden.

Dann gilt A = (AU), wobei

n
-1 Z dj? Telj0)-elnse1,]) , falls /=]
j=1
A =
u 2nd () (G <(X) + ix(Y) ), falls / = 1& j& n+1
0 , sonst
- 47 -

Es sei Spec(n,d, T,1) das Spektrum der Matrix A(n,d, T,:). Es besteht

aus 2" Eigenwerten.

Eigenwerte auf +_ . Der Darstellungsraum L2(R"C) besitzt die Basis

der Hermite-Funktionen

2 kK 4+ k
h (v) = elvI?/2 ——————ak‘ Z elvl
vyt - Ov,‘n
k=(ky,...,k ) e NI . Es gelten die Gleichungen

d _
v, he = vihe+ by o

1

h +*2vi b, o+ 2(ki*1) h, = 0.

k+2e; i

Wir benutzen die L2-Basis bestehend aus den fk (v) = hk (y2rlelv). Aus

obigen Gleichungen erhalten wir
3%7 F W) = 2nlelv fv) « el £, ()

fk+2ei(v) + 21/2"|C|V1fk»e,.(") + 20k, +Df (v) = O.

Fiir fe L2(R",C)N CYR",C) ergibt sich:
nc.(Xj)f(v)

H‘Z- n.(exp sX)) fW o =

= £ x lglse; 000f0)], o =

a(_:/g e2niv-O f(v+sej)|s=o

of
v, (v) .
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H

ne (N FW) = L or (g(0.se, ONFV),_q

- HCSL eszcv se - flv) I

= 2ru’cv].f(v) .

ro(2) Flv)

H

£« (800, sNFV|__g
= ag— g2rics f(v)|s=o

= 2ricflv) .
Wir wenden den Dirac-Operator auf fe Z(I) € L2(R",C) e T @
DifeZ(I)) =

n
= j;{dnc.(xna 2j-1E2n2Z) + din (¥)fe E, E, Z() ]

n
+ T (2 e E, E, Z()+1f Z

E,

2]1 2j 2n+1 2n¢2Z(1)

- Z{ gv—e(-e(j,nv(j,n)-1-2(/&/&n+1) .

+ dj ~2nicvjf@ vl 1) - Z(I& j& n+1) } + 2nicTV Fo (-elne,1))iZ ()

n
- if@ Zlot].s(j,l)s(n+l,l)2(1) =
j=

n

2, vlid) id, {2nev,f - e(ji0) 3‘7% } o ZU&j&A1) +

j=1

n
+ s(n*l,l){ 2ncT! —% Z % gl /1) } fe Z(I) .

Zur Abkiirzung schreiben wir
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n
Y = e(ﬂ#l,”{ 2ncT! ——;' Z ®; el j,1) } .
j=1

Nun setzen wir fir f das Basiselement fk ein.

D(f o ZN) =

Z Ui id {2mev £y - <G (2xlelv, f + 200elf, )} e ZU1&j& n+1)
j=1 j

+ YkaZ(”

> (e, Dv(id) Y2nlc] d; i five; @ ZURJERD)

j mit
e(j,Nsgn(c)=1
+ jzit 2(-v(j,1) idj sgn(ch/27r|c|kjfk_ej® ZU&j&n+l) +
oy ‘
e(j. Nsgn(c)=-1
+ ¥ fk e Z({I)

Falls ki =0, ist fk_eizwar nicht definiert, aber das bekiimmert uns nicht
weiter, da kj als Faktor im Koeffizienten vorkommt, dieser dann also
sowieso verschwindet.

In der weiteren Rechnung unterscheiden wir nach positivem und
negativem c.

1. Fall; sgnlc)

D(f, e Z(I)

= Z -v(j,1) y2xlcl dj i fk+e~ e Z(/&j&n+1) +
jel )

]}
oy

+ Y 2 id, V2Zlclk fy oo ZUBj&A) + v £ 0 ZUD)

jel
f e Z(]) , fallsi <n
Wir definieren W, , = k-ej- - -ej d
' fe e Z(I), falls i = n+l
-e; - e; r
1 r-1

Damit W, ; wohldefiniert ist, muB kj > 1 sein, falls je I
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‘DW, , =

k1
= Z -vlj, 1) ]/27r|C| d] i Wk 18j&n+1 +
jel '
+ ,-gz -0 0) idy Y2nlel W jgianag * v Wy -

Fiir festes & spannen die Wk,, einen D-invarianten Unterraum von H,_
auf. Fir k> (1,...,1) ist er 27-dimensional. Sind ki‘ = oz k‘.s = 0, die
anderen kj > O, dann sind nur die / mit iy, ..., iy € I zuldssig. In diesem
Fall ist die Dimension des Unterraumes also 27-5. Die Matrixdarstellung

von D auf diesem Unterraum ist gegeben durch B = B(n,d, T,c,k):

3

elnet, N { 2neTt - 4T 1d]?s(j,n Vo,I=y
J

U y2eleld i, [ =18j&nal, jel

o -20(i0) idy f2elclk; , ] = I&j&n, jel

0 , sonst
Im Extremfall k = (O, ... ,0) ist B eine 1x1-Matrix, denn dann muB [ = J
I
= () sein. Der Eintrag dieser Matrix ist -{ 2reT 14 %TZ d].2 1.
j=1
Mit Specl(n,d,T,c,k) bezeichnen wir das Spektrum der Matrix
B(n,d, T,c,k). Es besteht aus 275 Eigenwerten, wobei s die Anzah! der

Komponenten von & ist, die gleich O sind.

2. Fall: sgnlc) = -1.
D(f, o Z(I) =

Z v, 1) /2xlc] d] i fk+e. e Z{I&j&n+l) +
jel ]

-5 -

+

> 20 idj]/2nlc|k].fk_ej® Z(I&j&n+1)  « v f e Z()

jel
f, ‘ e Z(I) , i <n
Wir setzen V, , = fk'(l """ Deejeve; 20 r el
’ k-(1,..., D+e; +-+e; ® I
t r-1
Damit V. ; wohldefiniert ist, kj > 1 sein, falls j ¢ I. Es gilt

Dy, - Z/ 2vjd) idiy2rlclk; Vi reigna *
je€

* ,ZI Ul yanlel d i Y g * Y Yer -
] €
Wieder spannen die ‘2 ,fijr festes k einen D-invarianten Unterraum auf.
Die Matrixdarstellung von D auf diesem Unterraum ist gegeben durch

B = B(n,d, T,c,k) , wobei

n
e(n+1,1) { 2ncT"! —%TZI d?e(j ), I=]
j=

U Y2alel d i, = 1&j&nsl el

g 2u(0) id; y2ulclk, . ] = 18j&ne1, je

0 , sonst

Mit Spec(n,d,T,c,k) bezeichnen wir wieder das Spektrum der Matrix
B(n,d,t,c,k). Es besteht aus 275 Eigenwerten, wobei s die Anzahl der
Komponenten von & ist, die verschwinden. Im Extremfall k = (0, ...,0)
ist nur das Intervall / = (1,2,...) zulissig; die zugehérige 1x1-Matrix

n
B(n,d, T,c,0) enthilt den Eintrag (-1)7*+! { 2ncT? - % Ty d].2 b
ja

Dirac-Spektrum von M. Die bisherigen Ergebnisse zusammenfassend

erhalten wir:
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SATZ 2.1. Auf der Heisenberg-Mannigfaltigkeit M{n,r.d,T) hat der
klassische Dirac-Operator D, der zur Spin-Struktur zu (5,8,3) gehort,
folgendes Spektrum:

(i) Falls ¥ = O:

Spec(D} =
i rGL(H&S) Spec(n,d,T,1) U CEJZ_|C|’1 -, kLéJN{)’ Specin,d, T,c,k).
(ii) Falls ¥ = 1:

Spec(D) = cequ/z lelry -~ r, kLeJNn Spec(n,d, T,c,k).

[+

Der Vorfaktor letry - r. bedeutet, daB die Multiplizititen mit lclr, T,
zu multiplizieren sind. Es gilt zum Beispiel:
n
- { 2neT! *irj;cf} , falls c>0
Spec(n,d, T,c,0) =
n
D7 2neT ! - LT d?} , falls c< 0.

j=

—

3-dimensionale Heisenberg-Mannigfaltigkeiten. Wir haben das Spektrum
von D auf den Heisenberg-Mannigfaltigkeiten insofern bestimmt, als wir
das Problem auf endlich-dimensionale lineare Algebra reduziert haben,
namlich auf die Berechnung der Eigenwerte gewisser Matrizen. Fiir die
folgenden qualitativen Untersuchungen reicht diese Charakterisierung
vollstdndig aus. Dennoch wollen wir vorher wenigstens im Fall n = 1 die
Eigenwerte spaBeshalber komplett ausrechnen.

a) Specil,d, T,1).
ImFall n = 1 sind I, = () und I, = (1,2) die einzigen zulassigen Tupel. Fiir

die Matrix A = A(l,d, T,1) schreiben wir AVu = A, .Esgilt:

v
= 1 42
Aoo - -Zd T,
- 142
Ay = -3d°T,
- 53 -

A = 27rd(- X) + iT(Y)),

ol
Alo = —27rd(r(X) + iI(Y)) .
Fiir das charakteristische Polynom p erhalten wir:
(-392%T - 2)% « 4n2d2(-<(X)2 - «(Y)?) =

2+ 5d2To « L d*T2 - 42202 (1(X)2 + +(Y)2)

()

"

Die beiden Eigenwerte lauten somit:

X*(d, T,T) =

3{-3d2T V1 a%12 - 4] & d4T? - 42202 («(X)2 + «(V)2)])

-59%T + 2ed V()24 ()2 .

b) Spec(l,d, T,c,k) fiir c > O und & > 1.
Fiir die Matrix B = B(1,d, T.c,k) erhalten wir:

B, = -{2neT!+1Td2%},
= -1 _1 2

By = 2ncT'-1T42,

By, = -2y/2Zxlcldki,

B

1o 1/27r|C|d1' .

Das charakteristische Polynom p lautet:

pO) = { 2neT-1Td? -5 ) { 2neT' -1 Td2 -5 |} - 4ncd?k =

= 22+ L Td% - 4n2c2T7°2 L T294 - 4rcd?

Die Eigenwerte sind somit:

2\:(d, T,c,k) =

S{-571d2 « V172q% C4(-4.2c272, L T2d* - 4ncd?k ) )

= -% Td2 &+ 2 V 12c?2T2 4 ncd2k .
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¢) Specld,T,c,k) fir c < O und k > 1.
Zunichst wieder die Matrix B = B(l,d, T,c,k):
-{ 2ncT 14 L1442 ),
2neT! - 1742
-2y/2xlcldki ,
B, Y2rlcldi .

Fiir die Eigenwerte erhalten wir:

Ad,Tck) = -1 Td? + 21222724 icld?k .

)

Boo
Bll
Blo

Wir fassen zusammen:

SATZ 2.2. Auf den dreidimensionalen Heisenberg-Mannigfaltigkeiten
M(1,r,d, T) hat der kiassische Dirac-Operator D zur Spin-Struktur zu (5,8,%)
die folgenden Eigenwerte:

(i) Falls¥ = O:

a) Ad,Tx) = -5d2T & 2nd V«(X)2 + «(Y)2,

jeweils mit Multiplizitit 1, « € L(r,58) .

bl Md,T.c0) = -{ 2nlc|T'+ 1 792},
mit Multiplizitit |Iclr , c € Z* .
o AMdTck) = -1 Td? & 2V 22c27-2 4 4cld?k,

Jeweils mit Multiplizitét Iclr , c € Z*, k € N* .
(ii) Falls¥ = 1:

a) MdT.c0 = -{2nlcIT?+1 7192},
mit Multiplizitit lclr , ce Z + 1§ .
b) 2*d,Tck) = -1 Td?2 &+ 2V x2c2T-2, 4icld%k ,

jeweils mit Multiplizitit |clr , ce Z + 15 , ke N* &
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Harmonische Spinorfelder. Wir kehren nun zu allgemeinem n > 1 zuriick
und wollen einsehen, daB wir durch geeignete Wahl der Riemannschen
Metrik beliebig viele harmonische Spinorfelder erzeugen kénnen. Dazu
betrachten wir fiir k= (1,0, ... ,0) und c € N* oder c ¢ No + 15 die 2x2-Matrix
B = B(n,d, T,c,k). Die zulissigen Tupel sind hier I, = () und I = (4,n+1).

n
iT2 4?1,
j=1

B

[ele]

-{ 2neT ! s

jos]
"

L) ;
w = 2ncTt -17[ g2 ',sz"z ]

B, -2y/2x|cl kdi,
Blo = 1/27I|C| C/1 i.
Fiir die Determinante von B erhalten wir:

. n . n
detB = - 4n%c2T2+ ..+ L T2[ 42. Z2dj2 ] Zl d? .
j= j=

H

n
Wir wihlen d so, daB d12 - Z dj2 > O ist. Fiir n = 1 ist das automatisch

der Fall. Es gilt j=2

detB - -o fiir T+ O,

detB -+ +o fiir T - .
Also gibt es ein T, so daB Bln,d,T,c,k) den Eigenwert O hat. Der Raum
der harmonischen Spinorfelder hat dann mindestens die Dimension

Iclr1 - r, . Indem wir c groB machen erhalten wir beliebig viele harmonische

Spinorfelder.

SATZ 2.3. Zu jeder Schranke C gibt es auf jeder Heisenberg-Mannig-
faltigkeit  \He(n) ejne Riemannsche Metrik, so daB der Kern des
r

klassischen Dirac-Operators zu jeder Spin-Struktur mindestens C -dimen-

sional ist.n
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Isospektralitit. Fiir eine Spin-Struktur mit § = 1 hangen die Eigenwerte
iiberhaupt nicht von r ab, lediglich die Multiplizititen |c|r1~~~ r,, hangen
vom Produkt neery ab. Fiir n > 2 kénnen wir stets zwei Tupel r und s
finden mit r+ s, aber ryr,=s;--s_,rund s, gerade. Die zugehérigen
Heisenberg-Mannigfaltigkeiten M(n,r,d,T) und M(n,s,d,T), dund T
beliebig, sind dann nicht homotopiedquivalent, haben aber dasselbe

Spektrum.

SATZ 2.4. In allen ungeraden Dimensionen > 5 gibt es Heisenberg-
Mannigfaltigkeiten, die fiir gewisse Spin-Strukturen dasselbe Dirac-
Spektrum haben, die aber nicht isomorphe Fundamentaigruppen haben,

also nicht homotopiedquivalent sind.u

Kollaps. Fiir T - O kollabiert die Heisenberg-Mannigfaltigkeit
M(n,r,d, T) gegen den Torus Trz”. Die Matrizen A(n,d, T,7) konvergieren
gegen die Matrixdarstellung des Dirac-Operators auf Tr2" auf dem
Summanden von L2(Tr2",ZTr2"), auf dem die rechtsreguldre Darstellung
von Tr2” wie die Translation um 1, tensoriert mit idZ , operiert. Also

konvergiert das Teilspektrum U . Spec{n,d, T,:) gegen das Dirac-
rGL(r’,S, )

Spektrum von Tf" zur Spin-Struktur zu (5,%).
Die Eigenwerte der Matrizen B(n,d, T, c,k) dagegen streben nach iw,
denn T B(n,d, T,c,k) konvergiert gegen eine Diagonalmatrix mit den nicht

verschwindenden Diagonaleintrigen £2nc .

SATZ 2.5. Fiir die Spin-Struktur zu (5,8,0) kon vergiert das Teilspektrum

U Spec(n,d,T,1) gegen das Dirac-Spektrum auf T2" zur Spin-
rel(r,5,8) r

Struktur zu (5,5). Die anderen Eigenwerte konvergieren gegen .

Fiir die Spin-Struktur zu (s,$,1) kon vergieren alle Eigenwerte gegen 1.1
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3. RUNDE SPHAREN

Das Spektrum des klassischen Dirac-Operators auf einer runden Sphare
M = S™ 4Bt sich nach dem Programm aus Abschnitt 1.5 mittels Frobenius-
Reziprozitdt berechnen, wobei man S™ = Spin(n+1)/Spin(n) schreibt. Das
wurde auch tatsichlich durchgefiihrt, siehe [Sulil. In diesem Fall gibt es
allerdings eine wesentlich einfachere Moglichkeit, das Spektrum auszu-
rechnen.

Wir normieren so, daB die Schnittkriimmung K von S, n > 2, konstant
gleich 1ist. Sei D der klassische Dirac-Operator, V= der Spin-Zusammen-
hang. Wir setzen y = 1/2 oder y = -1/2. Proposition 1.7.2 besagt, daB das
Spinorbiindel £S™ durch Killing-Spinoren ¥ j= 1,272 4y L
trivialisiert werden kann. Fiir den modifizierten Zusammenhang V aus

Proposition 1.2.8, @X‘If = V)% ¥+ u-X-¥, gilt also

Vi, = 0.
Die Eigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators A, fiir Funktionen auf
S™ sind k(n+k-1), k=0,1, 2, ... , mit der Multiplizitat

Zum Beweis siehe [BGM, S. 159ff1.
Sei fosl, [1 ,fz, ... eine Orthonormalbasis von L2(S", R) aus Eigen-
funktionen von AL D f = A, f; .Die f,.-‘}'j bilden eine Basis von L2(S" £57).
Proposition 1.2.8 besagt (D-w)2 = V*V + S/4 - (n-1Du2 =
= V'V e nn) - 21 -
= W+ 43(n-12
Sei p e S". Beziiglich eines um p synchronen Rahmens berechnen wir
inp: (D-w2(Fw) = - LT (Fv) - Pn-102fv, -
“IV G fw) wPn-0?hw, -
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_ 2 2 2r, -
= - Lo, + WB(n-D2fw, =
= Afov, «2(n-102Fy, =

i j ij

(>‘i + ‘mz(n-l)z)fi‘l'] .

Damit haben wir das Spektrum von (D -y)? bestimmt. Die Eigenwerte
sind k(n+k-1) + }; (n-1)2 mit der Multiplizitat 2t7/21. m, .
Als ndchstes berechnen wir die Eigenwerte von D -u. Zunichst eine
allgemeine Vorbemerkung. Gilt fiir einen Operator A und einen Vektor u
A%y =2y,
dann gilt fir v* = 2vu + Ay :
Av* = 2vAu+ 20 = sv(lAutvu) = suvi
Falls also v* + O, dann ist +v ein Eigenwert von A.
In unserem Fall ist A = D -y. Betrachten wir zunichst den Fall k = 0,
d.h. u-= ¥ und v = u(n-1).
vt o= u(n—])‘{’j + (D-y) ¥, =
= uln-20w, + TE - VEY, =
= u(n-2)w}.+ ZEI.-(-uEl)ij =
= 2u(n-l)‘Pj .
Wir erhalten also 2'"/?! inear unabhingige Eigenvektoren von A = D -
zum Eigenwert y(n-1}). Somit ist w{n-1) Eigenwert von D -y mit Multi-
plizitat > 217/2] D3 der Eigenwert y?(n-1)2 von (D -uw)? die Multiplizitat
20772V hat | ist die Vielfachheit von un-1) fiir D -y ebenfalls genau 217727,
Jetzt zum Fall k > 1, d.h. u = fl‘{'j , = 1. Fiir v gilt dann:
{k(nsk-1) + y2(n-1)2)1/2

|42 2k251 o (n51)2 pa

v

= k + I72-1 .

Wir haben die Eigenwerte von D -y bestimmt, niamlich u{n-1)
und :(k+5’%1), k=123, ... . Nun kennen wir auch die Eigenwerte
von D : ynund p #(k +"£1), k=1, 2,3, ... . Die Multiplizitit von
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un ist 2[”/2], die anderen Multiplizititen kennen wir noch nicht. Fiir den
Moment lassen wir auch die Multiplizitat O zu.

Um die Multiplizititen zu bestimmen, erinnern wir uns daran, daB wir
u= +1§oder u= -15 wahlen konnen. Betrachten wir zunichst den Fall ¢ = + 15
Fiir das Spektrum von D erhalten wir Spec(D) = { 2 | ke Z), wobei

MNe=1-n/2 -k, k>1, ho =n/2 N =n/2+k k31,
Die einzige Multiplizitit, die wir kennen, ist m{n/2) = 2[n/21
Nun zum Fall ¢ = - 15 Hier erhalten wir Spec(D) = { i | ke Z ), wobei
Ng=-m2-k,k>1, X =-n/2, = len/2+k k>
Ferner wissen wir, daB m(- n/2) = 2tn/21

m(X,. ) +m(x", ) ist die Multiplizitit des k-ten Eigenwertes von (D -1/2)2,

also 2[”/2]-mk - Analog ergibt sich m(x} ) + mi, ) = 2["/2]-mk .
Jetzt kénnen wir die restlichen Multiplizititen ausrechnen.
. - ) = oln/21 (k+n-1 R
LEMMA 3.1. m(\y) = mi3 ) = 27 ( L’ ) (k>0).

BEWEIS durch Induktion iiber k. Fiir den Induktionsanfang (k = O) benéti-
gen wir gerade die beiden Multiplizititen, die wir schon kennen. Zum

Induktionsschritt (k- k+1):

m(x;(*l) = 2["/2'~mk+1 -m(\, ) =
= 2[”/2]-m1“1 -mO,) =
- [n/2%, _ 9ln/2) (k+n-1 -
= 2 me - 2 ( x ) =
- [n/21 n+k\y n+2k+1 _(k+n-1 _
= 2R A (e ) -
- oln/21 (n+k
= 2 (Fe5) m

Fassen wir zusammen:
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SATZ 3.2. Die runde Sphire S™ , n » 2, mit Kriimmung K = 1 hat

+{(n/2+k},

als klassische Dirac-Eigenwerte, jeweils mit der Multiplizitit

2[n/2] . (k +n-1
k
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k>0,

)-n

4. QUOTIENTEN VON SPHAREN

Wir wollen in diesem Abschnitt die kompakten Mannigfaltigkeiten mit
konstanter Schnittkriimmung 1, d.h. die Quotienten von Sphiren, studie-
ren. Da die einzigen nichttrivialen geradedimensionalen Quotienten die
projektiven Raume sind, und diese dann nicht orientierbar und daher auch
nicht Spin sind, miissen wir nur die Quotienten von $27-! untersuchen.

Sei I ¢ 1s0*(S2771) = SO(2n) eine endliche fixpunktfreie Untergruppe.
Einer Spin-Struktur auf M = r\s2n_1 entspricht ein Homomorphismus
e : ' = Spin(2n) mit ©.¢ = id,.. Die Spinorfelder ¥ von §2n-1 entsprechen

Spin(2n-1)-dquivarianten Abbildungen ¥ : Spin(2n) - £ Es

2n-1°
operiert Spin{2n} von links auf den Spinorfeldern durch
(g ¥)(g) = ‘?(g(;lg),
Der Totalraum der Spin-Struktur von M ist gegeben durch E(I‘)\Spin(Zn)v
also entsprechen die Spinorfelder von M den e{r)-invarianten Spinor-

feldern von §27-1,

Die D-Eigenwerte von S™V, N = 2n -1, und daher auch die von M, haben
alle die Form #(N/2+ k), k »0. Die Frage ist nur, wie die Multiplizititen
m(£(N/2 + k), D) auf M lauten. Um dies aufzuhellen, betrachten wir die

Poincaré-Reihen F (z) = Z mi{N/2+k, D) zk
k=0
F(z) =3 m(-(N/2+k), D) z¥.
k=0

Wir kennen das D-Spektrum von M somit genau dann, wenn wir F, und
F_ kennen.
Die Spin-Darstellung o von Spin{2n) auf I, = Agn zerfillt in die
(irreduziblen) Halb-Spin-Darstellungen
¢* : Spin(2n) - Aut(A‘;_,n) \
e~ : Spin(2n) - Aut(AIZn) .

- 62 -



Wir realisieren Ly durch A‘én und identifizieren Alzn mit ZN durch
Alzn - A%n » Z ~ E, -Z . letzt haben o¢* und o beide ¥, als Dar-
stellungsraum. Fiir das Differential der Halb-Spin-Darstellungen gilt:

- Spin(N)
0% lepminy = 070
p*.,(E’.EZn) =+ E-
(1 < i < N, Cliffordmultiplikation von CI(N) auf N

’

Sei x, der Charakter von o*. Jetzt kdnnen wir die Poincaré-Reihen

angeben.

SATZ 41, F(z) = L3 xl0 2nld
€T

det(l -"YZ) '

F (2)

1 x’(eY) -z y_ley)
I :ér det(1-+2)

Bevor wir zum Beweis kommen, wollen wir zwei Folgerungen aus diesen
Formeln ableiten. Ikeda bemerkt in flk1, Cor. 2.41, daB falls zwei solche
Raumformen A, -isospektral sind, die Fundamentalgruppen dieselbe Ord-
nung haben miissen. Das ist allerdings sowieso klar, da das Volumen
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit eine Spektralinvariante ist. Fiir den

klassischen Dirac-Operator dagegen liefert Ikedas Argument etwas mehr.

KOROLLAR 4.2. Stimmen fiir T \$27 ynd r2\s 201 as positive
oder das negative D-Spektrum iiberein, so gilt

Iryl = Ir | .

BEWEIS: F, hat in z =1 einen Pol der Orldnung N und es gilt
e
lim(1-2NF(z) = (2 2 )/

Fir F_ist das Argument dasselbe.a
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KOROLLAR 4.3. Seien Iy und 1, zwei endliche fixpunktfreie Unter-
gruppen von SO(2n), ¢, : ', » Spin(2n) Homomorphismen mit © - g, = idri .
Falls es eine bijektive Abbildung ¢ : ry ~ I, gibt, so daB fiir alle v € T,
eo(@ly)) in Spin(2n) konjugiert ist zu e,ly), dann sind " \S271 nd

[‘2\

g2n-1 D-isospektral.

BEWEIS: x_ und y_ sind invariant unter Konjugation in Spin(2n). Ferner
sind v und &(y) konjugiert in SO(2n), und det(l-+z) ist invariant unter

Konjugation in SO(2n).a

Nun zum BEWEIS von Satz 4.1: Wie im dritten Abschnitt betrachten

wir auch hier zunichst die Operatoren (D £1/2)2 und ihre zugehdorigen

o

Poincaré-Reihen G (z) = Y m((1~\'2;1 + k)2, (D£1/2)2) 2k .
k=0

Auf SN ist der Eigenraum EX von (D +1/2)2 zum Eigenwert (—N—21l + k)2
aufgespannt durch die f- ¥, wobei ¥ ein Killingspinor zur Killingzaht 1/2
ist, und fe-HX = { harmonische homogene Polynome vom Grad k auf €27 ).

Wie bereits erwihnt, operiert Spin{2n) auf den Spinorfeldern von S™.
Es 14Bt Spin(2n) die Eigenraume EX invariant. Diese Darstellung von
Spin(2n) auf EX interessiert uns, denn die Dimension des ¢(r)-invarianten
Unterraumes von EX ist die Multiplizitat mf( (-15’511 + k)2, (D+1/2)?).

Wie operiert Spin(2n) auf den (1/2)-Killingspinoren ?

Die Killingspinoren zu 1/2 sind gegeben durch W¥(g) = o*(g™! o,
o= V() e L, » siehe ICGLS, Prop. 12]. Nun gilt:

(g P)g) = ‘F(g(;lg) = o*(g! g,) o= o*lg™ o*lg) o .
Wenn wir den Killingspinor ¥ mit seinem Wert s in 1 identifizieren, dann
operiert Spin(2n) genau wie o*.

Sei o, die Darstellung von SO(2n) auf HX, y, ihr Charakter. Wir haben
k k
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soeben gesehen, daB die Darstellung von Spin(2n) auf EX #dquivalent ist
zur Darstellung (o, -@)eo” auf +H¥e Ly - Die Dimension des &(r)-
invarianten Unterraumes ergibt sich zu

dim(E")E(r, = (xk'xp,_E 1) =

'IIF[ Z Xk(Y) x*(e(Y))

Yer°

Ikeda hat in [Ik1, Seite 81) berechnet, daB
< K 1- z2
Z Xk(Y) z = det(lfyz)
k=0

Also erhalten wir:

L)

Cl2) = 3 & ¥ ox ) ) 25 =
k

=0 yerI

_ 1-z2 X*“Y)
T Z det(1-+y2)
Yyer

Analog ergibt sich

_ 1-z2 x_ (ex)
Clz) = Iri Z d
y€er

et(l-yz)

Genau wie bei der Berechnung des Spektrums der runden Sphéaren

erhalten wir

m(N/2 + k, D)+ m(-N/2 - k+1, D) = m((N/2 + k)2, (D-1/2)2 ).

Fir unsere Poincaré-Reihen heiBt das
Flz)+ zF(z) = Glz).

Genauso sieht man

zF (z) + F (2) G (z).

Jetzt miissen diese Gleichungen nur noch nach F,_ und F_ aufgeldst

werden.®
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5. LINSENRAUME

Die Ergebnisse aus dem vorangegangenen Abschnitt wollen wir nun fiir
die Linsenrdume noch etwas konkreter machen. Zunichst einige

Notationen. Fir ® € R setzen wir

[ cos(2n@) - sin(2z0)
Re) = ( sin(2x0) cos(2na) ) ’

Sei [ < 1s0*(§27°1) die von

R(p,/q) O
Ripy/q,....p,7q) .
Rip,/q)
erzeugte zyklische Untergruppe, wobei Py+---.p,und g natiirliche Zahlen

sind, so daB P; und gq fiir alle j teilerfremd sind. Dann ist I isomorph zu
Zq . Wir wollen das Dirac-Spektrum des Linsenraumes Ligipy.oooup) =

2n-1
S """ untersuchen.

Maximaler Torus von Spin{(2n). Wir erinnern uns daran, daB Spin(2n)

in Cl(2n)° enthalten ist, und definieren

glo,,....0_) =
= (cos(2ne)) + sin(2re))E E,) - (cos(2no ) + sin(2ro )V E, | E, ).
Die Elemente g((—)l, ,(—)n) bilden einen maximalen Torus in Spin(2n),

der den Standard-maximalen Torus von SO(2n) iiberlagert, denn

olglo,,...,0 )} = R(20,,...20 ).
1 n 1 n

Wir berechnen jetzt die Charaktere Xy der Halb-Spin-Darstellungen o*

auf diesem maximalen Torus. Wie wir bereits festgestellt haben, gilt
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i-ZW) , falls je I

Ezj-l'Ezj"Z(” S -2, falls je

Daher gilt g((—)l,...,@n)-Z(l) =
- e-2nic~>,»‘ C e‘z"i@ir- ezm‘e}-l C e2n1c~)jn_r_ Z) =
- ez“i((“’i:*"'*@jn-r'@in""‘@ir) - Z,
wobei [ = (j1 Y e .jn_r) das zu [ = (1'1, ..., i) komplementire Tupel ist.

Da der Darstellungsraum von ¢* von den Z(/) aufgespannt wird, fiir die

1+ n gerade ist, gilt fiir die Spur

X+(g(®1""'9n)) = Z ezﬂIZEij .
e]-e(tl)
€y - E = (-7
n

Analog erhalten wir

wgloy,...,0. ) Y e2rilejo;

e .E.j.€~{::= (-nn+l
Die Gruppe r' = 8~1(r). Um die Spin-Strukturen der Linsenriume in
den Griff zu bekommen, miissen wir Homomorphismen von T nach ' =
= (1) studieren. Dazu bestimmen wir jetzt die Gruppe T'. Die beiden
Urbilder glp,/2q, ... P,/2q) und - glp,/2q, ... P _/2q) des Erzeugers
Rip,/q. ... -P,/q) von I erzeugen .

1. Fall: py*+-+p,, ungerade.

1]

g(p1/2q,...,pn/2q)q g(p1/2,...,pn/2) =

cos(2np1/2) . -cos(2npn/2) =

en-i(pl +repp)
= -1
Daher hat g(p1/2q, .-+ P,72q) nicht die Ordnung g, sondern 2g, und

erzeugt somit die Gruppe TI'". Also

r =<g(p)/2q,...,pn/2q)> ¥ qu.
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2. Fall: p,+-+p, gerade, q ungerade.
In diesem Fall ist
(-8(py/2q. ... P, /29))7 = (DT-enitPiepn) -

= -l
Somit erhalten wir diesmal
o= <—g(p1/2q, v P,/2q) > qu .

3.
Nun ist g(p,/2q, ... P,/2q)9 = (- glpy/2q, ... ,pn/2q))q = 1.
Setzen wir 1™ = { glpy/2q,...,p_/2q) > = Z . dann liefert die Ab-

11

all: p,+--+p, gerade, g gerade.

bildung 1" « {-1.+1) = ', (g,e) - ¢ g, einen Isomorphismus. Also gilt

I R S T Zq -2, .

Linksinverse von qu - Zq . Wir betrachten den Homomorphismus

e : qu -~ Zq , [x]2q - [x]q ., und suchen Gruppenhomomorphismen

e Zq - qu mit ©'«¢’ = 1dzq. Elementare Uberlegungen liefern

LEMMA 5.1. /st q gerade, so gibt es kein solches ¢'. Ist q ungerade,

so gibt es genau eines und es hat die Form e'(lqu) = Iq*llzq |

Spin-Strukturen von L(g;p,, ... +P,). Um die Frage nach den Spin-
Strukturen auf den Linsenriumen zu untersuchen, kehren wir zu obiger
Fallunterscheidung zuriick.

1. Fall: Py +-+p, ungerade.

Dar' = qu ist, besitzt L(q;pl.... .p,) nach Lemma 5.1 keine Spin-
Struktur, falls g gerade ist, und genau eine, falls g ungerade ist. Diese

entspricht dem Homomorphismus
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e : I' » Spin(2n),
Ripy/q.....p,7q) ~ glp,(g+1)/2q, ... ,p,(q+1)/2q).

2. Fall: Py++p, gerade, q ungerade.
Wie im ersten Fall sehen wir, daB L(q;pl,... .pn) genau eine Spin-
Struktur besitzt, die folgendem Homomorphismus entspricht:

e : I' » Spin(2n),

Rip,/q. ... P,/q) - glp,(g+1)/2q, ... P, {q+1)/2q).

3. Fall: p,+- +p, gerade, q gerade.
Die Spin-Strukturen werden nun klassifiziert durch Homomorphismen
Zq - Z, . Davon gibt es genau zwei, namlich
g Zq -Z,, [x]q - 0], und
ey Zq ~Z,, [x]q - Ix], .
Also besitzt L(q;p1 +---+ P,) genau zwei Spin-Strukturen, die folgenden
Homomorphismen entsprechen:
¢, : T' = Spin(2n),
R(pl/q, e p,/q) - g(p1/2q, s P,/2g) und
e, 1 I' = Spin(2n),
Rip,/q, ... Po/q) - -glp,/2q, ... .p,/2q).

Wir fassen zusammen:

SATZ 5.2. Falls q ungerade ist, so besitzt L(q;pl,... .p,) genau
eine Spin-Struktur, die dem Homomorphismus
£ : ' » Spin(2n),
Rip,/q. ... Pa/q) - glp,lq+1)/2q, ... p,(g+1)/2q)

entspricht. Falls q gerade und py++p_ ungerade ist, so besitzt

- 69 -

Ligipys.., p,) keine Spin-Struktur. Falls schlieBlich q gerade und
py+-+p,, gerade ist, so hat L(q;p1 ) e ,pn) zwei Spin-Strukturen, die
folgenden Homomorphismen entsprechen:

I' ~ Spin(2n),

€
Rip,/q. ... P,/q) ~glp,/2q, ... P ,/2q) und
e, ¢ [~ Spin(2n),

Rip,/q, ... p,/q) -~ -glp,/2q, ... p,/2q).8

Kombinieren wir Satz 4.1 mit den Ergebnissen aus diesem Abschnitt,

so erhalten wir

SATZ 5.3. Ist q ungerade, so lauten die D-Poincaré-Reihen fiir

L(q;pl,...,pn):
1 Z enik(q&l)}:ejpj/q z . A\ eﬂik(Q*l)ZE/’pj/q
q- - pa
1 Y‘ 531‘...-sr1=(—1)"+1 51-...-En=(-1)n
Flz) = L
(z) i/ - . ‘
k=0 H(e2n1kpj/q _ Z)(e—2n1kpj/q _ Z)
j=1
1 Z enik(q+1)25jpj/q -z . Z enik(q*l)Zejpj/q
- . . = n . K _(.nnn+1
Flz) = 1 € . En—(-l) € - en-( 1)
- = q n
k=0 H(ez-rtikpj/q . z)(e-znjkpj/q _ Z)

1

J

Sind q und py+—+p_ gerade, so lauten die D-Poincaré-Reihen zur
ersten Spin-Struktur
ikXeipi/q . nik Zeipi/q
1 > e " RE -z Y e R
€ ... _=(-1)7" €y ...ne=(-1)
F2) = ng 1L »n L n

k=0

(e2nikpj/q _ z)(e—2nikpj/q - Z)

—ia

1}
—

J
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1 Z enik}:Ejpi/q ~ 7 - Z en’ikZEjpj/q

. . = (-1} . i - (- +1
Flz) = 1 g g, = (1) g g, =t na
- q n y
k=0 H(e2n1kpj/q - Z)(e-—21tlkpj/q - Z)
j=1
zur zweiten Spin-Struktur dagegen:
1 Z e‘nikZEjpj/q -z . Z enikZEjpj/q
€. e_={-nn*1 gyr...ce_=(-17
Fl(z) = lqz(—l)k ! = ! -
+ q n
k=0 H(e2mkpj/q _ Z)(e-2n1kpj/q ~ Z)
j=1
1 Z enikZEjpj/q - z - Z enlk}:sjpj/q
£ e _=(-D7 e = (-1
Fiz) =1 q?(-nk ! n ! n
- q n ) )
k=0 n(eznlkpj/q _ Z)(e—2n1kpj/q - Z) .
i=1
Frage. Kann man, etwa unter Benutzung von Korollar 4.3, D-

isospektrale, nicht isometrische Linsenriume finden ?
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6. DREIDIMENSIONALE BERGER-SPHAREN

Wir verwenden jetzt das in Abschnitt [.5 erlauterte Verfahren, um das
Dirac-Spektrum auf den 3-dimensionalen Berger-Spharen mittels
Frobenius-Reziprozitit zu bestimmen. Wenige Tage nachdem der Autor
dieser Zeilen das Spektrum der 3-dimensionalen Berger-Metriken berech-
net hatte, widerfuhr ihm die unliebsame Uberraschung mitgeteilt zu
bekommen, daB dieses Beispiel seit langem bekannt ist. In der Tat hat
Hitchin es bereits 1974 in [Hit] veroffentlicht. Wir fiilhren die Rechnung
trotzdem durch, da wir Teile davon im ndchsten Abschnitt iiber die
3-dimensionalen Berger-Linsenraume bendtigen werden.

Wir realisieren L, durch A9 = C-Z() e C-Z(1,2). In dieser Basis

schreibt sich die Operation der orthonormalen Vektoren E1 , E2 , E3 wie

O i 0 -1 i 0
fe(00). B[] B-(19). mEg.

Wir wollen die Liegruppe SU(2) mit einer gewissen linksinvarianten
Metrik studieren, d.h. wir schreiben die $2 als homogenen Raum S3 = G/H,
wobei G = SU(2) und H trivial ist. Zunichst miissen wir die Metrik auf
der Liealgebra su(2) festlegen.

Die Algebra su(2) besitzt die Basis

%=(T0) %9 o) %69

mit den Relationen le , X2] = 2)(’3 , [X2 , X3] = 2,\’1 und [X1 , Xal = -2X2.
Wir setzen ){ = )(1 , )’2 = X2 und )% ::"lf Xs , wo T > O. Die links-
invariante Metrik auf S8 = SU(2), die Y , Y, . Y; orthonormal macht,

1
heiBt Berger-Metrik. Fiir die resultierende Riemannsche Mannigfaltigkeit

schreiben wir S3(T).
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Die Relationen von su{2) lauten nun:

- =2 1 =
SRARE N S AR T NAEE

~Nin

Die bilineare Abbildung U. Wir erinnern uns daran, daB die symmetri-
sche bilineare Abbildung U erklirt ist durch
2<UX,Y), Z> = <IZX1, Y >+ X, [ZY]>.
Wenn wir fiir X, Y ,Z die );in irgendeiner Reihenfolge einsetzen, so sind
wegen der Relationen in su(2) die beiden Summanden auf der rechten Seite
nur dann ungleich O, wenn X,Y ,Z paarweise verschieden sind. Also
gilt U(); ,Yj) =0, j=12.3. Aus
2¢ U Y)Yy = <2y, Y,
folgt U(Y,.,Y,) = U(Y2,Y1) = 0. Wegen
2CUY Y Yy > = 2TV, Y5+ < Y 2Y,> = 2.2T
ist ULY,, Yg) = UlYg, Y) = (£ - T)-Y, . SchlieBlich folgt aus
2<UMGYg), > = <2TYg, Yy>+ (Y, ,-2Y, > = 2T-
daB UY,,Y,) = UlY;, Y,) = (T-1).v .

v
+
A
_<
1
~In
*
v
"
o

L]

~iIn

Der Term O-ter Ordnung. Unter Benutzung der Formel aus Satz 1.5.11
berechnen wir den Dirac-Operator. Um zuniichst den Term O-ter Ordnung
zu bestimmen, miissen wir fiir Jj = 1,2,3 die Tripel ( - 15 lYI., Y] 1 +
+ Ul Yi')}))i=1,2.3 berechnen und beziiglich der Basis Y1'Y2vy3 als

Matrix schreiben.

Fiir j =1 erhalten wir (O, TYy ,-TY,), die zugehsrige Matrix hat die Gestalt

0 o
o -T .
r o

Sie wird unter o;1 abgebildet auf -15 TE3 E2 = ’2T E2 E; .

[eNeoNe)

Analog sieht man, daB das zweite Tripel auf - 1ETE E.

1 Eg das dritte auf
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T T 1712 -
EyzErEy + Ey (-3EEy) + Ey (3(£- T)Esz ) =
1 2 _ 1 1
{ E(T'T)}ElEzEs“(T‘E)'

Irreduzible Darstellungen von SU(2). Wie man zum Beispie!l in [Br-tD,
S. 84ff] nachlesen kann, sind die irreduziblen unitiren Darstellungen
von SU(2) gegeben durch die (n,,V,), wobei V. der Vektorraum der
komplexen homogenen Polynome vom Grad n in den zwei Variablen 4
und z, ist, d.h. V., ist der Spann der P .. P, wobei Pk(zl,zz) =
= zl”'kzzk , n > 0. Die Gruppe SU(2) operiert wie folgt: Fiir g € SU(2),
Pe V., z= (21,22) gilt

(n,(@)P)2) = Plzg).

Frobenius-Reziprozitit. GemaB Satz 1.5.10 haben wir die Aufspaltung

L%(s%,55%) = L%(SU(2),%,) = @ V_e Hom(V_.r,),
n>0 1 n

wobei fiir veA € Ve Hom(Vn,Za) gilt:

veAlg) = Ann(g'l)v .
Die Unterrdume V, e Hom(Vn,Za) sind D-invariant, die Einschrinkung
von D auf diesen Unterraum ist ideD_ . Wie in Lemma 1.5.11 angegeben,
ist Dn die Summe eines Termes 1. Ordnung Dn' und eines Termes O-ter
Ordnung. Den Term O-ter Ordnung haben wir bereits berechnet, er ist
einfach Multiplikation mit - ( .}—. . % T) . Der Term 1-ter Ordnung ist nach
Lemma 1.5.11 gegeben durch

Mo

L)
—

DA = -3 EAx_,(Y) .

J n*'j
J

Wir haben die Eigenwerte von Dn' auf Hom(V ,23) zu berechnen. den
Term - ( % . % T ) zu addieren, und die Multiplizititen mit dim V. =n+

zu multiplizieren.
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Berechnung von n,_» - Wir berechnen nun die Endomorphismen n (Y

n
i
-2 O
und driicken sie beziiglich der Basis PO. ,Pn als Matrix aus. ) ; n
LIS A8 = =
- (4 (i - § r
(m el P NZ) = (5% tid+sY)P | o )2) = O
. d P (1 ) 1 is _ - o
= P (a2 1)) o = :
= Hd§ (zlu'szz)”'k (isz1 + 22)" |s=o = Eine Basis von Hom(‘{_‘,Za) . Fiir den 2- (n+1)-dimensionalen C-Vektor-
raum Hom(Vn ,Zs) definieren wir die Basis Ay AL B B_ durch
= i{n-k) zl""’<~l 22{“1 + ikzl”'k+1 zzk'1
Z() , falls k = I, k gerade
= i(n-k)Pkd(z) + ikPk_l(z) . Ak(P1) = Z(1,2) | falls k = I, k ungerade
0 , sonst
Die Matrixdarstellung von Trn.,(Yl) ist daher Z0 . falls k = I, k ungerade
B (P) = Z(1,2) , falls k = I, k gerade
01 0 B 1 O , sonst
g ncil g O Man berechnet leicht, daB fiir gerades & gilt
o) = E A W (Y) = (l<—n—1)Ak_1 - k<D A,
O n Ez'Ak'"n*(Yz) = (n—k+1)Ak_1 - (k+1)AI“1 ,
1 0 |. Eg-Apm Yy = L (2k-n) A,
Also gilt fir gerades k
. f 1
Analog sieht man, daB D'A, = ¥ (n-2k)Ak + 2(k+1) A -
0 -1 O ] Ist k dagegen ungerade, so erhalten wir
g n()-l-Cz)"'- O E-Apmp oY) = -n-DA, - keD A,
LN D AR Ey ApmpelXp) = k-n-D A, |+ (k+1) Apar
8 o R Eg-Agm,(Yy) = Lin-2k) A,
Sen
170 Fir ungerades k gilt mithin
. . ] )
DA, = 2(n+1-k)Ak_1 ++(2k-n) A,
und Wir sehen, daB der von den A, aufgespannte Unterraum von
Hom(Vn,Zs) D '-invariant ist. In der Basis der A, hat Dn' Block-
- 75 -
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Diagonal-Gestalt mit 2x2-Blocken auf der Diagonale und einem 1x1-Block
rechts unten, falls n gerade ist.

Die 2x2-Blécke haben die Gestalt

1 (- - -
F (n-21) 12(n 1) . 1=02, ... n-1, n ungerade
2(/+1) F{21+2-n) n-2 , n gerade .

Der 1x1-Block, der fiir gerades n auftritt, hat den Eintrag - %’ .
Bei den B, vertauschen sich die Fille ,k gerade” und ,k ungerade”, d.h.
wir erhalten fiir gerades k :
' - 1
D 'B, = 2(n+1—k)Bk_1 + .7.(2k—n)Bk
und fiir ungerades k :

DB, = +(n-2k)B, + 2(k+1) B,

L]

In der Basis der B, hat Dn' wiederum Block-Diagonal-Gestalt mit einem
1-1-Block links oben, anschlieBend 2<2-Blécken, und schlieBlich fiir
ungerades n einem 1x1-Block rechts unten. Die 1x1-Blécke haben den
Eintrag - 72 , die 2x2-Blécke sind wiederum

IT("'ZI) 2(n-1)
2(1+1) $(20+2-n) )"

n-1, n gerade

diesmal /=13, ..., n-2, n ungerade .

Die Eigenwerte. Nun berechnen wir die Eigenwerte von D' auf
Hom(Vn,Za). Die 1x1-Blécke liefern zweimal den Eigenwert - % . Wir
miissen die Eigenwerte der 2x2-Blocke

"~ Lp-2n 2(n-1)

T _ ) .
( 20/+1) _17:(2“2_”) ) ., 1=01, ... ,n-1 , bestimmen.
Fiir das charakteristische Polynom p erhalten wir
pPO) = [p(m-21) - 10 L(20+2-0) -5 1 = 40U (n-1) =
=22~ 25+ L (n-20)(21+2-0) - 4U+1)(n-D)

Die Nullstellen sind
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t [ - sm(n-20(20+2-n) + 16 (U+1) (n-1) ]'/2)

i
(Mg
—
~in

1,2

t [ L (n-21-102 « 401 (n-1 /2

-

t{ (4 -1)(n-21-112 + (n+1)2 J1/2

=

Damit haben wir die Eigenwerte von D ' berechnet. Wir addieren nun

den Term O-ter Ordnung - ( .17 . % T ) und erhalten die D-Eigenwerte:

Eigenwert Multiplizitat
-od LT .20+, n=012, ..
n=12, ...
-5T 2 {(35 - 1)(n-2/-12 + (n+12}1V2, o

Wir machen jetzt noch die Substitution m=n+1, k = /+1 und erhalten:

SATZ 6.1. Auf der Berger-Sphire S3(T) hat der klassische Dirac-
Operator die folgenden Eigenwerte:
(i - Z - % mit Multiplizitit 2m, m =123, ...
1§T t | (1?2 -1){m-2k)2 + m2 172 mit Multiplizitst m,
, k=12,....m-1 1

Kollaps. Fiir T - O kollabiert S3(7) gegen die S2 mit konstanter
Kriimmung 4. Sehen wir uns kurz an, wie sich das Spektrum verhalt. Fiir
T - O streben die Eigenwerte gegen =, es sei denn, der Eigenwert ist
vom Typ (ii) und der Koeffizient (m-2k)2 von (sz - 1) ist Null. In
diesem Fall ist der Grenzwert + m mit Multiplizitit m. Das Spektrum
konvergiert also gegen{ ... , -4,-2,2,4,6,... ), wobei die Multiplizitat
von +m gerade m ist. Das ist in der Tat genau das Dirac-Spektrum auf

der runden S2 mit Kriimmung 4, siehe Abschnitt 3.
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Harmonische Spinorfelder. Der Grund, warum Hitchin das Dirac-
Spektrum auf S3(T) bestimmt hat, ist die folgende Beobachtung. Fiir
m = 2k betrachten wir den Eigenwert -12—T + m mit Multiplizitit m. Falls
wir T = m/2 setzen, ist dieser Eigenwert gleich O. Der Raum der harmo-
nischen Spinorfelder ist dann also mindestens m-dimensional. Wir kénnen
somit durch geeignete Wah!l von T erreichen, daB der Raum der harmo-
nischen Spinorfelder beliebig groB wird. Eine entsprechende Beobachtung
haben wir auch schon bei den Heisenberg-Mannigfaltigkeiten gemacht,

vergleiche Abschnitt 2.
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7. DREIDIMENSIONALE BERGER-LINSENRAUME

Wir betrachten nun die homogenen Linsenraume 4(N, T) = Sa(T)/ZN =

= SU(2)/Z,, , wobei wir Z,; = { €2™™/N | m ¢ Z ) durch

i eit 0
elt . ( 0 e-it)

in SU(2) einbetten. Topologisch erhalten wir den Linsenraum L(N:1,1)
aus Abschnitt 5, aber die Riemannsche Metrik ist nur fiir T = 1 die Metrik
konstanter Kriimmung.

Wir verwenden nun stets die Notationen aus dem letzten Abschnitt.

Isotropiedarstellung von Z,, . Um die Spin-Strukturen von 4(N,T)

handhaben zu kénnen, miissen wir die Isotropiedarstellung von ZN kennen.

et 0\ [0 i)\ el 0
0 et i O 0 eft
0 je?it
( je2it 0 ) :
cos(2t) Y, + sin(2t) Y, .
et 0 0 -l et 0
Adgie 15 = < 0 e'”) (1 o) ( 0 e“)

0 _e2it
( e—2it 0 ) =

- sin(2¢#) Y1 + cos(2t) Y, .

Adgie Y,

Ad_;, Y, =

i
-

Also ist die lsotropiedarstellung Z,, ~ SO(3) gegeben durch
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» cos(2¢t) -sin(2t) O
et -~ |sin(2t) cos(2t) O
0 o 1

Die erste Spin-Struktur. Wie in Abschnitt 1.4 erliutert, identifizieren

wir Spin{3) mit SU(2) und kdnnen sofort eine Spin-Struktur von L(IN,T),

d.h. einen Lift der Isotropiedarstellung, angeben, namlich

; et 0
z, - SU@ ., et - ( A e-“>

Man beachte, daB die Gruppe SU(2) in der Behandlung dieses Beispiels
eine Doppelrolle spielt; sie ist einerseits die Gruppe G unseres homo-
genen Raumes G/H, andererseits ist sie die Uberlagerungsgruppe Spin(n)
liber SO(n).

Irreduzible Darstellungen von Z,, . Um den Unterraum HomzN( V,.E5)
c Hom(Vn,Zs) zu bestimmen, zerlegen wir die Spin-Darstellung und die
Darstellungen n, , jeweils eingeschrinkt auf Z,, . indie Z,-irreduziblen
Komponenten.
Die irreduziblen Darstellungen von Z,, sind

em Ly = UMD, z-zmM, melZ.
Zwei solche Darstellungen Om und O sind genau dann iquivalent, wenn
m=m' {mod N).

Da die Spin-Darstellung von Spin(3) = SU(2) genau die Standard-
Darstellung von SU(2) ist, erhalten wir fiir die Einschrinkung auf z,
die Darstellung 0190, -

Wie operiert Z,, auf L Vn ?

(e P )z) = P le'z  eitz,) =

= eit(n-2k) Pk(Z)‘
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Also operiert ZN auf C-Pk durch Op-ok -
Um Hom,, (V_.%3) zu bestimmen, miissen wir die zulissigen A, . B,
N 7 3
finden, d.h. diejenigen, die dquivalente Darstellungen ineinander iiber-

fithren.

Der Fall N = 2. Wir betrachten zunichst den Fall N = 2, d.h. den
reell projektiven Raum RP3(T) = £(2, 7). In diesem Fall sind ey und o_,
dquivalent. Die Darstellung e, .oy ISt genau dann dquivalent zu ey » Wenn
n ungerade ist. Daher ist Hom,, (V_,Z3) = 0, wenn n gerade ist, aber

N
Homzhf V,.Eg) = Hom(V_,X.) , falls n ungerade ist.

Das D-Spektrum fiir RP3(T) besteht somit genau aus den Eigenwerten

von S3(T) aus Satz 6.1, die den geraden Parametern m = n+1 entsprechen.

Nach der Substitution m = 2m' erhalten wir

Eigenwert Multiplizitit
-2m 17 coo4m, om=12
1T 2{ 1 N(m -k)2 2 11/2 om' m =12, ...
sl 2 (- ) (m 02 e mZ W20 g TS L

Der Fall N» 3. Fiir N> 3 sind ey und o_; indquivalent. Wir untersuchen,
welche Aj € Hom(V_, X4) auch in HomZN( V), Lg) liegen.

Fiir gerades j ist A]. genau dann ZN-équivariant, wenn o, und Pn-2j
dquivalent sind, d.h. wenn n - 2j =1 (mod N). Dann ist n - 2(j+1) = -1
(mod N), d.h. A, _ ist ebenfalls in Hom,, (V_,%.). Der 2.2-Block

j+1 ZN n 3

1T(n—21’) 2(n-1) ‘
2(1+1) F(21+2-n)

bleibt uns also erhalten, falls n - 2/ =1 {mod N) . I gerade.

Der 1x1-Block rechts unten fiir gerades n bleibt erhalten, falls n = -1

(mod N). Nach der Substitution m = n +1, k = [ +1, lautet die Bedingung
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fur die 2<2-Blocke m - 2k = O (mod N}, fiir den 1x1-Block m ungerade und
m =0 (mod N).

Genauso analysiert man den von den B]. aufgespannten Unterraum von
Hom(Vn , }:3) und erhalt, daB die 2x2-Blécke erhalten bleiben, falls
n-2[/=1{mod N), /ungerade, der 1-1-Block links oben, falls n=-1(mod N),
und der 1x1-Block rechts unten, falls n ungerade und n = -1 {mod N).

Insgesamt bleiben die 2x2-Bldcke erhalten, fiir die m - 2k = O (mod N),
und zwei 1x1-Blocke, falls m = O (mod N).

Wir erhalten die Tabelle

Eigenwert Multiplizitat
-LTV_%T , 2iN i=12,
1 1 252 2 \1/2 m=23, ...
: 1/ )
_ETt{(—T_é—1)IN +m } y m , [—(m*l)/NJ<i<
< [(m-2)/N]

Die zweite Spin-Struktur. Fiir gerades N = 2N' haben wir eine zweite

Spin-Struktur von £(N,T). Diese entspricht dem Lift Z,, - SU2),

onial/N eZniq/N
e<™iqd - {-1)9 ( 0 e-2mia/N ) =
e2niq(1+N')/N
= ( 0 e2ni(1-N')/N )

Jetzt operiert Z,, auf L4 durch ON"1® PN -

Eine dhnliche Analyse wie fiir die erste Spin-Struktur zeigt, daB fiir
N = 2 diesmal gerade die Eigenwerte von S3(T) auch Eigenwerte von
RP3(T) sind, die den ungeraden Parametern m entsprechen. Damit kénnen

wir fiir RP3(T) die Ergebnisse zusammenfassen.
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SATZ 7.1. Der reell-projektive Raum RP3(T) besitzt zwei Spin-
Strukturen. Beziiglich der ersten lauten die Eigenwerte des Dirac-
Operators:

(i) -2 - LT, mit Multiplizitit 4m', m' =1,2, ...

(ii) - 1—2—Tt 2| (%2 -1){m'-k)2 + m2 V2 jeweils mit Multiplizitat
2m', m' ' =12,..., k =1,...,2m'-1 .

Beziiglich der anderen Spin-Struktur hat der Dirac-Operator die Eigen-
werte:

() -2zl LT mit Multiplizitit 2(2m'+1), m = 01,2, ...

(i) - liTt { (—71_—2 -1)@2m'+1-202 «2m'+ 102 )12 | jeweils mit

Multiplizitét 2m' «+ 1, m' = 1,2,... |, k=12, ....2m"

Kollaps. Das Spektrum von S3(T) teilt sich disjunkt auf in das Spektrum
von RP3(T) beziiglich der ersten und der zweiten Spin-Struktur. Wie S3(T)
kollabiert auch RP3(T) fiir T -~ O gegen die S2 mit Kriimmung 4. Auf
S3(T) gibt es zwei Sorten von Eigenwerten, die einen konvergieren gegen
die Eigenwerte von S2, die anderem streben gegen two. Die ,guten”
konvergierenden Eigenwerte sind diejenigen vom Typ (ii) mit m = 2&,
insbesondere muB fiir sie m gerade sein. Somit sind die .guten” Eigen-
werte stets Eigenwerte von RP3(T) bzgl. der ersten und niemals bzgl. der
zweiten Spin-Struktur.

Wir haben also gesehen, daB fiir die erste Spin-Struktur RP3(7} das-
selbe Verhalten an den Tag legt wie S3(7T), nimlich daB ein Teil des
Spektrums gegen das Spektrum auf S? konvergiert, wiahrend der Rest
gegen o geht. Fiir die andere Spin-Struktur dagegen streben alle Eigen-

werte gegen to.
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Es bleibt fiir die zweite Spin-Struktur noch der Fall N’ > 2 zu behandeln.
In diesem Fall sind el und NS indquivalent. Eine Analyse wie fiir
die erste Spin-Struktur zeigt, daB die 2x2-Blécke erhalten bleiben, wenn
m - 2k = N’ (mod N), die 1x1-Blécke, falls m = N' {mod N). Damit kénnen

wir auch hier zusammenfassen:

SATZ 7.2. Der Linsenraum A(N,T), N > 3, besitzt stets eine
~kanonische” Spin-Struktur, fiir die der Dirac-Operator folgende Eigen-

werte hat:

W) - & - LT mit Multiplizitit 2iN, i=1,2, ...

() -3T+{ (& -1)i®N? + m® V2, jeweils mit Multiplizitit m,
m=23,.., [-lms1)/N]<i< [(m-2)/N].

Fiir gerades N = 2N besitzt £(N,T) noch eine weitere Spin-Struktur,
fiir die der Dirac-Operator die folgenden Eigenwerte hat:

() - NN LT mit Multiplizitat 2(N" + iN), i = 0,1,2, ...

(ii) - %T: { (—71_—2- -1)(N'+iN)2 + m? 1172, jeweils mit Multiplizitit m,

m=23,.. ][ (1-m-NY/N ] <ic< [ (m-2- N')/N |a

Weitere bekannte Beispiele. Der Vollstindigkeit halber sei zum Ende
dieses Kapitels noch erwihnt, daB es zwei weitere Beispiele gibt, deren
Dirac-Spektrum bekannt ist. In beiden Fillen handelt es sich um symme-
trische Raume, deren Spektrum mittels Frobenius-Reziprozitit bestimmt
wird.

Es handelt sich einerseits um die orientierten GraBmann-Mannigfaltig-

keiten G, , = SO(2P)/SQ(2)X50(2P-2), siehe [Str3]. Das andere
Beispiel sind die komplex-projektiven Riume szp-l' siehe [CFGI.
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III. EIGENWERTABSCHATZUNGEN

1. UNTERE SCHRANKEN

Sei M eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Es sei V ein Clifford-Biindel tiber M mit Clifford-Zusammenhang V¢!,
Dirac-Operator D und Kriimmungsendomorphismus K.

Fiir x € R gelte K > x, d.h. fiir alle ¥ € Vist <K'v,¥> > »|¥|2. Aus der
Weitzenbock-Formel 1.2.2 folgt unmittelbar, daB fir alle Eigenwerte »
von D gilt »2 > x, denn fiir ein Eigenspinorfeld ¥ von D zu ) ist
A20II2 = (D2v ) = (VDT w) + (Ker) = IVCI2 + (Kr,w) >

> el

Diese Abschitzung hat nur den Nachteil, daB sie lediglich fiir positives
x eine Aussage liefert, da aber z.B. fiir den klassischen Dirac-Operator
niemals scharf ist, denn auf Riumen mit positiver Skalarkriimmung gibt
es keine VX -parallelen Spinorfelder.

Allerdings gibt es mitunter Killing-Spinoren auf Raumen mit positiver
Einstein-Metrik, daher konnen wir versuchen obige Abschitzung zu
verbessern, indem wir statt V<! den modifizierten Zusammenhang V aus
Proposition 1.2.8 benutzen. Auf diese Weise erhielt Friedrich in [Fr1l fiir .
den klassischen Dirac-Operator eine bessere Abschitzung: da der Beweis
fiir verallgemeinerte Dirac-Operatoren derselbe ist, geben wir gleich die

allgemeinere Ungleichung an:

SATZ 1.1. (Friedrich)
Fiir alle Eigenwerte » von D gilt:

N 2 a_, . |}
n-1
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Der Beweis funktioniert wie oben, nur daB statt der Weitzenbock-Formel
Proposition 1.2.8 benutzt wird mit 4 = 3/n .
Im Fall des klassischen Dirac-Operators ist Gleichheit in dieser Unglei-

chung gleichbedeutend mit der Existenz von Killing-Spinoren. Ins-

besondere folgt dann gemiB Proposition 1.7.1 , daB M eine Einstein- -

Mannigfaltigkeit ist. Die Frage nach der Existenz von Killing-Spinoren
wurde von Friedrich und seinen Schiilern intensiv studiert; der inter-
essierte Leser werfe einen Blick ins Literaturverzeichnis.

Hijazi bemerkte, daB Friedrichs Schranke fiir den klassischen Dirac-
Operator auf Kahler-Mannigfaltigkeiten niemals scharf sein kann. Dies

veranlafite Kirchberg dazu, die Abschitzung in diesem Fall zu verbessern.

SATZ 1.2. (Kirchberg)
Es sei M eine geschlossene Kéhler-Spin-Mannigfaitigkeit der komplexen
Dimension m = n/2. Fiir die Skalarkriimmung gelte S » S, > 0. Es sei »

ein Eigenwert des klassisschen Dirac-Operators D.

i 7 i 2 , 1 n:2

(i) Falls m ungerade ist, gilt I T S, .
- ; - 2 1

(ii) Falls m gerade ist, gilt 2 > 27_,—’1-5-50 i |

Beide Ungleichungen sind scharf in dem Sinne, daB es Beispiele gibt,
fur die der betragsmiBig kleinste Eigenwert die Wurzel aus der unteren

Schranke als Wert annimmt. Zum Beweis von Satz 1.2 siehe [Kirll und
[Kir3l.

Mit den bisherigen Abschitzungen fiir den klassischen Dirac-Operator
konnen nur Beispiele mit strikt positiver Skalarkriimmung behandelt
werden. Ein erster Schritt, sich von dieser Voraussetzung zu losen, ist

Hijazis Ungleichung.
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SATZ 1.3. (Hijazi)
Sei M eine geschlossene Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n > 3. Es sei » ein Eigenwert des klassischen Dirac-Operators D.
: 2 1
Dann gilt e > Z~nL_1-u1,
wobei v, der erste Eigenwert des Yamabe-Operators 4~~Z:—é A+ S st
Der Beweis beruht auf der Betrachtung des modifizierten Zusammen-

hangs V aus Proposition 1.2.8 fiir ¢ = »/n, kombiniert mit einer geeigneten

konformen Anderung der Riemannschen Metrik auf M, siehe [Hijl.

Wir werden im folgenden eine untere Abschdtzung beweisen, aus der
unter anderem auch Hijazis Ungleichung folgt. Dazu machen wir zunichst

einige algebraische Vorbereitungen.

Sei p € M fest. er setzen
Y ! Vp - '];;M ® Vp , (vEUX) = X ¥ v X e T,')M

Fiir festes X ¢ 7;,M definieren wir

Yx: V-V Yt = X ¥,

. * - = g
iy 7;)M ® Vp Vp Loty ® o(X),
Tx © Vp" 7;;M® ‘i’ SV Xb oy,

wobei b : 7;9M - T;J*M der durch die Riemannsche Metrik induzierte
Isomorphismus ist.

Sei £, ..., E_ eine Orthonormalbasis von TpM. E’, ... E} die duale
Basis von Tp"M. Wir driicken die soeben definierten algebraischen Opera-
toren in den Basen aus:

YtV = Z}. Ej* ® E]"[’,
x(Z, E e %) = I <X.Epoe, .
¥ o= Z]. Ej* ® <X,Ej>‘l'
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Fiir die Transponierte v* von y gilt:

(L Eree) = -% Ere;.

LEMMA 1.4, a)

b)
c)
d)
e)
f)
g
h)

(ide

cry =

Tx) oy

+ Y-YX = -21-X

*

Y'-(idan) * oYyt 2LX

¥ . (idﬁ*{x) ey = - (n-2)YX .

BEWEIS: a) Es sei o = Z], Ej* 20 . Es gilt

Cx ¥, 8> = (X EredX,E DY, z Ej“mbj >
L < <X.EDv, ®> =
v, Z}. <X.Ej> ®,> =
<Fy 1y @D
<X-

b)
c)

d)

(YX v, ¥ > =

Yo'y = -y, X' =‘<'*"Yx"’">~

* = * * Y -
Yy Y ZjEl. @Ej ¥

ist klar.

-2 EEY = nv.
A

e) tx " Ix ¥ o= Uy (Xb®‘{’) = <X, XD>v.

f)

g) folgt durch Adjungierung

h)

(idQY)() Y

. (id@yx) .

R 4

+

Y =

YYX Y =

S Yyt

-n-YX

(id@YX)ZjEj'GEj‘I’ + Y X-¥v =

ZjEj* ® (XEJ,* EJ.X) ¥
Z]. Ej* e {- 2<X,E].>) ¥ =
-2 IX‘l’.

Y*oy + 2LX.Y =

+ 2YX.I
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von f) und Einsetzen von a) und b).

LEMMA 1.5. a) +* . V¢ = (vChy».y - . D
b) (VY - lidev, 40) - v
fiir fe C2(M,R).

BEWEIS: Seinunp e M, E,, ... . £, synchron um p. Dann gilt in p:
A VY = T Ere Vely = -T E Vv = -Dv.
Wegen D = D* folgt auch (VE)* . y = - D.

b) (VY - lidoy, o) - v ¥ = (V)" - lidey
(V> Y, Ef e gradf E;-v =
Cl CE.w) -

- Z]. V}. (gradf El v)

I . F.ClL
- Zj{ ngradf-E].-l + gradf E] V]. vt
= - 1, <{Vgradf, E>EEv - gradf -Dv -
= - A f¥ Dy

« W=
gradf )ZiEjany

Ygrad:"

LEMMA 1.6. Sei V ein beliebiger Zusammenhang auf V. Wir verlangen
nicht, daB <J metrisch ist. Dann gilt fiir jede Funktion fe CY{M R):

a) Vef = Fe «
by * . f = F.

rgradf

Lgradf .

BEWEIS: a) V. f(¥)

"

T EXe VIfy) =

J ] 7

= LE etdfr « v =
¥ os £ (),

T'grad/"
bY (Vifn. e) = (v, Vo) =
= (P AV - gt ®) =
= (UFe Vo gp e

Sei nun ) der betragsmiBig kleinste Eigenwert des Dirac-Operators D.

Der Beweis von Friedrichs Ungleichung beruhte auf dem Studium des
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Zusammenhangs VEL . (3 /n) v. Wir machen einen allgemeineren Ansatz.

Dazu sei eine Funktion f e C®(M,R) fest vorgegeben, u,v ¢ R. Wir

n

definieren: Vo= Ve /)y s uyy v

gradf * Tgradf .

LEMMA 1.7. Fiir den Zusammenhangs-Laplace-Operator \1*\ gilt:
U*V = D2 -K-20/nD +32/n + (ny? - 2uv + v2) Igradf|2 +

D+ 2uVS 4o - uAF vt VS e (VS

+2 ey gradf gradf gradf

gradf
BEWEIS: Im folgenden machen wir freien Gebrauch von Lemma 1.4 bis

1.6. Fiir 7* gilt:
Vo= (VCI)'F + /) y* -y

~

Also folgt *7 =

+ v

*
grade Lgradf .

Cly* * *
((V ) + O0\/n)y -UYgrade *\“gradf)

-(VC1+()\/H)Y*UYY v

gradf’ Tgr':-u:h“ )

+

= (VWY - /D - u Dy + v (VN 1y - /0D + (3/m)2n

gradf
*
+ ()‘/n)“anradf + (W/n)vy Tgradr * uYgradFD - ub‘/n)Ygradfn -
_ 2 2 . Cl 2
“ anradf ungrade Tgrat:lf"vvgrad.‘”"'(X/n)ngracllr+“\]Ygradl‘” *
+ v2igradf|? =

D2 - K - 26/mD + »2/n + (ne2 - 2uv + ?)lgradf |2

_ _ _ Cl1 Cl Cl1 *
“( Ygrade 2 vgradf+ Aof) tu Ygradf D+v (vgradf * (vgradf) ).

Was uns eigentlich interessiert ist nicht der Zusammenhangs-Laplace-

Operator, sondern der folgende Operator in ,Divergenz-Form”:
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LEMMA 1.8. T* . e2uf. ¢ -
= e2¢f | D2 _ K - 20/nD + 22/n + [(n+202 - 4uv + v2|lgradf |2 -

Cl Cl »
—quf* 2uYgrade_ 20(0/n) Ygradfr * \)[vsradf+ (Vgradf) 1.

. A2ufESy =
RS AVAAY) Lgrade2ufv =
L A2ufSy 2uf
e/ - 2pe Vgradf
Nun muB nur noch Lemma 1.7 fiir *V und die Definition fiir %/

gradf
eingesetzt werden.B

Nun kommen wir zum Schliisselresultat dieses Abschnitts. Wir wollen
nicht langer voraussetzen, daB die untere Schranke »x von K konstant ist,

d.h. ab jetzt ist x € C*(M,R) und in jedem Punkt von M gilt K > x.

SATZ 1.9. Fiir jede glatte Funktion f: M - R gilt:

2 n
» > aa

. -2 2
min fw+ A_Ff- D22 lgradf|® | .

BEWEIS: Sei ¥ ein Eigenspinorfeld von D zum Eigenwert x. Unter

Benutzung von Lemma 1.8 erhalten wir

0 < levf7vi2
= (T e2ufPy w) <

T e 212 - vl - 20/m a2 + 02/n) w2 + ((n +2),2 -
M

"

- 4y o+ 2 )lgradf 22 - wl_f p|2 + 2ux<gradf v, ¥> -

~2¢ /) Cgradf ¥, v >+ o [KTSL o D« (TS ) e e .

Zum letzten Summanden:
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AE RS SRR b L A S

= ((Voiart e2fv) o (Vi) v ey )

( V7Cl W, e2uf|!, ) . ( ¥, vCl

\ 2uf,
gradf gradf( € v) )

| < gradf, grad<r, e2fyysy =
M

"

' 2uf 112
A F-e2f (2
A1

Der Term <(gradf- v, ¥ > ist rein imaginir, alle anderen sind reell, also

fallt er weg. Es foigt

O« [1e"f w2 (22-2002/n) +22/n - v » ((n+2)0® - 4uv + 32 ) lgradf |2 -
AM

-{u - V)Aof}.

Also gibt es einen Punkt p € M, in dem gilt
)2‘5—';—1 > x(p) - ((n +2)u2-4uv+v2)|gradf(p)|2+(u-v)Aof(p).

Wir setzen nun y = - 771_—1 yv=yu~1. Dann ist y - v = 1 und
(n+2)u2-4uv+v2 = n_—2‘
n-1

Daraus ergibt sich die Behauptung.s

Wir betrachten zunichst den Fall 57 = 2, fiir den der unangenehme Term

1-2 |gradf|? wegfllt.

SATZ 1.10. Sei M homé&omorph zu S2.

Fiir alle Eigenwerte » des klassischen Dirac-Operators gilt

)\2 > _An
area(M) ~
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Bemerkung. Diese Abschitzung kontrastiert zu Herschs oberer

Abschatzung fiir den kleinsten positiven L\O—Eigenwert %, auf Flichen

8x

m s siehe {Herl.

vom Geschlecht O, ndmlich X
BEWEIS von Satz 1.10: Satz 1.9 besagt fiir n = 2 und jeden Eigenwert
» eines Dirac-Operators D, daB
32 > 2mindx+ A ), fe C°(M,R).
M °

Wir subtrahieren von » den ,konstanten Anteil”. d.h. wir setzen

hix) = x(x) - (I/A)f x(y)dy, A = area(M).
i

Nun steht A L2-senkrecht auf den konstanten Funktionen, d.h. auf dem
Kern von A . Nach der Fredholm-Alternative gibt es ein fe¢ C=(M,R)
mit Aof= - h. Setzen wir dieses f in die obige Abschitzung ein, erhalten
wir 22 s (2/A) [ dyv)dy .
M

Fiir den klassischen Dirac-Operator nehmen wir x = K = S/4. wobei
S die Skalarkriimmung ist. Ist K die GauBkriimmung, so gilt daher x = %K.
Der Satz von GauB-Bonnet liefert nun

2 [ x)dy = [ Kiy)dy = 27x(S?) = 4.
L% M

Bemerkung. Satz 1.10 ist scharf fiir die Metrik konstanter Kriimmung.

KOROLLAR 1.11. /st M hombomorph zu S2, dann gibt es niemals

harmonische Spinorfelder auf M a

Man beachte, daB es auf der S2 durchaus Metriken gibt, die harmonische

Spinorfelder zulassen, siehe Abschnitt 11.6.
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Soviel zum Fall 7 = 2. Als nichstes studieren wir fiir n » 3 folgende

Situation. Auf M soll K > O sein, auf einem Teilgebiet 0 ¢ M soll

K > g > O sein.

Nach der Weitzenbdck-Formel gibt es auf M keine harmonischen Schnit-

te. Wir wollen nun eine geometrische untere Schranke fiir das Spektrum

finden.

Seix € C*(M R) so, daB in jedem Punkt K > x gilt, » > O iiberall, x > x,

auf 0. Sei ()]. .j € N, eine Ausschépfung von 0, d.h. 01. ccon, Q]. C ()j o
U Q=0 Wir setzen

v, = YollM - Q) v = vollM-q)
j vol(()j) ' vol{n) .

Wir halten jetzt j fest. Wir konstruieren h = hj € C=(M,R) wie folgt:

Auf M - 0 sei A =1, auf Q/' sei h = - v - Dann ist
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I h = vollM-q) = - [ h
M- 0
Wir kdnnen h zu einer C*-Funktion auf M mit folgenden Eigenschaften

fortsetzen: (i) [ h = O
M

(ii) -V s h <1 auf M.

Wegen (i) gibt es ein g ¢ C™(M ,R) mit A_g = h. Sei c > 0. Wir setzen
f = cg in die Abschitzung aus Satz 1.9 ein:

2 _ . .n : _n-2 .2 2
) peae? rR/}ntchmwc 0% c® lgradgl® ).

W

Sei G(x,y) eine Greensche Funktion auf M. Dann gilt:
g(x) = [ Gx,y)hly)dy.
M
Es folgt lgradg (x)| < Al -, - | lgrad, Glx,y )l dy.
M

Wir nehmen nun an, daB ] lgradx Glx,y)ldy < A fir alle x e M.
M

Es folgt fiir alle x € M: lgradg (x)} < (V}. + 1} A, und daher

22 e nlali!n { ch+x -g—ﬁ C2A2(Vj+ 12 ).
Auf M - q gilt:
{ch+x- % c2A2(vj «1)2) 5 c- Z—f c2A2(vj + 12 = o, (c).
Auf 0 gilt:
{ch+x- ’r"l—:? c2A2(vj + 125 - v+ %y - Z—:% C2A2(Vj +1)2 = d>2(c).
Jetzt wollen wir ¢ optimal wihlen.
Die Parabel @, nimmt ihr Maximum in ¢, = n_-1 an und es

1 2(n-2)A2(v, +1)2
gilt 9,(0) = 0. !

Fir o, gilt <I>2(O) =x, >0, @2'(6) <O fiir c> O und C“IEL <D2(c) = -®,
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Der Schnittpunkt von @, und @, ist ¢, = X0

v+l
L Fall: ¢ < <,
In diesem Fall ist o,lc) > o lc) = n -1 =1§ G -

4(n-2) A2 (v, +1)2

2. Fall: ¢ > Cy

Diese Ungleichung bedeutet v, + 1 > 2 Z—ﬁ A2(vj +1)2n0 .

Es folgt @,(c,) = o,(c,) =
% (n—2)A2(t;. +1)2x02
7R T ETHTASIL
. % (lﬁ +1) %, )

vl 2(v 412

In jedem Fall kdnnen wir ¢ so wihlen, daB

) [ -
o,(c) » ®,{c) > 5 min ley, cpt =

1 : n-1 %o
= 3 min , .
2 min { 2(n-20A% (v, +1)% " v +1 }
Der Grenziibergang j -~ » liefert
2 n : n - 1 o
A 2 e .
R M AR 2T |
f - HM-) _ 1(M)
Esgilt v +1 = ¥OIE™ «1 = X2l
Also gilt
2
22 min | n vol((;) ~ n x, vol(n) b
4(n-2) A% vol(M) 2{n-1) vol(M)

Es ist nun noch die Schranke A an den Gradienten der Greenschen
Funktion zu kontrollieren. Aubin hat in [Aubl, Prop. 71 gezeigt, daB es
eine Schranke A = Aln,a,b,5,R) gibt, so daB fiir die Greenschen
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Funktionen auf n-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit
(i) Ric>a aeR
(i) K<b, beR
(iii) injrad = 5, seR”
(iv) diam <« R, R ¢ R*

gilt ) lgrad Glx,yNdy < A.
M

Wir fassen zusammen:

SATZ 1.12. Sei M eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3. Fiir die Riccikrimmung, die Schnittkriimmung, den
Injektivitatsradius und den Durchmesser gelte

(i) Ric»a, aeR

(il K<b, beR

{iii) injrad > 5, 5 e R*

(iv) diam < R, ReR"*.
Ferner sej 0 eine offene Teilmenge von M, D ein Dirac-Operator auf M,
x ein Eigenwert von D. Fiir den Kriimmungsendomorphismus K von D
gelte K > O auf M, K » x, > O auf 0.

Dann gibt es eine Schranke C = Cln,a,b,5.R), so daB gilt

*2 > min | vol(a)? n xy vol(q) \
C-voliM)? " 2(n-1)voliM) '~

Man beachte, daB die Schranke C nicht davon abhingt, welchen Dirac-

Operator wir betrachten.

Bemerkung. Setzen wir fiir n > 3 und eine positive Funktion h ¢ C=(M R)

die Funktion f = Z—:é— Inh in Satz 1.9 ein, so ergibt eine kurze Rechnung
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Hijazi hat diese Ungleichung im Fall des klassischen Dirac-Operators
mit anderen Methoden hergeleitet. Er benutzte wesentlich eine konforme
Anderung der Riemannschen Metrik auf M. Unser Verfahren hat den
Vorteil, daB es fiir alle Dirac-Operatoren funktioniert, und daB auch der
Fall n = 2 behandelt werden kann, vgl. Satz 1.10. Hijazis Verfahren eignet
sich moglicherweise besser zur Gleichheitsdiskussion.

Aus obiger Ungleichung folgt fiir den klassischen Dirac-Operator direkt
Hijazis Ungleichung 1.3, indem man fiir h eine Eigenfunktion des Yamabe-

Operators zum kleinsten Eigenwert einsetzt.

Zum AbschluB dieses Abschnitts wollen wir noch das Dirichlet-Rand-
wertproblem fiir das Quadrat eines Dirac-Operators studieren.

Sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit glattem Rand
OM . Es sei Vein Clifford-Biindel iiber M mit Clifford-Zusammenhang V<!
und Dirac-Operator D. Fiir den Kriimmungsendomorphismus gelte K > L
x, € R. Ferner sei xl(Dz) der kleinste Dirichlet-Eigenwert von D? auf

M, 2(A)) entsprechend fiir A
SATZ 1.13. Es gilt: D2 > A (AL«

BEWEIS: Sei vy ein Eigenspinorfeld von D2 zum Eigenwert xI(Dz) mit
der Randbedingung ‘l’IaM = 0. Die Beweisidee besteht darin, die
Funktion [¥] in den Rayleigh-Quotienten fiir A, einzusetzen. Da wir in
den Nullstellen von ‘¥ Regularititsprobleme fiir |¥| bekommen, machen
wir vorher einige Regularisierungen.

Wir wahlen eine Folge v, € C(M,V), so daB ¥, in der W 2. Topologie
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gegen ¥ konvergiert. Fiir jedes i gibt es ein (i) > O, so daB ¥, in der
e(i}-Umgebung des Randes M verschwindet.
Zu ¢ > O wihlen wir eine Funktion @ e C*(M ,R) mit
(i) Es verschwindet ¢_auf dem Rand oM.
(i) AuBerhalb der ¢-Umgebung des Randes ist @ konstant gleich 1.
{ii) Uberall gilt O < e <1
(iv) Fiir die Ableitung von ¢_ gilt iiberall |do | < 2/¢ .
Fiir ¢ zwischen O und ¢(i) setzen wir
fo=0 (1,2 +2)2 e C(M R).

Es gilt if, | = Ilv ]l fir e ~ O . Wir schreiben kurz V = VCl Es gilt

Re <V LN

. ( |'}’.|2 + 52 )1/2 |2 ‘
i

lar 2 = [ (P 2)2 do_ + o

IV 11, |
I R e e

}2

<

<

< [ (v, 2o 2 + 2lde 1Tv - 1¥,] }2
B_(3M)

2
el

|‘Yi|2 . E2

o [ 2
M
w |2
br |
|y |2 2

. + E
1

Idf,_IZ < 4vol(B_(8M)) « V¥ 2.

Da v, auf B (6M) verschwindet und da < 1ist, folgt

Idf, 112
Aus 3(A) < ||f‘lEl2 folgt nach dem Grenziibergang « -~ O
ie
IIV‘F‘.H2

A

o < W , und schlieBlich nach dem Grenziibergang i - «
¥,
I

2
(A) < IVvE
M8
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Unter Benutzung der Weitzenbock-Formel erhalten wir

2 2
(p2) - DY IvelE Kww) AL,
M Tk w2 e 7 B e

KOROLLAR 1.14. st D der klassische Dirac-Operator, und gilt fiir
die Skalarkriimmung S » S, . S, € R, dann gilt

o N N EAR

KOROLLAR 1.15. Gilt fiir die Riccikriimmung Ric > o , o € R, dann gilt

A MA) + o8
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2. OBERE SCHRANKEN

Sei zundchst M eine geschlossene Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit,
LM das Spinorbiindel, D der klassische Dirac-Operator, E ein Hermite-
sches Koeffizientenbiindel, D¥ der getwistete Dirac-Operator auf SM e E.
Vafa und Witten haben in [Va-Wil gezeigt, daB die Eigenwerte von DF
nach oben durch Schranken abgeschiatzt werden konnen, die nur von der
Geometrie von M abhangen, nicht aber vom Koeffizientenbiindel F, siehe
auch [At]l. Bemerkenswerterweise ist der Beweis rein topologisch, die
wesentliche Zutat ist der Atiyah-Singer-Indexsatz.

Es handelt sich aber leider um eine reine Existenzaussage, es wird
keine Aussage dariiber gemacht, wie die Schranken aussehen. Baum hat
mit denselben Methoden in (Bau4i die oberen Schranken fiir den klassi-
schen Dirac-Operator konkreter gemacht.

Wir ordnen die Eigenwerte von D nach aufsteigenden Betrigen

0 = il < byl < byl <
und bezeichnen mit m; die Summe der Multiplizititen von X und A

Baums Hauptsatz lautet dann

SATZ 2.1. (Baum)
Sei M von gerader Dimension n = 2m, sei f: M - S2™ ejne glatte
Abbildung vom Grad degf » 2""1(mo+~~+m

-1
Bl < 2™ m ldfll -, 8

.y * 1. Dann gilt

Daraus folgert sie

SATZ 2.2. (Baum)

Ist M von der Dimension n, n = 2m oder n = 2m-1, und hat M

- 102 -



positive Skalarkriimmung, dann gilt fiir den betragsmaBig kleinsten

Eigenwert \ des klassischen Dirac-Operators D:

M o< 2™y min /x(p) <« 2m1/a max { YK, R ),
pe

' injrad
wobei K die Schnittkriimmung ist, und x(p) = max { KlBinjrad(p)(p),
T‘Z
injrad(p)? }
(i) Ist n=2mund0 < K< K , dann gilt
max

-1
o< 2m fr—n—]/Kmax.

(iti) Ist M einfach zusammenhingend, n = 2m-1, und O < %k <« K<k,

dann Il < 2m'1/ﬁﬁ R |

Bemerkung. Satz 2.2 (ii) ist scharf fiir die runde S2. Wir werden im
folgenden eine obere Abschitzung herleiten, die fiir alle runden Spharen
scharf ist. Doch zuvor geben wir noch eine weitere hiibsche Konsequenz

aus Satz 2.1 an.

SATZ 2.3. (Baum)
Ist M c R3 eine geschlossene orientierte Fliche vom Geschlecht g = 1,
ist H(p) die mittlere Kriimmung von M in p € M, dann gilt fiir den
betragsmiBig kleinsten Eigenwert » von D:

o< c(g)-gls% |H{(p),

wobei 1, fallsg =0
clg) = |3, fallsg =2 oder 3
2, fallsg > 4. ]

Auch diese Abschitzung ist scharf fiir die Standard-Sphire.
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Wir verwenden eine v6llig andere Methode fiir unsere oberen Eigenwert-
abschétzungen. Zundchst studieren wir das Dirichlet-Randwertproblem
fiir D2 auf sternformigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten, anschlieBend
wenden wir die Resultate auf geoditische Bille in geschlossenen Mannig-
faltigkeiten an und erhalten wegen des Prinzips der Gebietsmonotonie
obere Abschitzungen auch fiir den geschlossenen Fall.

Sei nun M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit glattem
Rand oM, sei p € M, fiir die Schnittkrimmung gelte K < x, - Es soll
M sternformig bzgl. p sein, d.h. es gebe eine bzgl. O sternférmige Teil-
menge M'c T‘;M, so daB exp,,: M' + M ein Diffeomorphismus ist. Ferner
gelte fiir 5 = max { d(p,x) | x e M }, daB s < n/¥x; , falls x, > O.

Es sei V ein Clifford-Biindel iiber M mit Clifford-Zusammenhang V<!
und Dirac-Operator D. Ferner betrachten wir ein beliebiges glattes
Endomorphismenfeld Te C™(M, End(TM, TM)), welches der Abschitzung
IT] < T, € R geniige.

Wir bilden den Zusammenhang f?x Y = V)C(l‘l’ + T(X)-v. Da die Clifford-
Multiplikation mit reellen Vektoren schiefsymmetrisch ist, ist der
Zusammenhang ¥ metrisch.

Es sei R der Kriimmungstensor zum Zusammenhang ¥ und es gelte
IR < ﬁl e R.

Zu einem ¥, € V(p) der Linge 1 erhalten wir einen glatten Schnitt ¥
auf M, indem wir ¥ o, langs der von p ausgehenden radialen Geoditischen
bzgl. ¥ parallelverschieben. Da ¥/ metrisch ist, gilt |¥l = 1.

Als erstes wollen wir |D¥| nach oben abschitzen, doch zuvor noch
einige Notationen. Zu » ¢ R setzen wir

(1//x) -sinlyx t) , falls x > O

s (t) = t , falls x =0
(1/7’:)_(-) 'Sinh(v’;t) y falls x < O
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1 , fallsx =0

" coslvx t) , falls x>0
c (t)
cosh(y5(t) |, falls x <O

- () e e o
f (t) = )(Sx(t) ! atls o
t/2 , falls x=0

LEMMA 2.4. Sei c eine normale Geoditische mit c{O) = p . Dann gilt:
ID¥letrDl < nTy s (n-1RF (1) .

BEWEIS: Die Ableitung in radialer Richtung abzuschitzen ist einfach,
denn IVety ¥l = 1T wletr) < T, .
Um die sphérischen Richtungen zu kontrollieren, betrachten wir zu
: . . . - v _
E 1 ¢(0} die Familie ¢ von radialen Geoditischen mit Bs CS(O)Is=o = E,
d.h. ¢_(0) = cos(s) ¢(0) + sin(s) E.

Sei J(r) = aag cs(r)|S=O das zugehorige Jacobi-Feld. Es gilt

J(O) = 0, 7}77 J{O) = Eund J(r) L €lr) fiir alle r.

~

Wir setzen y(r) = ﬁj(r)‘}’(c(r)) = HVE ‘P(cs(r))|s=o . Dann gilt

pulr) = L wte ()] -

Y

n ~

_ B0 O VAR =
= R(EF’EE)*(C(H) + -(753;‘*’(‘75(’)”5:0 -

Rctr), Jtrn wiclr)) .

Wir setzen f(r) = I|y(r)l. Dann gilt fiir r mit x(r) + O:
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2£(r) f(r)

a‘j; (FiN?) =

2 Re (L x(n), N > =

2 Re { R, Jim wlele)), x(r) > <

N

2 ﬁl~|j(r)l-f(r) und daher
f(r) < ﬁ1~|](r)l.

Wir setzen r, = ro(r) =max { uelO,rl| flu) = 0} und erhalten

ro. ~ f: ~ r
fr) = [ fludu < Ry J1Jldu < R~ [1J(uldu .
ro ro o

Der Rauchsche Vergleichssatz besagt, daB

lJwl s, () _—
NGl < s, 7] flir u < r.

Es folgt
| i nsen 1< I amngent |+ | UGN v | <

Ll

(1N Flr) + T, <

5 1w}
< R1 J) 7] du T1
~ rs_(u)
Rl;[s(r)du+ U
= R1~fk‘(r) + T

Daraus folgt
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IDy¥l < T,

g - Rf 0w T s

= nT.

¢ (n-DRf (A

Seien O < )?(Dz,M) < xg(Dz,M) < - die Dirichlet-Eigenwerte von D? '

auf M, wobei jeder Eigenwert entsprechend seiner Vielfachheit aufge-
fiihrt wird, O < )\ID(AO'M) < xg(Ao,M) < - analog die Dirichlet-Eigenwerte
des Laplace-Beltrami-Operators.

Mit N bezeichnen wir den Rang des Clifford-Biindels V. Es gilt:

SATZ 2.5.
MRDEM) < DA MVZ e aT « (n-DRE ) 12
j=12, ...

BEWEIS: Sei ¥, , ... ,‘i’N eine Orthonormalbasis von V (p). Indem wir
¥y fur Yo nehmen, erhalten wir glatte Schnitte im Vektorbiindel V , die
wir wieder mit ¥, bezeichnen. Da V metrisch ist, sind die Schnitte ¥y
YN punktweise orthonormal.

Sei h1 , h2, ... eine Orthonormalbasis von L2(M R) aus Dirichlet-Eigen-

funktionen des Laplace-Beltrami-Operators A, . Esgilt

( hj‘}fk,hj'y]) = AL hibp v v = ath B = s e
Somit bilden die h; ¥, eine Orthogonalbasis von L2(M,V). Wir halten
nun / und k fest und schreiben h; = h und ¥, = ¥. Fir den Rayleigh-

Quotienten zu D2 erhalten wir

IDhw)|? _ ligradh-¥ +« hD¥|?
1wl a2
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. leradal? + 2Re (gradh-q;,how) + |h D¥[?
Il

ligradhll - 1D ¥l
Al

<

D Cco 2 -
< (A M) + 2 + IDYIGe =

{ P MV2Z v DY, J2 <

"

{ WP, MV2 T« -0 R f, ) P2

Es gibt also einen iN-dimensionalen Teilraum von L2(M,V ), auf dem
der Rayleigh-Quotient zu D2 durch obige Schranke abgeschitzt wird.
Daraus folgt die Behauptung.s

Mit B” , bezeichnen wir einen geoditischen Ball vom Radius 5 im
n-dimensionalen Modellraum der konstanten Kriimmung x. Ferner sei

Aln,,s) = x?(Ao, B:s) der kleinste Dirichlet-Eigenwert fiir A, auf B:s .

SATZ 2.6. Sei M eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Clifford-Biindel V vom Rang N und Clifford-Zusammenhang V<. Fiir den
Kriimmungstensor RC! zu V<! gelte die Abschitzung |RCY « R(l:l ¢ R.
Fiir die Schnittkriimmung gelte K < xy, fiir die Riccikriimmung Ric >
» (n-1)x o+ Dann gilt fiir die betragsmiBig angeordneten Eigenwerte

2 (D,M) des Dirac-Operators D

| XJ.N(D,M) | <
. s 1/2 Cl
WY Ocoemintiniaip), n/vm) 0GBV« (n-DRTE ) }.

Insbesondere gilt le(D,M)l < - < IXN(D,MH <

. . 1/2 Cl1
min 8 - .
< pe}M O<5<mln(inj}gfj(p),n/~/x1) { A(n,no, ) + (n-DR 1 fx|(8) }
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BEWEIS: Wegen der Gebietsmonotonie ist
2 _ 2 D 2
x]N(D,M) = xjN(D M) < xjN(D ,B,(p)).
Die erste Behauptung folgt durch Anwendung von Satz 2.5 auf Bs(p) mit
T = 0. Nach einem Satz von Cheng gilt )\?(Ao By{p)) < AMn,x_ ,3), siehe
(Cha, S. 74]. Daraus folgt die zweite Behauptung.a

Bislang haben wir noch keinen Gebrauch von der Maglichkeit gemacht,
den Zusammenhang V<! durch geeignete Wahl von T zu modifizieren.
Dies werden wir nun in der konkreteren Situation fiir den klassischen
Dirac-Operator tun.

Von nun an sei M eine geschlossene Riemannsche Spin-Mannigfaltig-
keit mit dem Spinorbiindel ZM, dem Spin-Zusammenhang VZ und dem
klassischen Dirac-Operator D. Fiir die Schnittkriimmung setzen wir
x - py € Ke<x+ Py VOraus, wobei P1r 0% > 0. Fiir das Endomorphismen-
feld T wahlen wir T(X) = 15{7)(. Dann kénnen wir fir T, die Schranke
T, = 151’5 nehmen.

Um Satz 2.5 anzuwenden, versuchen wir, eine moglichst giinstige
Schranke ﬁl fiir den Kriimmungstensor R zum modifizierten Zusammen-

hang ¥ zu finden, wobei @X‘lf = V‘E(‘{' + %&X-‘l‘.
LEMMA 2.7. RIX,Y) = RE(X,Y) + Ix(XY - ¥YX).

BEWEIS: Sei pe M, X,Y ¢ 7;,M, ¥ e ZpM. Wir setzen X,Y und ¥
zu lokalen Schnitten fort, und zwar so, daB VX(p) = VY (p) = O. Dann
gilt in p:
RXx,v)v

Ve Vv -0,V v =
(VR + 35X VE « Lay)y -
- (V3 LAYV s LX)y -
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= VX VY s 5V Y e S Y U e LAX VR 4 XY
AV Ve 5V X S X Ve Ly v Ly X

4
= REX,Y)¥ « Lu(XY - Y X) v

LEMMA 2.8. Sind X und Y orthonormal, so gilt:
ROV < Sop+ (0-2)((8/3) « (7/12)(n-3) ) (o +0,).

BEWEIS: Wir setzen X = E1 und Y = E2 zu einer Orthonormalbasis

E1 . En fort. Lemma 1.4.2 sagt, daB
b _ 1
R=(X,Y) = '§j§,<R(X'Y)Ek'Ej>EjEk'

Nach Lemma 2.7 ist
n
R(E,,E)) = -L K(E E)EE, -%kz_3<R(E1,E2)Ek,El>EIEk

]
1
- 5k§3< RIE,, E))E, .Ey>E,E,

1 1
-3 2, <RIELE)ELEDEE + 3xEE,.
k >j=3
Dabei ist K(E], E,) die Schnittkriimmung auf der von E, und E, aufge-

spannten Ebene. Daher ist

n
IR(E Bl < ZIK(E E) - xl + 5 Y I<R(EEJE, ED| +
k=3

I
. %kzakR(El,Ez)Ek,Ez)I . %kZL<R(EI,E2)Ek,Ej>I,
(= < >j»

Der erste Summand wird durch 1§p abgeschitzt. Um die anderen

max
Summanden abzuschitzen, verwenden wir folgende Formel, die uns sagt,

wie man den Kriimmungstensor aus der Schnittkriimmung zuriickgewinnt.

Fiir beliebige Vektoren X,Y,W und Z gilt:
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6<CRIX.YVZ,W> = K(X+W,Y +Z)[(X+ WIAlY + Z)2
- K(Y + WX+ Z) (Y + W)A(X + Z)I2
KX, Y Z) IXAY + Z)2 - KUY, X« W)Y AX+W)I2
= K(Z, X+ W) IZAXs W2 - KW, Y «Z)IWALY +2)12
+ KX, Y+ WIIXAY « W12+ K(Y ,Z+X) Y A(Z+X )P
« K(Z,Y sW)IZAY + W2 + K(W,X+Z) IWA(X+Z)|2
+ K(X.Z)VIXAZI2 « K(Y W)Y AW|?
- K(X,W)IXAWI2 - K(Y,Z)|YAZI2.

Da wir alle Schnittkrimmungsterme durch die gegebenen Schranken
abschatzen werden, verzichten wir in den folgenden Rechnungen darauf,
genau Buch zu fiihren, auf welchen Ebenen die Schnittkrimmung jeweils
auszuwerten ist.

Fir & > 3 gilt
6<RIE, E))E, E;>=8KI(s) -3K(+) - 2K(+) - 4K(») - 4K(s) - 2K(s)

+ K{s) + 2K(x) + 2K(+) + K(») + K(+) + K(s) -

- OK(+) - K(+).
Daher giit
6<R(E1.E2)Ek,E1> < 16(x+92)+16(-x+p1) = 16(p1+p2),sowie
6<R(E,,E,)E, ,E;> > 16 (x-0y) + 16 (-x-0,) = -16 (o) +0,).

Es folgt K R(El,Ez)Ek.E1 > <« (8/3)(pl+p2). Genauso erhalten wir
I< R(E1 , E2) Ek , E2 > < (8/3) (p1 002),
und mit einer dhnlichen Rechnung fiir k > j » 3:
|<R(El,E2)Ek,Ej>l < (7/3)(01+02).

Einsetzen liefert jetzt die Behauptung.s
Wir wenden nun Satz 2.5 auf die geoditischen Bille in M an, wobei

wir die Schranke R, = 5o+ (n-2)( (8/3) + (7/12)(n-3) ) (g, +0,)

verwenden. Es folgt
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NND2B(p) < (P(A B (p)V2 + Lnsk + (n-1)[(n-2)-
(873) + (7112 (n-3))p,+0,) + Lo ] fevo,® J2.
SATZ 2.9. Sei M eine geschlossene Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit.

Fiir die Schnittkriimmung gelte x “pg s Kaxe e Mit o, ,0,,% > O. Dann

gilt fiir die betragsmiBig angeordneten Eigenwerte des klassischen Dirac-

Operators
. : D 1/2
DD M < min O<s<miniiniiai(p), =/v¥¥%; {37(4,.B (P12 «
+5n7x+ (n-1[(n-2)-(8/3) + (7/12) (n-3)) (o, +0,) + So_ ] fo.. B}
Insbesondere gilt
. . 172
D (DM < pery o<5<minun)lr2£i(p).n/&.—p,} { Alnx-gy,3) *

<50« (n-1[(n-2)-(8/3) + 71/12) (n-3))(oy +0,) s Lo £ ().

o,

Bemerkung. Die letzte Abschitzung ist scharf fiir die runden Sphiren
der konstanten Kriimmung x. Dann sind niamlich PL=Pp = Prax = 0, und

die Abschitzung lautet (OBdA x=1):

in i /2,1
(DS < mip,, inf {Aln1,572 4 Ln }.

Da Aln,1,8) fiir 5 -+ = gegen O konvergiert, lautet die Abschitzung
AN (D,ST < 1§n.

In der Tat ist|,(D,S") = - =|x\(D,S™)] = L.
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3. MODELLRAUME KONSTANTER KRUMMUNG

In diesem letzten Abschnitt dieser Arbeit studieren wir das Dirichlet-

Randwertproblem fiir das Quadrat des klassischen Dirac-Operators auf

geoddtischen Billen in den Modellrdumen konstanter Kriimmung. Fiir-

den R" und den hyberbolischen Raum H™ bestimmen wir den D2-Grund-
ton; er ist in beiden Fillen O.

Fir eine Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit ist der DZ2-Grundton
»* (D2, M) definiert als das Infimum der Rayleigh-Quotienten [D¥[2/ i3,
wobei sich das Infimum iiber alle ¥ ¢ Wol'z(M,ZM), ¥ = O, erstreckt. Fiir
R7und H”kénnen wir auch alternativ »*(D2M ) = l‘,izrgmx?(Dz,BR(p))
definieren, wobei B, (p) ein geoditischer Ball in R” bzw. H” ist.

Doch beginnen wir mit der Sphire.

Die Sphire S". Fiir die Sphire kennen wir den Grundton bereits: da die
57 geschlossen ist, ist der Grundton der kleinste Eigenwert des diskreten

Spektrums von D2, d.h. };n2, wenn wir die Krimmung auf 1 normieren.

SATZ 3.1. Fiir die geoditischen Bille B, p in der Sphére gilt
: D(p2 D

(i) A (D%.B; ) > DA, ,B) g) + Sn(n-1)

. D 2 D 1.2

(ii) x].N(D By ) < by (AO,BI'R) +3n°,

wobei j = 1,2, ... und N = 211721,

Bemerkung. Die zweite Ungleichung ist fiir j = 1 asymptotisch scharf,

denn fiir R - = konvergiert x?(AO,BI‘R) gegen O und k?(Dz,BLR) bis

XB(DZ,BIYR) gegen -}inz.

BEWEIS von Satz 3.1: (i) folgt aus Satz 1.13. Zu (ii) wihlen wir einen
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Killing-Spinor ¥ zur Killing-Zahl L | d.h. fiir alle reellen Tangentialvek-
toren X gilt Vg:( ¥ = 15 X -¥. Ferner sei fe C:(Bl,R .R) eine Eigenfunktion
von A zum Eigenwert ).
Wir berechnen D?(f¥) in einem Punkt D€ BI'R bzgl. eines um p

synchronen Rahmens.
D2(fv) = (V2)*V=(fy) + 1Sfv =
-IVEVE(Y) o+ inn-Dfr =

> W 1 N l _ [T -
- ZVI. 19,f 1 +3fE Y} o+ 4n(n 1)fy =

2 ur \ 1 B 1_ 1_ Y
—Z{@ifi + O fE- v+ 5fVE, v+ SfESFE -v) +

+ %n(n—l)f‘i’ =

= Af-v -gradf-v - 0+ %nf‘}’ + ‘—ltn(n-l)f‘{' =

{r %nz}f‘{f - gradf-v.
Also gilt fiir das L2-Produkt iiber B, g:
(D2(F¥) F¥) = ix+1n2)F vl - [ fegradf v, v.
By R
Da <gradf- ¥,¥> rein imaginir ist, der Rest aber reell ist, fillt das letzte

Integral weg. Das Minimax-Prinzip liefert die Behauptung.n

Der euklidische Raum R”. GemiB Proposition 1.7.2 wird das Spinor-
biindel des R” durch Killing-Spinoren zur Killing-Zah! O, d.h. durch
parallele Spinorfelder, trivialisiert. In dieser Trivialisierung ist D? die
N-fache Summe des Laplace-Beltrami-Operators, N = 2'7/2]1 Dje p2.
Eigenwerte auf Teilgebieten des R” sind somit dieselben wie die A
Eigenwerte, nur sind die Multiplizititen mit N zu vervielfachen.

Insbesondere ist der D2-Grundton derselbe wie der Ao—Grundton, also

gleich O.

Der hyperbolische Raum H”. Sei ¥ ein Killing-Spinor auf H” mit
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lv(p)l=1und Vz,:( ¥ = 12- iX-¥. Weiter sei c eine von p ausgehende normale

Geodatische mit ¢(0) = X.

LEMMA 3.2. Esgilt  Ilv(c(r)?2 = cosh(r) + «(X)-sinh(r),
wobei o(X) = i<X-¥(p), ¥(p)>.

BEWEIS: Wir differenzieren

I (cir)l? <V7i:‘l/,lif> + <‘{',V§‘{f> =

Qo

1; 1; -
<—ézc7r-w,q'> + <‘{’,§la’_~‘{’> =

i< v, ¥>.

i€8 VEW,¥> + KO ¥, VEW> =
= i<1§i<’-)r2-\lf,~y> + i<0r~‘l’.1§ic7r-'l'> =
= |vl?,

Also gilt |¥% = asinh(r) + gcosh(r). Wegen [¥(c(O)? = 1 ist g = 1.

d? 2
?é l‘{’(C(I’)”

Ferner ist o = UdF Ir(c(r)i? [r=o = i<Xr,r>.8

Nun betrachten wir den modifizierten Zusammenhang V= VE - 151' ¥.

Dann gilt fiir unseren Killing-Spinor V¥ = 0.

LEMMA 3.3. Fiir den klassischen Dirac-Operator D gilt:
D2 - 7 -1n2

BEWEIS: Esist V* = (V5)* +1iy* und daher
VT s (TTE LRy s Lyt R e Ly -
=D2-%S+1§iD-1§iD+in=

= D2+%n(n-1) sdin =

- 115 -

LEMMA 3.4. Sei R > O und ¢ : [O,R1 - R eine glatte Funktion mit
¢(R) = O, ¢ nicht konstant O. Dann gilt:

R
J 1e'(r)12 cosh(r) sinh™1(r) dr

)+ 1p2 ¢

D(n2
xl(D B i

NO

-1,R :
lo(r)|? cosh(r) sinh”~1(r) dr

S

o]

BEWEIS: Wir setzen f(x) = ¢(r), r= d(x,p). Dann ist fe W]-2(B_ o .R),
und daher kénnen wir f-¥ zur oberen Abschatzung in den Rayleigh-

Quotienten fiir D? einsetzen.

(XPD2B_ )+ 1n?)IFwi2 < ID(FOI2 « Ln2irn? -
= VMR =
= |dfew)? =
= [ ldfiPIv2.
B1.rR
Daher ist | |dfi2 [v]?
D(p2 1.2 B1,Rr
(DB, ) +xnc <« L&
! LR 4 [ 1F2 12
Byr
Fiir den Nenner gilt
R
[ 12912 = | [ 1l (cosh(r) + a(X) sinh(r) ) sinh™1(r) dX dr.
B-LR o Sn-l
Da ofX) linear in X ist, gilt insbesondere «(-X) = -«(.X ). Daher ver-

schwindet das Integral f alX) dX. Also ist
Sn—l

R
J' [FI21¥]2 = volS™-1). J le(r)|? cosh(r) sinh”~1r) dr .
B4R °©

Fir den Zahler geht die Rechnung genauso.a
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. o . ) R
SATZ 3.5. Fiir den Dirac-Grundton des hyperbolischen Raumes gilt | e-RU+)  och(r) sinh™-1(r) dr

(D2 H" = O. -

| e "(1*2) coshir) sinh™ " Yr) dr
o

;UO

BEWEIS: Sei ¢ > O. Wir setzen in Lemma 3.4 die Funktion

= -r{n+e)/2 ~-R(n+e)/2
ein. Fir die :\(t:l)eit-un: gilt N - 2-ne_ERf(e—R)n(e”e_r)(er‘e_r)n-l dr .
p'(r) = -1§(n ve) e r{nee)/2 f e~ ") coshir) sinh™ " 1(r) dr
Nach Lemma 3.4 gilt
XI(DZ,B_LR) + %nZ <

2-ne—eR f (er—R . e—r—R)(er-R_ e-r—R)n-l dr
o

= <

R R
(nz*E )2 J e 7{+*) cosh(r) sinh™~1(r) dr J e 7"+ coshlr) sinh” " 1(r) dr
< o °
< R .
f { e-r(n+e) _ 2e-(R+r)(n+s)/2 + e~R(n+e) }cosh(r) Sinhn—l(r) dr
(o]
) . . . R e-—eR
Uns interessiert der Grenzwert dieses Bruchs fiir R -~ «. Dazu betrachten < - O fir R » w.
wir den Limes des Kehrwertes J e™""+<) cosh(r) sinh™~X(r) dr
o
R
J { e-rinee) _ 2e-(R+rdn+e)/2 | e—R(n+s) }cosh(r) Sinhn'l(r) dr
’%ifl = R Den anderen Term behandeln wir genauso
f e~ {79 cosh(r) sinh™N(r) dr R ;
s ° J e~ (Ren(n+e)l/2 ooh(r) sinh™ V(1) dr
A [e] -
Je (Rer)n+e)/2 osh(r) sinh™ " Y(r) dr R -
= 1- 2’£im o + J e~ "{n*) cosh(r) sinh™r) dr
-0 N e}
| e~ ""*9) cosh(r) sinh” 1) dr
[e]
R
| e R+ cosh(r) sinh™(r) dr 2-ne-sR/2JRe-sr/2(e(r-R)/2+e-(ar+R)/2)(e(r-R)/2_e-(anR)/z)n-tdr
+ lim o = o
R-= R (n+e) 1 R
J e 77" cosh(r) sinh”~X(r) dr J e~ "7+ cosh(r) sinh™"1(r) dr
o
[e]
Wir zeigen, daB die beiden verbleibenden Limites O sind. OBdA sei
. R. e—sR/2
ab jetzt R > 1. < - 0 fir R » =.
1
J e~ "7+ cosh(r) sinh” Y(r) dr

s}
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Damit ist gezeigt, daB

- 2
RlLrl( M(D=,B | g)

* 2 +e \2 1,2
und daher »(D< H?) « ("—2—) -gn*.

Der Grenziibergang ¢« -~ O liefert die Behauptung.8

Bemerkung. Die Grundténe des Laplace-Beltrami-Operators auf den
Raumen konstanter Kriimmung widersprechen dem heuristischen Prinzip,
daB die groBeren Mannigfaltigkeiten die kleineren Eigenwerte haben
sollten, denn »*(A_,H") = %‘(n-l)2 und 3 (A_,R7) = x3*(A_,S") = O,
aber H" ist der grofite unter diesen Raumen.

Die Grundténe fiir das Quadrat des klassischen Dirac-Operators dagegen
stehen im Einklang mit diesem Prinzip, denn wie wir gesehen haben,

gilt *(D2,H") = »*(D2R") = 0 und »*(D2,5") = 152,
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