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Die Lax-Oleinik-Formel
Wir betrachten das Anfangswertproblem

us+ F(u), = 0 inRx(0,00)
u = g auf Rx{t=0}.

(1)

Wir hatten bereits festgestellt, dass Integrallosungen dieses Problems i. Allg. nicht
eindeutig sind, aber evtl. durch die sog. Entropie-Bedingung festgelegt werden. Wir
geben nun eine Formel fiir Integrallosungen an und zeigen, durch welches zusétzliche
Kriterium die durch diese Formel gegebenen Losungen charakterisiert werden kénnen.

Satz 1. Sei F': R — R glatt und gleichmiflig konvez, und sei g € L*°(R). Sei ferner

L:=F*, sei G:= (F')7, und setze h(x) := forg(y) dy. Dann gilt:

1. Fiir jedes t > 0 gibt es fiir alle bis auf hochstens abzdhlbar viele x € R ein

eindeutig bestimmtes y(x,t), so dass gilt:

yeR t

2. Die Abbildung x — y(x,t) ist monoton steigend.

3. Fiir jedes t > 0 gilt: fir fast alle x € R ist

u(z,t) = 0, {min {tL(”“" ) + h(y)}} e Teamt G

yeR t

4. Diese Funktion u(x,t) ist Integrallésung des Anfangswertproblems (1).

min{tL(x;y)—i-h(y)} - tL(w)+h(y(x7t)).

Definition 2. Die Funktion u(z,t) := 0, {minyGR {tL(%) + h(y)}} heifit die Laz-

Oleinik-Losung des Anfangswertproblems (1).



Eindeutigkeit, Entropiebedingung

Wir kommen nun zur Charakterisierung der Lax-Oleinik-Losung durch eine sog. Entropie-
Bedingung:

Lemma 3. Die Laz-Oleinik-Losung u erfillt folgende Abschitzung: Es gibt ein C > 0,
so dass fiir jedes t > 0 und fiir alle x,z € R, z > 0, gilt:

C

u(x+z7t)—u(m7t)§?'z. (2)
Somit ist die Funktion x +— u(x,t) — % -  monoton, hat also rechts- und linksseitige

Grenzwerte. Damit hat auch x — wu(z,t) rechts- und linksseitige Grenzwerte, und fiir

z > 0 folgt aus (2) die Rankine-Hugoniot-Bedingung w;(x,t) > u,(x,t).

c
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Definition 4. Die Ungleichung (2) heit Entropie-Bedingung.
Eine Funktion u € L>*(R x (0,00)) heifit Entropielésung des Anfangswertproblems
(1), falls fiir jede Testfunktion v € C°(R x [0, 00); R) gilt

e o] (o) oo
/ / uvy + F(u)v, dedt + / gudt
0 —00 —0o0

und falls es ein C' > 0 gibt, so dass fiir jedes t > 0 und fiir fast alle z,z € R, z > 0,
gilt:

:0’
t=0

1
u(x + z,t) —u(z,t) <C- (1+ E) z.
Satz 5. Sei F': R — R glatt und konvez. Dann gibt es — bis auf Modifikation auf einer
Nullmenge — héchstens eine Entropie-Losung des Anfangswertproblems (1).
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