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Problemstellung

In diesem und den folgenden Vorträgen wollen wir Lösungen für Anfangswertprobleme
der Form {

ut + F (u)x = 0 auf R× (0,∞),
u = g auf R× {t = 0}

(1)

finden, wobei F, g : R → R gegeben sind und u : R× [0,∞) → R gesucht.
Wie wir in den vorangegangenen Vorträgen bereits erfuhren, können wir im Allge-

meinen keine globalen glatten Lösungen erwarten. Deshalb benötigen wir eine Defini-
tion, die es uns erlaubt, auch weniger reguläre Funktionen u als ”Lösungen“ von (1)
anzusehen.

Definition 1. Eine Funktion u ∈ L∞(R × (0,∞)) heißt Integrallösung von (1), falls
für jede Testfunktion v ∈ C∞c (R× [0,∞)) gilt:∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

(
uvt + F (u)vx

)
dx dt +

∫ ∞

−∞
gv dx

∣∣
t=0

= 0. (2)

Eine glatte Funktion u ist genau dann eine Integrallösung von (1), wenn sie (1)
tatsächlich löst.

Eigenschaften von Integrallösungen

Notation. Sei C := {(x, t) | x = s(t)} der Graph einer glatten Kurve s : [0,∞) → R.
Sei V ⊂ R × (0,∞) offen und zusammenhängend. Sei u

∣∣
V

auf beiden Seiten von C
glatt. Setze dann für (x0, t0) ∈ C ∩ V

• ul(x0, t0) := lim
x↗x0

u(x, t0),

• ur(x0, t0) := lim
x↘x0

u(x, t0),

• [[u]] := ul − ur (die Sprunghöhe von u über C),

• [[F (u)]] := F (ul)− F (ur) (die Sprunghöhe von F (u)),

• σ := ṡ (die Geschwindigkeit von C).



Satz 2. Für jede Integrallösung u von (1), die auf beiden Seiten der Kurve C glatt
ist, gilt die Rankine-Huginot-Bedingung

[[F (u)]] = σ · [[u]] (3)

entlang C.

Im Allgemeinen besitzt ein Anfangswertproblem mehrere Integrallösungen. Deshalb
können wir noch weitere Bedingungen an die Lösungen stellen. Verlangen wir z.B.,
dass die projizierte Charakteristik durch einen Wert (x0, t0) ∈ R × (0,∞) bei t < t0
keine andere Charakteristik kreuzt, so erhalten wir die Entropiebedingung

F ′(ul) > σ > F ′(ur) (4)

entlang der Unstetigkeitskurve C. Ist F gleichmäßig konvex (d.h. F ′′ ≥ θ für ein θ > 0),
so ist (4) äquivalent zu

ul > ur. (5)

Definition 3. Eine Unstetigkeitskurve C heißt Schock, falls die Rankine-Huginot-
Bedingung (3) sowie die Entropiebedingung (4) erfüllt sind.
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