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Methode der Charakteristiken

Der besprochene Stoff entspricht [1, S. 97-102]. Wir betrachten die allgemeine nicht-
lineare partielle Differentialgleichung der Form

F(Du,u,z) =0 (1)

wobei z € U und U eine offene Teilmenge von R™ ist. F': R" x R x U +— R ist gegeben
und u : U — R ist die Unbekannte, u = u(z). Wir werden davon ausgehen, dass wir
noch folgende Randbedingung haben:

u=gauf I (2)

wobei I' € U und g : T' — R gegeben sind. Desweiteren F,g € C*°. Die Methode
der Charakteristiken besteht darin die partielle Differentialgleichung in ein geeignetes
System von gewohnlichen Differentialgleichungen umzuwandeln. Die intuitive Idee ist
eine Kurve in U zu finden, die einen beliebigen Punkt z in U mit dem Rand verbindet,
wo wir ja die Funktion u kennen.

Herleitung der charakteristischen GDG

Wie kann man diese Kurve finden? Nehmen wir an wir kénnen sie durch die Funktion
x(s) = (z1(s),...,2™(s)) darstellen, dessen Parameter s in einem Teilintervall von R
liegt. Wir nehmen an, dass die Losung zu (1) u C? ist und definieren

z(s) = u(x(s)) 3)
p(s) = Du(x(s)) (4)
Wenn wir diese letzte Gleichung differenzieren kommen wir auf
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um die Ableitung zweiter Ordnung zu eliminieren, werden wir unsere Kurve zwingen
in folgende Richtung zu gehen:
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Diese Gleichung ist auch gleichzeitig eine unserer gesuchten GDG. Wenn wir (1) nach
x; ableiten, erhalten wir
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Wenn wir diese Gleichung mit z = x(s) und (6) in (5) einsetzen kommen wir auf die
zweite gewiinschte GDG. Die Ableitung von (3) unter Beachtung von (6) ergibt die drit-
te Gleichung. Zusammengefasst sind wir auf folgende charakteristischen Gleichun-
gen der nicht-linearen partiellen Differentialgleichung (1), die ein System von 2n + 1
gewOhnliches Differentialgleichungen darstellen gekommen:

p(s) = —D:F(p(s),2(s),x(s)) — DF(p(s), 2(s), x(s))p(s) (8)
is) = DpF(p(s),2(s),x(s))p(s) 9)
X(s) = DpF(p(s),z(s),x(s)) (10)

wobei hier folgende Notation benutzt wurde: D, F = (F,,,...,F,, ), D,F = F, und
D,F = (F,,,...,F,;, ). Die Funktionen p-, z(-) und x(-) nennt man Charakteristi-
ken. Durch Konstruktion haben wir folgendes gezeigt:

Satz: Sei u € C?(U) eine Losung von (1). Nehmen wir an x(-) ist eine Losung von
(10), dann 16st p(-) (8) und z(-) (9) fiir alle s mit x(s) € U

Es wire natiirlich schén zu wissen welche Bedingungen erfiillt sein miissen, damit
man diesen Satz anwenden kann. Welche das sind werden wir im néchsten Vortrag
erfahren...
Beispiel(Quasilineare PDG): Fiir den Fall einer quasilinearen PDG, d.h. einer PDG
der Form

F(Du,u,z) = b(z,u(x)) - Du(z) + c(z,u(z)) =0 (11)
ist D, F' = b(z, z) und die charakteristischen GDG sind:

X(s) = b(x(s), z(s)) (12)

Z(s) = —c(x(s), 2(s)) (13)

Die Gleichung fiir p(-) wird nicht gebraucht, warum das so ist, werden wir in den
néchsten beiden Vortrdgen besser verstehen. Falls ¢ Null ist, was in vielen physikali-

schen Problemen der Fall ist, ist die gesuchte Funktion konstant entlang der Charak-
teristiken.
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