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Kartesische Produkte von Graphen

Es seien G = (V,, Ey), H = (Vj,, E},) zwei Graphen mit

Vg = (ul,uQ, ), Vh = (1}1, V2, ), Vg N Vh = @

Alle folgenden Operationen fiir die Graphen G und H ergeben einen Gra-
phen, dessen Knotenmenge V das kartesische Produkt Vy x Vi, = ((us,v;) :
u; € Vg,'l}j S Vh) ist.

Definition 1

Zwei Knoten (u;,v;) und (ug,v;) des kartesischen Produktes GOH von G
und H sind genau dann adjazent, wenn u; = uy und v;u; € Ejp, gilt oder
v; = vy und wug € Ey gilt . Formal: E(GOH) = ((u;, v;)(uk, vr) : (u; =
up Avjup € Ep) V (v; = v Auuy € Ey).

Bemerkung

Der Graph G x H entsteht, wenn man jeden Knoten von G durch eine
Kopie von H ersetzt und entsprechende Knoten in verschiedenen Kopien
von H genau dann verbindet, wenn die zugehorigen Knoten in G
benachbart sind.

Definition 2

Sei w :— R>( eine Gewichtsfunktion, die jeder Kante o € I ihr Gewicht
w(a) zuordnet mit o := (u,v). G’ , G zwei Graphen mit Gewichtsfunktio-
nen w und w’. Das gewichtete kartesische Produkt G®G’ mit Knotenmenge
V(G) X V(G' ) und Gewichtsfunktion w ® w’ ist definiert als : Betrachten
eine Kante (u,v) € E(G) so ist w ® w'((u,v'), (v,v')) = w(u, v)w'(v') und
fiir eine Kante (u/,v') € E(G) gilt : w@w'((u, v'), (u,v")) = w(uw)w' (v, v")

Bemerkung
Das kartesische Produkt beziiglich konsistenten Gewichtsfunktionen ist
nicht assoziativ, d.h. GG @G 4 (G G)® G".

Isoperimetrische Ungleichungen von kartesischen Produkten

Definition 3
Eine Gewichtsfunktion w ist konsistent, wenn folgendes gilt :

Zuw(u,v) = w(v).



e Bemerkung
Wenn wir nun konsistente Gewichtsfunktionen betrachten, so ist das Ge-
wicht eines Knoten « := (u,v) in G ® G’ genau 2 * w(u) * w'(v) .

e Bemerkung
Eine konsistente Gewichtsfunktion mit G als Graphen hat Kantengewicht
1 und Knotengewicht d,, fiir jeden Knoten «.

Lemma 1. Seien Aq,...,\, Figenwerte der Adjazenzmatriz eines Graphen g
und i1, ..., o Figenwerte der Adjazenzmatriz des Graphen H. So sind die EW.
der Adjazenzmatriz des Kartesischen Produktes GL1H gegeben durch A\; + p; fir
n>i>1undm>7j>1.

Satz 1. Mit der obigen Bemerkung geniigt der Eigenwert eines gewichteten
kartesischen Produktes von Graphen G1,Ga, ..., Gy

1. .
/\G1®G2®---®Gk =1z mln()\Gl,/\GZ, "'7/\Gk) . wobei /\G = )\1 .

Satz 2. Die Cheeger Konstanste eines gewichteten kartesischen Produktes von
Gl, Gz, ceey Gk gem’igt:

1. 1 :
% mln(hgl, hG2, ceey th) Z hG1®G2®...®Gk 2 ﬁmm(hgl,hcz, veey th)

Corollar 1. Fiir einen Graphen G ist : h(G,w) > infy E“fjlf(j)‘;(i)(&:gxw >
TE

1h(G,w) ,wobei f : V(G) — R geniigt : Y.,y f(2)w(z) =0

Corollar 2. Die modifizierte Cheeger konstante des kartesischen Produktes von

ot : ! ! / / 1. ! /
G1,Ga, ...., G gentigt mm(hGl,hGg,...,th) > hg, oe,0..06, = §m1n(hG17hG2,...
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