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1. Ecken - Expansion eines Graphen

Ziel: obere und untere Schranken fiir den Eigenwert A\;
zu finden, die von gg abhingig sind.

Zu zeigen: 2ga > A\ F % iA.
1) Aus gg > hg ergibt sich: 2gg > 2hg > A\
2
2) Annahme: es gilt A; > %¢
Angabe eines Gegenbespiels widerlegt die Aussage.

Theorem 1

Fiir einen zusammenhéngenden Graphen G gilt:

9a
A > 4d+2dgZ,

wobei d den Maximalgrad bezeichnet.

Beispiel

Man betrachte @Q,,.
Es ist |Q,] = 2"
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Dann gilt: ggzménnwﬁé%:%%~< n )z %
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2. Charakterisierung der Cheeger-Konstante
Die Cheeger-Konstante wird mit einem zum
Rayleight Quotienten #hnlichem Term charakterisiert:

Theorem 2

Die Cheeger-Konstante hg vom Graphen G ist gegeben durch
> 1 @) =)l ) x;ylf(w)*f(y)\
ho = Ifsup S iy = o ST

wobei f: V — R beliebig, aber nicht konstant ist.

Beweis:

Man zeige die Gleichheit in 2 Schritten:

1)
Man wéhle ¢ so, dass > d, < >, dy und >, dp> Y dy
f@<e  f@)ze J@ge @

und definiere:

glo)=Haz,y} e E(G): f(z) —c<o < [fly)—¢

Dann haben wir:

0
> 1S (@) = [ g(o)do+ fg
Ty —oo
Zh(;(fdd > de+ [do X d.t>
—oc0  f(z)—c<o 0 flzx)—c>o
=ha X |f(x) —cldy
eV
; E [f (@)= f(y)l
= hg < infsup™Z——~——
¢ =1 ceg z (7o) —clds
2)
Man definiere die charakteristische Funktion v (z) = { _11 xme ¢)§(
Z [ (z) = (y)] 2| B(x, X)) _ 2|B(X,X)]
SuP z (@) —Cldy —Supu Chool(X) F(I3C)oel(X) = ~3wol(X) = G
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Corollar

Fiir einen Graphen G gilt:

2 [f (@)= F(w)l

hG > lnfw

> 1he

wobei f: V(G) - R > f(x)dy, =0 geniigt.
zeV

Beweis:

Sei ¢ wie im vorherigem Beweis definiert.
Ist ¢ >0, so folgt:

LAf@)de = X |f@)lde+ X [f(@)[de <2 3 [f(2) —clde

zeV zeV zeV zeV
F@)>0 fl@)<o
Also 3 |f (z)|dp < 2inf 3 |f (z) — c|ds
zeV ¢ zev

Analog fiir ¢ < 0.

Dann ist
> (@)= f(w)l > @)= f(w)l

inf*t——+-— > nfsupTi =Lhg
I Igv\f(w)\dm f eeR , Z [f (@) —clda 2

l\’)\»—l

3. Modifizierte Cheegerkonstante
Weitere isoperimetrische Probleme sind fiir ein festes m sind:

Problem 3:
Was ist die minimale Kanten Anzahl fiir eine Teilmenge S von m Knoten?

Problem 4:
Was ist die minimale Knoten-Anzahl fiir eineTeilmenge S von m Knoten?



Definition

|2(s.5)]

1(Q) —
Man setze h'(S) = min(IST[3])”

Dann heifit hy, = iréfh’ (S) die modifizierte Cheegerkonstante.

Bemerkungen:

1.) Es gilt: ’vaindv < hg< h/GIn:;i,XdU

2.) Modifizierte Cheeger-Konstanten stehen in Beziehung zu den
Eigenwerten von L : 0= <A <...<XN,

> (flw)—f(v)?
. o - u~v (.f»Lj.)
mit A} = H}f?:lel]g Zvﬁ(f(f)*c)z 8
wobei f eine beliebige Funktion ist, die > f (v) =0 erfiillt,
aber nicht identisch 0 ist.

= inf

3) Fiir Eigenwerte \; von £ gilt : 0 < \} < \;maxd,

Abschitzung von )\, durch die modifizierte Cheegerkonstante
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2maxd,,
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Es gilt 2h;, > A} >



