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Im Folgenden sei G = (V, E) ein endlicher zusammenhéngender Graph. Fiir jeden
Knoten v € V bezeichne d,, den Grad von v wie gehabt.

Definition 1. Es sei eine Teilmenge S C V. Dann ist das Volumen von S gegeben

durch
vol(S) = " d,.

veS

Das Komplement von S ist S = V' \ S. Als Kantenrand von S bezeichnet man die
Menge
98 ={{u,v} € Eluec Sundv ¢S},

und den Knotenrand von S nennt man die Menge
65 ={v e8| Iue S mit {u,v} € E}.
Definition 2. Fiir Teilmengen A, B C V setzen wir
E(A,B) = {{u,v} € E|u € Aund v € B}.
Bemerkung 1. Fliir jedes S C V gilt 0S = E(S, S).
Zwei typische isoperimetrische Probleme sind:

Gegeben sei jeweils eine Zahl m. Finde eine Menge von Knoten S C V mit m <

vol(S) < vol(S5), sodass
a) der Kantenrand 05 moglichst wenige Kanten enthilt, oder

b) der Knotenrand §.5 moglichst wenige Knoten enthiilt.

Definition 3. (Kanten-Expansion.) Fiir S C V mit () # 5 # V setzen wir

# E(S,5)
min {vol(5), vol(S) }’

ha(S) =

und die Cheeger-Konstante von G ist gegeben durch
hg = mi .
¢= min hg(S5)
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Bemerkung 2. Hat G mindestens zwei Knoten, so ist hg > 0.

Bemerkung 3. Die Cheeger-Konstante zu berechnen ist dquivalent dazu, dass man
das Problem a) ldst, denn es gilt # (0S) > hy - vol(S).

Definition 4. (Knoten-Expansion.) Fiir S C V mit ) # .5 # V definieren wir

vol(d.5) # (65)
min {vol(S5), vol(S)} min {# S, # S}’

ga(S) = sowie G () =

und wir setzen

ge = min gg(S) sowie gg= min gu(S).
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Bemerkung 4. Ist G ein k-regulirer Graph, so gilt ga(S) = Go(S) fir alle S C'V
und damit auch go = gg-

Die Cheeger-Konstante ldsst sich gegen den kleinsten positven Laplace-Eigenwert
Mg von G abschétzen.

Lemma 1 (Lemma 2.1 in [1]). Fir die Cheeger-Konstante gilt folgende untere
Abschditzung:
2-hg > Aa.

Satz 1 (Cheeger-Ungleichung, Thm. 2.2 in [1]). Die Cheeger-Konstante lisst sich

nach oben abschdtzen durch )
h
Ag > 7;; .

Der Beweis von Satz 1 liefert sogar noch etwas mehr, ndmlich
Satz 2 (Thm. 2.3 in [1]). Es gilt: A\g > 1 — /1 — (hy)?.

Und auBerdem liefert der Beweis von Satz 1 auch die folgende untere Eigenwert-
abschitzung:

Sei f eine harmonische Eigenfunktion zum Eigenwert Ag. Wir setzen fiir jeden
Knotenv e V

Oy = {{uww} € B| f(u) < f(v) < f(w)}, und

o = min #Co
e min{ SSod, Y. du}'

FW<i@)  FwSfw)

Ag>1—+V1—a?

Dann gilt:

Literatur

[1] F. Chung: Spectral Graph Theory, Amer. Math. Soc. 1997



