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Korollar

e Fiir einen gewichteten Graphen mit mindestens 3 Knoten kénnen wir einen

modifizierten random walk so wéhlen, dass
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Bemerkung
Der relative punktweise Abstand (RPD), der im letzten Vortrag eingefiithrt wurde,
wird uns nun bei der Einfithrung weiterer Konvergenzbegriffe helfen.

A(S> = MaTyg,y |Pg(y,:()£; 7T($)|

Total Variation Distance

e Ein weiterer Begriff zur Konvergenzmessung ist der sogenannte total variation

distance (TVD), welcher halb so grof§ wie die Maximumnorm ist:

Aty (s) = maz acv(c)matyey ()| Z Po(y,z) — ()|
zeV(G)

= 3MaTyev(c) Yzevic) | P (y,x) — m(z)]
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e Der TVD ist nach oben hin begrenzt durch den RPD, denn es gilt:

Ary(s) = maxACV(G),vozAg%maxer(G)| Z P(y,z) — m(z)|
zeV(Q)

< MAT Acv(G),vol A< 2oL > wca T(X)A(s)

< 3A(s)
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e Demzufolge ist jede Konvergenzschranke des RPD auch eine Konvergenz-

schranke fiir den TVD

Der y-squared distance

e Es gibt neben dem TVD und dem RPD einen weiteren Konvergenzbegriff, den
sogenannten y-squared distance (XSD), gekennzeichnet durch A’(s). Es gilt:

(P*(y, =) — 7T(HL“))2)
()
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A'(s) = mazyev () ( Z
zeV(Q)

> MaTyev(G) Qagev(c) P, x) — m(z)|
= ZAT\/(S)

e Der XSD ist ebenfalls wie der TVD durch den RPD von oben beschriankt,

denn es gilt:

A'(s) = mazyev ) Z
z€V(Q)

[NIE

< mazyev () (Xsev(a) (A5))? + m(2))

= A(s)

Definition

o G ist vertex-transitive, falls es einen Automorphismus f: V(G) — V(G) gibt

mit folgenden Eigenschaften:

Yo,y e V(G) 1z ~y < fz) ~ f(y)
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Theorem

e Sei G ein vertex transitiver Graph, dann konvergiert ein random walk unter
dem TVD oder dem XSD nach s Schritten gegen die Gleichverteilung und die
Anzahl der Schritte ist nach oben hin durch (1 — \;)?* (); ist Eigenwert von
L) begrenzt. Es gilt:

Ary(s) < A'(s) = 3(Xiz0 (1= A)*)2

Beweis

e Seien O, ¢; und 1, wie folgt definiert:

O ist die Projektion auf die Eigenfunktion ¢q

¢; ist die i-te Eigenfunktion von £

Vo = bi(T)di

Es folgt:
A/(S)2 Z Zy (Ps(l7y2—)ﬂ(y))2
=20, Ya((I = L)% — O9)},
=3, (2 di(x)di) (I — £)** — ©0)(2; di()di)*
=2 Zi;éo ¢F (x)(1 = N\i)*
= D iz0 g 97 (2)(1 = Ni)*
= Zi;ﬁo (1- Ai)Qs :
O
Beispiel

e Gegeben sei ein n-cube @, , dann sind seine Eigenwerte gegeben durch % mit

einer Vielfachheit von (Z) Vk = 0,...,n. Die angepassten Eigenwerte fiir den

LRW sind A}, = Z"ﬂ Wenden wir nun obiges Theorem an, so erhalten wir:

4ks 1

Ary(s) < $A/(s) = §(Xhoy (1= ;25)%)2
3 (ko Mo nst)

(n+1)(logd—(k+1)1 —2c))
falls 5 > () Uogd—(rtllogn
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e Ebenso kénnen wir die Konvergenzrate des LRW unter dem RPD betrachten.
Angenommen wir bezeichnen die Knoten von @,, durch Teilmengen einer Rei-
he {1,...,n}. Die orthonormalen Eigenfunktionen ¢g fiir S C {1,...,n} seien

gegeben durch:

—1)!8nXI

¢s(X) = ¢

iy
22

fiir jedes X C {1,...,n} . Fiir einer Knoten, der durch die Teilmenge S be-

zeichnet ist, lautet die charakteristische Funktion:

(_1)|SF‘|X\

Yx = Zs I ¢s.

27
Demzufolge ergibt sich:

| P (X;r’(/})/;ﬂ'(y)‘ — |2n7/}XP57/1§/ . 1|

< [2"px PPy — 1|

= Zs;ﬁ@ (1 - Zlifll)s

= ZZ:1 (1- %)S
Also erhalten wir fiir den RPD:

A(s) =30, (D= 20

n klogn— f’”
<Dk=i€ o

<e ¢

falls

(n+1)(c+(k+1)logn)
§ 2 2k :

Demzufolge ist die Konvergenzrate des RPD auf dem @Q,, ungefahr doppelt so
hoch wie die des TVD. Allgemein kénnen A(s), A’(s) und Apy(s) aber sehr

unterschiedlich sein.
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