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Einfithrung
Definition 1 Ein Random Walk (RW) auf einem Graphen G = (V, E),V =
{v1,...,0n}, ist eine zufillige Folge von Knoten (xg,x1,...,2%),2; €V
Vie{l...k}.

e Aufeinanderfolgende Knoten miissen durch eine Kante des Graphen verbun-

den sein.

e Der Verlauf des Weges hiingt von den Ubergangswahrscheinlichkeiten P (vj,vr) =
P(zi+1 = vk | ®; = v;) von einem Knoten zum anderen ab.

e Diese Wahrscheinlichkeit hangt nicht vom Zeitpunkt i ab.

e Bei einem gewdhnlichen RW ist P(v;, vx) = Teqv; -

e Esist Y i | P(vj,v;) =1fiir alle j € {1,...,n}

e Die Ubergangswahrscheinlichkeit kann in einer Ubergangsmatrix

P = (pij)ij=1,..n € R"™" dargestellt werden, wobei p; ; = P(v;,v;).

e Weiterhin definiert man eine Anfangsverteilung f € R™, welche die Wahr-

scheinlichkeit angibt, bei welchem Knoten der Weg beginnt:
f:(fla"'7fn)7 fi:P(iUO:Ui)> Z?:lfizl

e Die Verteilung von xj, also nach k Schritten, ergibt sich durch k-malige Mul-
tiplikation von f mit P:
P(xy = v;) = fP*(4)

Definition 2 FEin RW heisst reversibel, falls
V{vig - i } SV i P(wo = 04, ..o 2 = v3,) = P20 = iy -+, T = 03), 03, €V

also wenn die Wahrscheinlichkeit, den Weg rickwdrts zu laufen genauso hoch

ist, wie thn vorwdrts zu laufen.

e Dies ist genau dann der Fall, wenn die sogenannte detailed balance equation

fiir die Anfangsverteilung f gilt:

Vi,je{l...n}: fiP(vi,vj) = fjP(vj,v;) (1)
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Lemma 1 Jede Verteilung f, welche (1) erfiillt, ist stationdir, d.h. fP = f.

e Fiir RW auf gewichteten Graphen G = (V, F,w),w : V x V — R setzt man

w(vs, vj)
———— = P(vi, v;),
degvi (U IU])
wobei hier degv; = 377, w(vi,v;) (gewichteter Grad).

Definition 3 Man bezeichnet einen RW als ergodisch, wenn er fiir jede beliebi-
ge Anfangsverteilung gegen die selbe stationdre Verteilung m = (mq,...,m,) € R"

konvergiert, d.h. img_, o fP*(i) = m;.
Lemma 2 Notwendige Bedingungen fiir Ergodizitit sind

o Irreduzibilitdt, d.h. Vi,j < n,i # j : 3s : P*(v;,v5) > 0. Dies ist dquivalent

dazu, dass G zusammenhdngend ist, also A1 > 0.
e Aperiodizitét, d.h. Vi,j < n : g.g.T.{s | P*(v;,v;) > 0} = 1. Hieraus folgt,
dass A\p—1 < 2, denn sonst gdbe es eine bipartite Zusammenhangskomponente
und der RW hitte (mindestens) Periode 2.
Hinreichende Bedingungen fiir Ergodizitit

e Wir wollen nun zeigen, dass Irreduzibilitit und Aperiodizitit hinreichende

Bedingungen fiir Ergodizitit sind.

e Aus den vorhergehenden Vortrigen ist bereits bekannt:

P=T'A=T"Y¥1-L£)T"/? (2)

Satz 1 FEin Random Walk mit zugehdrigem gewichteten Graphen G = (V, E,w) ist

genau dann ergodisch, wenn er irreduzibel und aperiodisch ist.

Beweis
e Notwendigkeit gilt nach Lemma 1.

e Es bleibt zu zeigen: Ist ein RW irreduzibel und aperiodisch, so ist er ergodisch.

1T
vol G

wobei vol G := Y1 degv; und 1:= (1,...,1) € R™

e Zuerst wollen wir zeigen, dass m =

eine stationéire Verteilung fiir P ist,

e Nun wollen wir zeigen, dass der irreduzible, aperiodische RW mit Ubergangs-
matrix P fiir beliebige Anfangsverteilungen gegen 7 in der euklidischen Norm

konvergiert.

e Sei f € R™ eine beliebige Anfangsverteilung.
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e Da die Matrix £ symmetrisch ist, gibt es eine orthonormale Basis aus ihren
Eigenvektoren des R™, diese sei B = {®g,...,P,,_1}, wobei ®; Eigenvektor

zum Eigenwert )\; ist.

e Dann sei fT-1/2 = Z?;Ol a;P; die Basisdarstellung bezgl. B.

e Aus den vorhergehenden Vortriagen ist bekannt, dass &g = \}% ist(Eigenvektor
zZu o).
e Dann ist
1
ayg = ———
* T VG
e Zeige nun Konvergenz:
1T
P =7l =|fP° - ——
17Pe =7l = I P* — — |
= ||fP* — ag®oT"?| (ag, ®g einsetzen)

mazi—1..n\/ degv;
Mini—1..n\Vdegv;
oy Maxi=1..nVdegv; ’

<(1-N)

< da (1—-)N)<1list(1-XN)<e™?
S - s (da ( ) < 1ist ( )<e ™)

3)
)\1, wenn 17)\1 Z)\n_lfl

mit M =
2—MA,_1, sonst

= fiir s > Soin (et ) = cpuy (st |/P* | <

e Man kann weiterhin zeigen, dass die Konvergenzgeschwindigkeit eigentlich nur von
A1 abhéngt, indem man einen einen modifizierten RW, den sogenannten lazy walk(LRW )betrachtet,
dieser bleibt mit erhohter Wahrscheinlichkeit in dem selben Knoten, also
w(vi,v;) + cdegv; fallsi=j

('D(Uivvj) =
w(vi,vj) falls 7 # j

= degg v; = (14 ¢)dega v;

e Dieser LRW muss deshalb langsamer gegen seine stationére Verteilung konvergieren,

also e rw (€) > crw (€)

e Fiir seine Eigenwerte gilt: S‘k = 1>rc

e Wihle nun ¢ so, dass 1 — 5\1 = S\n_l — 1, also dass N = 5\1.
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e Dann folgt fiir die Konvergenzgrenze des LRW ¢y gpw (€):

mazi=1..nv'degag v; )
€MiNi=1..nVdega v;

31
crw(€) <crrw(e) < ——lin
2\

= Dies ist eine Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit des RW auf G,

die nur von A\; abhéngt.

Relativer punktweiser Abstand

e Neben der Konvergenz in der euklidischen Norm gibt es noch weitere, stirkere

Konvergenzbegriffe fiir RW, zum Beispiel:

Definition 4 Der relative punktweise Abstand (RPD) ist definiert als

| P* (viy vy) — m(vy)]

A(S) = maxi,jzlmn 71'(’04)
J

Lemma 3 Der relative punktweise Abstand A(s) ist ein stirkerer Konvergenzbe-
griff als der Abstand in der euklidischen Norm, also die Konvergenz eines RW gegen
eine stationdre Verteilung m in A(s) impliziert die Konvergenz in der euklidischen

Norm.

e Ahnlich wie fiir die euklidische Norm kann man zeigen, dass fiir den RPD gilt:

—s(1=X)___wolG N — . — )\
A(S) <e min;—=1.. ndegv;’ mit A = max’:()"'n_lu >\7|

e Weiterhin kann durch Betrachtung des zugehorigen LRW die Konvergenzge-
schwindigkeit im RPD nur in Abhéngigkeit A\; abgeschétzt werden.

2tX

e Es gilt: A(S) <e ZTFn vol G

min;—1i...ndegv;
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