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3.1 Gewichtete Graphen

Definition 3.1 Ein Graph mit Knoten V und Ecken E heißt Gewichteter Graph, wenn

zu ihm eine Gewichtsfunktion w : V × V → R gehört, für die gilt:

w(u, v) = w(v, u),

w(u, v) ≥ 0,

w(u, v) = 0 falls {u, v} /∈ E.

Bemerkung 3.2 w(v, v) kann durchaus positiv sein.

Bemerkung 3.3 Wir können jeden ungewichteten Graph als Gewichteten Graph mit

Gewichtsfunktion

w(u, v) =

{
1 falls u ∼ v
0 sonst

auffassen.

Definition 3.4 Der Grad dv des Knotens v eines gewichteten Graphens ist:

dv =
∑
u

w(u, v).

Ferner definieren wir das Volumen:

vol(G) =
∑
v

dv.
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3.1. GEWICHTETE GRAPHEN

Definition 3.5 Die n× n Matritzen L, T, T−
1
2 ,L ergeben sich für Gewichtete Graphen

wie folgt:

Lij =


dvi − w(vi, vi) falls i = j

−w(vi, vj) falls vi ∼ vj
0 sonst

Tij =

{
dvi falls i = j

0 sonst

T
− 1

2
ij =


1√
dvi

falls i = j

0 sonst

L =


1− w(vi,vi)

dvi
falls i = j und dvi 6= 0

− w(vi,vj)√
dvidvj

falls vi ∼ vj

0 sonst

Bemerkung 3.6 Wie bisher gilt wieder:

L = T−
1
2LT−

1
2 .

Lemma 3.7 Für eine Funktion f : V → R gilt:

Lf(x) =
∑
y

x∼y

(
f(x)− f(y)

)
w(x, y).

Beweis:

Lf(x) =
∑
y

L(x, y)f(y) = L(x, x)f(x)+
∑
y

y∼x

L(x, y)f(y) = (dx−w(x, x))f(x)−
∑
y

x∼y

w(x, y)f(y) =

(∑
y

x∼y

(
w(x, y)

)
+ w(x, x)− w(x, x)

)
f(x)−

∑
y

y∼x

(
w(x, y)f(y)

)
=
∑
y

x∼y

(
f(x)− f(y)

)
w(x, y)

�

Bemerkung 3.8 Für die Eigenfunktion g von L, bezeichne f wieder die harmonische

Eigenfunktion mit:

f = T−
1
2 g; g = T

1
2 f

.
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3.2. KONTRAKTION VON GRAPHEN

Bemerkung 3.9 Für die kleinsten positiven Eigenwerte λG von L und den Rayleigh-

Quotienten gilt weiterhin:

λG = inf
g

g⊥T−
1
2 1

〈g,L〉
〈g, g〉

= inf
f∑

f(x)dx=0

∑
x∈V

f(x)Lf(x)∑
x∈V

f2(x)dx

= inf
f∑

f(x)dx=0

∑
x∼y

(
f(x)− f(y)

)2
w(x, y)∑

x∈V
f2(x)dx

3.2 Kontraktion von Graphen

Bei der Kontraktion eines Graphen G verschmelzen zwei Knoten uo, vo zu einem gemein-

samen Knoten v∗. Somit entsteht ein neuer Graph H ohne uo und vo, dafür aber mit v∗.

Für die Gewichtsfunktion w gilt dabei:

w(x, v∗) = w(x, u0) + w(x, v0)

w(v∗, v∗) = w(u0, u0) + w(v0, v0) + 2(u0, v0).

Sollen bei der Kontraktion mehr als zwei Knoten verschmelzen, wird die Kontraktion

zweier Knoten mehrfach ausgeführt.

Bemerkung 3.10 Für den Grad des neuen Knotens gilt:

dv∗ = du0 + dv0 .

Bemerkung 3.11 VG ∩ VH ist die Menge der (von der Kontraktion nicht betroffenen)

gemeinsamen Knoten von G und H.

VG ∩ VH = VG \ {u0, v0} = VH \ {v∗} .

Bemerkung 3.12 Für die Matrix LH des Graphen H, die Matrix LG des Graphen G

und x, y ∈
(
VG ∩ VH

)
gilt:

LH(x, y) = LG(x, y)

LH(x, v∗) = LG(x, u0) + LG(x, v0)

LH(v∗, v∗) = LG(u0, u0) + LG(u0, v0) + LG(v0, u0) + LG(v0, v0).

Bemerkung 3.13 Für die Matritzen LH und LG gilt das nicht.
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3.3. DIE EIGENWERTE λG UND λH

3.3 Die Eigenwerte λG und λH

Im Grunde genommen erhofft man sich durch die Kontraktion, dass der kleinste positive

Eigenwert λH von H (bzw. LH) etwas einfacher zu finden ist als λG. Denn wir bekommen

nun folgende Abschätzung für λG :

Lemma 3.14 (1.15 in [1])

Ist H ein aus Kontraktion von G hervorgegangener Graph, dann gilt:

λG ≤ λH .

Beweis: Sei λH also der kleinste positive Eigenwert von H(bzw. LH) und fH die zu λH

gehörende harmonische Eigenfunktion auf VH . Dann ist:∑
x∈VH

fH(x)dx = 0.

Nun definieren wir uns eine Funktion auf VG:

fG(x) =

{
fH(x) falls x ∈ VG ∩ VG
fH(v∗) falls x ∈ {u0, v0}

Dann gilt für fG :∑
x∈VG

fG(x)dx =
∑

x∈VG∩VH

fG(x)dx + fG(u0)duo + fG(v0)dv0

=
∑

x∈VG∩VH

fH(x)dx + fH(v∗)dv∗ =
∑
x∈VH

fH(x)dx = 0
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3.3. DIE EIGENWERTE λG UND λH

Betrachtet man den Rayleigh-Quotienten, gilt:

λH =

∑
x∼y

x,y∈VH

(
fH(x)− fH(y)

)2
w(x, y)

∑
x∈VH

f2H(x)dx

=

∑
x∼y

x,y∈VG∩VH

(
fH(x)− fH(y)

)2
w(x, y) +

∑
x∼v∗

x∈VG∩VH

(
fH(x)− fH(v∗)

)2
w(x, v∗)

∑
x∈VG∩VH

(
f2H(x)dx

)
+ f2H(v∗)dv∗

=

∑
x∼y

x,y∈VG∩VH

(
fH(x)−fH(y)

)2

w(x,y)+
∑

x∼v∗
x∈VG∩VH

(
fG(x)−fG(u0)

)2

w(x,u0)+
∑

x∼v∗
x∈VG∩VH

(
fG(x)−fG(v0)

)2

w(x,v0)

∑
x∈VG∩VH

(
f2
H(x)dx

)
+f2

H(v∗)du0+f2
H(v∗)dv0

≥

∑
x∼y

x,y∈VG∩VH

(
fH(x)−fH(y)

)2

w(x,y)+
∑

x∼u0
x∈VG∩VH

(
fG(x)−fG(u0)

)2

w(x,u0)+
∑

x∼v0
x∈VG∩VH

(
fG(x)−fG(v0)

)2

w(x,v0)

∑
x∈VG∩VH

(
f2
G(x)dx

)
+f2

G(u0)du0+f2
G(v0)dv0

=

∑
x∼y

x,y∈VG∩VH

(
fG(x)−fG(y)

)2

w(x,y)+
∑

x∼u0
x∈VG

(
fG(x)−fG(u0)

)2

w(x,u0)+
∑

x∼v0
x∈VG

(
fG(x)−fG(v0)

)2

w(x,v0)

∑
x∈VG

(
f2
G(x)dx

)

=

∑
x∼y

x,y∈VG

(
fG(x)− fG(y)

)2
w(x, y)

∑
x∈VG

(
f2G(x)dx

) ≥ λG,

da λG Infimum dieses Quotienten über alle Funktionen f mit
( ∑

x∈VG

f(x)dx = 0
)

ist.

�
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3.4. BEWEIS DES LEMMA 1.14

3.4 Beweis des Lemma 1.14

Lemma 3.15 Sei G ein Graph mit Durchmesser D ≥ 4 und sei k der maximale Grad

von G. Dann gilt:

λG = λ1 ≤ 1− 2

√
k − 1

k

(
1− 2

D

)
+

2

D
.

zum Beweis: Wir wählen t ∈ N und u, v ∈ VG im Abstand D ≥ 2t + 2. Nun kontra-

hieren wir G runter auf einen Pfad H von u nach v mit 2t + 2 Kanten und den Ecken

u = x0, x1, · · · , xt, z, yt, · · · , y1, y0 = v. Wobei alle Knoten im Abstand i von u zu xi

verschmelzen und alle Knoten im Abstand j von v zu yj verschmelzen. Alle übrigen

Knoten verschmelzen zu z. Um eine obere Abschätzung für λ1 zu bekommen, definieren

wir eine Funktion f wie folgt:

f(xi) := a(k − 1)
−i
2

f(yi) := b(k − 1)
−i
2

f(z) := 0

mit konstanten a und b so, dass
∑
x
f(x)dx = 0.

Folgende Abschätzungen werden für den Beweis benötigt:

• dxi+1 ≤ (k − 1)dxi

• (t+ 1)
dxt

(k−1)t ≤
t∑

i=0

dxi
(k−1)i

• w(xi, xi+1) ≤
(
k+1
k

)
dxi

Der eigentliche Beweis wird im Seminarvortrag gezeigt.
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