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Lemma 1 Fiir einen Graphen G mit n Knoten gilt:

()

wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn G keine isolierten Knoten
hat.

(i1) Firn > 2 gilt:
n

A <

n—1

wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn G ein vollstindiger Graph
mit n Knoten ist.

Fiir ein Graph ohne isolierte Knoten gilt:

n

)\nfl 2 n—1
(iii) Fiir einen nicht vollstindigen Graphen gilt: Ay <1
(iv) Wenn G ein zusammenhdngender Graph ist, dann ist A1 > 0. Wenn
/\i =0 und )‘i+1 75 0 ist,
dann hat G genau i + 1 zusammenhdngende Komponenten.
(v) Fiir alle i <n —1 gilt

A <2

mit Ap—1 = 2 genau dann, wenn eine zusammenhdngende Komponente
von G bipartit und nichttrivial ist.

(vi) Das Spektrum eines Graphen G ist die Vereinigung der Spektren der
zusammenhdngenden Komponenten von G.

Lemma 2 Fir einen Graphen G sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) G ist bipartit
(i1) G hat i + 1 zusammenhdingende Komponenten und A,—; = 2 fiir
1<j<i+ 1
(iii) Fiir jedes \; ist 2 — \; auch ein Eigenwert von G.



Definition 3 Fiir zwei Knoten u und v ist der Abstand zwischen u und v die
Anzahl der Kanten des kiirzesten Weges zwischen u und v.

Definition 4 Der Durchmesser eines Graphen G ist der mazximale Abstand
zwischen zwei Knoten von G.

Definition 5 Es sei G ein Graph und v seien die Knoten von G und d, sei der
Grad von v. Dann heifst
volG = d,

das Volumen von G.

Lemma 6 Es sei D der Durchmesser eines zusammenhdngenden Graphen G,
dann gilt:

1
A< —
Y= "DvolG

> (Flu)=f(v)?

Lemma 7 Es sei f die harmonische Eigenfunktion zu A\g = fliljf;lw

Dann gilt fir jeden Knoten x € V :

Y @) - F ) = Aaf @

Y~z

Mit Hilfe der Linearen Algebra kénnen wir nun die Grenzen der Eigenwerte
beziiglich des Grades eines Knotens verbessern. Dazu betrachte man die
Spur von (I — £)*. Dann erhélt man zum einen:

Tr(I—L)° = Z(1-Ai)2
< 1+m-1X

wobei 7
A = max |1 — >\z|
i£0



und zum anderen kann die Spur auch wie folgt ausgedriickt werden:

Tr(I-L£)? = Tr (T*%AT*IAT*%>
1 1 1
= Y Ay A
1 3 11\’

wobei A die Adjazenzmatrix ist.

Definition 8 Es sei G ein Graph und v seien die Knoten von G und d, sei der
Grad von v, dann heif$t dg das harmonische Mittel diber die Grade

von v, wenn:
1 11
dg EZU d,

Lemma 9 Fir einen k-reguliren Graphen G mit n Knoten gilt:

n—=k
L= NP>
R Y:
Fiir einen allgemeinen Graphen gilt:
5 (-4
o \da dy _
- 2 < )\nfl < 1+ A
1 1
G

Lemma 10 Fir einen Graphen G mit n Knoten gendigt:

1+(n—1)/\22;;<1—(1+)\) <dlj{—1>>

wobei N = max |1 — \;| und k ist der durchschnittliche Grad von G,
also k = 13"d,

Lemma 11 Es sei G ein Graph mit dem Durchmesser D > 4 und k der
mazimale Grad von G. Dann gilt:

(13

AN <1-2 5

D
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