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Kapitel 1

Die hyperbolische Ebene

Das Seminar schliet an den Abschnitt 3 (Hyperbolische Geometrie) der Vorlesung Ele-
mentargeometrie an. Symbole und Bezeichnungen werden weitgehend wie im Skript
zu dieser Vorlesung verwendet. Die dort gegebenen Definitionen und bereits bewiese-
nen Sitze werden hier nur wiederholend bereitgestellt. Insbesondere betrifft dies die
Erkldrung der Grundbegriffe (1.1), die Sétze der hyperbolischen Trigonometrie (1.2)
und die Eigenschaften des Minkowski-Produkts (1.3).

1.1 Das Modell H? und die Axiome der hyper-
bolischen Geometrie

In der Vorlesung zur Elementargeometrie (vgl. auch [1] Abschnitt 4.2) wurde
ein Modell der hyperbolischen Ebene angegeben. Wir wiederholen hier kurz die
Definitionen der erforderlichen Grundbegriffe (Punkte, Geraden, Zwischenrela-
tion, Kongruenz von Strecken und Winkeln) dieses Modells und einige erste
Folgerungen. Auf die Formulierung eines Axiomensystems und den Nachweis
der Giiltigkeit dieser Axiome im Modell verzichten wir hier. Es sei dazu auf die
Ausfithrungen in [1] und gegebenenfalls auf entsprechende Ubungsaufgaben im
Kurs Elementargeometrie verwiesen.

Die Menge P der Modellpunkte (kurz: Punkte) der Hyperbolischen Ebene H?
ist die Punktmenge einer Schale eines zweischaligen Hyperboloids im R?.

H? .= {z ¢ R3| ({z,z)) = -1, ;1 > 0}

Hierbei bezeichnet ((,)) das Minkowski-Produkt (auch: minkowskisches Skalar-
produkt) im dreidimensionalen Vektorraum R?, also

(=, y) = —2191 + T2y + T3Y3.
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2 KAPITEL 1. DIE HYPERBOLISCHE EBENE

Fiir alle Vektoren x,y € H? gilt ((z,y)) < —1, insbesondere ist | (z,y)| = 1
genau dann, wenn z = y gilt.

Der hyperbolische Abstand dj,(z,y) zweier Punkte xz,y € H? ist diejehnige
eindeutig bestimmte reelle Zahl aus dem Intervall [0, 00) mit

cosh(dn(z,y)) = | {z, ) | = — (=, y) -

Mit dieser Abstandsfunktion wird H? zu einem metrischer Raum.

Die Menge G der Modellgeraden (kurz: Geraden) der hyperbolischen Ebene
bilden die sogenannten Grofhyperbeln, die durch ebene Schnitte in H? erzeugt
werden. Eine Groflhyperbel indexGrofihyperbel ist eine Teilmenge von H? der
Form H? N E, wobei E ein 2-dimensionaler Untervektorraum des R? ist.

Abb. 1

Ist G = H? N E eine Grofhyperbel und p € G. Dann heifien Vektoren z € E
mit {(z,p)) = 0 Tangentenvektoren im Punkt p.

G=H?’NE

Abb. 2
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Die Tangentenvektoren an Groflhyperbeln sind stets raumartig, d.h., es gilt
{x,x) > 0.

Ist G C H? eine GroBhyperbel, p € G und z ein Tangentenvektor an G in p mit
{z,z) =1, dann gilt G = {c(t) | t € R} mit ¢(t) = cosh(t) - p + sinh(¢) - z

(Man kann nun die Giiltigkeit der Inzidenzaziome fir (P,G) priifen, wobei die
Inzidenzrelation fiir p € P und G € G hier einfach durch p € G definiert ist.
So wird etwa die Existenz nichtkollinearer Punkte durch drei Punkte aus H?,
die als Vektoren des R® linear unabhngig sind, realisiert.)

Beispiel:

(10,07 = (2.1 om = (20 b

Die eindeutig bestimmte Verbindungsgerade durch p und ¢ ist die Grofhy-
perbel G = {c(t)] t € R} mit c(t) = cosh(t) - p + sinh(t) - (0,1,0)T =
(cosh(t), sinh(t),0)T, die den Punkt r offensichtlich nicht enthélt.

In Analogie zu den GroBlhyperbeln kann auch die Strecke zwischen zwei Punkten
in H? als Teil einer GroShyperbel, also als ein Grohyperbelbogen parametrisiert
werden.

Ein GroShyperbelbogen ist eine Teilmenge von H? der Form {c( )| t€l0,L]},
wobei ¢(t) = cosh(t) - p + sinh(t) - z mit p € H? ({p,z)) = 0, {(z,z)) = 1 und

L > 0 ist.

Abb. 3

L heifit die Lange des GroB3hyperbelbogens.

Bemerkung: Wegen cosh (dh (p, c(t))) = — {(p, cosh(t) - p + sinh(t) - x))

= —cosh(t) - {(p,p)) —sinh(¢) - {p, z)) = cosh(t) gilt fiir alle t > 0:
~—— S~——

=—1 =0

dn(p, c(t)) = t.

Wir sagen ein Punkt y liegt zwischen den Punkten z und z genau dann, wenn
y ein von x und z verschiedener Punkt des GroBhyperbelbogens Tz ist, d.h. es
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gilt p € (zz) =72\ {z, z}.

Eine andere Beschreibung dieser Relation erhélt man, wenn man fiir die Grof3-
hyperbel durch z,y und z die Darstellung c(t) = cosh(t) - y + sinh(t) - u mit
{y,u) = 0 und ((u,u)) = 1 wihlt. Es gilt dann ¢(0) = y und es existieren
eindeutige reelle Zahlen t¢,,t, mit ¢(t,) = x, und c¢(t,) = z, fir die ¢, - t, < 0
gilt.

Damit kénnen nun Anordnungsaussagen im Modell {iberpriift werden. Fiir den
Nachweis des sogenannten Pasch-Axoims wird eine Abbildung von H? auf eine
eben offen Kreisscheibe (Kleinsches Modell) benutzt. Wir betrachten die Zen-
tralprojektion Z : H?> — D.

Dabei ist die Scheibe D = {(1,92,y3) € R® | y3 + y3 < 1} und Z(z) = .

Z1

x1

T2 T3

Abb. 4

Z ist bijektiv mit Umkehrabbildung Z=1 : D — H? Z7l(y) = S E—

VI-v3 -3
Mit « € E ist auch Z(x) € F und umgekehrt. Also bildet Z die Grofilhyperbel
H? N E auf das euklidische Geradensegment, die Sehne D N E ab.
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Wir sehen auch, dass fiir z, %, 2 € H? der Punkt y genau dann zwischen z und z
liegt, wenn Z(y) im Sinne der euklidischen Anordnungsrelation zwischen Z(x)
und Z(z) liegt. Ein hyperbolisches Dreieck wird durch Z auf ein euklidisches
Dreieck abgebildet. Die Giiltigkeit von Anordnungsaussagen in H? kann nun
auf deren Giiltigkeit in der euklidischen Geometrie zuriickgefiihrt werden.

Wir nutzen diese Zentralprojektion auch um das Parallelenproblem zu disku-
tieren. Zu jedem Geradensegment L in D und p € D,p ¢ L gibt es offenbar
unendlich viele Geradensegmente L’ in D mit p € L' und LN L’ = (). Damit gilt
das euklidische Parallelenaxiom, das die Eindeutigkeit der Parallele fordert, in
dieser Geometrie nicht.

Kommen wir nun zu den Kongruenzaussagen.
Die hyperbolischen Isometrien sind diejehnigen Abbildungen ¢ : H? — H?, bei
denen

dn(p(z), p(y)) = dn(z,y)

fiir alle Punkte x,y € H? gilt.

Es sind dies gerade die Einschrankungen der zeitorientierungserhaltenden Lor-
entztransformationen des R? auf die Menge H?2. Insbesondere existiert zu je
zwei Punkten x,y € H? stets eine hyperbolische Isometrie ¢ mit ¢(z) = y.

Man definiert zwei Strecken (GroShyperbelbogen) pg und p’q’ als kongruent ,
falls es ein A € £1(3) gibt mit p’ = A(p) und ¢’ = A(q). Dies ist dann dquivalent
dazu, dass dp(p,q) = dn(p', ¢') gilt.

Den Winkel und dessen Winkelgréfle zwischen zwei Grohyperbelbogen der hy-
perbolischen Geometrie erklédrt man wie folgt. Sind G; = {cosh(t) - p + sinh(¢) -
2]0<+t<Li} und G2 = {cosh(t) - p+sinh(¢) -y | 0 < t < Lo} zwei Grofi-
hyperbelbégen, die vom Punkt p ausgehen. Dann ist die Grofle des Winkels
4(G1,p, G2) zwischen G7 und Gs in p die eindeutige Zahl |<(G1,p, G2)| € [0, 7]

mit

cos|(<I(G1,p, G2)|) = (z,y)) -
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G, Go

Abb. 7

Zwei Winkel wurden als kongruent definiert, wenn sie durch ein A € L£7(3)
ineinander iiberfiihrt werden konnen. Dies ist dquivalent dazu, dass die entspre-
chenden Winkelgréfien als Zahlen in [0, 7] {ibereinstimmen. Damit lassen sich
nun etwa die Hilbertschen Kongruenzaxiome fiir H? beweisen.

1.2 Hyperbolische Dreiecke

Im Abschnitt 1.1. haben wir gesehen, dass man die (Modell-)Punkte der hyper-
bolischen Ebene H? sowohl als Punkte des dreidimensionalen affinen Raumes
als auch als Vektoren des R? deuten kann. Dementsprechend verwenden wir in
diesem Abschnitt, wie in der ebenen Geometrie meist iiblich, grole Buchstaben
zur Bezeichnung der Punkte.

Ein hyperbolisches Dreieck ABC ist ein Tripel von Punkten A, B,C € H?,
die linear unabhéngig sind. Insbesondere sind diese Punkte paarweise verschie-
den. A, B, und C heiflen die bf Ecken des Dreiecks. Die GroShyperbelbogen, die
die Ecken verbinden, heiflen die Seiten des Dreiecks. Die Seitenldngen des
Dreiecks sind gegeben durch a = dp(B,C), b= dp(A,C) und ¢ = dp (A4, B). Die
Innenwinkelgréfien des Dreiecks sind gegeben durch o = |4 (AB, A, AC)|,

B =|%(BA,B,BC)| und v = |4(CA, C,CB)|.

C

Abb. 8
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In der Vorlesung zur Elementargeometrie wurden durch Vergleich kongruenter
hyperbolischer Dreiecke bereits einige Sétze der hyperbolischen Trigonometrie
abgeleitet.

Insbesondere gelten fiir die Seitenléngen a, b, c und die Innenwinkelgrolen «, 5, v
eines hyperbolischen Dreiecks ABC"

(SKS) Seitenkosinussatz der hyperbolischen Geometrie

cosh(a) = cosh(b) - cosh(c) — sinh(b) sinh(c) cos()
cosh(b) = cosh(a) - cosh(c) — sinh(a) sinh(c) cos(B)
cosh(c) = cosh(a) - cosh(b) — sinh(a) sinh(b) cos(7)

(WKS) Winkelkosinussatz der hyperbolischen Geometrie

cos(a) = cosh(a)sin(B)sin(y) — cos(B) cos(y),
cos(f) = cosh(b)sin(a)sin(y) — cos(a) cos(y),
cos(y) = cosh(c)sin(a)sin(f) — cos(a) cos(f).

(SS) Sinussatz der hyperbolischen Geometrie

sin(a) _ sin(B) _ sin(vy)
sinh(a)  sinh(b)  sinh(c)

Als Folgerung aus diesen Sétzen ergab sich fiir die Innenwinkelsumme :

(IWS) Winkelsumme im hyperbolischen Dreieck
Fiir die Innenwinkelgréfien eines hyperbolischen Dreiecks gilt

a+B+y<m.

Die Begrffe ,,gleichschenklig®, , gleichseitig”, ,,spitzwinklig®, ,,rechtwinklig® und
ystumpfwinklig® werden wie in der euklidischen Geometrie verwendet. Wir ge-
ben hier ein Beispiel fiir ein gleichseitiges hyperbolisches Dreieck an.

Beispiel Das Dreieck ABC' mit den Ecken

A= 2 |, B=|2|, O=|_¥£
— 6 6 0
hat wegen
(4, B) = (4,C) = (B,C) =

die iibereinstimmenden Seitenléngen

7
a=b=c= Arcosh (1) ~1,16.
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Fiir die Winkelgrofien ergibt sich hieraus nach dem Seitenkosinussatz

h*(a) — cosh 7
cosa = cosf = cosy = cos (a) 5 cosh(a) = —
sinh”(a) 11

l

77 und eine Innenwinkelsumme von =~ 0,84 - .

und damit o = § = = arccos

Wir beweisen nun weitere Sétze {iber hyperbolische Dreiecke.

Satz 1.1 Satz vom AuBlenwinkel Bezeichnen wir mit @, 3 bzw. 5 die Grifien
der Aufenwinkel (Nebenwinkel) zu den Innenwinkeln o, 8 bzw. v, dann gilt

a > B,v,B+y
B > av,a+y
¥ > of,a+p.

Beweis. Mit @ = 7 — « folgt aus dem Satz {iber die Innewinkelsumme bereits
a=m—a>p+v Wegen 3,7 > 0 gilt auch @ > 3, 7. O

Die Aquivalenzen des folgenden Satzes gelten auch fiir euklidische Dreiecke.
Der Satz gehort somit zur sogenannten ,,absoluten Geometrie*, zu der alle
Aussagen gehoren, die ohne die Verwendung des Parallelenaxioms oder dessen
Negation bewiesen werden konnen. Die absolute Geometrie ist also in gewisser
Weise die ,,Schnittmenge* von euklidischer und hyperbolischer Geometrie.

Satz 1.2 Lingen- und Winkelvergleich Fiir die Seitenlingen a,b, c und die
Innenwinkelgrofien o, 8,7y eines hyperbolischen Dreiecks gilt:

a<b = a<p
a=b = a=p
a>b <<= a>p

Beweis. Fiir die Seitenlingen und Winkelgréflen hyperbolischer Dreiecke gilt
a,b,c>0und 0 < «, B, < w. Somit ergeben sich die Behauptungen des Satzes
als einfache Folgerungen aus dem oben angegebenen Sinussatz. O

Wir geben hier noch einen zweiten Beweis an, der zwar keine Kenntnisse der
hyperbolischen Trigonometrie benutzt, der aber die Giiltigkeit entsprechender
Kongruenzaxiome voraussetzt.

Gilt @ = b, dann kann allein mit dem Axiom Kg (vgl. [1], S. 9) auf a = 3
geschlossen werden, indem man das Axiom auf die ,beiden“ Dreiecke ABC
und BAC anwendet.

Nun sei a > b. Es existiert dann ein Punkt D auf BC mit d;(CD) = b. Nach
dem bereits bewiesenen Fall gilt dann |4(AC, A, AD)| = |«(DC,D,DA)|.
Wegen |4(AC,A,AD)| < « folgt nun nach dem Satz vom AuBenwinkel
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(angewandt auf das Dreieck ABD) o > |<%(DC, D, DA)| > .

Abb. 9

Der Fall a < b kann analog bewiesen werden.

Die Umkehrungen koénnen dann jeweils indirekt bewiesen werden. Da allerdings
durch @ < b, a = b, a > b eine vollstéindige Fallunterscheidung gegeben ist,
geniigt auch schon der Verweis auf das ,,Haubersche Theorem“ der Logik.

Nach diesen allgemeineren Vorbereitungen kénnen wir nun eine Reihe von Kon-
gruenzsétzen fiir hyperbolische Dreiecke formulieren, wobei die Kongruenz zwei-
er Dreiecke ABC und ABC' durch die Ubereinstimmung in allen Seitenlingen
und Innenwinkelgrélen definiert wurde.

Satz 1.3 Dreieckskongruenzsitze Es seien ABC und A’ B'C’ zwei hyperbo-
lische Dreiecke mit den Seitenlingen a,b,c bzw. a’, b, und den Innenwinkel-
grifien a, 8,7 bzw. o', 8,v', dann gelten folgende Kongruenzaussagen:

a) (sss): a=d ANb=VANc=¢ = ABC = A'B'C'

b) (sws): a=a' ANb=bANc=c = ABC = A'B'C’
¢) (www): a=d' ANB=p ANy=+ = ABC = A'B'C'
d) (wsw): a=d ANb=bUANy=+" = ABC = A'B'C’
e) (sww): a=d A= Na=d = ABC = A'B'C'

f) (ssw): a=dANc=dANy=9Na<c= ABC = A'B'C
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Beweis. a) Die Giiltigkeit von (sss) ist eine unmittelbare Folgerung aus dem
Seitenkosinussatz, nach dem sich aus a = o/ Ab = A ¢ = ¢ sofort cos(a) =
cos(a'), cos(B) = cos(B') und cos(y) = cos(v') ergibt.

b) Um den Kongruenzsatz (sws) zu beweisen, verwenden wir zunéchst wieder
den Seitenkosinussatz und erhalten

cosh(a) cosh(b) cosh(c) — sinh(b) sinh(c) cos(«)
cosh(b') cosh(c") — sinh(b") sinh(c’) cos(a’)

= cosh(d’),

also a = o’. Nun folgt aus dem bereits bewiesenen Satz (sss) die Behauptung.

¢) Analog zum Beweis von (sss) kann die Aussage (www) aus dem Winkelkosi-
nussatz hergeleitet werden. Wir erhalten cosh(a) = cosh(a’), cosh(b) = cosh(d’)
und cosh(c) = cosh(¢’) und somit dann a = a’, b= und ¢ = ¢'.

d) Die Voraussetzungen im Satz (sws) erinnern an die analoge Voraussetzuingen
in der Aussage b). Auch der Beweis ergibt sich analog zum Beweis von b),
diesmal aber unter Verwendung des Winkelkosinussatzes. Aus o = o/, b = V'
und v = 7/ ergibt sich

cos(B) = cosh(b)sin(«a)sin(y) — cos(a) cos(y)
= cosh(V')sin(a’) sin(y") — cos(a’) cos(v")
— cos(d)

Nun kann nach dem bereits bewiesenen Satz (www) auf die Kongruenz der
Dreiecke geschlossen werden.

e) Wir setzen a = o/, 8 = 8/ und a = o' voraus und zeigen ¢ = ¢’. Die Kongruenz
der Dreiecke folgt dann nach (wsw).

Wir nehmen an, es gelte ¢ # ¢’. O.B.d.A. sei etwa ¢ > ¢’. Dann existiert ein
Punkt A* auf AB mit dj(BA*) = ¢. Nach (sws) wiire nun A’B'C’ = A*BC.

C

Abb. 10
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Der Innenwinkel bei A* im Dreieck A* BC' ist gleichzeitig Auflenwinkel des Drei-
ecks AA*C. Mit dem Satz vom Auflenwinkel erhalten wir nun den Widerspruch

a=a = |5(A"B, A" A°0)| > |9(AA7, 4, AC)| = a.

Damit gilt also ¢ = ¢'.

f) Nun zur letzten Behauptung des Satzes. Wir setzen a = a’,¢ = ¢/, = ' und
a < ¢ voraus.

Wir schlieen wieder indirekt und nehmen an, es sei b > b’. Wie im voran-
gegangenen Beweisteil existiert dann ein Punkt A* € AC mit d,(A*C) =
b'. Nach (sws) erhalten wir jetzt A*BC = A’B’C’ und somit dn(A*B) =
/

¢’ = c. Das Dreieck ABA* ist also gleichschenklig, woraus nach (1.2) dann
| (AB, A, AA*)| = |9 (A*B, A*, A*A)| = « folgt.

Abb. 11

Nach dem Satz iiber die Innenwinkelsumme ist also o < % und damit dann

o :=m—a> 7. Damit gilt auch o’ > 7. Wenden wir nun (1.2) auf das Dreieck
A*BC' an, dann ergébe sich der Widerspruch a > ¢ zum letzten Teil unserer
Voraussetzung. O

Bekanntlich gelten die Konguenzsiitze a), b), d), ¢) und f) aus (1.3) auch in
der euklidischen Geometrie. Hier kommt mit c) eine weitere Aussage dieses
Typs hinzu. Insbesondere zeigt (www), dass es in der hyperbolischen Geometrie
offenbar keinen Unterschied zwischen kongruenten und #hnlichen Dreiecken gibt.

Bemerkung: Da zwei verschiedene Punkte stets durch genau einen GrofShyper-
belbogen verbunden sind, konnen wir alternativ auch folgende etwas einfachere
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Notierung fir Winkel und Winkelgrofien verwenden. Wir schreiben (A, B,C')
und |< (A, B,C)| statt <(AB, B, BC) und |<(AB, B, BC)|.

Gilt A’ € (AB) und C' € (BC), dann ist also (A", B,C") = %(A4, B, C) bzw.
|[x(A’, B,C")| = |x(A, B,C)|.

Wir wenden uns nun der Differenz zwischen 7 und der Innenwinkelsumme eines
hyperbolischen Dreiecks zu.

Definition 1.1 Es sei ABC ein hyperbolisches Dreieck mit den Innenwinkel-
groflen a, 3,~. Dann heifit

5(ABC) =7 — (a+8+7)

der Defekt des Dreiecks ABC'.

Satz 1.4 Fiir Defekte von Dreiecken gilt

a) 0<§(ABC) <7
b) Aus ABC = A'B'C’ folgt 6(ABC) = 6(A’B'C").
c) Aus A ¢ BC und X € (BC) folgt 5(ABX) + 6(AXC) = §(ABC).

d) Zu jedem ¢ > 0 existiert ein Dreieck ABC mit §(ABC) < ¢.

Beweis. a) Nach dem Satz iiber die Innenwinkelsumme gilt 0 < §(ABC'), und
wegen «, 3,y < 0 gilt auch §(ABC) < 7.

b) Da kongruente Dreiecke gleichgrofe Innenwinkel haben ist die Folgerung
trivial.

c) Mit ag := |9(B, A, X)|, e :=|4(X, A,C)|, & :=|%(4,X,B)]
und & = |4(4, X, ()| gilt

SJ(ABC)=rm—(a+B+7v) = 7—(c1+as+B8+7)+(r—& —&)
= 1—(a+B+&)+T— (a2 +v+&)
5(ABX) + 6(AXC)

d) Es sei 6 := 6(ABC). Wir wéhlen einen Punkt X; auf (BC) und wenden c)
an. Der Defekt §; eines der Teildreiecke ABX; oder AXC ist dann kleiner oder
gleich g. Auf dieses Teildreieck wenden wir erneut ¢) an, indem wir einen inneren
Punk(tS X einer seiner Seiten wahlen. Wir erhalten ein Dreieck mit einem Defekt
0o < S,

Durcfl1 Iteration dieses Verfahrens erhalten wir nach k Schritten ein Dreieck mit
dem Defekt §; < 2% - 0. Hieraus folgt die Behauptung. O
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1.3 Parallelitiat, Orthogonalitit und Unverbind-
barkeit von Geraden

Wir erinnern zunéchst an die Definitionen der Parallelitdt und Orthogonallitit
von Geraden. Wie in der euklidischen Geometrie wird die Geradenparallelitéit
(hier fiir Groflhyperbeln) durch

Gl HG2<:>G1=G2 V Glﬂngﬂ

definiert.

Zwei Geraden heiflen auch in der hyperbolischen Geometrie zueinander ortho-
gonal, wenn der Winkel zwischen IThnen die Gréfie 7 hat. Letzteres bedeutet
aber hier, dass das Minkowskiprodukt der Tangentenvektoren im Schnittpunkt
verschwindet.

Ist p der gemeinsame Schnittpunkt zweier Groflhyperbeln Gi,G2 und sind
c1(t) = cosh(t) - p + sinh(t) - © bzw. ca(t) = cosh(t') - p + sinh(t') - y Dar-
stellungen dieser Hyperbeln, also G; = {c(t)|t € R} und G = {c2(t')|t € R},
dann gilt

G1LlGy <— <<213,y>> =0.

Parallelitit

Im Skript [1] wurde die Existenz einer Paralellelen zu einer Geraden durch einen
gegebenen Punkt aus den Inzidenz-, Anordnungs- und Bewegungsaxiomen und
damit als Satz der absoluten Geometrie hergeleitet.

Eine Realisierung in unserem Modell erhélt man wie folgt:
Es sei G = E N H? und p ein nicht auf G liegender Punkt von H?2. Ist nun
v ein Richtungsvektor der Schnittgeraden von E mit der es — es-Ebene, also
Rv = E N {es,e3} dann sei E' durch B’ := {p,v} und H durch H := E’' N H?
definiert. Damit ist H eine Grohyperbel, fiir die p € H und

HNG=(ENnH)N(ENH*) =(ENE)YNH*=RvNH? =0

gilt. Also ist H eine Parallele zu G durch p (kurz: p € H || G)
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In dhnlicher Weise geben wir nun ein Beispiel fiir eine Gerade G, zu der durch
einen Punkt p zwei verschiedene Parallele existieren und beweisen damit die
Negation des euklidischen Parallelenaxioms P.

(P) Zu jeder Geraden G und jeden Punkt P existiert hochstens eine zu G
parallele Gerade H durch den Punkt P.

Wir wihlen als G die GroBhyperbel in der Ebene FE15 := {ej,e2} und einen
Punkt p ¢ G. Es sei also G := Ej N H? und p durch p = (py, p2, p3)’ € H? mit
p3 # 0 gegeben. Wir setzen Hy := {p,e; + ex}NH? und Hy := {p,e; — ex} N H?

E

a
I
I
1
1
1
1
1
1
I
I
1

Zs3
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Abb. 13

und zeigen GNH; = GN Hy = 0.

Angenommen, x wire ein Punkt in G N H;, dann giibe es Zahlen A, u, A und p’
mit z = Ap + p(e; £ ea) = Ney + p'eq. Damit wire (Apy + p, Ape £ p, Ap3) =
(N, 1/,0) woraus wegen p3 # 0 sofort A = 0 und dann p = X = £ folgen
wiirde. Aber z = pe; + pes ist wegen — ()% + (u)? = 0 kein Punkt von H2.
Wir haben also p € Hy, Hy || G und Hy # Ho.

Orthogonalitit

Da die Orthogonalitéit von Geraden durch das Minkowski-Produkt ihrer Tan-
gentenvektoren ausgedriickt wird, stellen wir zuerst einige Hilfssdtze iiber die
Minkowskiorthogonalitiit von Vektoren des R? bereit.

Hilfssatz 1.5 Ist v = (a,b,c)’ euklidischer Stellungsvektor einer Ebene E des
R3, dann ist Jv = (—a,b,c)” zu allen Vektoren dieser Ebene minkowskior-
thogonal, d.h., fir alle Vektoren x € E gilt (Jv,z)) = 0.

Beweis. Ist v = (a,b,c)T Stellungsvektor von E, dann ist az + by + cz = 0 eine
Gleichung dieser Ebene. Damit gilt dann auch {Jv,z)) = —(—a)x +by+cz =0
O

Wir nennen nun auch zwei Ebenen F7 und E5 mit den Stellungsvektoren v; und
vo minkowskiorthogonal zueinander, wenn {(Juvy, Jvs)) = 0 gilt.

Hilfssatz 1.6 Sind G, = E, N H? und Gy = Ey N H? zwei Grofhyperbeln,
die sich in einem Punkt p schneiden, dann gilt G1 LGy genau dann, wenn die
Ebenen E1 und Es minkowskiorthogonal zueinander sind.

Beweis. Es seien a und b Tangentenvektoren an G; und G5 im Punkt p. Dann
sind v1 := p X a und vy := p X b Stellungsvektoren der Ebenen F; und Fs.

Mit den Rechenregeln fiir das Minkowski-Produkt aus dem Abschnitt 3.1 der
Vorlesung erhalten wir:

(Jor, Jug)) = (J(pxa),J(p

Il
=
X
&
|
=
=
% X
<
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Damit gilt also ((Juvy, Jvs)) = 0 genau dann, wenn fiir die Tangentenvektoren
a und b der GroBhyperbeln G; und G auch {(a,b)) = 0 gilt. Dies war die
Behauptung. O

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir nun einen Satz iiber Lotgeraden von
einem Punkt p auf eine Gerade G.

Satz 1.7 Existenz und Eindeutigkeit der Lotgeraden Ist p € H? und G
eine Grofihyperbel, dann existiert genau eine Grofshyperbel H mit p € H1G.

Beweis. Es sei p ein Punkt von H? und G = EN H? eine GroBhyperbel. Ferner
sei v ein Stellungsvektor der Ebene E.

p x Ju

T3

Abb. 1/ Jv

Wir setzen H := {p,J(v)} N H? und zeigen p € H | G. Offensichtlich gilt p € H,
auBlerdem erhalten wir fiir den Stellungsvektor p x J(v) der Ebene {p, J(v)}

(J(p x J(v)), J(v))) = ((p x J(v), J(v)) = 0.

Damit sind die Ebenen E und {p, J(v)} minkowskiorthogonal zueinander und

somit gilt nach dem vorangestellten Hilfsatz auch H L G.

Die Eindeutgkeit der Lotgeraden ergibt sich bereits als Folgerung aus (IWS).
O

Unverbindbarkeit

In der euklidischen Ebene haben parallele Geraden bekanntlich stets gemein-
same Lotgeraden. Zwei Geraden sind dort also stets entweder schneidend oder
lotgleich. Im Gegensatz dazu existieren in der hyperbolischen Ebene Geraden-
paare, die weder einen gemeinsamen Punkt noch eine gemeinsame Lotgerade
besitzen.
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Definition 1.2 Zwei Geraden (GroShyperbeln) G und H der hyperbolischen
Ebene H? heilen unverbindbar, wenn weder ein Punkt p mit p € G, H noch
eine Gerade L mit L1 G, H existiert.

In der Literatur werden unverbindbare Geraden auch randparallele Geraden
oder kurz Randparallele genannt.

G H G G
) S /
\L
Abb. 15

Beispiel: Es sei G; die Grohyperbel, die durch die Ebene x3 = 0 erzeugt wird
und G5 sei durch Go = E N H? gegeben wobei E die Ebene mit der Gleichung
—x1 + xo + 2x3 = 0 ist.

Die beiden Ebenen schneiden sich in einer Geraden durch O mit dem Richtungs-
vektor | = (1,1,0)7, diese Gerade ist lichtartig. Damit ist klar, dass G1 NGy = 0)
gilt. Sucht man nun ein gemeinsames Lot, dann miifite diese Gerade in einer
Ebene liegen, fiir deren Stellungsvektor v nach (1.6)

o) (3

gilt. Hieraus folgt vs3 = 0 und v; = ve. Die Ebene durch O mit einer Gleichung
der Form az; + axy = 0 schneidet aber die Punktmenge H? nicht, liefert
also keine Gerade unserer hyperbolischen Ebene. Damit sind G; und Gq
unverbindbare Geraden.
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G

Abb. 16

Bevor wir genauere Aussagen iiber die Existenz solcher unverbindbarer Geraden
formulieren, stellen wir zunéchst einen Hilfssatz bereit, der genau die zweidimen-
sionalen Unterriume kennzeichnet, die Grofhyperbeln in H? erzeugen.

Hilfssatz 1.8 Fs sei E eine Ebene mit der parameterfreien Gleichung axi +
bry + cxs = 0, also eine Ebene durch O mit dem Stellungsvektor v = (a,b,c)T.
Dann ist G :== EN H? genau dann eine Grofhyperbel, wenn v ein raumartiger
Vektor ist, das heift, es gilt EN H? # 0 genau dann, wenn {(v,v) > 0 gilt

Beweis. Ist E eine Ebene durch O mit dem Stellungsvektor v, dann kénnen wir
durch eine euklidische Drehung um die x1-Achse erreichen, dass F die x3-Achse
enthélt. O.B.d.A. kann also ¢ = 0 angenommen werden.

Wir haben also ax; + bzy = 0. Im Fall a = 0 ist F die 1 — z3-Ebene und
{(v,v)) = b* > 0. Anderenfalls gilt 21 = —2z,. Folglich gehért = = (21, 22, 23)7
genau dann zu ENH?, wenn —(—225)? 4 (22)+(23) = (1—(2)?)(22)*+(23)? =
—1 gilt.

Diese Gleichung besitzt genau dann Lésungen, wenn (2)? > 1, also b* > a?
und damit (v, v)) = —a? + b* > 0 gilt. O

Satz 1.9 Zu jeder Geraden G = E N H? und jedem Punkt p € H?\ g gibt es
genau zwei unverbindbare Geraden G1,Go durch den Punkt P.

Zusatz. Zwei Geraden G1 = E1 N H? und Gy = Ey N H? sind genau dann
unverbindbar, wenn E1 N Ey lichtartig ist.
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Folgerung. Zu zwei sich schneidenden Geraden existieren genau vier mit beiden
unverdbindbare Geraden.

Beweis. Da bei Anwendung von zeitorientierungserhaltenden Lorentztransfor-
mationen das Minkowski-Produkt invariant ist, konnen wir wie im vorangegan-
genen Beweis fiir die gegebene Gerade eine spezielle Lage annehmen.

Wir wihlen G als Grofilhyperbel in der z1-2o-Ebene E15. Aus p ¢ G folgt dann
p3 # 0. Wir betrachten nun eine beliebige Gerade H durch p. Diese sei von der
durch p und A -e; + p - eo aufgespannten Ebene E erzeugt. Als einen Stellungs-
vektor v von E erhalten wir

—HDP3
v=px(A-e1+p-e)= AD3
pp1 — Ap2

a) Es sei |A| > |p|: In diesem Fall zeigen wir, dass sich G undf H schneiden, weil
Es ist = (21,22,0)T € (F12 N E) genau dann, wenn Zahlen x, y mit

x(A-e1+p-e)ty-p=x1-e +ao- €2

existieren. Da {p, e1, e2} linear unabhéngig sind, folgt hieraus y = 0, A =
und zp = x2. Aus z € H? folgt nun die Gleichung —1 = —(x1)? + (22)? =
—(2A)? + (zp)? = 22(—=A? + p?) also 2%2(\% — p?) = 1. Diese Gleichung ist auf
Grund unserer Fallvoraussetzung losbar.

b)Es sei |A| < |p|: In diesem Fall konnen wir eine gemeinsame Lotgerade zu G
und H angeben.

Wir setzen L := E* N H?, wobei E* die Ebene mit dem Stellungsvektor w =
A

1| ist. Nach der Fallvoraussetzung gilt (w,w)) =1 — (%)2 > 0, damit ist
0

L = E* N H? nach (1.8) eine Gerade in H>.

Fiir die Vektoren u = (0,0,1)” und v erhalten wir

{(Ju, Jw)) =0 und {(Jv, Jw)) = 2 - pps 4+ Apz = 0.
W

Nach (1.6) gilt folglich L1 G, H.

¢) Nun sei |A| = |p|. Nach dem Beweisteil a) fithrt die Suche nach gemeinsamen
Punkten von G und H auf die unlsbare Gleichung z2 -0 = 1. Ein gemeinsames
Lot giibe es nur wenn ein Vektor w = (wy, ws, w3)T die Bedingung

w3 = (u, w)) = (v, w)) = —w1 - Ap3 + wy - Apy = 0

erfiillt. Alle diese Vektoren w = (w1, w1, 0)” sind aber wegen ((w, w)) = 0 lichtar-
tig. Es gibt also nach (1.6) und (1.8) keine geeignete Ebene, die eine gemeinsame
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Lotgerade erzeugt.
Die beiden Geraden die man fiir A = p bzw. A = —p erhélt sind also die beiden
eindeutig bestimmten mit G unverbindbaren Geraden durch p.

Abb. 17

De Schnittgerade von Ej5 und E ist im Fall [A] = |u| eine der Geraden mit
dem Richtungsvektor e; + es, also eine Gerade des Lichtkegels. Damit ist auch
der Zusatz bewiesen.

l21 \/512

Z X\

111 l22

Abb. 18

Da zwei sich in einem Punkt von H? schneidende Ebenen F;, E5 den Lichtkegel
jeweils in genau zwei lichtartigen Geraden ly1, l12 bzw. l21, l2o schneiden, ergeben
sich die vier in der Folgerung angegebenen Geraden nach dem Zusatz als die
Schnitte mit den anderen vier von diesen Geraden aufgespannten Ebenen. [J

1.4 Saccherische Vierecke, Abstandslinien und
die Funktion II

In der absoluten Geolletrieinennt man ein Vierecke ABC D mit rechten Winkel
bei A und B sowie AD = BC nach dem italienischen Mathematiker G. Saccheri
(1667 - 1733) Saccherische Vierecke.

Definition 1.3 Ein Viereck pgrs (p,q,r,s € H?) mit
_ . __ __ ™ _
(s, p.p9)| = [+(@P. ¢, q7)| = 5 und ps=qr
heiit ein Saccherisches Viereck.
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Wihrend in der euklidische Ebene jedes Saccherische Viereck ein Rechteck ist,
gilt in der hyperbolischen Geometrie:

Satz 1.10 Sind v und § die Griflen der Innenwinkel bei r und s eines Sacche-
rischen Vierecks pqrs mit den rechten Winkeln bei p und q, dann gilt v =6 < 3.

Abb. 19

Folgerung: Es gibt keine Rechtecke in H?.

Beweis. Es sei m der Mittelpunkt des Grohyperbelbogens pg, dann erhalten wir
nach dem Kongruenzsatz sws fiir Dreiecke zunéchst mps = mgqr, also mr = ms
und % (p, s,m) = <(g,r,m). Mit (1.2) folgt noch % (m, s,r) = % (m,r,s). Insge-
samt haben wir also 0 = | (p, s,m)|+ | (m, s, )| = |5 (q,r,m)|+ |L(m,r,s)| =
5.

Nach dem Satz iiber die Innenwinkelsumme von hyperbolischen Dreiecken gilt
auflerdem

2.7 < |s(pg )+ [%(g,p,8)[ +v+6
= 7+v+6.

Damit haben wir v +4d <7 also vy =9 < 7. O

Bemerkung In der Literatur wird fiir die Gleichheit v = 0 oft ein kiirzerer Be-
weis vermdge der Spiegelung an der Mittelsenkrechten der Strecke pq angegeben.
Dies setzt aber entsprechende Kenntnisse tiber die Menge der hyperbolischen Iso-
metrien, also iber die Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene voraus. Wir
werden solche Aussagen im Abschnitt 2 herleiten und beweisen.

Als Abstand dj,(p,G) eines Punktes p von einer GroBlhyperbel G bezeichnen
wir {iblicherweise, den hyperbolischen Abstand dp,(p, q), wenn ¢ € G der Schnitt-
punkt des Lotes von p auf G mit G ist.
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Definition 1.4 Eine Punktmenge A heifit Abstandslinie zur Geraden G ge-
nau dann, wenn dj(p, G) = dp(q, G) fiir alle Punkte p,q € A gilt und wenn A
ganz auf einer Seite von G liegt.

Abb. 20

Als Folgerung aus dem Satz (1.10) erhalten wir sofort, dass Abstandslinien in
der hyperbolischen Geometrie keine Geraden sind.

Satz 1.11 Sind p,q,r drei verschiedene Punkte einer Abstandslinie zur Gera-
den G, dann sind p,q,r nicht kollinear. Umgekehrt folgt fiir eine Gerade H aus
G # H, dass H keine Abstandslinie zu G ist.

Beweis. Bezeichnen wir die Fulpunkte der Lotgeraden von p, ¢ und r auf G mit
p',¢" und r’, dann sind p'q’qp, p'r’'rp und ¢'r'rq drei Saccherische Vierecke. Die
drei Punkte p’, ¢’, 7’ sind nach (1.7) paarweise verschieden.

O.B.d.A. sei ¢’ € (p'r’).

Abb. 21
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Nach (1.10) erhalten wir die Kongruenz der vier spitzen Winkel < (p/,p,q),
I1(p,q,q"), <(r',r,q) und %(r,q,q") und folglich |%(p,q,q¢')| + |<(r,q,¢)| < 7.
O

Aus der euklidischen Geometrie kennen wir den Satz iiber die Kongruenz von
Stufen- bzw. Wechselwinkeln an geschnittenen Parallelen. In H? kénnen zwar
solche Kongruenzen ebenfalls auftreten, ein entsprechender Satz 148t sich aber
nicht beweisen.

Ist etwa pgrs ein Saccherisches Viereck, dann sind die Geraden G := G5 und
G’ := Gy, parallel, den ein gemeinsamer Schnittpunkt  wiirde ein Dreieck pgx
mit einer Innenwinkelsumme > 2 - 7 liefern.

Hier sind nun alle Stufenwinkel und Wechselwinkel an der schneidenden Geraden
durch p und ¢ rechte Winkel, also sé@mtlich untereinander kongruent. Dagegen
gilt an der G und G’ schneidenden Geraden durch r und s fiir die Stufenwinkel
bei r und s mit s € (rs’)

|<I(p7878/| =T = |<}:(p7877n| =T = ‘q(quv 8)‘ > ‘q(quﬂs)‘

Abb. 22

Nach dem Satz (1.9) wissen wir, dass zu jeder Geraden G durch jeden nicht
auf dieser Geraden liegenden Punkt P genau zwei mit G unverbindbare, also
randparallele Geraden existieren. Und nach der Folgerung zum Satz gibt es zu
zwei schneidenden Geraden G und H in jedem der vier von diesen gebildeten
Winkelrdumen genau eine mit beiden unverbindbare Gerade.

Wir verwenden diese Aussagen, um wie folgt eine Funktion
™

5)

IT: (0,00) — (O, 5

zu definieren.

Definition 1.5 Fiir eine Gerade G und einen Punkt p(¢ G) sei a := dp(p, G)
und Hy, H> seien die beiden mit G unverbindbaren Geraden durch p. Ist nun «
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die Grofle des Winkels zwischen H; und Hs, in dessen Winkelraum die Gerade
G liegt, dann setzen wir

() = 5

Um uns zu iiberzeugen, dass es sich bei II tatsidchlich um eine Funktion handelt,
miissen wir zeigen, dass aus aus a = d(p, G) = dp (¢, H) = b auch TI(a) = II(d)
folgt.

Aus dem Kurs Elementargeometrie wissen wir, dass es hyperbolische Isometrien
©1, 2 mit p1(p) = w2(q) = e1 gibt. Sind nun p’ und ¢’ die Lotfulpunkte von p
bzw. g auf G bzw. H, dann gilt wegen a = b jetzt

du(e1(p), p1(0")) = dnlp2(q), p2(d))-

Somit finden wir sogar eine euklidische Drehung p um die e;—Achse mit
p(p2(¢")) = ¢1(p'). Da nun die Lotgeraden von e; = ¢1(p) = wa2(q) auf die
Geraden ¢1(G) und p(p2(H)) identisch sind, gilt nach (1.7) sogar

01(G) = p(p2(H)).

Nun sind auch die beiden Randparallelen zu dieser Geraden identisch und damit
deren Schnittwinkel. Da Winkelgréflen und die Eigenschaft der Unverbindbar-
keit von Geraden bei hyperbolischen Isometrien invariant sind, folgt hieraus
I(a) = TI(b).

Eine weitreichende Konsequenz, durch die sich hyperbolische Geometrie signi-
fikant von euklidischer Geometrie unterscheidet, liefert folgende Uberlegung.
Nach der oben zitierten Folgerung zum Satz (1.9) ist die Funktion II sogar um-
kehrbar. Wir konnen also jeder Winkelgrofle zwischen 0 und 7 eindeutig eine
reelle Zahl zuordnen.

Auf diese Weise kann in der hyperbolischen Geometrie nicht nur ein Einheits-
winkel sondern auch eine FEinheitsstreckenldnge innermathematisch definiert
werden.

Definition 1.6 Es sei e diejehnige reelle Zahl, fiir die II(e) = T gilt

Abb. 23
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1.5 Anhang: Zur Axiomatik der hyperbolischen
Geometrie

Um aus einer axiomatischen Charakterisierung der euklidischen Geometrie eine
entsprechende Beschreibung der hyperbolischen Geometrie zu erhalten, ist ledig-
lich das euklidische Parallelenaxiom (P) durch seine Negation zu ersetzen.(vgl.
Abschnitt 1.3)) Unser Modell H? stellt ein Modell des derart abgewandelten
Axiomensystems dar.

Verzichtet man in einem Axiomensystem der euklidischen Geometrie auf die
Forderung von (P) (und natiirlich auch auf dessen Negation), dann ergibt sich
eine Charakterisierung der oben bereits erwdhnten absoluten Geometrie.

Beachtet man die oben bewiesenen Sétze der hyperbolischen Geometrie und
vergleicht die Aussagen mit entsprechenden Kenntnissen aus der euklidischen
(Schul-)Geometrie, dann ergeben sich folgende logische Aquivalenzen.

Satz 1.12 Auf der Grundlage eines Aziomensystems der absoluten Geometrie
sind folgende Aussagen dquivalent:

(PA) Es gilt das euklidische Parallelenaziom (P).

(WS) Die Summe der Innenwinkelgréfien in einem Dreieck ist gleich .

(DD) Fir den Defekt § eines Dreiecks gilt stets 6 = 0.

(AW) Die Grifle eines Auflenwinkels eines Dreiecks ist gleich der Summe der
Grdfen der beiden nichtanliegenden Innenwinkel.

(WW) Es gibt nichtkongruente Dreiecke, die in allen drei Innenwinkelgrifien
tbereinstimmen.

(SV) Jedes Saccherische Viereck ist ein Rechteck.
(RE) Es gibt ein Rechteck.

(PG) Die Parallelitit von Geraden ist eine Aquivalenzrelation auf der Geraden-
menge.

(AL) Abstandslinien sind Geraden.
(UV) Es gibt keine unverbindbaren Geraden.

(SW) Beim Schnitt zweier Geraden G, H mit einer dritten Geraden entstehen
kongruente Stufen- bzw. Wechselwinkel genau dann, wenn G und H par-
allele Geraden sind.

Die Liste solcher zu (P) #dquivalenten Sétze liefle sich weiter fortsetzen, etwa
durch Aussagen iiber spezielle Bewegungen, also iiber die Isometrien dieser me-
trischen Geometrie. Im Umkehrschlufl sind nun alle Negationen der obigen Aus-
sagen #quivalent zur Negation (~P) des euklidischen Parallelenaxioms.
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(~P) Es gibt Geraden G, Hy, Hy und einen Punkt P mit P € Hy, Hs || G und
H, # Hs.

Diese Aussage und die Negationen der Aussagen aus (1.12) sind damit Sitze
der hyperbolischen Geometrie. Eine detailliertere Darstellung der logischen Zu-
sammenhinge und ausfiirliche Beweise auf axiomatischer Basis findet man in
[5] und [6].



Kapitel 2

Die Isometriegruppe B5j,(2)

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene,
also die Gruppe der hyperbolischen Isometrien. Diese Abbildungen sind gerade die
Einschrénkungen der zeitorientierungserhaltenden Lorentztransformationen des R?® auf
H?. Es werden Erzeugendensysteme dieser Gruppe, einige ihrer Untergruppen und
schlieBlich affine Deutungen der einzelnen Isometrien angegeben.

2.1 Lorentzorthogonale Matrizen

Als hyperbolische Isometrien wurden diejehnigen Abbildungen ¢ : H? — H?
definiert, bei denen der hyperbolische Abstand dj(z,y) invariant ist. Hinrei-
chend hierfiir ist wegen cosh(dy(x,y)) = — (=, y)) die Invarianz des Minkowski-
Produkts im R3. Dies trifft insbesondere fiir alle Lorentztransformationen zu.
Die Teilmenge der zeitorientierungserhaltenden Lorentztransformationen, die in
[1] mit LT(3) bezeichnet wurde, bildet iiberdies die Teilmenge H? des R3 auf
sich ab.

Wir zeigen spéter, dass die hyperbolischen Isometrien genau die Einschrankun-
gen dieser Abbildungen auf H? sind. Wir bezeichnen mit By, (2) die Menge der
hyperbolischen Isometrien auf H?. In [1, Beispiel 1.5.8] wurde bereits gezeigt,
dass die Inclusion

{®/m2l0 € L1(3)} C Bu(2)
gilt.

Die 3 x 3-Matrizen A = (a;x) der Abbildungen aus £'(3) sind die sogenannten
lorentzorthogonalen Matrizen mit A(I,) C I, das heift, es gilt J = ATJA
bzw. A~' = JAT.J und ay; > 0. Hier bezeichnet I, die Menge der zeitartigen
Vektoren mit positiver z;-Koordinate(vgl. Abschnitt 1.4 in [1]).

27
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Wie in der linearen Algebra oft iiblich identifizieren wir im folgenden die Abbil-
dungen mit ihren Abbildungsmatrizen, also

LT3):={A=(an) | J=ATJA N A(Iy) C 1.}
Wie fiir alle Lorentztransformationen gilt detA = +1 fiir A € £7(3).

Satz 2.1 Die Menge L1(3) bildet mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe,
eine Untergruppe der Gruppe aller Lorentztransformatioen.

Zusatz: Die Teilmenge L17(3) := {A € L1(3) | detA = 1} ist eine Untergrup-
pe vom Index 2, die Untergruppe der etgentlichen zeiorientierungserhaltenden
Lorentztransformationen.

Beweis. Die Behauptung des Satzes entspricht dem Korollar 1.4.18 in [1].

Die Untergruppeneigenschaft der Menge £1(3) ist trivial. Schlielich gilt fiir
jedes S € £1(3) \ £T(3) die Gleichheit £1(3) = LT (3) U S - LT1(3), denn aus
B e £1(3)\ LT*(3) folgt SB € £1*(3) und damit B € S - LT(3). O

Als spezielle Matrizen aus £17(3) kennen wir bereits die Matrizen der euklidi-
schen Drehungen um die e;-Achse

1 0 0
Di(t)=| 0 cost —sint |,
0 sint cost
und die Boostmatrizen

cosht 0 sinht
Bs(t) = 0 1 0
sinht 0 cosht

und
cosht sinht 0

Bs(t) = | sinht cosht 0
0 0 1

Wir zeigen nun, dass sich jede Matrix aus £7+(3) als ein Produkt aus solchen
speziellen Matrizen schreiben 14£3t.

Satz 2.2 Fiir jede Matriz A aus LT+ (3) gibt es Zahlen t1,ta,t3 € R mit
A = Di(t) - Ba(t2) - Bs(ts)

Beweis. Es sei

e LT (3).

b
1
e e
>0 o
s
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Insbesondere gilt also a > 0. Wir multiplizieren mit einer Boostmatrix Bs(t)
und erhalten

acosht + bsinht asinht+ bcosht ¢

A=A Bs(t) = d’ e f

g h 1
Wir wissen nach (2.1) gilt wieder @’ = acosht + bsinht > 0. Ferner wire b’ =
asinht+bcosht = 0 genau dann, wenn tanht = —2 gilt. Wegen —a®+b?+¢* =

—1 wissen wir, dass |a| > [b] gilt. Wir haben also | — 2| < 1. Somit kénnen wir
t3 :=t fiir B3 so wihlen, dass V' = 0 gilt.

Analog erhalten wir nach Multiplikation mit Ba(t)

a’ cosht +csinht 0 a'sinht+ ccosht
AN =A- B3(t3) . Bg(t) =

Wie eben kann t = t5 so gewiihlt werden, dass auch ¢/ = @’ sinht¢ + ccosht = 0
gilt.

Da die enstandene Produktmatrix A” natiirlich ebenfalls lorentzorthogonal ist,
gilt bereits ¢” =1 und d” = ¢g"" = 0.

Wir multiplizieren nun noch mit einer Drehmatrix D;(¢) und erhalten

A" = A".Di(t) = A- Bs(t3) - Ba(ta) - D1(t)
1 0 0 1 0 0
= 0 ¢ f"| -0 cost —sint
0 n" i 0 sint cost
1 0 0
= 0 e’cost+ f’sint —e’sint+ [ cost
0 h/// Z'///

Wire nun bereits f” = 0, dann hiitte A” bereits die Form

1 0 0
A"=10 ¢ 0|,
0 hl/ il/

also wire ¢’ =4 = +1 und A" = 0.

Im Fall f” # 0 kann aber ¢t = t; so gewéhlt werden, dass cott; = ]‘}—l,l, und damit
f"" = 0 erreicht wird. Damit ist dann

1 0 0
A" =10 ¢ 0 | mit " =i"==1
0 0 Z'//l ’
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denn auch fiir diese Matrix gilt detA” = e’ - 7" = 1.

Falls nun e ="' = —1 gilt, wiire A”" = Dy (7). In diesem Fall wiirden wir im
letzten Schritt mit D (¢t + 7) statt mit D;(¢; + 7) multiplizieren um A" = E
zu erhalten.

Nach Multiplikation mit den inversen Matrizen erhalten wir schliellich
A= (Di(t1))™" - (Ba(t2)) ™" - (Ba(ts)) " = Di(—t1) - Ba(—t2) - Ba(—t3)
womit der Satz bewiesen ist. O

Nach dem Zusatz zu (2.1) erhalten alle Matrizen aus £7(3) mit negativer De-
terminante, wenn wir zusétzlich noch mit

1 0 0
Sis=10 -1 0] eL’3),
0 0 1

der Spiegelung an der e; — e3—Ebene multiplizieren.

Damit folgt dann das

Korollar 2.3 Die Mengen
ET:={Di(t) | t e RFU{By(t) | t e R}U{Bs(t) | t € R}
bzw.
E:=ETU{S13}
sind Erzeugendensysteme der Gruppen L1 (3) baw. L1(3).

2.2 Translationen

Wir kennen die Matrizen des Typs D;(t) bereits als Abbildungsmatrizen eukli-
discher Drehungen des R? um die e; —Achse. Dementsprechend bewirkt auch
Dy (t)/p> eine Drehung in H? um den Punkt e!. Wir wollen nun auch die an-
deren Elemente des Erzeugendensystems £ als affine Abbildungen des R? und
insbesondere deren Wirkung auf H? niher untersuchen.

Fiir die Boostmatrizen By(t) mit ¢ # 0 erhalten wir aus dem Ansatz By (t)x = x
die jeweils dquivalenten Gleichungssysteme

xpcosht + z3sinht = x4
ro = X2
rqsinht + x3cosht = x3

bzw.

x1(cosht — 1) + xzgsinht =
xysinht + x3(cosht — 1) =



2.2. TRANSLATIONEN 31

Deren Losungsmenge ist die xo—Achse. Man nennt By(t) eine hyperbolische
Drehung um diese Achse.

Bemerkung: Die Rechtfertigung des Begriffs ,Hyperbolische Drehung“ ergibt
sich aus der Tatsache, dass die Bahnen der Punkte bei solchen Drehungen Hy-
perbelbdgen, also Teile der Kreise der minkowskischen Geometrie sind.

Eine Deutung des Arguments t in Ba(t) erhdlt man wie folgt:

Man betrachtet den Punkt

0 sinht
P=10 und dessen Bildpunkt @ = By(P) = 0
1 cosht

in der r1 — x3-Ebene.

cosh(t)

)

N+

Abb. 24

Fiir die Fliche zwischen der Geraden durch O und Q, der xy-Achse und der
Hyperbel 3 — x3 = 1 ergibt sich mit R = (cosht,0,0)T

cosht

F = FOQR_ \/$2—1d{IJ

1

htsinht 1 ‘
= O D@V — 1 Arcosha)) P
hisinht 1
= N [(coshtsinht —t) — 0 — 0]
9 2
_t
)

Der ,Drehwinkel® t ist also ein Maf fir die von dem Ortsvektor des Punktes
P bei der Abbildung (hyp. Drehung) auf Q ,iberstrichene“ Fliche.
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Nun zuriick zur Abbildung Bs(t). Da kein Punkt der zo—Achse zu H? gehort,
besitzt die hyperbolische Isometrie Ba(t), g2 keine Fixpunkte.
Die GrofShyperbel

Gi13 ={c(t) | c(t) = e cosht + egsinh t;t € R}

in der #; —x3— Ebene ist allerdings eine Fixgerade. Wir unterpretieren By (t) /5>
als eine Verschiebung der hyperbolischen Ebene lings G13. Ein Punkt p aufler-
halb dieser Grolhyperbel wird auf einer Abstandslinie zu Gi3 ,,verschoben*.
Fir die Matrizen Bs(t) gelten analoge Aussagen.

Solche Isometrien B(t), g2 mit det B(t) = 1, die eine GroBhyperbel als Fixgera-
de aber keine Fixpunkte haben, nennen wir im folgenden Translationen der
hyperbolischen Ebene H2.

Auf Grund der Additionstheoreme fiir die hyperbolischen Funktionen wurde in
der Elementargeometrie bereits bewiesen, dass

Bg(t) o Bg(t/) = Bg(t + t/) und B3(t) o Bg(t/) = B3(t + t,)
gilt. AuBerdem ist B2(0) = B3(0) = E und (B;(t))~* = B;(—t) fiir i = 1,2.

Satz 2.4 Die Mengen {Ba(t),p|t € R} und {Bs3(t),g2|t € R} bilden Unter-
guppen von Translationen lings G13 bzw. lings G1a der Isometriegruppe Bp,(2).

Bezeichnen wir mit D; die Menge der auf H? eingeschrinkten Drehungen um
die z1-Achse und mit

T3 := {Bz(t)/H2|t S R} bzw. Ti5:= {Bd(t)/H2|t € R}

die oben angegebenen Translationsmengen, dann erzeugen deren Vereiniguns-
mengen bereits transitive Gruppen auf H2.

Satz 2.5 Die Gruppen
<Dy UTq3 > und <Dy UTe >

sind transitive Untergruppen hyperbolischer Isometrien auf H?.

Beweis. Wir beweisen die erste Aussage. Es ist

1 0 0 cosht 0 sinht
Di(—t)oBa(t') = [0 cost sint |o 0 1 0
0 —sint cost sinht 0 cosht’
cosht/ 0 sinh ¢/

= sinht’sint cost cosht sint
sinht' cost —sint cosht’ cost
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Fiir das Bild von ey ergibt sich

cosh t/
sinht'sint
sinht’ cost

D1 (—t) o BQ (t/)

OO =
Il

Die Bahn von e; unter diesen Abbildungen ist also ganz H?, insbesondere er-
halten wir bei festem ¢’ einen euklidischen Kreis in der Ebene z; = cosh#’ und
bei festem ¢ die Groflhyperbel {c(t') = cosht’e; +xsinh¢'[t’ € R} mit dem Tan-
gentenvektor z = (0,sint,cost)T. O

1

Abb. 25

Bemerkung: Die Abbildung (t,t') — Di(—t) o Ba(t')ey ist analog zur entspre-
chenden Darstellung der Kugel im R? eine Parameterdarstellung der Fliche H?
in hyperbolischen Polarkoordinaten.

Nach unseren Kenntnissen der euklidischen Geometrie bilden alle Translationen
der Ebene (bzw. des Raumes) eine Untergruppe der Bewegungsgruppe. Fiir die
hyperbolische Geometrie gilt diese Aussage nicht mehr. Man kann zeigen, dass
die Nacheinanderausfithrung zweier Translationen lings verschiedener Grof3hy-
perbeln G und H genau dann wieder eine Translation ist, wenn G und H sich
in einem Punkt schneiden.

Beispiel: Wir betrachten die Abbildung
0:H?> — H? p— o(p) :== Bg(t)/H2 o Bg(t)/Hz(p).
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Es ist
cosht 0 sinht cosht sinht 0 cosh? ¢ coshtsinh¢ sinht
0 1 0 of| sinht cosht 0 | = sinh ¢ cosht 0
sinht 0 cosht 0 0 1 sinh ¢ cosh ¢ sinh? ¢ cosht

wonach fiir die Bestimmung der Fixpunkte das folgende homogene Gleichungs-
system zu l6sen ist.

x1(cos®t — 1) + xo coshtsinht + x3sinht =
21 sinht 4+ 2o (cosht — 1)
xysinhtcosht + xysinh®t + x3(cosht — 1) =

I
o o o

Als Fisxpunktmenge erhalten wir die die Gerade durch O mit dem Richtungs-
vektor

cosht—1
sinh ¢
v = -1 ,
1
der wegen
cosht — 1, cosht —1 cosht +3
(Y 44l = () 42="""T" 5
( sinh ¢ J it (cosht+1)+ cosht+1

ein raumartiger Vektor ist. Er ist Stellungsvektor der Ebene

cosht —1

E:
sinh ¢

“x1 —x2+ a3 =0,
die nach (1.8) eine GroShyperbel G’ = E’ N H? erzeugt. Mit v ist aber auch Jv
ein raumartiger Vektor und demzufolge ist auch G* = E* N H? mit

N cosht —1
E* W~x1—x2+x3—0,
eine Groflhyperbel. Da v zu allen Vektoren aus E* minkowskiorthogonal ist,
gilt o(E*) = E* baw. o(G*) = G*, also ist ¢ eine Translation lings G*.

Man sieht bereits an diesem einfachen Beispiel, dass der vollstéandige Beweis der
obigen Behauptungen iiber Produkte von Translationen in unserem Modell einen
erheblichen Rechenaufwand erfordern wiirde, denn wir miifiten solche Produkte
auch fiir parallele und unverbindbare Grolhyperbeln untersuchen.

Wir werden spéter sehen, dass in anderen Modellen manche dieser Aussagen
leichter einzusehen sind. Umgekehrt ist aber in anderen Modellen zum Beispiel
die Beschreibung der Metrik, also des hyperbolischen Abstands, mit wesentlich
mehr Aufwand verbunden.

Die Rechnungen zum obigen Beispiel zeigen aber andererseits, wie man nun
umgekehrt zu jeder GroBhyperbel G die Translationsgruppe lings G angeben
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kann.

Es sei G = EN H?, wobei E die Ebene ax + by 4+ cz = 0 ist. Der raumartige
Einheitsvektor

1 —a

ist dann minkowskiorthogonal zu E. Wir suchen die zeitorientierungserhalten-
den Lorentztransformationen, die die Gerade g mit diesem Richtungsvektor als
Fixpunktreihe besitzen.

Dazu bestimmen wir zunichst eine Abbildung D € £(3), die ey auf v abbil-
det. Man nehme etwa die Drehung D;(¢;) die v in die &1 — 22—Ebene dreht,
also v := D;(t1)(v), und bestimmt dann wie im Beweis von (2.2) ein ¢’ so,
dass B3(t')(v') = ey gilt. Fiir D := B3(¥') o D1(t1) gilt dann D(v) = eg und
D e L1(3).

Wir setzen B*(t) := D o By(t) o D™! und erhalten
B*(v) = D' 0 By(t) o D(v) = D o By(t)(e2) = D™ (ea) = v.
Damit ist jeder Punkt von ¢ ein Fixpunkt von B*. Andererseits gilt
(BHYTJB* = (D 'ByD)'JD 'ByD

= (JDTJBy,D)'JJIDTJByD
= D'BIJDJJJIDTJB,D
= D'BYJDJDTJByD
= D'BIJB,D=D"JD =.

Also sind {B*(t)|t € R} zeitorientierungserhaltende lorentzorthogonale Matri-

zen. Die zugehorigen Transformationen haben die Grohyperbel G als Fixgera-
de, besitzen aber keine Fixpunkte in H2. Es sind die Translationen lings G.

Satz 2.6 Zu jeder Grofihyperbel G C H? existiert eine auf der Punktmenge von
G einfach transitive Gruppe von Translationen lings G.

2.3 Geradenspiegelungen

Die am einfachsten zu realisierenden Spiegelungen an Groflhyperbeln erhalten
wir als FEinschrankungen der euklidischen Spiegelungen

1 0 O 1 0 0
513 = 0 -1 0 und 512 = 0 1 0
0 0 1 0 0 -1

an entsprechenden Koordinatenebenen auf H2.
Offensichtlich gilt Si3,S12 € £(3) und die Einschréankungen S1;/52 € Bp(2)
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kénnen als Spiegelungen von H? an den GroBhyperbeln
G1; = {c(t)|c(t) = coshte; + sinhte;;t € R}

gedeutet werden.

Entsprechend erhalten wir Spiegelungen dieser Art an allen Grohyperbeln
durch ey als Verkniipfung von S1; mit den Drehungen D1 (¢). So ist etwa

1 0 O 1 0 0 1 0 0
Sa(t) :=S120D1(() =10 1 0 |of O cost —sint | =0 cost —sint
0 0 -1 0 sint cost 0 —sint —cost

sint
cost—1

fiir ¢ # 0 die euklidische Spiegelung an der Ebene z5 = g und fiir t =0

gﬂt Sg(t) = 512.
Nach diesem Vorbild setzen wir jetzt
cosht 0 sinht

S;(t) = 512 ¢} Bg(t) = 0 1 0
—sinht 0 —cosht

und
cosht sinht 0
S3(t) :== S130Bs(t) = | —sinht —cosht 0
0 0 1

Auch diese affinen Transformationen haben gewisse Eigenschaften von ,Ebe-
nenspiegelungen“. Es sind sogenannte Schragspiegelungen an Ebenen. Die
Schrigspiegelungen des R? erzeugen eine Gruppe inhaltstreuer affiner Abbil-
dungen. In der affinen Geometrie existieren solche Abbildungen an jeder Ebene
und zu jeder nicht zur Ebene parallelen Richtung als Spiegelungsrichtung. Die
euklidischen Spiegelungen ordnen sich hier als Sonderfall (Orthogonalspiegelun-
gen) ein. In unserem Fall wird die Spiegelungsrichtung durch das minkowskior-
thogonale Komplement bestimmt.

Hilfssatz 2.7 Fiir die Lorentztransformationen S;(t) : R — R? gilt:

a) det(S;(t)) = —1, d.h. S;(t) € LT(3)\ LT (3).
b) S(t) o Sf(t) =1, die Abbildungen sind fir t # 0 involutorisch.

¢) Die Menge der Fizpunkte von S} (t) ist eine Ebene E durch o, die H? in
einer GrofShyperbel schneidet.

d) Firz # x' = S} (t)z ist die Gerade g,,» minkowskiorthogonal 2u E und
der Mittelpunkt der Strecke xx' liegt in E.
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Beweis. a) ist trivial.
b) Ist ¢t # 0, dann gilt S (t) # 1 aber wegen cosh? t—sinh? ¢ = 1 gilt (S (¢))? = 1.
c)Der Ansatz S5(t)(z) = z liefert das Gleichungssystem

x1(cosht — 1) + z3sinht = 0
—xysinht 4+ x3(—cosht —1) = 0

mit der Ebene (cosht — 1)x; + sinhtxzg = 0 fir ¢ # 0 bzw. mit der Ebene
x3 = 0 fiir t = 0 als Losungsmenge. Alle Punkte dieser Ebenen sind Fixpunkte
der Lorentztransformation S5 (t).

Der Stellungsvektor dieser Ebenen ist wegen

—1+2cosht — cosh? t +sinh?t = 2(cosht — 1) > 0

fiir t # 0 stets raumartig. Nach (1.8) ist ¢) fiir S35 vollstéindig bewiesen. Vollig
analog zegt man c) fiir So.

d) Es sei af := S3(t)z. Dann erhalten wir fiir

x1 (cosht — 1) 4+ x3 sinh ¢ 0
¢ —x= 0 und die Vektoren y := | 1 | und
—x7 sinht — x5 (cosht + 1) 0
—sinht
z= 0 der Fixpunktebene
(cosht —1)

(o' —2,y) = (¢’ —z,2) = 0.
Und da auch
(1 (cosht + 1) + 3 sinht)(cosht — 1) + (=1 sinht — x5 (cosht — 1)) sinht =0
gilt, erfiillt auch

1 (cosht + 1) + x3 sinht
m = 5(96/—’_3;): To
—x7 sinht — a3 (cosht — 1)
die Gleichung x;(cosht — 1) + xzzsinht = 0 der Fixpunktebene. O

Die Einschrinkungen o dieser Schriigspiegelungen auf H? sind die Spiegelun-
gen an GrofShyperbeln der hyperbolischen Ebene.

Der Hilfssatz (2.7) zeigt auch, wie man zu jeder GroBhyperbel aus H? die ent-
sprechende Spiegelung angeben kann.

Satz 2.8 Zu jeder Grofhyperbel G C H? existiert genau eine Spiegelung an og.
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Beweis. Ist G, die von der Ebene E erzeugte GroShyperbel, also G = E N H?,
dann ist deren Stellungsvektor v und der zu E minkowskiorthogonale Vektor
Jv raumartig. Es sei nun ¢ : R — R3 die durch die Eigenschaft d) aus (2.7)
definierte Schriagspiegelung an E in Richtung von Jv.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢, g2 eine hyperbolische Isometrie ist. Sind p und ¢
zwei Punkte aus H?, dann zerlegen wir p und ¢ in Komponenten

p=p1+p2, ¢=q+q mit p,gg€E und pz,q | Ju.

Damit gilt dann

(o), e(@) = (elpr+p2), (a1 +a2))
= {p1—p2q1 — q2))
{(p1, 1)) + (—p2, —q2))
(p1, @) + (P2, ¢2))
= ((p1+p2q1 +q2)

(p,q)

Auflerdem ist wegen

(o), o(p)) = (p1,p1) + (=p2, =p2)) = (P1,p1) + (P2, p2)) = (p,p) = 1
auch p(H?) = H?, also ist 0g = ¢/ p2.
U

Fiir die Verkniipfungen zweier solcher Spiegelungen an G und H erhalten wir
in Abhéngigkeit von der Lagerelation zwischen G und H unterschiedliche resul-
tierende Isometrien.

Beispiel: Das Produkt

cosht 0 sinht cosht’ 0 sinh#
Sy(t)o S5(t) = 0 1 0 o 0 1 0
—sinht 0 —cosht —sinht 0 —cosht
cosh(t' —t) 0 sinh(t' —1)
= 0 1 0 = Bo(t' — t)

sinh(’ —¢t) 0 cosh(t’ —1t)

ist offenbar wieder eine hyperbolische Drehung. Die beiden GroBhyperbeln, an
denen hier gespiegelt wurde sind parallel und haben mit der Grohyperbel L in
der 21 — z3—Ebene ein gemeinsame Lot. In H? erzeugen diese beiden Spiege-
lungen also eine Translation ldngs L.

Vollig analog erhélt man auch S5(¢)0S5(¢') = Bs(t'—t), und fiir die euklidischen
Spiegelungen gilt natiirlich

Sa(t) 0 So(t') = S3(t) 0 S3(t') = D1 (¥ —t).
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Beachten wir noch die Sonderfille

1 0 0 1 0 O
52(0) = S;(O) = 0 1 0 = 512 und 53(0) = S;(O) = 0 -1 0 = 513,
0 0 -1 0 0 1

dann gilt also fiir alle t € R

Di(t) = S2(0) 0 Sa(t) = S3(0) o S5(t),

By(t) = 55(0)055(),
und Bs(t) = S3(0)0 S5(t).

Damit gilt dann

Satz 2.9 Die folgenden Teilmengen von LT(3) sind von Spiegelungen erzeugte
Untergruppen:

a) D, =CyU SQ(O) oCi mit Cq := {Dl(t)|t S R}
b) DQ = BQ U S;(O) o B2 mit BQ = {Bg(t)‘t S R}
C) Ds:=BsU S;(O) o B3 mit B3 := {Bg(t)‘t S R}

Mit dem Korollar (2.3) aus 2.1 ergibt sich als

Folgerung. Die gesamte Gruppe L£'(3) ist eine von (Schriig-)Spiegelungen an
Ebenen durch O erzeugte Untergruppe von Lorentztransformationen, d.h., die
Gruppe By, (2) der hyperbolischen Isometrien von H? ist eine von Spiegelungen
an GroBhyperbeln erzeugte Gruppe.

2.4 Drehungen und Grenzdrehungen

Die im Satz (2.9) unter a) definierte Gruppe C} ist die von den Matrizen des
Typs D1(t) erzeugte euklidische Drehgruppe. Die Bahn eines Punktes p # e;
unter der von diesen Drehungen auf H? erzeugten Gruppe, der Abstandskreis
um eq, ist ein zur o — x3—Ebene paralleler euklidischer Kreis durch p.
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N
l

)
Abb. 26

Satz 2.10 Die hyperbolischen Isometrien {D1(t),g=|t € R} bilden eine Unter-
gruppe von Drehungen um ey von By (2).

Fiir sich in einem Punkt p schneidende Grof3hyperbeln G und H liefert das Pro-
dukt der Spiegelungen eine Isometrie mit genau einem Fixpunkt, dem Schnitt-
punkt p, denn ein weiterer von p verschiedener Fixpunkt g wiirde zunéchst
q € G, H und damit nach Is bereits G = H bedeuten.

Die Bahn eines Punktes ¢ € H? \ {p} in H? unter der von diesem Spiegelungs-
produkt p := og ooy erzeugten Gruppe liegt wieder auf dem Abstandskreis um
p durch ¢. Die Abbildung p : H?> — H? ist eine Drehung um p.

Beispiel: Es sei

cosht 0 sinht 1 0 O
B(t) :== S55(t) 0 S5(0) = 0 1 0 ol 0 -1 0
—sinht 0 —cosht 0 0 1
cosht 0 sinh ¢
= 0 -1 0

—sinht 0 —cosht

Die Matrix B(t) — I hat den Rang 2, der Losungsraum von B(t)r = x ist die
Gerade Rp fiir

sinh ¢
[cosht — 1 I—cosht
1

Hier ist p der Schnittpunkt der GroBhyperbeln, deren Spiegelungen durch S5 ()
und S5(0) gegeben sind.
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Kommen wir nun zum Fall unverbindbarer Geraden. Sind G und H zwei solche
Groflhyperbeln, dann kann o ooy keinen Fixpunkt besitzen, denn dann miifite
auch o¢(p) = op(p) und somit p € G, H oder G = H gelten.

Da Unverbindbarkeit auch ein gemeinsames Lot ausschlieflt, existiert auch keine
Groflhyperbel, die bei oG o oy ,,Fixgerade® ist. Die Bahn eines Punktes unter
der von og ooy erzeigten Gruppe liegt also weder auf einer Grolhyperbel, noch
auf einem Kreis.

In der hyperbolischen Geometrie nennt man solche Spiegelungsprodukte Grenz-
drehungen, und die Bahnen der Punkte liegen auf sogenannten Grenzkreisen.

Wir geben auch hierfiir ein Beispiel:

Die durch die Gleichungen x3 = 0 und x; — zo — x3 = 0 gegebenen Ebenen

E:={ei,es} und E':={e; +ea el +es)

erzeugen nach dem Zusatz zu (1.9) unverbindbare GroBhyperbeln in H?, da sie
sich in der Geraden R(e; + e3) schneiden. Die Spiegelungen an diesen Ebenen
sind durch

10 0 3 -2 =2
cg:=10 1 0 und op:i=12 -1 -2
0 0 -1 2 -2 -1

gegeben. Fiir die Matrix o/; kann dies etwa durch Rechnungen wie im Beweis
von (2.7) verifiziert werden.
Wir erhalten

3 -2 =2
opoog=1| 2 -1 =2
-2 2 1

Man rechnet leicht nach, dass tatséichlich nur die Punkte der Geraden R(e; +e2)
Fixpunkte dieser Abbildung sind. Andererseits liefert

3—-N -2 —2
det [ 2 —1-Xx -2 |=-(A-1)>
-2 2 11—\

den einzigen Eigenwert +1, es gibt also auch keine weiteren Fixgeraden bei
dieser affinen Transformation des R3.

2.5 Anhang

Wir beweisen abschlieflend, dass sdmtliche hyperbolische Isometrien der Ebene
durch die Einschréankungen der zeitorientierungserhaltenden Lorentztransforma-
tionen auf H? gegeben sind.
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Satz 2.11 Es ist By(2) = {®/u2|¢ € LT(3)}.

Beweis. Um den Satz zu beweisen bleibt zu zeigen, dass zu jeder hyperbolischen
Isometrie ¢ eine zeitorientierungserhaltende Lorentztransformation ® € L7(3)
mit ¢ = @,/ existiert.

1 Y1
Dazuseiz :=e; = | 0 | undy = | yo | € H? mit y, > 0. Mit ¢ bezeichnen
0 0
wir den hyperbolischen Abstand dj (x,y), also gilt coshec = — {(x,y)) = y1. We-
coshc
gen —1 = ((y,y) = —(y1)? + (y2)? erhalten wir y = | sinhc
0

Da wir dp(z,y) = dn(p(x), (y)) voraussetzen, kénnen wir fiir aus der Darstel-
lung

c(t) = coshtx’ +sinhtb mit  {2’,0) =0 und {b,b) =1
fiir den GroBhyperbelbogen von z’ := ¢(z) nach ¢y’ := (y) fiir y’ die Darstellung
y' = coshcx’ + sinh cb

entnehmen.
Ist nun A = (a;x) eine 3 x 3— Matrix mit Az = 2’ und By = 3/, dann haben
wir

a1 Ty
/
as1 = To
/
asy T3
und
cosh e a1 coshc+ ajasinhe aio
Ay=A | sinhc | = | ag1coshc+ azysinhc | = coshex’ +sinhe | ag
0 a3y cosh ¢ + ass sinh ¢ aso
a12 , b o’
Damit ist b= [ aqgy | = LEcoshcz
sinh ¢
as2
Die ersten beiden Spalten der gesuchten Matrix sind also durch 2’ und b gegeben.
a13 Tl xb
. . X .
Wir definieren v := | a93 | = —_J@xb) __ yynd erhalten eine lorentzorthogo-
[{(z xb,z" xb))|
ass

nale Matrix A = (a;;) = (2/,b,v), denn neben 1 = — (&', 2")) = (b, b)) = (v, v))
gilt wegen

(', J(x' x b)) = (2,2 xb) und (2, (2’ x b)) = (b,z’ xb)

auch (2/,b) = (2, v)) = {(b,v)) = 0. AuBerdem ist a;; = coshe > 0, die durch
A realisierte Abbildung ist somit auch zeitorientierungserhaltend.
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Ist nun z ein weiterer nicht auf der Grolhyperbel G durch z,y liegender Punkt,
dann sind auch ¢(z), 2’ und %’ nicht kollinear. Die Dreiecke ¢(z)z’y’ und
AzAxAy = Azz'y' sind kongruent. Falls Az und ¢(z) auf derselben Seite von
»(G) liegen, folgt Az = ¢(z) nach der Eindeutigkeit des Winkelantragens aus
dem Axiom K. Damit ist ¢(p) = Ap fiir alle p € H?.

Anderenfalls sei S die Abbildungsmatrix der Spiegelung an der GroShyperbel
©(@). In diesem Fall gilt dann ¢(p) = SAp. O
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Kapitel 3

Weitere Modelle der
hyperbolischen Geometrie

Die Begriindung der hyperbolischen Geometrie und damit die Lésung des zweitausend
Jahre alten Parallelenproblems erfolgte nahezu zeitgleich durch verschiedene Mathe-
matiker (C.F. Gau8}, N. Lobacevskij, J. Bolyai) des 19. Jahrhunderts. Zum Nachweis
der Widerspruchsfreiheit dieser neuen geometrischen Theorie, in der alle bekannten
Inzidenz, Anordnungs-, Kongruenz- und Vollstéandigkeitsaxiome und dazu die Nega-
tion des Parallelenaxioms gelten sollten, wurde damals und auch spéter verschiedene
Modelle innerhalb der euklidischen Geometrie entwickelt. Wegen des Bezugs zur eukli-
dischen Geometrie, der durch die Beschreibung der Modelle im R? bzw. im R? gegeben
ist, spricht man haufig von ,,relativer Widerspruchsfreiheit“ der nichteuklidischen Geo-
metrie.

3.1 Das Kleinsche Modell

Das nach Felix Klein (1849 - 1925) benannte Modell der hyperbolischen Ebene
besteht aus der Punktmenge einer offenen Kreisscheibe. Die Modellgeraden sind
hier die offenen Sehnen dieser Scheibe. Die bereits im Abschnitt 1.1 betrachtete
Zentralprojektion

Z:H*> =D mit D={(1,y2,y3) €ER®|y5+9y2 <1} und Z(glc):gci
1

liefert eine direkte Abbbildung der Punkte und Geraden des Modells H? auf
das Kleinsche Modell D.
Die Menge der Modellpunkte sls Teilmenge und die Modellgeraden als offene

Strecken einer euklisdischen Ebene erfiillen offensichtlich alle Inzidenzaxiome.
Die Anordnungsrelation ist lediglich eine Einschrinkung der entsprechenden

45
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euklidischen Relation auf die Teilmenge D. Damit sieht man auch leicht, dass
die entsprechenden Axiome gelten.

Wir haben uns auch schon an diesem Modell klargemacht, dass das euklidische
Parallelenaxiom P nicht gilt, denn hier sind zwei sich nicht schneidende Sehnen
der Kreisscheibe D stets parallele Modellgeraden.

Wir kommem nun zur Interpretation der Relationen ,,orthogonal“ und ,unver-
bindbar® im Kleinschen Modell und stellen dazu einige Begriffe und Aussagen
aus der euklidischen Kreisgeometrie bereit.

Definition 3.1 Ist k = k(M,r) cin Kreis mit dem Radis  um den Punkt M
und g eine Gerade die den Kreis in den Punkten P und @ schneidet aber nicht
durch M geht, dann heifit der Schnittpunkt X der Tangenten tp und ¢y an
diesen Kreis in den Punkten P und @) der Pol der Geraden g beziiglich k.
Wir schreiben X := poly(g).

Eine andere der Beschreibung der Polaritit beziiglich eines Kreises k liefert der
Kathetensatz der euklidischen Geometrie fiir rechtwinklige Dreiecke.

Hilfssatz 3.1 Ist gNk = {P,Q} fiir eine Gerade g und einen Kreis k = k(M,r)
mit M ¢ g, dann ist X der Pol von g beziiglich des Kreises k genau dann, wenn
fiir den Schnittpunkt S der zueinander senkrechten Strecken PQ und M X

35| - [MIX| = *
gilt.
Beweis. Da Tangenten im Beriihrungspunkt mit dem Kreis mit den jeweiligen

Radien rechte Winkel bilden, sind die Dreiecke M PX und M QX bei P bzw. Q
rechtwinklig. Nach dem Kathetensatz gilt dann die behauptete Gleichung.
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tp

Umgekehrt gilt diese Gleichung fiir einen Punkt X’ auf dem Lot von M auf
die Gerade g, dann sind die Dreieck M PX’ und M QX' rechtwinklig, also ist
X' = poli(g). O
Wir beweisen nun, dass die durch die Zentralprojektion Z in D induzierte Ortho-

gonalitiit L p durch die Polaritéit beziiglich k := 0D := {z |23 +2% = 1Az, = 1}
beschrieben werden kann.

Satz 3.2 Sind g und h zwei Sekanten des Kreises k = 0D = k(M,1) mit
M ¢ g, h , dann gilt

(gND)Lp(hN D)<= poli(g) €h

Gilt M € g oder M € h, dann sind die Modellgeraden (gUD) und (hUD) genau
dann orthogonal, wenn g und h euklidisch orthogonale Geraden sind.

Zusatz. Es gilt poli(g) € h genau dann, wenn auch poli(h) € g gilt.

Beweis. Die Modellgeraden des Kleinschen Modells sind Bilder von Grohyper-
beln unter der Projektion Z. Hier sei g N D = Z(G) und hN D = Z(H) fir
G = ENH? und H = FNH?2. Die Ebenen E bzw. F seien durch die Gleichungen
ary + bro + cx3 = 0 bzw. a’z1 + b'xo + 'x3 = 0 gegeben.
Durch eine Drehung D;(¢) kénnen wir nun noch erreichen, dass ¢/ = 0 und
a b <0 gilt.
Die Strecken g N D und h N D liegen dann auf den Geraden der Ebene x; = 1
mit den Gleichungen

/

bry = —cxs —a und b, =—d'.

Nach dem Hilfssatz 1.8 sind G und H genau dann orthogonal, wenn die
Stellungsvektoren der Ebene E und F minkowskiorthogonal sind, also wenn
—aa’ + by =0 gilt.
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a) Wir setzen M ¢ g, h voraus, dann gilt wegen 0 € E, F zunéchst a,a’ # 0 und
damit auch b’ # 0. Wir berechnen den Pol Q der Geraden h. Da h zur x3—Achse
parallel ist, liegt @ auf der zo—Achse. und nach dem Hilfssatz 3.1 gilt fiir seine
xo—Koordinate g = |M Q| die Gleichung

! a/

a
g - ,y|:q2.,y:r2:1_

zs3

Abb. 29

Der Punkt Q = (1, —(b'/a’),0)” liegt aber nun auf g genau dann, wenn
a+b-—b'/a")+c-0=0 alsowenn aa’ = bV

gilt. Damit ist die Behauptung fiir den Pol von h bewiesen, analog zeigt man
(mit ¢ = 0), dass auch polx(g) € h dquivalent zu GLH ist. Somit ist auch der
Zusatz bewiesen.

b) Nun sei M € h. In diesem Fall ist H die GroBhyperbel in der 23—Ebene mit
dem Stellungsvektor es. Alle zu G orthogonalen Grofhyperbeln liegen somit in
Ebenen, fiir deren Stellungsvektor v = (a,b,c)? dann b = 0 gilt.

Die Schnittgeraden solcher Ebenen mit der Ebene x; = 1 sind Parallelen zur
x9—Achse und damit euklidisch orthogonal zu h.
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' Z(H) M [T ﬁL x3

Abb. 30

Umgekehrt folgt aus g_Lh auch die Minkowskiorthogonalitdt der Ebenen E und
F bzw. der Grohyperbeln G und H. O

Nach dem Satz 3.2 kénnen wir nun die Konstruktion der Lotgeraden im Klein-
schen Modell mit Zirkel und Lineal ausfithren. Die Konstruktion der Tangenten
in den Endpunkten der Strecke PQ an den Kreis k liefert den Pol der Geraden
gpo und die Geraden h durch diesen Pol erzeugen genau die séimtlichen Lote
hN D auf gpg N D = (PQ).

Damit lassen sich nun einige Begriffe und Sachverhalte der ebenen hyperboli-
schen Geometrie sehr leicht veranschaulichen.

Beispiele:

1. Unverbindbare Geraden
Im Modell H? waren GroBhyperbeln unverbindbar, wenn der Schnitt der
erzeugenden Ebenen eine lichtartige Gerade war. Die Projektion Z bildet
diese Geraden auf die Punkte des Kreises k = 9D ab. In der Tat sind es
genau die Geraden, die sich auf dem Rand von D schneiden, deren Pole auf
einer gemeinsamen Tangente an k in diesem Punkt liegen. Diese Tangente
wire das einzige gemeinsame Lot.
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2. Eindeutigkeit der Lotgeraden zu zwei Parallelen
Sind gN' D und hN D zwei sich nicht schneidende Modellgeraden und sind
P und @ deren Pole, dann liefert die Verbindungsgerade gpg das einige
gemeinsame Lot gpg N D.
Geht eine der Geraden durch den Mittelpunkt M von D, also sei etwa
M € g, dann erhalten wir das eindeutig bestimmte gemeinsame Lot [
durch die euklidische Lotgerade zu g durch den Pol von h.

\ P
Phd S~

Pae S

. n
¢ D\
I
)
1
: M, I
1
[y
A}
.

. LY
.. .
~. __'

P

Abb. 32

3. Winkelsumme im Dreieck und Stufenwinkel
Wir wihlen Punkte P und @ symmetrisch beziiglich M, also auf einem
Durchmessser von D. Nach 3.2. sind die euklidischen Lote in P und @
auch Lote in diesem Modell. Wir betrachten ein euklidisches Rechteck
PQRS mit R,S € D. Nach 2. ist die Strecke gpg N D das einige
gemeinsame Lot auf gpg N D und ggr N D.

Abb. 33

Die Gerade ! durch den Pol von ggr und R zeigt, dass der Winkel bei
R im Viereck PQRS ein spitzer Winkel ist, denn diese liefert ein Lot
auf die Modellgerade durch @ und R. Analog gilt dies fiir den Winkel
bei S. Die Innenwinkelsumme im Viereck PQR.S ist somit kleiner als 27.
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Zerlegt man das Viereck durch die Diagonale PR in zwei Dreiecke, dann
hat mindestens eines dieser Dreiecke einen von Null verschiedenen Defekt.
Die beiden parallelen Modellgeraden gpg N D und [ N D erzeugen beim
Schnitt mit der Modellgeraden ggor N D inkongruente Stufenwinkel bzw.
Wechselwinkel bei @ und R.

4. Saccherisches Viereck

Um zu beweisen, dass das in 3. angegebene Viereck PQR.S sogar ein Sac-
cherisches Viereck ist, muss noch die Kongruenz von (QR) und (PS) ge-
zeigt werden.

Die Spiegelung o an der Mittellotebene zu PQ ist bekanntlich eine Ab-
bildung aus £7(3). Man iiberlegt sich leicht, dass Z(c(Z~*(R))) = S
bzw. o(Z71(R)) = Z71(9) gilt. Damit sind (QR) und (PS) kongruen-
te Strecken.

Das letzte Beispiel deutet an, dass man die Bewegungen des Kleinschen Mo-
dells auch aus den Bewegungen des Modells H? ableiten kann, indem man die
Abbildungen

¢ :D— D mit ¢'(P):=Z(p(Z"HP)) fir ¢ € Bu(2)

betrachtet. Dieses Verfahren wiirde aber oft zu recht aufwendigen analytischen
Rechnungen fithren, wenn man mit diesem Bewegungsbegriff arbeiten wollte.

Wir erinnern uns, dass die Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene (wie
auch in der euklidischen Geometrie) eine von Spiegelungen erzeugte Gruppe ist.
Dementsprechend werden wir zunéchst ,,Modellspiegelungen*, also Spiegelungen
an Modellgeraden definieren.

Definition 3.2 Es sei (UV) eine offene Sehne des Kreises &k = 9D und X ein
Punkt von D, der nicht auf dieser Sehne liegt.

a) Falls M € (UV) sei o die Einschrankung der euklidischen Geradenspiege-
lung an gyy auf D.

b) Ist P = poli(guy) und g die Gerade durch X und P dann wéhlen wir
einen Punkt W € gyv \ g, bezeichnen mit X; einen der Schnittpunkte
von gxw mit k und verbinden diesen wiederum mit dem Pol P. Die
Gerade gx, p schneidet den Kreis k£ in einem weiteren Punkt X5.
Verbindet man nun W mit dem Punkt Xo, dann erhilt man als Schnitt-
punkt mit der Geraden g einen Punkt X’. Die Abbildung o sei nun durch
X — X' = o(X) erklirt.
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Abb. 3

o heifit die Spiegelung an der Modellgeraden (UV) (in der Literatur auch:
Polarenspiegelung) und X' ist Bild von X bei der Spiegelung an (UV).

Offensichtlich bedarf diese Definition fiir den Fall b) noch einer Rechtfertigung.
Es fehlt der Nachweis der Unabhéngigkeit des Bildpunktes X’ von der Wahl von
W. Um diesen Nachweis erbringen zu koénnen, benttigen wir den Begriff und
einige Aussagen iiber das Doppelverhéltniss von Punkten.(vgl. [4, Abschnitt
2.1.6] bzw. [5, Abschnitt 3.2.1])

Definition 3.3 Sind A, B,C, D vier verschiedene Punkte einer Geraden, dann
heifit

_AC AD

~ BC BD

das Doppelverhdltnis der Punkte A, B,C und D.

(ABCD) :

Das Doppelverhéltnis ist also ein Quotient zweier Teilverhéltnisse.

Beispiel: Fiir die Punkte A, B,C und D, die den Werten 0,2,3 und 4 der
Zahlengeraden entsprechen, erhalten wir

AC AD 3
(ABCD) = B0 BD _3.2_5

AB AD 1
(ACBD) = CB CD - —2:4= -3

AB AC 1

A B C D
0 2 3 4

Abb. 35
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Hilfssatz 3.3 Das Doppelverhdltnis von vier kollinearen Punkten ist gegen Zen-
tralprojektion auf vier Punkte einer anderen Gerade invariant

Beweis. Es seien A, B,C und D Punkte der Geraden g und A’, B, C’, D’ seien
deren Bilder auf der Geraden g¢'.

Fiir parallele Geraden ¢g und ¢’ ergibt sich aus dem Strahlensatz die Invarianz
aller Teilverhéltnisse, damit gilt auch die Gleichheit der Doppelverhéltnisse.

Nun sei g }f ¢’ vorausgesetzt.

Abb. 36

Es sei Z das Projektionszentrum der Zentralprojektion und H der Schnittpunkt

—
der Geraden g und ¢'. Die Vektoren u :=H Z und ein beliebiger Richtungsvektor
v der Geraden g sind offenbar linear unabhéngig.

Somit existieren reelle Zahlen o, o’ und g mit

— —
HA=aov und HA=d (u+ ).

— —
Ist nun A die reelle Zahl mit AA’= X ZA, dann gilt

du+dpy = o(u+ )
—
= HA
— —
= HA+ AA
N
= av+AZA
= av+ Mav — u)
—Au+ a(l+ M.
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Hieraus folgt o/ = =X\ und o’ = a(1 + A), also
o'p=a(l—-a)

und schlieflich

of = 2
Cptal
Analog erhélt man fiir ', A, A"/ mit
— —
BB = )N ZB
— —
cc’ = XNzC
— —
DD = XN"ZD
die entsprechenden Gleichungen
0
5'=L7 vlzi und § = ——.
p+ B Bty P+ 0

Nun ergibt sich die behauptete Invarianz aus folgender Rechnung.

A/C/ A/D/
(A'B’C'D’) = o : 5D
7, —o &=
= B/ — o : 5 — /6/
N a6 B
pty  pta ptd ptB

B_ _ _« 6 _ _«a
n+B pnta  ptd pta
py=a)p(d—=p)
(pt+a)(p+B8) (pt+v) (k+9)
w(B=a)p(d—a)
(pta)(p+B8) (n+v) (1+9)

_ —a)6-5)
(B—a)(0—a)
AC AD

= B—C:ﬁ:(ABCD)

O

Hilfssatz 3.4 Ist (UV) eine offene Sehne des Kreises k = 0D, die nicht durch
dessen Mittelpunkt M geht, P der Pol von gyy beziiglich k und g eine Kreisse-
kante durch P, die den Kreis in Punkten Py und Py sowie (UV) im Punkt Py
trifft, dann gilt

(PPyP P,) = —1.

— — —
Beweis. Mit a :=MP, ay :=M P, und u :=MU gilt wegen a, = u

2

1=u” = {u,u) = {ay,u) = {a,u) = (u,a) = (uq,a.
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Abb. 37

Folglich gilt fiir die Parallelkomponente von u beziiglich a

B <a,u>a_ 1

a =

a? a?

N
Es sei t die reelle Zahl mit ag :=M Py= a+t(az —a). Da (ag)q = u, gilt erhalten
wir aus

1= (uq,a) = ((a0)a, @) = (a0, a) = a” + t({az, @) — a?)

die Formel
1—a?

(ag,a) —a?’

Es sei nun Pf = M + a; derjehnige Punkt, fiir den (PPyPj Py) = —1 gilt.

In Anlehnung an die Definition von Teilverhéltnissen fiir kollineare Punkte ver-
einbaren wir nun auch fiir Vektoren v, v’ mit v # o:

t=

/
v !
— =t <=v =tv
v
Wir erhalten so
a; —a as — a a; —a

-1= : = (1—=1)
a1 —ag G2 — Qg a1 — ag

also nacheinander

(I-t)(a1—a) = —(a1—ao),
2—-ta; =ap+ (1 —t)a = (2-—2t)a+ tas,
w = 2(1—-1¢) t

a a
2—t 2—t
Wir beweisen nun abschliefend Py = P; indem wir P} € k, also a? = 1 zeigen.
Wegen a3 = 1 gilt

a? = ! [4(1 —t)%a® +4(1 — t)t (a, as) + t?]

= (2 _lt)2[(4_4t)a2 +t(4—4t)(<a,a,2> —a2) +t2]
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Mit t({a,az) — a®) = 1 — a? folgt
4 — 4t) + t*
al = 7( )+ =1.
(2-1t)
O

Die fehlende Unabhéngigkeit von der Wahl des Punktes W bei der Definition
des Bildpunktes X’ im Fall 3.2 b) ergibt sich nun wie folgt. Bezeichnen wir die
Schnittpunkte der Geraden gx, p bzw. gxp mit (UV) mit X3 bzw. X, dann gilt
nach dem zuletzt bewiesenen Hilfssatz (PX35X; X5) = —1. Die Zentralprojektion
der Geraden gpx, auf g mit W als Zentrum liefert dann nach Hilfssatz 3.3 fiir
die Bildpunkte ebenfalls das Doppelverhiiltnis (PXoXX') = —1.

Somit wird bei gegebenem Punkt X der Bildpunkt X’ eindeutig durch den Pol
P von gyv, {Xo} := gpx N (UV) und das Doppelverhiltnis (PX,XX') = —1

bestimmt.

Die Bewegungen in diesem Modell sind nun die Nacheinanderausfithrungen
solcher Spiegelungen an Modellgeraden. Diese Definition der Bewegungen ist
natiirlich nur dann sinnvoll, wenn es sich um Abbildungen handelt, fiir die der
hyperbolische Abstand eine Invariante ist.

Definition 3.4 Sind X und Y zwei Punkte des Modells D, dann heif3t

0 fir X =Y
dp(X,Y) '_{ HIn(X,Y,U,V)|  fir X #Yund{U,V}=gxy Nk

der hyperbolische Abstand der Punkte X und Y im Kleinschen Modell D.

Wir wollen nun zeigen, dass dp(X,Y") die Eigenschaften einer Abstandsfunktion
besitzt. In Analogie zum Satz 1.5.5 in [1] gilt hier, dass dp eine Metrik auf der
Punktrmenge D ist.

Satz 3.5 Die Punktmenge D bildet zusammen mit dp einen metrischen Raum,
d. h. fir alle X,Y,Z € D gilt:

() dp(X,Y) >0 und dp(X,Y) =0 X =Y,
(”) dD(va) = dD(YaX)7
(iii) dp(X,Z) <dp(X,Y)+dp(Y,Z).

Beweis. Um (i) zu beweisen, bleibt nur zu zeigen, dass aus X # Y auch
dp(X.Y) # 0 folgt. Wire dp(X.Y) = %\ln(X,Y,U,V)| = 0, dann hitten wir

In(X,Y,U, V)| =0 also (X,Y,U,V) = &5 : 31 = 1. Aus der Teilverhiltnis-

gleichheit ifg = })f—\‘f wiirde aber mit X # Y der Widerspruch U =V folgen.

Die Symmetrie in X und Y ergibt sich aus einer Eigenschaft fiir Doppelverhélt-
nisse, denn es ist
YU YV XU XV
(YXUV) = : = :

I (== 7—1: —1
T XU XV (YU'YV) (XYuv)~—,
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und draus folgt
IIn(YXUV)| = |In(XYUV)"!| = |In(1) = In(XYUV)| = | In(XYUV).

Der direkte Nachweis der Dreiecksungleichung fiir Abstandsfunktionen erfordert
meist einen erheblichen Rechenaufwand. Wir werden diesen Nachweis hier da-
durch erbringen, dass wir erneut den Zusammenhang zwischen den Modellen D
und H? nutzen, der durch die Zentralprojektion Z gegeben ist.

Wir zeigen, dass fiir alle Punkte X,Y € D und deren Urbilder X’ := Z~1(X)
und Y’ := Z71(Y) in H? die Gleichung dp(X,Y) = du(X’',Y’) gilt. Die Zen-
tralprojektion Z bzw. Z~! wird somit eine isometrische Abbidung zwischen den
metrischen Riumen (H?,dy,) und (D,dp). (Vgl. [9] Abschn. 3.1)

Es seien X und Y zwei verschiedene Punkte aus D. Bekanntlich gehoren die
euklidischen Drehungen D;(t) um die x;—Achse zu den Isometrien von H2.
Diese Drehungen induzieren in der Ebene z = 1 euklidische Drehungen um
den Mittelpunkt von D. Somit bleibt auch der auf D definierte Abstand dp
unveréndert. Deshalb kénnen wir vereinfachend annehmen, dass die Punkte X
und Y auf einer zur x3—Achse parallelen Sehne in D liegen. Thre Koordinaten
seien durch

1 1
X=1\a und X =1 a
T T

gegeben. Dabei sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit x < y angenommen.

Abb. 38

Die Schnittpunkte U, V' mit dem Rand von D haben dann die z3—Koordinaten

—v1 —a? und V1 — a2, wobei noch |z, |y| < V1 — a? gilt. Wir erhalten

1
dp(X.Y) = ZmX. Y, UV)| = Zln(5p : 57l
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L VIE@ aoVIm&
20 y+Vi—a? y—vVi-a?

VIR V@)
20 (z—V1-a?)(y++V1—-a?)

I ey o
2 (1—-a?—22)(1—a%—1y?

Mit ¢; := V1—a? —22 und ¢, := /1 —a? —y? und unter Beachtung von
z++v1—a%>0und y —+v1—a? <0 erhalten wir

dp(X,Y) = %‘ NG @;2.(22_ VI—a)?
= |ln\/(x+ V1 —a?)2(y — V1 —a?)?

2. o2
cz-c

\
V@i )
I (—a?—ay+ (- VI —aD).

Cx " Cy

= |In

Mit der bereits gezeigten Symmetrie von dp(X,Y’) gilt nach Vertauschung von
z und y auch

dD(YaX) = dD(Xa Y) = |1n

(1—a®—ay+(y—2)V1-a?)

Cx " Cy

Die Zentralprojektion von D auf H? liefert die Punkte

1 1
1 1
X ==1a und YV=—1a
Co Cy
€ Yy
Wir erhalten
— XIY/ — _ _1 2 _ 1_ 2
(¥ = ) = = (-a® )
und
1
— (X' Y'W2 -1 = 1—a2— 2 _ 2.2
VEERY)) e - -ad
1
= V@ (- =i -~ )
Cz " Cy
1

VP )
- L yyvite

Cy * Cy
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Insgesamt gilt damit
1
dp(X,Y) = |hlm(1—002 —zy+(z—y)vV1-a?)|
x| |y
= |In(— (X" Y") + V(= (X", Y"))2 — 1
= |Arccosh— (X', Y') | = |dn(X",Y")| = dp(X',Y")

Da dj, eine Metrik auf H? ist, gilt dies nun auch fiir dp auf D. Die Zentral-
projektion ist eine isometrische Abbildung zwischen diesen beiden Modellen der
hyperbolischen Ebene. O

Abschlielend zeigen wir, dass der hyperbolische Abstand dp(X,Y") bei Spiege-
lungen an Modellgeraden und damit bei den als Verkniipfungen solcher Pola-
renspiegelungen erklarten Modellbewegungen invariant ist.

Satz 3.6 Fiir jede Spiegelung o und alle Punkte X,Y € D gilt
dp(o(X),o0(Y)) =dp(X.Y).

Beweis. Es sei o die Spiegelung an der Modellgeraden (UV).
Im Fall M € (UV) ist nichts zu zeigen.

Nun sei M ¢ (UV).

Wir zeigen zuerst, dass o eine Kollineation ist.

Dazu sei (AB) = gxy N'D und X’ und Y’ seien die Bilder der Punkte X,Y
bei der Spiegelung o. P sei der Pol der Geraden gyv, {Xo} = gpx N (UV) und
{Yo} = gpy N (UV). Falls nun gyv || gxy gilt, haben wir neben (PX,XX') =
(PYyYY') = =1 auch £% = £%.. Damit gilt auch £, = £¥7. Somit liegt
Y’ und auch jeden weitern Punkt Z € (AB) auch dessen Bildpunkt Z’ auf der
Parallelen zu (UV) durch X'.

Ist guv #f gxy und Z der Schnittpunkt von gyy mit gxy, dann folgt bereits
aus der Definition 3.2 der Spiegelung gzx» = gzy.

Nun zur Invarianz von dp (X, Y') bzw. der Doppelverhéltnisse von vier Punkten.
Auch hierbei ist der Fall gy || gxy besonders einfach, da dann bereits nach dem
Strahlensatz die entsprechenden Teilverhltnisse invariant sind. Allgemeiner folgt
die Behauptung aus dem Hilfssatz 3.3, wenn die Punkte X,Y nicht auf einer
Geraden durch den Pol P von UV gehen.

Gilt P € gxy, dann betrachten wir eine solche Gerade g durch M, fiir die dann
o(P) ¢ gxy gilt. Man iiberlegt sich leicht, dass durch ¢’ := 09 = o400, die
Modellspiegelung an (U9V9) gegeben ist. Da er Pol dieser Modellgeraden nun
nicht auf gxy liegt, haben wir die Invarianz der Doppelbverhéltnisse auf gxy
fiir o’. Da dies trivialerweise auch fiir die euklidische Spiegelung an g gilt, ergibt
sich die Behauptung fiir o aus o = 040’0y.

Die Invarianz des hyperbolischen Abstands dp ist nun auf Grund seiner De-
finition eine einfache Folgerung aus der Invarianz der Doppelverhiltnisse bei
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Modell- bzw. Polarenspiegelungen. O

Bemerkung: Im Beweis von 3.5 wurde die durch die Zentralproktion gegeben
Abbildung zwischen den Modellen H? und D genutzt. In analoger Weise hitte
auch 3.6 bewiesen werden konnen. Dazu wire zu zeigen, dass die Spiegelungen
an Grofhyperbeln in H? vermdége der Zentralprojektion gerade die von uns in
Definition 3.2 eingefiihrten Polarenspiegelungen auf D induzieren.
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3.2 Das Poincaré Modell

Abschlieflend betrachten wir ein weiteres nach Henri Poincaré (1854 - 1912)
benanntes Modell der hyperbolischen Ebene. Im Gegensatz zu dem im Abschnitt
3.5.2 der Vorlesung zur Elementargeometrie behandelten Poincaré Modell D?
wird hier eine unbeschrankte Punktmenge der Ebene als Modell verwendet.

Als Modellpunkte wéhlen wir die Punkte einer offenen Halbebene H. Die Ge-
raden des Modells sind die zur Trigergeraden u der Halbebene senkrechten
Halbgeraden und die offenen Halbkreise in H, deren Mittelpunkte auf u liegen.

Y he

Abb. 39

In kartesischen Koordinaten kann dieses Modell durch die Mengen
P:=H={(z,y) € R*| y > 0}

und
G :={h.| c e R} U{kp | m,r € R}

mit hc = {(va)| y > O} und km,r = {(x,y)\ (1‘ - m)2 +y2 = TQ;y > 0}
beschrieben werden.

Man iiberzuegt sich leicht von der Giiltigkeit der Inzidenzaxiome. Insbeson-
dere kann die Verbindungsgerade zweier Punkte mit Zirkel und Lineal kon-
struiert werden. Als Anordnungsrelation betrachten wir auf den Halbgeraden
he die Einschrénkung der euklidischen Anordnung. Fiir die Halbkreise Ky,
wird eine Zwischenbeziehung in natiirlicher Weise durch die Anordnung der
r—Koordinatenwerte ihrer Punkte definiert. Damit gelten dann auch die Axio-
me A; bis As. Die folgende Abbildung zeigt verschiedene Dreiecke in diesem
Modell.
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Abb. 40

Bevor wir zu den Definitionen des hyperbolischen Abstands zweier Punkte, der
Isometrien dieses Modells und damit auch des Kongruenzbegriffs kommen, wol-
len wir zunéchst den Bezug zu dem in der Vorlesung betrachteten Poincaré Mo-
dell herstellen. Die im Abschnitt 3.5 der Vorlesung behandelten Modelle wurden
durch Zentralprojektionen der Punktmenge H? C R3 auf offene Kreisscheiben
in der Ebene x1 = 1 bzw. 1 = 0 gewonnen. Diese Abbildungen erwiesen sich
dann als Isometrien zwischen den metrischen Rdumen (H?,dj) und (D, dp)
bzw. (D% d,).

Die Punktmenge D? des Poincaré Kreisscheibenmodells soll nun wiederum durch
eine bijektive Abbildung auf die Punktmenge H des Poincaré Halbebenenmo-
dells abgebildet werden. Dies gelingt hier durch eine Kreisspiegelung, der Inver-
sion an einem geeigneten Kreis.

Wir kennen die Inversion am Einheitskreis s; bereits als eine spezielle Antimobi-
ustransformation der komplexen Ebene C. Es ist

s1:C—C, mit s1(2) =

3

IS

01 ) Entsprechend erhalten wir die Inversi-

also ist s1 = F40 conj mit A = (1 0

2
on am Kreis um z = 0 mit dem Radius r als s,, = F4-0 conj mit A’ = ((1) :) >

Die Spiegelung an einem beliebigen Kreis k& = k,.(z,) der komplexen Ebene
erhalten wir nun aus s, durch Transformation mit der Translation
t:C— C, mit t(z) =2+ 2o,
also s =t o s, ot~ !. Dies ergibt
~ ~ 7"2
sp:C— C, mit sx(z) =

—— + %o,
Z— Zo
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oder nach Erweiterung mit (z — z,)

7"2

sk(2) = 2o + (z — zo).

|z — 2,2

Wegen der eindeutigen Zuordnung der Elemente z € Cund X € R2?, die durch

z=x+yi+— X = (Z)
gegeben ist, kann diese Abbildung fiir z = z + iy und z, = x, + iy, auch in der

Form

r2

X = X2
angegeben werden. Da wir am Beginn dieses Abschnitts die Punkte und Gera-

den des Modells in der reellen Ebene R? definiert haben, werden wir auch die
Inversionen als Transformationen des R? beschreiben und darstellen.

sp(X) =X, + (X —X,)

Definition 3.5 Ist k = k(O,r) ein Kreis der Ebene ¢ mit dem Mittelpunkt O
und dem Radius r, dann heifit die durch

7'2

ox 1R\ {0} = R\ {0}, X':=0u(X) =0+ 15

(X-0)

definierte Abbildung die Inversion am Kreis k.

Abb. 41

Auf eine Einbeziehung des Punktes O in den Definitionsbereich kénnen wir hier
verzichten, da spéter nur Inversionen an Modellgeraden betrachtet werden, bei
denen O € u gilt. Der Mittelpunkt ist somit niemals ein Punkt unseres Modells
H.

Unmittelbar der Definition entnimmt man erste Eigenschaften dieser Abbildung.
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Satz 3.7 Ist o, die Inversion am Kreis k = k(O,r), dann gilt:

a) oy ist eine Abbildung von R? \ {O} auf R?\ {O}.

b) Fiir alle Punkte X gilt (X — O, 01(X) — O) = r2.

¢) Es ist ox(X) = X genau dann, wenn X € k gilt.

d) oy ist involutorisch, d.h., fir alle X gilt o (0(X)) = X.

Beweis. Die in 3.5 angegebene Abbildungsvorschrift fiir o4 (X) ist fdquivalent
zur Bedingung

IX = Ol - lon(X) = O] = 2.
Leicht erhdlt man aus dieser Gleichung die Eigenschaften a) - d). O

Da wir die Inversionen an Kreisen zur Definition von Spiegelungen in unserem
Modell verwenden wollen, sind die Bilder von Geraden und Kreisen bei solchen
Abbildungen von besonderem Interesse. Wir beweisen zunéchst einen Hilfssatz.

Hilfssatz 3.8 Ist oy die Inversion am Kreis k = k(O,r) und sind die Punkte
A, B und O nicht kollinear, dann sind die Dreiecke ABO und A’ B'O zueinander
ihnlich, insbesondere gilt /OAB = ZOB'A’ und Z/OBA= /Z0A'B’.

Beweis. Die beiden Dreiecke haben den gemeinsamen Winkel ZAOB = ZA’OB’
und aus ||[A—O| - |4’ = O| =72 =||B - 0| -||B — O folgt

l4-0| _|B-0|

IB=0l ~ [a—0]

Abb. 42

Hieraus ergibt sich die Ahnlichkeit der Dreiecke, wobei den Innenwinkeln bei A
bzw. B im Ausgangsdreieck gerade die Innenwinkel bei B’ und A’ des Bilddrei-
ecks entsprechen. O
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Satz 3.9 Fir die Inversion o, am Kreis k = k(O,r) gilt:

a) Fiir jede Gerade g mit O € g gilt or(g) = g.

b) Das Bild g = oi(g) ist fir jede Gerade mit O ¢ g ein Kreis durch den
Punkt O.

¢) Das Bild k| = oy(k1) ist fiir jeden Kreis k1 mit O € ky eine Gerade, die
nicht durch den Punkt O geht.

d) Das Bild kY = oy (ka) ist fiir jeden Kreis ko mit O ¢ ko ein Kreis, der
ebenfalls nicht durch den Punkt O geht.

Beweis. Die Behauptung unter a) ist eine weitere einfache Folgerung aus der
Definition 3.5, nach der o;(X) — O ein zu X — O paralleler Vektor ist.

Es sei nun g eine nicht durch O gehende Gerade und L sei der Fufpunkt des
Lotes von O auf g.

Abb. 43

Fiir einen beliebigen von L verschiedenen Punkt X der Geraden g und dessen
Bildpunkt X’ = 04 (X) gilt dann nach dem eben bewiesenen Hilfssatz

Z0X'L' = ZOLX,

also ist der Winkel bei X’ im Bilddreieck ebenfalls ein rechter Winkel. Nach
der Umkehrung des Thalessatzes liegt X’ auf dem Kreis mit dem Durchmesser
OL’. Mit einer vollig analogen Argumentation ergibt sich, dass zu jedem von O
verschiedene Punkt Y’ dieses Kreises ein Punkt Y € g mit Y/ = 0 (Y") existiert.
Damit ist b) bewiesen.

Die Behauptung c) ist nach 3.7 d) eine unmittelbare Folgerung aus b).

Nun sei kg = k(M,r2) ein von k verschiedener Kreis, der nicht durch O geht.
Die Schnittpunkte der Geraden goas mit ko bezeichnen wir mit A und B und
deren Bildpunkte seien A’ und B’. X sei ein weiterer Punkt des Kreises ko.
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Abb. 44

Nach dem Hilfssatz 3.8 sind sowohl die Dreiecke OX A und OX'A’ als auch
OX B und OX'B’ zueinander dhnlich. Wir erhalten

/OAX'=/0XA und ZOB'X'=/OXB.

Betrachten wir die Groflen der Winkel, dann erhalten wir nach dem euklidischen
AuBlenwinkelsatz

|/A'X'B'| =|/Z0B'X'| - |£/OA'X'| = |/0OXB| — |Z0OX A| = |/AXB| = g
Wiederum liegt also X’ auf dem Thaleskreis iiber der Strecke A’ B’. Analog zeigt
man, dass jeder Punkt dieses Kreises Bildpunkt eines Punktes von ks ist. O

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu unseren Modellen der hyper-
bolischen Ebene zuriick.

Im R? ist die Punktmenge D? der offene Einheitskreis um den Ursprung unseres
Koordinatensystems. Wir betrachten die Inversion am Kreis k = k,.(—1I), wobei

0 .
r=\/§und—I:<_1) sei. y

xT

Abb. 45
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Die Schnittpunkte von k und 6D? sind die Punkte _01> und ((1) auf der
x—Achse und nach 3.7 b und 3.9 c ist dann diese Gerade das Bild des Kreises
§D?, also u = 01,(6D?) = {X € R?| y = 0}.

Ist X € D?, dann gilt

X' =op(X) = (Pl)+M(yil>.

Fiir die y—Koordinate des Bildpunktes X’ gilt wegen 22 4+ y? < 1 dann

"= —1+#( +1)
vo- 2+ (y+ 12

(2 + W+ D)) +2(y+1)
2+ (y +1)?
(@4 +1
= Eii > 0.

Die Inversion oy, ist eine bijektive Abbildung zwischen den Punkten von D2
und den Punkten der Halbebene H. Wir erinnern daran, dass die Mobiustrans-
formationen also insbesondere die Spiegelungen an verallgemeinerten Kreisen
winkeltreue Abbildungen sind, die verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte
Kreise abbilden. Somit werden also die Modellgeraden aus D? genau auf die
Modellgeraden in H abgebildet. Dabei sind die Halbgeraden h. genau die Bilder
derjehnigen Modellgeraden G in D?, die im Punkt —I senkrecht zu §D? sind.
(vgl. Abb. 45) Das Bild des Durchmessers von §D? mit dem Endpunkt —1 ist
der in H liegende Teil der y— Achse.

Wir definieren nun den hyperbolischen Abstand zweier Punkte X1, Xo € H. Wie
bei der Definition des Abstands dp im Kleinschen Modell und von d;, im Modell
D? nutzen wir dabei die bijektive Abbildung zwischen D? und H.

Definition 3.6 Sind X und Y zwei Punkte aus H, dann heif3t
d(X,Y) :=dp(c(X),0(Y))

der hyperbolische Abstand der Punkte X und Y.

Auf diese Weise wird (H, d) zu einem metrischen Raum und o ist eine Isometrie
zwischen (D2, p) und (H, d). Fiir die so definierte Metrik kann aus der bekannten
Formel fiir die Abstandsfunktion im Ausgangsraum auch eine entsprechende
Formel fiir die Metrik im neuen Modell abgeleitet werden.

Wir werden zeigen, dass sich hier aus

2|x - Y|
(1= IX=) @ =Y

cosh(d,(X,Y)) =1+
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fir die Metrik in H

lo(X) — (V)|

cosh(d(o(X),0(Y))) =1+ 2xhyh

!/ /
ergibt, wobei o(X) = (m,l) und o(Y) = <y}> ist.
) Y2
Zur Vorbereitung des Beweises der angegeben Formel stellen wir einige Begriffe
und Hilfssétze bereit. Zunichst wollen wir die Spiegelungen an den Modellgera-
den aus G definieren.

Definition 3.7  a) Ist h. = {(c,y)| y > 0}, dann heifit die Einschrinkung der
euklidischen Geradenspiegelung an der Geraden z = ¢ auf die Halbebene
H die Spiegelung an der Modellgeraden h..

b) Ist k. = {(@,y)| (x—m)?>+y* = r?,y > 0}, dann heiBt die Einschriinkung
der Inversion am Kreis ky, . = {(z,9)| (x — m)? + y? = 2} auf die Halb-
ebene H die Spiegelung an der Modellgeraden k,,, .

Bemerkung: In der komplexen Zahlenebene C entsprechen diesen Spiegelun-
gen Einschrankungen von speziellen Mébiustransformationen auf die Halbebene
Ct:={z e C| Im(z) > o}.

Hilfssatz 3.10 Ist o, , die Spiegelung an der Modellgeraden k,, , und

t: H — H die Translation um den Vektor (T(SL), also t(X) = X + (T(SL),

dann gilt oy, =toog, ot L.

m

Beweis. Wir setzen M = ( 0

dung der Definition 3.5

) und O = (8) und berechnen unter Verwen-

toogrot H(X) = oo, (X —M)+M
2
.
= 0O+ X-M)-0)+M
jx—an—op X M -0
Y (X —M)
= M4+— (X —
X — M]]2
= omr(X)

O

Hilfssatz 3.11 Sind X und Y zwei beliebige Punkte aus H, dann existiert im-
mer eine Spiegelung oan einer Modellgeraden mit o(X),0(Y) € hg.
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Beweis. Falls x1 = y1 = ¢, also X, Y € h. gilt, spiegelt man an he.

Gilt 21 # yi1, dann existiert eine Modellgerade k = k,» mit X,Y € ky, ;.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir hier m > 0 annehmen. Wir
betrachten nun die Spiegelung an der Modellgeraden k = ky; 7, wobei m = m+r
und 7 = /2r(m + r) sei.

Y2 _L_ 1 ___ . __=

Mit den Eigenschaften b) aus Satz 3.7 und c) aus Satz 3.9 ergibt sich nun fiir
die Inversion an k, dass og(k) = ho gilt. O

Hilfssatz 3.12 Fliir zwei beliebige Punkte X,Y € H und jede Spiegelung o an
einer Modellgeraden gilt

lo(X) —oM)I* _ IX = Y]*

225y 2x2y2

Beweis. Ist die Modellgerade vom Typ h,, das heifit, ¢ ist Einschrankung einer
euklidischen Bewegung, dann gilt [|[o(X) — o(Y)]] = || X — Y||. AuBerdem gilt
dann z9 = 24, und yo = y4. Damit ist die Behauptung klar.

Nun sei o Spiegelung an einer Modellgeraden k,, . Nach dem Hilfssatz 3.10
geniigt es die Behauptung fiir Spiegelungen an den Modellgeraden kg, und
Translationen ¢ parallel zur Trégergeraden u zu zeigen.

Fiir die Translationen kann wie eben fiir die Spiegelung an h. argumentiert
werden.

Nun sei o die Spiegelung an ko . Es gilt dann

2 2
o(X)= =X und o(Y) = —5
X ik
und wir erhalten
e ox -y
lo)—oi? _ |iEX - Y|
2xhyl n g r2zy | rlys
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2

-
= T e
- x . _Y2
20xtE e
1 2(X,Y) 1
_ P IXPIYE T VP
- 2x2y2
TXIVTE
Y2 —2(X,Y) + || X2
2$2y2
_ X -YPP
233‘23/2

O

Schlieflich berechnen wir noch den hyperbolischen Abstand zweier Punkte
X,Y auf hg aus dem Abstand d,(o(X),o(Y)) in D?.

Hilfssatz 3.13 Sind X und Y zwei Punkte der Modellgeraden hg, dann gilt fir
deren hyperbolischen Abstand im Modell (H, d)

X -y

cosh(d(X,Y)) =1+
(d(X,Y)) Sra0m

Beweis. Es seien X = (2) und Y = <O> mit a,b € (—1,1) die Bilder bzw.

b

Urbilder der Punkte bei der Inversion am Kreis um —I mit dem Radius r = v/2.
Wir erhalten

o 2% — 7
oY) = U T m G - P
- 14 2(a—1b)

I—a)(1—07)

Die Punkte X und Y ergeben sich dann als

x =00 = (O g () wa v == (O )+ (

Wir haben also 1 = y; = 0, 2 = _Lﬁ und y, = — 2L

nach langerer aber elementarer Rechnung

. Damit ergibt sich

a—1 b—1\2

L eve G-
- a—1b—1
272y 27(1_,'_1@
(2(a=b))?

BN CEs VI (z2)

2(a—1)(b— 1)

)
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2a—1)((b— 1) + e
2a—1)(b—1)
2(a? - 1)(b? — 1) +4(a — b)?
2(a2 )% —1)
2(a —b)?
(a* =1)(0* - 1)
= cosh(d,(X,Y))

Da nach Definition cosh(d(X,Y’)) = cosh(d, (Y, Y)) gilt, haben wir fiir diese

speziellen Punkte cosh(d(X,Y)) =1+ ”)2; ZJ/” gezeigt. O
Satz 3.14 Sind X und Y z2wei beliebige Punkte aus H, dann gilt fir deren
hyperbolischen Abstand

, L, IX =Y

cosh(d(X,Y)) =1+ ST

Beweis. Es seien X und Y zwei Punkte aus H und o sei die Isometrie zwischen
(D?/d,) und (H,d). Da o als Inversion an einem Kreis involutorisch ist, gilt
fir X = o(X) und Y = o(Y) auch ¢(X) = X und o(Y) = Y. Nach dem
Hilfssatz 3.11 existiert eine Spiegelung o7 an einer Modellgeraden, bei der X
und Y auf hy abgebildet werden. Dementsprechend sei X' := o} (X) € ho und
Y?! := 01(Y) € ho. SchlieBlich bezeichen wir deren Bilder bzw. Urbilder bei o
wieder mit X = (X1 und v = a(Yh).

Die Abbildung ¢ := o o o1 o ¢ ist eine Abbildung von D? auf D? bei der X
und ¥ auf X' und V' abgebildet werden. Da es sich um die Verkniipfung von
Méobiustransformationen handelt, gehort ¢ zu den Isometrien von D?.

Damit gilt d,(X,Y) = dp(yl,?l) und mit 3.13 erhalten wir zunéchst

RS

cosh(d(X,Y)) = cosh(d,(X,Y)) = cosh(dy(X ', V")) = (1 + L]

).

2x2Y2
Formel fiir beliebige Punkte aus H. O

Nach 1.12 gilt aber auch 1+ w 14+ XY Damit gilt die angegebene

Bemerkung: Unter Verwendung von Arcosh(x) = In(z++vx? — 1) rechnet man
leicht nach, dass sich fir den Fall ©1 = y1 = ¢, also fiir den Abstand zweier
Punkte auf einer Modellgeraden des Typs h. aus obiger Formel die einfache
Beziehung

Y2

dp(X,Y) := ‘ln
T2

ergibt.
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Wir wollen nun auch in diesem Modell einige Begriffe und Aussagen der ebenen
hyperbolischen Geometrie veranschaulichen.

Beispiele:

1. Parallelitét
Modellgeraden sind parallel, wenn sie identisch sind oder sich nicht schnei-
den. Um die Negation von P zu veranschaulichen sind zu einer Modell-
geraden ¢ durch einen nicht auf g liegenden Punkt lediglich zwei ¢ nicht
schneidende Elemente aus G zu konstruieren. In der folgenden Abbildung
gilt P € he, k1, ke || ha-

ha he

2. Orthogonalitiat
Die Orthogonalitdt von Modellgeraden kann wie bereits im Kleinschen
Modell praktiziert durch die Spiegelungen an diesen Geraden definiert wer-
den. Zwei Modellgeraden g; und g heilen zueinander orthogonal (g1 L g2),
wenn g1 bei der Spiegelung an go auf sich abgebildet wird. Man iiberlegt
sich leicht, dass auch diese Definition symmetrisch ist.
Fiir die Geraden der verschiedenen Typen bedeutet dies

2.1 Fiir Modellgeraden h. und hg gilt niemals h. 1 hqg
2.2 Fir he und ky, - gilt heL Ky, genau dann, wenn ¢ = m.
2.3 Fir Kk, und kpny .y gilt Ky rL iy, genau dann, wenn die Glei-

chung (m; —m +ry1) - (mg —m —ry) = r? gilt.

Zur Veranschaulichung von 2.3 kann m = 0 gew&hlt werden, so dass sich

die engegebene Bedingung zu m? = r? + r? vereinfacht.

hm
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Abb. 48

Die Konstruktion der eindeutig bestimmten Lotgeraden [ zu einer Gera-
den g durch einen gegebenen Punkt P zeigen die folgenden Abbildungen.
Im nichttrivialen Fall g = k,,, , und P ¢ h,, bestimmen wir P’ = oy (P)
und konstruieren die euklidische Mittelsenkrechte zur Strecke PP’. De-
ren Schnittpunkt (mq,0) mit der Trigergeraden w ist der Mittelpunkt des
Kreises, fiir die gesuchte Modellgerade [ = kyy,, ,, durch P, die zu g senk-
recht ist.

3. Unverbindbarkeit
Da wir zwei Sorten von Modellgeraden zu betrachten haben ergeben sich
auch mehrere Arten von unverbindbaren Geraden.

3.1 Modellgeraden h. und hg mit ¢ # d sind stets unverbindbar.

3.2 Modellgeraden h. und ky,, sind genau dann unverbindbar, wenn
c=m+r oder c =m — r gilt.

3.3 Zwei Modellgeraden k,, , und k,,, ,, sind genau dann unverbindbar,
wenn |my —m|=r —ry oder |mgy — m| =r + ry gilt.

hmfr herr

Abb. 50

4. Winkelsumme, Stufenwinkel und Saccherische Vierecke
Da Inversionen an den Modellgeraden des Typs ky, » zu den Bewegungen
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dieser Geometrie gehoren, kénnen wir auf einfache Weise ein Saccheri-
sches Viereck konstruieren. Dazu seien ki = ky,,, und ko = ky, , zwei
konzentrische Halbkreise mit r; < rg. Die Inversion des Kreises k1 an kg
liefert offensichtlich den Halbkreis ky := ky, r, mit 71 - 1o = r%. Sind nun
P bzw. @ die Schnittpunkte, in denen k2 und k; von der Halbgeraden
h., rechtwinklig geschnitten wird, dann erhalten wir mit einem beliebi-
gen Punkt R € k; \ {Q} und dessen Bildpunkt S bei obiger Inversion ein
Saccherisches Viereck PQRS.

Die euklidische Gerade durch R und S ist offenbar eine Sekante des
Halbkreises k', der die eindeutige Verbindungsgerade durch R und S in
diesem Modell darstellt. Somit sind h,, und k' echt parallele Geraden, an
denen in den Schnittpunkten mit k; bzw. ky inkongruente Stufen- und
Wechselwinkel auftreten. Dagegen liefert h,, in den Schnittpunkten mit
den parallelen Modellgeraden k; und ko kongruente (rechte) Stufenwinkel.

Wir geben nun noch eine Abbildung an, mit der die Punkte des Kleinschen
Modells auf die Punkte von H abgebildet werden kénnen.

In kartesischen Koordinaten sind die Punktmengen dieser Modelle durch
D = {(w,23) €R?* | 23+ 23 <1} bzw. D ={(1,29,23) € R® | 23+ 23 < 1}
und

H = {(z2,23) € R*| x3 >0} bzw. H={(1,29,23) € R*| 23 > 0}

gegeben. Wir definieren nun die Transformation ¢: D — H durch

/ 2 2
T x . ) 1—z5—=x

2 )= 7 mit  x), = und = ¥Y— "2 3
T3 €3 1—2x3 1—2x3
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Die Bildpunkte bei dieser Abbildung lassen sich wie folgt mit Zirkel und Lineal
konstruieren.

3
des durch Zentralprojektion des Punktes X auf die xo-Achse mit dem Zentrum

im Punkt N = (0> Das Bild der Kreissehne durch N und X ist somit die

Ist X = (;2 ) ein Punkt von D, dann ergibt sich die Koordinate z/, seines Bil-

1
Modellgerade h. mit ¢ = x}.
Die zur z9-Achse parallele Sehne durch X wird ein Halbkreis mit dem Mittel-
punkt O. Sein Durchmesser ergibt sich aus der obigen Zentralprojektion dieser
Sehne auf die zs-Achse.
Der Bildpunkt X’ kann also immer als Schnittpunkt eines solchen Halbkreises

und einer zur zo-Achse senkrechten Halbgeraden konstruiert werden.
Bemerkung: Die Abbildung ¢ ist bijektiv, ihre Umkehrabbildung ¢ ="

ben durch

5 RN N 2 o (@5)% 4 (a5)* -1
2 )= mit x5 = und r3 = .
(953) v (mé) 2 (2h)? 4 (25)2 + 1 P (ap)? + (a5)2 41

ist gege-
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Es seien nun X = <i2> und Y = (g2> zwei Punkte aus D, ihre Bildpunkte
3 3

bei den Abbildungen Z~! bzw. ¢ wiren

/ 1 1 / 1 ! : 2
X = ﬁ i) und Y' = ﬁ Y2 in H
T2 T\ gy TY2 7Yy,
bzw.
1 T2 1 Y2
X" = : und Y’ = : in H.
— _
3 1—a23—a3 & 1—y5—y3

Mit der folgenden Rechnung zeigen wir
d(X",Y') = d(X",Y"),

und damit ist Z o ¢ eine isometrische Abbildung von (H?,d,) auf (H, d). Mit
obigen Bezeichnungen gilt hier
<X// _yr X" _ Y//>
2x3y3
(1 —23)(1 —ys)
2¢/1— 23 —23V/1-43 — 43

Fiir das Quadrat von X" —Y" erhalten wir

coshdy(X",)Y") = 1+

1+

. <X// _ Y// X/l _ Y//> .

<X// _ YN,X// _ Y//> — <XN,X,/> _ 2 <X//Y,/> + <YNYH>
1 2 2 2
= m(wﬁsz—%)
1
-9 - 1— 2 _ 2\/1_ 2 _ .2
(1 —a3)(1 —y3) (z2y2 + \/ Ty — T3 Y3 — 3)
1
+m(y§ +1+43—v3)
1+ 23 n 14+ ys
1—m23  1-ys3
1
T — 1— 2 _ .2 1— 2 _ .2
(1 _ 1‘3)(1 _ y?,) (‘T2y2 + \/ L3 £C3\/ Ya yS)
2 — 21’3y3
(I —a3)(1—ys)
1
I
(1 —x3)(1 —ys)

(xzyﬁ\/l—xﬁ—w%\/l—yﬁ—y%)
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Insgesamt erhalten wir also

(1 —a23)(1 —y3)
21— a3 —a3/1—y3 — 13

1
1+ .
V1—a3 —a3y/1-y3 —y3
1
= = (1 — 22y — 3y3)

V1= a3 —a3y/1—y5 — 13
— (X", Y") = coshd(X",Y")

coshd(X",Y") = 1+ (X" =Y X" Y

(1*$3y3*I2y2*\/1*95%*96%\/1*%*3/%)

Abschlieflend formulieren wir noch einige Aussagen iiber die Isometriegrup-
pe dieses Modells. Die in Definition 3.7 definierten Spiegelungen und deren
Verniipfungen sind nach dem Hilfssatz 3.12 Isometrien des metrischen Raumes
(H, d). Man kann zeigen, dass diese Spiegelungen ein Erzeugendensystem der
Isometriegruppe bilden. Jede Isometrie 148t sich ist als Produkt, also als Nach-
einanderausfithrung von Modellspiegelungen darstellen.

Wir betrachten einige Sonderfille solcher Spiegelungsprodukte.

Es sei t = 04 0 oy, wobei g und h zu u senkrechte Halbgeraden sind. Da es
sich in diesem Fall um Einschriankungen euklidischer Geradenspiegelungen auf
H handelt, ist ¢ die entsprechende Einschrankung einer Translation lings w.
Ist g = h. und h = hg, dann ist ¢ durch

tz) =2+ (2(d0_ C)>

gegeben.

Ist d = oy 0 o, mit k = k,,, und k1 = kp,,, dann ist d die Einschrénkung
einer zentrischen Streckung auf H. Das Streckungszentrum ist der Punkt

M = (?) und der Streckungsfaktor ist “2. Das heifit d = 6(M, =2 )g.
In der hyperbolischen Ebene ist d ein Beispiel fiir eine hyperbolische Trans-
lation. In Analogie zur euklidischen Geometrie bezeichnen wir alle Produkte
von Modellspiegelungen an parallelen aber verbindbaren Geraden als Transla-
tionen. Ist [ das gemeinsame Lot der Modellgeraden g und £, dann ist o4 0 oy,
Translation langs [.

Haben die Modellgeraden g und h einen Schnittpunkt P, dann heifit o400y, eine
Drehung der hyperbolischen Ebene um den Punkt P. Als Sonderfall ergibt sich
auch hier fiir g L h die Punktspiegelung an P.

Sind g und h unverbindbare Geraden, dann heifit o4 o 0, Grenzdrehung. Zu
diesem Typ gehort als Sonderfall auch die oben betrachtete Abbildung ¢.
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