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Vorwort

Dies ist das Skript zu der Vorlesung iiber partielle Differentialgleichungen, die ich im
Wintersemester 2009/10 an der Universitdt Potsdam gehalten habe. Da das Gebiet
der partiellen Differentialgleichungen riesig ist und die Vorlesung nur auf ein Semester
angelegt war, war die Stoffauswahl sehr wichtig. Fiir die drei wichtigsten Typen von
partiellen Differentialgleichungen habe ich zunéichst jeweils das bedeutendste Beispiel
untersucht; die Laplace-Gleichung als Prototyp fiir eine elliptische Gleichung, die
Wirmeleitungsgleichung als parabolische und die Wellengleichung als hyperbolische
Gleichung. Dabei kann man noch sehr viel mit expliziten Losungsformeln arbeiten.
Anschlielend haben wir uns den Transformationsmethoden zugewandt, insbesondere
der Fouriertransformation und der Laplacetransformation. Im letzten Kapitel haben
wir die Laplace-Gleichung zu elliptischen Gleichungen zweiter Ordnung mit variablen
Koeffizienten verallgemeinert. Da nun keine expliziten Losungsformeln mehr existieren,
muss man qualitative Methoden verwenden, wie etwa das Konzept schwacher Losungen
und Regularitétstheorie.

Neben den iiblichen Grundvorlesungen iiber lineare Algebra und Analysis wurde lediglich
ein wenig Funktionalanalysis vorausgesetzt, ndmlich das Konzept von Hilbertrdumen
sowie Sobolewrdume. Resultate, die in den Vorlesungen iiber Funktionalanalysis eher
nicht besprochen werden, wie z.B. der Satz von Lax-Milgram, werden im Anhang
diskutiert.

Mein herzlicher Dank geht an Immanuel Asmus, der die Erstversion dieses Skriptes in
hervorragender Qualitdt verfasst hat.

Potsdam, Februar 2011,

Christian Bar






1. Einleitung

Definition 1.1 (Notation)
Sei U C R”™. Fiir eine C'-Funktion u : U — R™ bezeichnen wir mit

Du(x) = <g§; (95)) Z‘.z 1,...,m

i=1....n

die Jacobimatrix oder Ableitung von u an der Stelle x € U. Allgemeiner sei

o,
DF =] )
w) = (75 @) 1
jl,...,jk=1,...,n

die k-te Ableitung von u an der Stelle x € U.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verwenden wir ferner die Konvention
ou u,

=: Ug, —
ﬁxi v 8.771'1 ce 8.77%

= Ug,y oy, -

Beispiel 1.2
Firm=1, k=2 ist
DQU(I') _ (umlxl u{L’1:E2>

Ugoz; Uzgas

und das ist einfach die Hessematrix von wu.

Definition 1.3
Eine partielle Differentialgleichung (PDG) der Ordnung k ist eine Gleichung

der Form
F(z,u(z), Du(z), ..., D*u(z)) =0,



1. FEinleitung

wobei F : U x R™ x R x ... x R 5 Rl vorgegeben und u : U — R™ gesucht ist.

Bemerkung 1.4
Ist I > 1 oder m > 1, so spricht man auch von einem System partieller Differential-
gleichungen.

Beispiel 1.5
Sei U C R", sei f: U — R vorgegeben. Dann lautet die Poisson-Gleichung:

Au+ f=0,

wobel A := 5_;% 4+t % der Laplace-Operator ist.
Die Funktion F' aus Definition [[.3] lautet fiir diese PDG:

F(z,y,z,w) = f(x) + tr(w).

Beispiel 1.6
Die Korteweg-deVries-Gleichung (KdV) ist die folgende PDG an eine Funktion
w: R? = R in den Variablen ¢ und z:

ou ou  Ou B

— +6u- —+

ot oxr  Ox3 0-

Beispiel 1.7
An eine Funktion u : U € R? — R stellen wir die Minimalflichengleichung fiir
Funktionsgraphen:

(1+ uz)um — Uy Uy + (14 U )y, = 0.

Beispiel 1.8
Sei U C R™. Sei f: U — R gegeben. Die Monge-Ampeére-Gleichung an u : U — R
lautet

det(D%u) = f.



Definition 1.9
Eine partielle Differentialgleichung heifit linear, falls die Abbildung

F(x"7.7"'7'):RmXRm-nX---XRm'nk%Rl

fiir jedes « € U linear ist.

Bemerkung 1.10
Sei o = (au, ..., ) ein Multiindex. Wir definieren

Hlal
DY = —(———-.
Oxt - - Otk
Eine PDG ist genau dann linear, wenn sie die Form
Z ao(z) - D%u(z) =0
lo| <k

besitzt.

Bemerkung 1.11
Die Losungsmenge einer linearen PDG bildet einen Vektorraum.

Beispiel 1.12

Die Poisson-Gleichung ist linear, falls f = 0. In diesem Falle heifit sie Laplace-
Gleichung.

Die iibrigen PDGen aus den Beispielen bis [[.¥] sind nicht linear.

Definition 1.13
FEine PDG heifit semilinear, falls sie von der Form

Z ao(z)D%u(z) + F(z,u(z),...,DF tu(z)) =0
|a|=k

ist.



1. FEinleitung

Bemerkung 1.14
Jede lineare PDG ist auch semilinear.

Beispiel 1.15
Die Poisson-Gleichung und die KdV sind semilinear; die Minimalflichen- und die Monge-
Ampere-Gleichung nicht.

Definition 1.16
Eine PDG der Form

Z ao(z,u(x),..., D" tu(z)) - D*u(z) + F(z,u(z),..., D Lu(z)) =0
|a|=k

heifit quasilinear.

Bemerkung 1.17
Jede semilineare PDG ist auch quasilinear.

Beispiel 1.18
Die Poisson-Gleichung, die KdV sowie die Minimalflichengleichung sind quasilinear; die
Monge-Ampere-Gleichung hingegen nicht.

Definition 1.19
Eine PDG, die nicht quasilinear ist, heifit voll nichtlinear.

Nun, da wir die wichtigsten Begriffe definiert haben, wollen wir PDGen auch 16sen
konnen. Dabei sind die folgenden Fragen zu kléren:

e Existiert eine Losung?

e Ist die Losung eindeutig?



e Welche Eigenschaften hat die Losung? Hierzu zéhlen insbesondere Regula-
ritdtsaussagen.

e Konnen wir die Losung explizit angeben?

Bei allem, was wir iiber gewthnliche Differentialgleichungen wissen, kénnten wir versucht
sein, naiv anzunehmen, dass auch jede PDG lésbar ist. Dies ist jedoch leider nicht der
Fall, wie der deutschstimmige Mathematiker Hans Lewy 1957 an folgendem Beispiel
zeigte:

Beispiel 1.20
Es gibt C*°-Funktionen f : R? — R? = C, fiir die die semilineare PDG

g iy + 2 i) w = f
keinerlei Losungen (nicht einmal lokale) besitzt.

Wir werden also einzelne Beispiele fiir (oder Klassen von) PDGen betrachten miissen,
um unsere Fragen zufriedenstellend beantworten zu kénnen.






2. Die drei wichtigsten Prototypen

2.1. Die Laplace-Gleichung

Definition 2.1.1. Die Laplace-Gleichung lautet Au = 0, ist also eine PDE zweiter
Ordnung. Ihre Losungen heiflen harmonische Funktionen.

Bemerkung 2.1.2. Harmonische Funktionen beschreiben physikalische Gleichge-
wichtszusténde.

Da wir bislang noch keine Losungstheorie fiir PDGen besitzen, machen wir einen spe-
ziellen Ansatz, der die Laplace-Gleichung auf eine gewochnliche Differentialgleichung
zuriickfiithrt. Dazu betrachten wir zunéchst nur radialsymmetrische Funktionen u, d.h.

u(z) = v(r), wobei r = |x| = (/2 + -+ + 22.

Wir berechnen fiir r # 0 (d.h. x # 0):

or 1
= > > - 2T
8.171' 21/x1+...+xn
_ T
=
0
w (o) = V()5
" xf , r—x; 3t
uxzﬂﬁz(x) = v (T) T’_2 +v (T) 2
2 / 2
ooy T V() (0w
= v (7“) 2 + , < 7“2>



2. Die drei wichtigsten Prototypen

n
Mit Y 27 = r? ergibt sich dann

i=1
n—1

Au(z) =D g (z) =0"(r) +0'(r) - , (2.1)
=1

r

und das kénnen wir 16sen!

Definition 2.1.3. Die Funktion ® : R" \ {0} — R vermége

—Llog(|z|), n =2
5o ::{ 3 og(lo)

wmamm 2 123,

wobei a(n) := vol,(B(0,1)) = I‘(%f/?) das Volumen der n-dimensionalen Einheitsku-

gel ist, heift Fundamentallésung fiir die Laplace-Gleichung.

Bemerkung 2.1.4. Tatséchlich ist ® eine Losung der Laplace-Gleichung auf R™ \ {0},
wie man mittels Gleichung (2.1]) leicht verifiziert.

Bemerkung 2.1.5. Die Funktion ® ist nicht integrierbar (® ¢ L!(R")), aber lokal
integrierbar (® € L{ (R™)).

loc
Dazu bestimmen wir fiir den Fall n > 3:

/ |®(z)|dx = / |z~ dx
B(0,R) B(0,R)
R
= cy- / 2=l gy
0

= 03-R2.

Dies ist offenbar endlich fiir alle R, wiahrend das Integral fiir R — oo gegen oo strebt.
Die Rechnung fiir den Fall n = 2 ist dhnlich.

Bemerkung 2.1.6
1. Wir bestimmen die erste Ableitung von ®:
o 0% or o Ti
—_ . — C4 .r - —,
ox; or Ox; r
somit ldsst sich der Betrag abschétzen durch |®,,| < ¢4 -7

Wie oben folgt dann ®,, € Ll (R").

loc

1-n



2.1. Die Laplace-Gleichung
2. Analog erhalten wir fiir die zweiten Ableitungen die Abschitzung |®;,, | < c5-77".
Daraus ergibt sich jedoch

R

[ @lde < s [t e = eslogln)] = o,
B(0,R) r=0

demnach kann nicht geschlossen werden, dass ®,,,, lokal integrierbar ist. Das ist
auch nicht der Fall.

Bemerkung 2.1.7. Fiir ein festes y € R" ist die Funktion x — ®(z — y) harmonisch
auf R™ \ {y}. Ebenso ist eine endliche Linearkombination solcher Funktionen mit ver-
schiedenen y harmonisch.

Der néchste logische Schritt wire, von der Summe einzelner y € R™ zum Integral iiber
ganz R” iiberzugehen. Wir halten also eine Funktion f € C?(R") fest und setzen

u(w)i= [ - u)f)dy

Nun schauen wir, ob wu tatséchlich harmonisch ist. Dazu ,berechnen® wir:
Au(z) = [pn Az®(x —y) f(y)dy = 0. Sieht gut aus — ist aber leider falsch!

Wir miissen némlich die Bedingungen fiir die Differentiation unter das Integral (Anhang
[A.T) beachten. Dabei stellen wir fest, dass wir zwar die erste Differentiation mit dem
Integral vertauschen diirfen, nicht jedoch die zweite: Denn |®,,,, (x — y)| ldsst sich nicht
unabhéingig von x nach oben durch eine (lokal) integrierbare Funktion abschétzen.
Also miissen wir einen anderen Weg gehen: Wir haben ja eine Regularitéitsbedingung an
f gestellt — diese kénnen wir nun nutzen. Wir wollen darum u so umschreiben, dass ®
im Integral nicht mehr von z abhéngt. Wir substituieren zu diesem Behufe z := x — .

uw) = [ ew-yswdy= [ -2

Die Kompaktheit des Triagers von f liefert die erforderliche Abschitzbarkeit des Inte-
granden durch integrierbare Funktionen:

|@(2) fo; (2 — 2))|
19(2) foa; (x — 2)|

c1|®(z2) 'Xsuppf+x|a (2.2)
62|‘1)(Z) : Xsuppf+x|-

VANVAN

Nun bestimmen wir

Au(z) = /Rq> Auf(z — 2)dz




2. Die drei wichtigsten Prototypen

Das erste Integral haben wir sehr gut im Griff:

2[log(e)], n=2

L) < es- O(2)| dz = ¢4 - :
nEI<e [ @)= { e

und das konvergiert gegen 0 fiir € N\, 0.
Dem zweiten Integral helfen wir mit der Green’schen Formel bei.

I(e) = / O(2)Ayf(x —2z)dz
R\ B(0,¢)

= / O(2)A,f(r—2)dz
R\ B(0,¢)

= —/ (D(b(z),DZf(m—z»dz—i—/ P(z) - %(ﬂv—z) dS(z)
R\ B(0,¢) - JoBoe v )
=:I3(¢) =:I4(¢)

Wieder haben wir eines der beiden Integrale gut im Griff, dieses Mal das zweite: Denn
wir kénnen ja den Integranden wie in Gleichung nach oben abschétzen.

s - /8 IRLOTSE

I (O RS
>

[14(e)]

IN

€2fn

) —

1 =
_ CG.{d og(e)l, n

£, n>3

=00

Nun bleibt noch ein Integral iibrig, auf das wir wieder die Green’sche Formel anwenden
— denn wir wollen schliellich am Ende die Harmonizitdt von @ ausnutzen, und dafiir
bendtigen wir den Ausdruck A®. Wir berechnen also:

e = [ D), Dfe =)
0P
= / Aq)(z)-f(:c—z)dz—/ flz—=2) a—(z)dS(z)
R\ B(0,8) ~—~— dB(0,¢) v
- ~
_ o 1-n 1
= /83(0,5) flxz—2)e o) dS(z)
1
- /a IRCEELL0
=vol 9B(0,¢)

10



2.1. Die Laplace-Gleichung

— —f f(z — 2)dS(2)
0B(0,e)
™ r).

(Das f-Zeichen bezeichnet das Mittelwertintegral, d.i. der Quotient aus dem
gewthnlichen Integral und dem Volumen des Integrationsbereiches.)

Aha, Aw ist nicht 0, sondern Au(z) = —f(z). Also 16st u die Poisson-Gleichung!
Wir fassen unsere Erkenntnis noch einmal in folgendem Satz zusammen:

Satz 2.1.8
Sei f € C*R"), = Jan ®(@ — y)f(y)dy. Dann ist u € C*(R™) und es gilt
Au+ f=0.

Bemerkung 2.1.9. Dieser Satz ldsst sich mit Hilfe von Distributionen folgendermafien
formulieren:

AD = —6,.

Um dies zu sehen, wenden wir A® auf eine Funktion f an und erhalten:

sl = e8] = [ @wAS Ay = [ $)f()dy = ~7(0) = ~bolf].

Rn

Satz 2.1.10 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen)
Sei U C R™ offen, sei u € C*(U) harmonisch. Dann gilt

u(z) = ]gBW) u(y) dS(y) = 7{9 Ly (2.4)

fiir alle x € U, r > 0 mit B(z,r) C U.

Beweis.

1. Setze ¢ faB(x ") u(y) dS(y faB(o 1 u(z + rz)dS(z). Um zu sehen, dass ¢

11



2. Die drei wichtigsten Prototypen

nicht von r abhéngt, bestimmen wir die erste Ableitung:

/ — gux Tz z
p(r) = ][83(071) or (x+72)dS(z)
- ][ (Du(x +12),2) dS(2)
8B(0,1)

_ ][ (Du(y), :=2) dS(y)
0B(z,r) ~~~

- Zwasw
o

B(x,r) ov
1 ou
= — —(y)dS
vol 0B (z, ) /83(:1:,r) v (v) d5(y)
A2 1
= — A d
vol 0B (z, ) /B(:r,r) u(y) dy
= 0.
Wenn wir nun r — 0 gehen lassen, geht ¢(r) — u(z); und da ¢ konstant ist, ist
damit die erste Gleichheit aus dem Satz bewiesen.

2. Die zweite Gleichheit folgt leicht aus der ersten:

1
u(y) dy = 7/ u(y) dy
][B(m,r) ( ) VOIB(x’T) B(z,r) ( )

1 T
-/, ( / o 1) ds<y>> dp

= 5o/, (01980 f ul)dstw) ) o

=na(n)pn—1

— u(ﬂ?) /rnpnldp
0

Tn

= u(x).

Satz 2.1.11 (Charakterisierung durch die Mittelwerteigenschaft)
Sei U C R™ offen, seiu € C%(U). Es gelte die Mittelwerteigenschaft

w(z) = /8 o U 4SW)

fiir alle x € U und r > 0 mit der Eigenschaft, dass B(x,r) C U.
Dann gilt Au = 0.

12



2.1. Die Laplace-Gleichung

Beweis. Angenommen, es gébe ein zg € U mit Au(zg) # 0. OBdA sei dann Au(xg) > 0.
Wiéhle nun r > 0 so klein, dass Au(xz) > 0 auf ganz B(zg,r). Wie im Beweis von Satz

2110 setzen wir
o= uly)ds).
OB (zo,r)

Im Beweis von Satz [ZT.10] haben wir auch schon gezeigt, dass

/ 1 /
=" A
2 (r) vol 0B (xg,r) B(wo,r) uly) dy

gilt. Nun haben wir aber r so gewéhlt, dass der Integrand — und somit auch das Integral
— positiv ist; withrend aus der Mittelwerteigenschaft (24]) hingegen ¢’ = 0 folgt. Hier
haben wir den gewiinschten Widerspruch. U

Satz 2.1.12 (Maximumprinzip) )
Sei U C R™ offen, sei w € C2(U) N CYU) harmonisch in U. Dann gilt:

1. (Schwaches Mazimumprinzip.) Ist U beschrdnkt, dann nimmt u sein Mazimum
auf dem Rand von U an:
max % = maxu.
U ou
2. (Starkes Maximumprinzip.) Ist U zusammenhdngend und gibt es ein xg € U mit
u(zg) = maxg u, dann ist u konstant.

Bewets.
zu 2. Setze up := maxy u. Wir betrachten die Menge

Vi={zeU|u(z)=up}.

Da u(xg) = up, ist 79 € V, also V # 0. Weil u stetig ist, ist V = u"1(up)
abgeschlossen in U. Nun bleibt zu zeigen, dass V' auch offen ist, denn dann muss
V = U sein, also u(z) = ug fiir alle x € U.

Sei x € V. Wihle r > 0 so, dass B(z,r) C U ist. Dann gilt

U ——

<maxg u

maxu = u(x) = ][ u(y) dy < ][ max u dy = maxu.
B(x,r) B(z,r) U U

Somit muss in der Ungleichung die Gleichheit gelten, also u(y) = maxg u fiir alle

y € B(x,r), d.h. B(z,r) C V.

13



2. Die drei wichtigsten Prototypen

zu 1. Diese Aussage folgt leicht aus 2.: Nimmt v das Maximum im Inneren von U an, so
ist u konstant und hat dadurch dasselbe Maximum auf oU.

Bemerkung 2.1.13 (Minimumprinzip). Indem wir das Maximumprinzip auf —u an-
wenden, erhalten wir analoge Aussagen iiber das Minimum einer harmonischen Funktion

u e C*(U)NCYU):
1. Ist U beschriankt, so nimmt « sein Minimum auf dem Rand an:

min v = min u.
U ou

2. Ist U zusammenhingend und gibt es ein zp € U mit u(zg) = ming u, so ist u

konstant.
Bemerkung 2.1.14. Fiir Dimension n = 1 lidsst sich das Maximumprinzip beson-
ders gut nachvollziehen. Dort lautet die Bedingung fiir Harmonizitit «” = 0, und

dies beschreibt genau die affin-linearen Funktionen. Offenbar nehmen diese Funktio-
nen tatséchlich ihr Maximum und Minimum auf dem Rand des Definitionsbereiches an,
und wenn im Inneren ein Maximum oder Minimum liegt, so sind sie konstant.

u(z) u(z)

maxu
B T
U x U x

Bemerkung 2.1.15. Ist U nicht zusammenh#ngend, so gilt Aussage 2 des Maximum-
bzw. Minimumprinzips nicht. Die Aussage ,,u ist konstant® lidsst sich dann nur fiir die
Zusammenhangskomponente von U treffen, die das xp mit u(zg) = maxg u enthélt.

Bemerkung 2.1.16. Sei U <C R" offen und beschrinkt. Die Funktion
u € CYHU)NCOU) erfiille

Au =0 aufU,
U=y auf oU

mit g > 0, aber g Z 0. Dann folgt leicht aus dem starken Minimumprinzip, dass v > 0
auf U gilt.

14



2.1. Die Laplace-Gleichung

Satz 2.1.17 (Eind. von Lésungen des Randwertproblems zur Poisson-Gl.)
Sei U C R™ offen und beschrinkt. Sei g € C°(OU) und f € C°(U). Dann gibt es
héchstens eine Losung u € C*(U) N CO(U) von

Au=f aufU,
u=g auf OU.

Beweis. Seien uqy,us Losungen. Dann gilt fiir u := uy — us:

Au=0 aufU,
u=~0 auf OU.

Aus Maximum- und Minimumprinzip folgt hiermit

maxu = minu = 0,
U U

also u; = us.

Satz 2.1.18 (Regularitét)
Sei U C R™ offen. Fiir u € CO(U) gelte die Mittelwerteigenschaft

w(z) = ]@BW) u(y) dS(y)

fiir alle x € U und v > 0 mit B(x,r) C U. Dann ist u € C*®(U).

Beweis. Fiir € > 0 seien U, und u, wie in [A.3] definiert. Nach [A. 4] ist u. € C*°(U;). Fiir

15



2. Die drei wichtigsten Prototypen
alle z € U, gilt:
w@) = [ =yt dy

- / ne( — y)uly) dy
B(z,e)

-/ Cne(r) ( / 0 ds<y>> dr

= /06 ne(r) (u(z) - vol OB(x, 7)) dr

= u(x) /6775(7”) vol OB (z,r) dr

Damit haben wir gezeigt, dass u|y, = u. € C*°(U,) fiir alle € > 0 ist. Da nun zu jedem
x € U ein € > 0 existiert mit x € U,, heifit dies, dass u in jedem Punkt glatt ist, also
ue C>®(). O

Bemerkung 2.1.19. Fiir eine Funktion u € C°(U) sind somit #quivalent:
1. w € C*°(U) und w ist harmonisch;
2. u € C?(U) und u ist harmonisch;

3. fiir u gilt die Mittelwerteigenschaft.

Satz 2.1.20
Sei U C R™ offen. Sei uw € C°(U) harmonisch. Dann gilt fir xo € U, r > 0 mit

B(zg,r) C U und fiir Multiindizes o mit |a| = k € Ny:

e Ck
|D%u(z0)| < e 1wl 21 (B(wo,r))»

wobei C), = %

Diese Ungleichung gilt auch fiir die Funktion w selbst (also k = 0), wobei wir die
Konwvention 0° = 1 verwenden.

16



2.1. Die Laplace-Gleichung

Beweis. Wir beweisen den Satz mittels vollstdndiger Induktion nach k.

k = 0. Hierfiir nutzen wir die Mittelwerteigenschaft.

u(zo)| =

][ u(y) dy
B(xzo,r)
1
_— u(y) d
vol B(zq, r) /B(mﬂ,) (v) dy
< u(y)| dy
a(n)r" /]:Ei(azo,r)‘ ( )’

1
Co
o

Nullzr By v

k=1. Wegen A(D%u) = D*(Au) = 0 sind alle D®u harmonisch, es gilt also wieder die
Mittelwerteigenschaft. Bezeichne mit e; den i-ten Einheitsvektor. Dann ist

|tz (o)

=
IIS

IN

IN

— L /B D0

/B L

a(n) (5)"

el l /B(m%) é}'u(y) o /asuo,g) g U dsW)

2n
a(n)rm /BB(xmg) [(eis v)| -[u(y) dS(y)

a(n)rn "—Q

on ryn—1
W . na(n) (5) ’ HUHL‘X’(QB(:BO,%))
2n

Tl o(a0.5))-

Fiir alle x € 9B (xo, %) ist B (m, %) C B(zo,7) C U, also kénnen wir den Fall k = 0
anwenden und erhalten

ju(z)] <

C on
@ ’ HUHLI(B(L%)) < a(n)?‘" ’ HuHLl(B(xo,r))'

Damit gilt natiirlich auch fiirs Supremum

27l

a(n)rm

1l oo (0B (2,2)) < 1wl 1 (B(wo,r)) -

17



2. Die drei wichtigsten Prototypen

Hiermit fithren wir unsere begonnene Berechnung fort:

(@) < 22 u]
Uz (TO)] = , Wilpe (0B(x0,5))
2n+1.n
< WHUHU(B(M,@)
C

= WHUHLl(B(wo,r))' v

k > 2. Die Formel sei fiir alle Multiindizes § mit || = k — 1 bewiesen. Wihle nun einen
Multiindex (3 so, dass

0

=_—DF
&ci

DC\{

gilt. Wie im Fall £ = 1 berechnen wir dann

[D%u(zo)| =

]{B(m%) D%u(y) dy

B’LL .
]fg R

kn
B
r D7l 03205

IN

Da fiir alle x € OB (xo, %) gilt:

_ k—1 _
B <x, ? -r> C B(zg,r) C U,

liefert die Induktionsannahme die Abschéitzung

Cr—1
|DPu(x)] < WHUHL%B(L%T))
(%)
@ la(k — )Mk O\
< a(n) k-1 el (Bor):

Dies gilt natiirlich auch fiir das Supremum all dieser x, und damit kénnen wir die
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2.1. Die Laplace-Gleichung
begonnene Ungleichung fortsetzen:

o Mih B
|D%u(xo)| < . | D UHLOO(aB z0,%))
kn (2"tink)k-t 1

< , a(n) (%)n : k-1 ||uHL1(B(J:o,r))
<2
,—/An
k
(2"t on . k)k (k—l) 1
- OZ(TL) ’ on+1 ’ rntk HUHLI(B(QUOJ"))
N——
=Cy, <1
< k
= otk HUHLI(B(:EO,T)),
was zu beweisen war. |

Satz 2.1.21 (Liouville)
Sei u € C°(R™) harmonisch. Ist u beschrinkt, so ist u konstant.

Beweis. Sei x € R™. Dann gilt fiir alle » > 0:

@) < ol ey
< O (B ) ull (e
— ,,anJrl ’ z,r
o =a(n)r
= 7||UHL<><>(B(m,r))
r—0o0

— 0 HUHLOO(B(Z‘,T‘)) =0.
———

<o

Daraus folgt, dass ug,(x) = 0 fir alle z; ist und somit auch Du = 0. Wenn die Ableitung
konstant verschwindet, muss aber die Funktion u selbst konstant sein. O
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

Satz 2.1.22 (Darstellungsformel fiir die Poisson-Gleichung)
Sein >3, sei f € C2(R™). Dann ist jede beschrinkte Losung u € C?(R™) der Poisson-
Gleichung Au + f =0 von der Form

u(x):/nfﬁ(x—y)f(y)dy—l—C' mit C € R.

Beweis.
1. Zeige zunéchst, dass

i) = [ @ - )1y

tatsiichlich beschrinkt ist. Wihle dazu ein R > 0 derart, dass supp f C B(0, R).

Da 4 stetig ist, muss die Funktion auf B(0,2R) beschrinkt sein. Wir brauchen also
nur zu zeigen, dass @ auch auf R™ \ B(0,2R) beschrinkt ist.

Sei deshalb |z| > 2R. Fiir alle y € supp f C B(0,R) gilt dann |z — y| > R und,
weil @ fiir n > 3 streng monoton fallend ist, ®(z —y) < ®(R). Nun berechnen wir

ja(x)] < / ; @ (z = )||f (W)l dy < PR)||fl|11 @n) = C)R*"| fl 11 n)-
TP elmy

Die Funktion # ist also tatsidchlich beschrankt.

2. Sei u eine beschrinkte Losung der Poisson-Gleichung. Dann ist w — @ ebenfalls
beschréankt und 16st die Laplace-Gleichung. Satz 2. 1.2 sagt dann, dass u — 4 = C
konstant ist.

Satz 2.1.23 (Harnack-Ungleichung)

Sei U C R" offen. Sei V. CC U offen und zusammenhingend. Dann gibt es eine
Konstante C > 0 derart, dass fir jede harmonische Funktion v € C*°(U) mit u > 0
gilt:

supu < C' - inf u.
A7 \%

Die Konstante C hdngt dabei nur von V, nicht von u ab.
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2.1. Die Laplace-Gleichung

Beweis. Wihle ein 7 > 0 mit 4r < dist(V,0U). Dies ist moglich, weil V kompakt ist,
OU abgeschlossen und V N oU = 0.

1. Fiir z,y € V mit |z — y| < r gilt B(y,r) C B(x,2r) C U und damit

u(z) = ]é(x’zr)u(z)dz
1
~ am@e)” /B(m,m le) de
1

> - u(z)dz
a(n)rn - 2n /B(yﬂn) (2)

€
2" /B
1
= z—nu(l/)
=uly) < 2"u(z).

Wiéhlen wir zwei Folgen von Punkten z;,y; € V so, dass u(z;) — infy u und
u(y;) — supy u, so gilt die obige Abschitzung fiir jedes Paar (u(x;),u(y;)) und
somit auch fiir den Grenzwert.

2. Seien nun z,y € V beliebig. Uberdecke die kompakte Menge V mit
Billen {B (z,%) | z € V} und wihle daraus eine endliche Teiliiberdeckung

{B(z,%) |i=1,...,N}.
N

Betrachte nun die Menge V' := [JB(z,%) D V. Nun gilt immerhin
i=1

dist(V’,0U) > dist(V,dU) — % > 3r, weshalb nach wie vor B(z,2r) C U fiir
alle z € V'’ gilt. Wir kénnen also Beweisteil 1 auch auf Punkte aus V' mit Abstand
kleiner oder gleich r anwenden.

Wiéhle einen Weg ¢ von x nach gy in V. Dies ist moglich, da V' zusammenhéngend
ist. In V' lisst sich dieser Weg so zu einem Weg ¢ modifizieren, dass jedes des
B (zi, %) hochstens einmal durchlaufen wird (indem wir iiberfliissige ,,Schleifen®
entfernen).
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

Seien zj,,...,z;,, die Mittelpunkte der Bille, die entlang ¢ durchlaufen werden,
und zwar in der Durchlaufreihenfolge. Der Schnitt zweier solcher Bélle mit aufein-
anderfolgenden Indizes ist nicht leer. Da jeder Ball hochstens einmal durchlaufen
wird, ist M < N. Setze & := x, & := Zigy v v Envimg = Zinr_19 Ev = .

Da der Durchmesser eines dieser Bille 3 ist,
konnen Punkte in zwel aufeinanderfolgenden
Billen hochstens den Abstand r haben. Insbeson-
dere gilt

1§51 — &5| < r vy,

woraus mit Beweisteil 1 folgt:

u(y) = u(ém)
< 2"u(§m-1)
< 2" (2"u(ép—2)) = 22" u(€pr-1)
< 2nMhy(gy)

2"(M_1)u(x)

IN
)
=
=
=
£
&

Damit gilt auch fiir das Supremum respektive Infimum:

supu < 27V inf .
A% \% O

Bemerkung 2.1.24. Die Harnack-Ungleichung gilt tatséchlich nur fiir V. CC U, im
Allgemeinen nicht fiir U selbst. Der Beweis geht schief, weil wir fiir grofler werdendes V'
auch r N\, 0 gehen lassen miissen, dabei dann aber die Anzahl N der zur Uberdeckung
von V notwendigen Bille gegen oo strebt.

Satz 2.1.25
Sei U C R™ offen, seiu € C%(U) harmonisch. Dann ist u analytisch auf U.
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2.1. Die Laplace-Gleichung

Beweis. Wir wissen bereits aus Satz ZT.18], dass u glatt ist. Wir konnen also v um ein
g € U in eine Taylorreihe entwickeln:

Z M(w — z0)%,

al
(07

wobel al == aq! ... - a,!und ¥ = &7 - €S

Wir betrachten das Restglied k-ter Ordnung;:

Ri(z) = wu(z)— Z %ﬁxo)(aﬁ — x0)®
laf<k—1
Z Dau(ﬂﬁo +0- ($ — 1‘0))

o (x — x0)”

la|=k

fiir ein 6 € [0, 1], welches von x abhéngt.

Setze 1 := W < 1. Wihle 7 > 0 so, dass B(zg,2r) C U. Fiir x mit |z —z¢| < n-r <7

ist dann auch B(xg + 0(z — x¢),7) C B(z0,2r) C U und es gilt:

|Rk($)| < Z |Dau($0—|—9($—$0))||(x_x0)a|

a!
|o|=k
CkHuHLl (B(xOJrg(x,mO)’T)) o
Y - (@ — 20)°
o=k '
Crllull L1 (B(@o,2 )
< Y e - ).

la|=k

Auch den Term |(z — x0)®| koénnen wir abschétzen, denn es gilt fiir einen beliebigen
Vektor £ € R™

€71 = H‘fi < [Jlelo = lg=i=r 2 = jgfled

=1 =1
<l ’

Damit setzen wir unsere begonnene Abschétzung fort:

Crllull L1 (B(o,2r)) k
[Re| < Z; kgl |z — o
=k <nr
2rtl.n- k) 1 1
T 1wl (B(zo,2r)) - Z o
lal=k

IN

a(n)

An dieser Stelle wire es hilfreich, wenn wir die Summe explizit kennten. Aber das tun
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

wir ja, ndmlich durch den Multinomialsatz:

nk — (1+...+1)k

1

|la|=k
Setzen wir dies in unsere Abschétzung ein, so erhalten wir

(2n+1 X n2 n- k‘)k ” H
a(n) -1 -kl Ul LY (B(x0,2r))

[Ri(2)] <

Kk _ 1wl 1 (B(zo,2r)
- ek a(n) -r"

— (2 o)k
= (2 nvne) 1

=1

k—o0

— 0,
weil nach der Stirling’schen Formel '“ZT—;:Q oo (2m)~1/2 gilt. (Deren Beweis ist nachzu-
lesen z.B. in [4, S.244].) O

Korollar 2.1.26 (Starke Eindeutigkeitseigenschaft)
Sei U C R™ offen und zusammenhingend. Seien u, @ € C°°(U) harmonisch. Falls fiir

einen Punkt xq € U gilt:
D%u(xo) = D%(zg) Ve,

Beweis. Die starke Eindeutigkeitseigenschaft ist eine Eigenschaft aller analytischen
Funktionen: Aus D% (u — @)(xo) = 0 fiir alle « folgt, dass die Taylorreihe von u — @
um xg gegen die Nullfunktion konvergiert, und demnach ist u — @ = 0. U
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2.1. Die Laplace-Gleichung

Wir wollen im Folgenden noch einmal das Randwertproblem fiir die Poisson-Gleichung
untersuchen:

(2.5)

Au+f=0 aufU
U=y auf U

Aus Satz 2117 wissen wir bereits, dass dieses Randwertproblem héchstens eine Lésung
besitzt. Nun interessiert uns, ob diese Losung tatséchlich existiert und ob wir diese fiir
konkrete U, f, g sogar explizit angeben kénnen.

Sei also U C R™ offen, beschrinkt und mit stiickweise glattem Rand. Sei u € C2(U),
x € U. Sei € > 0 so gewihlt, dass B(z,e) C U. Setze V. := U \ B(z,¢). Nun berechnen
wir

/ (y —z) - Au(y) dy —/ (D@(y — ), Du(y)) dy
+/av Py —x) - %(y)ds(y)
A2 A®(y — ) -u(y) dy—/ g—q)(y—w)U(y) dS(y)
N——— oV, 12

— /avs <<I>(y - x)%(y) - g—f(y - w)U(@/)) dS(y).

Der Rand von V. besteht aus zwei Komponenten: OU und 0B(x, ), wobei ein duflerer
Normalenvektor von 0V, an 0B(z,¢) ins Innere des Balles weist. Wir wollen am Ende
€ — 0 gehen lassen, weil dann das Integral iiber V. gegen das Integral iiber U konvergiert.
Deshalb untersuchen wir die Abhéngigkeit des obigen Integrals von ¢, und diese steckt
ausschlieflich in der Randkomponente 0B(z, €).

IN

ou
/83(33,5) Oy —2)5-(y) dS(y) Ci - /aB(m)kI)(y — 2)|dS(y)

1 =2;
— C2‘€n1‘{|20g(6)|7 n ) 5_\(90, und
e n>3
0P gl—n
[ Se-nuwdsh) = s [ uw)ds)
dB(z,e) GV , na(n) OB(z,¢)

——¥/(c)
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

Beim Grenziibergang € N\, 0 erhalten wir also

[ow-asumay = [ (ow-050 - G w-ouw) ds6) - ) (20)

S u@) = - /U B(y — ) Auly) dy

+[ (205w - S - 2u) ast)

fiir alle u € C?(U).

Das ist ja schon fast das, was wir haben wollten: Um das Integral iiber das Innere von
U zu bestimmen, benttigen wir lediglich Awu, und das ist uns beim Randwertproblem
[23) gegeben. Im Randintegral brauchen wir zwar u selbst — aber auch hier gibt uns
[235) vor, welche Werte u auf dem Rand annimmt.

Leider geniigt dies aber nicht, denn der Randterm enthélt auch noch die Normalenablei-
tung von u, und um die zu kennen, miissten auch Werte von u in einer Umgebung des
Randes bekannt sein. Die Normalenableitung ist also noch zu eliminieren.

Nehmen wir an, wir haben eine Korrekturfunktion ¢® : U — R mit der Eigenschaft

piy) =@y —=) Vyedl,
Ayp®(y) =0 auf U.

Im Gegensatz zur Fundamentallosung ®(y — x) hat ¢* keinen Pol in z. Deshalb kénnen
wir ohne Umweg iiber V. direkt durch zweimalige Anwendung der Green-Formel bestim-
men:

. B 2, 20U 0p”
/U " (y)Auly) dy = /8 , (w W5, W) — = (y)U(y)> dS(y). (2.7)

Subtrahieren wir nun Gleichung (2.7)) von Gleichung (2.6 und setzen der besseren Les-
barkeit wegen die Differenz ®(y — z) — ¢*(y) =: G(x,y), so erhalten wir

/G(ﬂc,y)AU(y)dy = — g—f(%y)U(y)dS(y)—U(w)
U oU
S ul@) = - /U G, y)Au(y) dy
[ e uty) astu).
oU

Wir haben die gewiinschte Gleichung erhalten. (Allerdings nur unter der Voraussetzung,
dass solch eine Korrekturfunktion ¢® existiert.)
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2.1. Die Laplace-Gleichung

Definition 2.1.27. Sei ¢® eine Korrekturfunktion fiir U, und zwar existiere eine
solche Funktion fiir alle z € U. Dann heift

G(z,y) =@y —2) — ¢"(y)

Greenfunktion von U.

Wir fassen unsere Erkenntnisse aus obiger Herleitung zusammen:

Satz 2.1.28

Sei U C R™ offen, beschrinkt und mit stiickweise glattem Rand. Sei G eine Green-
funktion fiir U. Dann gilt fir v € C?*(U) mit Au+ f = 0 auf U und u = g auf
ouU :

u() =/ G(z,y)f(y) dy — 8—G(x7y)g(y) dS(y) VzeU.
U ou Ov

Bemerkung 2.1.29. In Distributionenschreibweise gilt fiir G:

AyG(z,) 4+ 0, =0 aufU,
G(z,-)=0 auf oU.

Satz 2.1.30 (Symmetrie der Greenfunktionen)
Sei U C R™ offen, beschrinkt und mit stiickweise glattem Rand. Sei G eine Green-
funktion von U. Dann gilt fir alle x,y € U mit x # y:

G(z,y) = G(y, x).

Beweis. Seien z,y € U, z # y. Wihle 0 < & < min{dist(z, 0U), dist(y, 0U), 3|z — y|}.
Durch diese Wahl sind die e-Biélle um x bzw. y disjunkt und liegen vollstédndig in U.

Setze v(z) := G(z,2) und w(z) := G(y,z). Die Funktion v ist auf U \ {x} definiert,
die Funktion w auf U \ {y}. Sowohl v also auch w sind harmonisch und verschwinden
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

auf OU. Setze V. := U \ (B(z,e) UB(y,¢)). Nun liefert uns die Harmonizitét zusammen
mit der Green’schen Formel:

0 - / o(2)Aw(z) dz

A2 § &’iﬁ () ds — /a § 8—5(%)11)(2) ds(z) + /8 o g—qj(z) ds(z)
- [, (s05re - S ) s
- /aU(vz)g—‘j(z)—g—”(z)%(gg)dsv)

e[ (056 - Geme) ase

o (152 ) - Gotatul) dsia

Nun untersuchen wir fiir alle auftretenden Terme das Verhalten beim Grenziibergang

e\ 0:

ow
/aB(m,@E(Z)”(Z)dS(Z) < C- /a B(m7€)|v(z)|d5(z)

< o / (1B(z — 2)| + [¢°(2)]) dS(2)
OB(z,e)

! =2
< Cyoent [ JHoselom +Cs
e n>3

=%,

Analog ergibt sich

/ 9 was 9.
0B(y,e) ov
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2.1. Die Laplace-Gleichung

Fiir die iibrigen zwei Terme bestimmt man

/ a—v-wdS = / <—<I>’(a)+&p )-wdS
0B(xz,e) OV OB(x.¢) ov

1-n T
- 5—/ wdS+/ 09" w ds
na(n) Jop(z.e) 0B(z,e) OV

——
:faB(z,E) wdS ECOO(U)
4 w(z) +0
und analog
0
/ T pas 4 v(y).
oB(.) O
In Gleichung (2.8) eingesetzt ergibt dies
w(z) = v(y),
was zu zeigen war. ]

Bemerkung 2.1.31 (Eigenschaften der Greenfunktion).

1. Weil die Losungen des Randwertproblems fiir die Poisson-Gleichung gem#fl Satz
2117 eindeutig sind, gibt es fiir jedes beschriinkte offene U C R™ héchstens eine
Greenfunktion.

2. Der Definitionsbereich der Greenfunktion G ist (U x U) \ {(z,x) | € U}.

3. Nach Definition ist G harmonisch (und damit auch analytisch) in y, d.h. die Funk-
tion y — G(z,y) ist fiir festes  harmonisch auf U \ {z}.

4. Wegen Satz 2.1.30]ist G auch harmonisch in zx.

Beispiel 2.1.32. Wir bestimmen die Greenfunktion fiir U = B(0, R) C R™.

1. Betrachte zunichst z = 0. Fir y € OU ist

. lo§|R\ 7 n— 2;
n(n—2)a(n)’ nz

Die Funktion ¢°(y) = ®(R) ist offensichtlich harmonisch auf U und stimmt auf
OU mit ®(y — 0) iiberein. Wir erhalten also fiir die Greenfunktion:

G(0,y) = ®(y) — ®(R) Vy e B(0,R).
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30

. Sei nun x # 0.

Somit gilt fiir eine Losung v des Randwertproblems (2.5)) in Dimension n > 3:

w0) = = [ ®)-gwasw)+ [ (@) - 2R dy
dB(0,R)

B(0,R)
len / y27n _ R27n
= 9(y) dS(y) + / ————f(y)dy
na(n) dB(0,R) () dS(y) B(0,R) n(n —2)a(n) )

= ; 2-n _ p2-n
- ]éB(OvR)g(y) dS(y) + (= () /B(O’R)(y R>™™) f(y) dy.

Hier sehen wir eine Verallgemeinerung der Mittelwerteigenschaft harmonischer
Funktionen: Das zweite Integral ist ein Korrekturterm, der fiir harmonische Funk-
tionen verschwindet.

Eine rein geometrische Uberlegung bringt uns zu dem Schluss, dass fiir jedes
y € 0B(0, R)
z| R

R —

gilt, und dies ldsst sich auch algebraisch schnell verifizieren. Damit erhalten wir

aber
z| R || R?
Dy—a2)=0( oy —z)=0 (2 (y-
(y—2) <Ry |x|ﬂ3 r \Y |x|2x ’

und diese Funktion ist harmonisch in y auf ganz U, da der Pol bei y = %x
auflerhalb von U liegt. Wir wéhlen also fiir = # 0

' (y) =2 (% (y - %x» :

was, wie eben beriindet, auf U harmonisch ist und auf OU mit ®(y — x)
iibereinstimmt. Fiir x # 0 ist somit die Greenfunktion von U gegeben durch

Gl =0t (2 (1 220)).
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Wenn wir nun das Randwertproblem 16sen méchten, benttigen wir dazu die Nor-
malenableitung von G. Dazu berechnen wir

G —a) = @) g mitr =y s
Ty
T nan) v
1 -y

na(n) |z — y|v’
|z 0D [ |x] R
R oy VR \Y

2P

')

x| (,, _ R% .
ol 1 R (e )
~ R na(n || R "
CER
|z )
. 1 — Rz Yi + x;
na(n) |z —y/"
2
0 1 %—%+%%—%
= —G(z,y) =
Ay na(n) 2 —y["
||2
_ 1 -1
na(n) -y

0

yi 1

Also gilt fiir Losungen des Randwertproblems (2.5) mit f = 0, d.h. fiir harmonische

u:U — Rmit ulgy = ¢:

u(x)
RQ _ |$|2

_Amm

no(n)R

1 Jz)* - R?
na(n) |x — y|"Rg

9(y) _as(y)
aB(0,R) [T — Y

(y)dS(y)
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— / K(z,y) - g(y)dS(y) (2.9)
9B(0,R)

mit
R —|z|*> 1
na(n) - Rz —y|"

K(z,y) = (2.10)
Auch diese Gleichung lasst sich als Verallgemeinerung der Mittelwerteigenschaft
interpretieren: Der Funktionswert von u an einer beliebigen Stelle x im Inneren
eines Balles ist ein mit K gewichtetes Mittel iiber die Funktionswerte von u auf
dem Rand des Balles. Dabei werden die Randpunkte, die sich ndher an x befinden,
stiarker gewichtet als die weiter entfernten.

Definition 2.1.33. Die in Gleichung (Z.I0) definierte Funktion

K:(UxU)\{(z,2) |z €U} =R

heifit Poissonkern von B(0,R).

Bemerkung 2.1.34. Fiir eine gegebene Funktion g € C°(0B(0, R)) definiert

u(z) :== / K(z,y)g(y) dS(y)
8B(0,R)

eine Funktion u : B(0, R) — R mit folgenden Eigenschaften:

32

1. Die Funktion w ist glatt auf B(0,R), da die Differentiation unter das Integral

unendlich oft moglich ist.

. Die Funktion u ist harmonisch auf B(0, R), da die Greenfunktion harmonisch ist.

. Fiir alle z € 0B(0, R) gilt

lim  u(z) = g(z'),
z—z’
2€B(0,R)
d.h. u besitzt eine stetige Fortsetzung 4 auf B(0, R) derart, dass @|ppo,r) = 9-
Dies lésst sich anschaulich nachvollziehen, wenn man die gewichtete Mittelwertei-
genschaft 2.9] betrachtet: Kommt x in die Nihe eines Randpunktes von 0B(0, R),
wird der Wert von ¢ an diesem Randpunkt bei der Mittelung zunehmend stérker
gewichtet, bis schliellich andere Randwerte keine Rolle mehr spielen.
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Am FEnde dieses Abschnittes wollen wir noch eine Verbindung zum Variationskalkiil
herstellen.

Definition 2.1.35. Sei U € R" offen, beschrankt und mit stiickweise glattem Rand.
Sei g € CY(AU) und f € C°(U). Setze

Fy = {u e C*U) | ulov = g}

und definiere die Dirichlet-Energie fiir u € F:

Elu] ::/U(%|Du|2—uf) dz.

Satz 2.1.36 (Dirichlet-Prinzip)
Seien U, f, g wie in Definition [2.1.38, u € C*(U). Dann sind dquivalent:

1. Die Funktion u lost das Randwertproblem (2.5), d.h.

Au+ f =0 auf U und ulspy = g;

2. Die Funktion u hat unter allen Funktionen aus F, die kleinste Dirichlet- Energie,
d.h.

u € Fy und Efu] = min Efv].
veEFy

Beweis.
2.=1.
Ist u € Fy, so ist u|gy = g nach Definition von F,. Bleibt also nur Au+ f = 0 zu zeigen.

Sei ¢ € CX(U). Setze uy := u+t- . Dann ist uy € Fy fiir alle t € R. Wir bestimmen
die Dirichlet-Energie von wy:

Elu = /U<é\Du+tDap]2—(u+tap)f> dx

. 1
_ tQ/U§|D(p|2dx+t/U(<Du,DSD>_Spf)dac%—/U<§|Du|2_uf> dx.
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Nach Voraussetzung besitzt die Funktion ¢ — E[u] in ¢ = 0 ein Minimum, d.h.

d
0 = %E[ut] ’tzo

- / ((Du, D) — o) di
U

4.2 —/gpAud:ﬂ+/ ® @dS(a:)—/gofd:c
U U

oU ~~_ Ov
=0 auf OU

= —/(Au—i—f) ~pdx. (2.11)
——
cCo(U)
Wiére nun Au+ f # 0 auf U, dann gébe es ein zg € U mit (Au+ f)(xo) # 0. Sei 0.B.d.A.

(Au + f)(zo) > 0. Aufgrund der Stetigkeit ist dann auch in einer e-Umgebung von xg
die Funktion Au + f positiv.

Wihle ein ¢ € C°(U) mit ¢ > 0 auf B(0,¢) und ¢ = 0 auf U \ B(0,¢). Dann ist
/(Au—i—f)cpdx:/ (Au+ fodr >0,
U B(0.)

und das steht im Widerspruch zu (2.I1). Somit erfiillt v die Gleichung Au+ f =0. v

1.=2.

Wieder folgt u € F, qua Definition aus u|gy = g und der Regularititsvoraussetzung
an u. Bleibt zu zeigen, dass fiir alle v € F, gilt: E[v] < Efu].

Sei dazu v € F, beliebig. Dann ist (v —v)|sy = 0, und deshalb folgt mit der Green’schen
Formel:

OZ/U(Awf)-(u—v)dfﬂ
@_/(wu,p(u—v»—f-(u—v))dw
U

- _/(\DUP_ (Du, Dv) = f - (u —v)) do
U

bzw.

/U(]Du\Q = fu) dx:/U((Du,Dv> ~fev)da

CSU
< (|Dul - |Dv| —fv) dz
U ~—~—
<3 (|Dul*+[Dv|?)
1

<,

7N

1
§]Du\2 + §]Dv]2 —f- v> dz,
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2.2. Die Wéirmeleitungsgleichung

und daraus liest man direkt das gewiinschte Resultat ab:

Blu] = /U (%ym\? —fu> do < /u (%ymy? —fv> dz = B, _

2.2. Die Wiarmeleitungsgleichung

Definition 2.2.1. Fiir u = u(xq,...,z,,t) heiBit die partielle Differentialgleichung

ou

Wirmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung.

Bemerkung 2.2.2. Die Losungen der Wirmeleitungsgleichung beschreiben Diffusions-
vorgénge, z.B. die Konzentration eines Gases in einem Gasgemisch oder die Temperatur
eines Materials zum Zeitpunkt ¢. Demnach erwarten wir, dass sich fiir eine Losung u(x, t)
die Werte fiir verschiedene x mit fortschreitender Zeit immer weiter angleichen.

Definition 2.2.3. Die Funktion ® : R™” x R\ {(0,0)} — R vermoge

902
B(x, 1) = (471'(*,)_%6_%, t>0
’ 0, t<0odert=0,z%0

heiffit Fundamentall6sung der Wirmeleitungsgleichung.
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

Bemerkung 2.2.4. Die Fundamentallésung ® ist glatt auf ihrem Definitionsbereich.

Bemerkung 2.2.5. Die Fundamentallosung ist tatsichlich eine Losung der
Wiérmeleitungsgleichung auf R™ x R\ {(0,0)}: Fiir ¢ < 0 ist die Aussage ohnehin
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2.2. Die Wéirmeleitungsgleichung

klar, und fiir ¢ > 0 kann man schnell nachrechnen:

62 n—1 6 _n 7&
qu) = <ﬁ 4+ — . ar> <(47Tt) 2e 4t>
2
_ ai). <<2_> 2 ;12_>
4t 4t r 4t

r\2 n .
= P(rt)- <<2_t> — 2_t>’ wéhrend

0 n r2
=0 = <I>(r,t)-<——+—>,

also gilt fiir t > 0: AP = ;.

Bemerkung 2.2.6. Wir kénnen die Fundamentallosung der Wéarmeleitungsgleichung
so interpretieren, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Temperatur iiberall auf dem R" gleich 0,
auler im Ursprung, wo sie unendlich ist. Die Fundamentallésung beschreibt dann, wie
sich die Temperatur ausbreitet. Wegen

O(z,t) >0 V(z,t) € R" x (0,00)

ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit unendlich grof}; bereits nach beliebig kurzer Zeit
t > 0 hat sich etwas Wéarme in beliebig weit vom Ursprung entfernte Punkte ausge-
breitet. Insbesondere ist die Warmeleitungsgleichung nicht mit der Relativitéitstheorie
vertréglich.

Bemerkung 2.2.7. Fiir festes t > 0 konnen wir die Fundamentallésung integrieren:

/n<I>(x,t)dx = (4drt)” / / dzy -+ day,
/ / % day - de,
_ <<4m); /Z%@

Substituieren wir 7 := 5 \/Z’ dann erhalten wir

/n O(x,t)dx = <7T_% /OO e dn)n =1.

—00
N —’
:\/E

:

M

M\:

= (4wt)”
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

Bemerkung 2.2.8. Fiir festes (y,s) € R" x R ist die Funktion

(x,t) = ®(x — y,t — s)

eine Losung der Wirmeleitungsgleichung auf R™ x R\ {(y, s)}.

Sei g : R" — R gegeben. Wir wollen nun eine Losung des Anfangswertproblems fiir die
Wairmeleitungsgleichung finden, also eine Losung von

{ut —Ayu=0 auf R” x (0,00); (2.12)

u=g auf R x {t = 0}.

Satz 2.2.9
Sei g € CO(R™) N L>®(R™). Dann definiert fiir t > 0 die Funktion

u(wt)i= [ - p.0)-g(0)dy

eine glatte Lisung der Wirmeleitungsgleichung auf R™ x (0,00), und fiir alle ' € R™

gilt
lim  u(x,t) = g(z’).
(z,t)—(2',0) (1) = 9(=)
t>0
Beweis.
1. Sei a = (aq,...,apn,nt1) =: (&, apt1) ein Multiindex. Sei 6 > 0. Die partiellen
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Ableitungen von ® haben fiir t > 0 die Form
DY®(z,t) = t7I81720n41 L P (2. 8) - B(a, 1),

wobei P,(z,t) ein Polynom ist. Die maximal auftretende ¢-Potenz in P, (x,t) ist
dabei kleiner als |&|+ 2a,+1. Demnach ist D*® auf R™ X [§, 0o0) beschrénkt und wir
diirfen beim Ableiten von u auf diesem Bereich unendlich oft unter dem Integral
differenzieren. Deshalb ist u glatt auf R™ x [4, 00).

Da dies fiir jedes 6 > 0 gilt, ist u € C*°(R™ x (0,00)).

. Da wir unter dem Integralzeichen differenzieren diirfen, tun wir dies einfach:

(%—A) u(z, t) :/Rn <% —A> O(z —y,t) g(y)dy =0,

=0

also 16st v die Warmeleitungsgleichung auf R™ x (0, 00).



2.2. Die Wéirmeleitungsgleichung

3. Wir wollen noch zeigen, dass sich u in der gewiinschten Weise auf R™ x {t = 0}
fortsetzen lisst. Sei dazu 2’ € R™, € > 0. Wihle ein § > 0 so, dass

l9(y) — g(z')] <eVye B(,9).

Dies ist moglich, da wir g als stetig auf R™ vorausgesetzt haben. Fiir x € B (3:’, 5),
t > 0 gilt die Abschétzung

u(z,t) — g(a)] =

Nun ist sicher fB(ﬂC’ 5)<I>(x —yt)dy < [ga ®(z — y,t)dy = 1. AuBerdem ist
B (z, g) C B(«',9), da fiir £ € B (w, %) gilt:

o=l o)+ @ -2 <Je—a|+|o—a| < 3+ 5 =d

Demnach ist R” \ B(z/,0) ¢ R"\ B (z,3), und wir konnen die Abschitzung
fortfithren:

u(z,t) — g(a)| < e / B — y,t) dy
B(z',6)

2019 e @ / B(x — y,t)dy
R™\B(z',8)
< et 2lglmmn / B(z — y,t) dy.
R™\B(z,3)

Wenn wir nun noch das Integral kennen, ist die Abschitzung perfekt. Wir berech-
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

nen also
/ Oz —y,t)dy = / O(y,t) dy
R™\B(z,3) R™\B(0,5)
o0 n 7‘2
= cl-/ (4mt)"ze " mr" Ly
%
n o0 2 1
= ¢ (4nt)" 2 -/6 e - (2Vts)" L 2Vt ds
Wi
o 2 1
= cz-/(s e * -s" " ds
i
B9,
Dabei haben wir im dritten Schritt s := 2L\/z substituiert Demzufolge gibt es ein

7 > 0 derart, dass

g
dx—y,t)dy < ———
Aﬂm@)< L P

fiir alle ¢ € (0,7) und « € B (2/,$) . Fiir solche  und ¢ gilt damit auch
Julee, ) — g(a')] < 2¢,

und das ist gerade die gewiinschte Aussage.

Bemerkung 2.2.10. In Distributionenschreibweise gilt fiir ®:

&, — A® =0 auf R" xR\ {(0,0)};
d =8, auf R™ x {t = 0}.

Bemerkung 2.2.11. Auch fiir Losungen des Anfangswertproblems (2I2) fiir die
Warmeleitungsgleichung gilt ein Maximumprinzip. Fiir £ > 0 gilt ndmlich

u(z,t) = /nCP(x—y,t)-g\(g)/dy

>0 <supg

R™ n
= supyg
R?’L
= supu(-,t) < supg.
Rn Rn

Analog erhalt man iﬂgfu(-, t) > iﬂgf g.
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2.2. Die Wéirmeleitungsgleichung

Nun wenden wir uns der inhomogenen Wiarmeleitungsgleichung
ug —Au = f auf R" x (0, 00)

zu, wobei wir hier zunéchst vereinfachend annehmen, dass u = 0 auf R™ x {t = 0} ist.
Wir wollen diese Gleichung nach dem Duhamel-Prinzip l6sen. Dieses stellt eine
Analogie zur Variation der Konstanten dar, welches beim Losen inhomogener linearer
gewohnlicher Differentialgleichungen h&ufig hilfreich ist.

Betrachte dazu eine Schar u(zx,t;s) von Losungen des (homogenen) Anfangswertpro-
blems

ur(x,t;s) — Au(z,t;s) =0 auf R x (0,00);
u(z,t;8) = f(x,s) auf R™ x {t = 0}.

Dann liefert fiir geeignetes f die Funktion fg u(x,t;s)ds eine Losung der inhomoge-
nen Gleichung. Um genauer zu erkennen, wann ein f geeignet ist, fithren wir folgende
Notation ein:

Definition 2.2.12. Sei { C R" x R. Dann ist
C%(Q) := {u € C%(Q) | ut, ug,, Ug,e; eXistieren in Q und lassen sich stetig auf Q

fortsetzen. }

Satz 2.2.13
Sei f € C2(R™ x (0,00)) mit kompaktem Triger. Setze

u(z,t) == /Ot/nq>(x_y,t_ $)f(y, s) dy ds.

Dann gilt:
1. u € C2(R™ x (0,00)),
2. u(z,t) — Au(z,t) = f(z,t) VY(z,t) € R" x (0,00),

3. limu(z,t) = 0.
N0

41



2. Die drei wichtigsten Prototypen

Beweis.

zu 1. Definiere die Funktion

o(w,t7) = /Ot/ Bz — 1y, — 5) [y, 5) dy ds.

Dann ist u(z,t) = v(x,t,t). Substituieren wir jetzt z := x — y und 0 := 7 — s, S0

erhalten wir .
v(x,t,7) = / / O(z,0)f(x — 2,7 — 0)dzdo.
0 n

Da nun ® nicht mehr von x und 7 abhéngt, brauchen wir fiir die Differentiation
unter das Integral keine Ableitungen von ® zu betrachten. Da ® integrierbar ist und
die auftretenden Ableitungen von f nach Voraussetzung beschriankt sind, diirfen
wir zweimal nach den x; und einmal nach 7 unter das Integral differenzieren.
Insbesondere ist die Funktion v zweimal stetig nach den x; und einmal stetig nach
7 und t differenzierbar. Daher ist auch 1. gezeigt. v

zu 2. Differenzieren wir unter das Integral. Dann erhalten wir
0 ov ov

= t) = t,t) + —(z,t,1
Sulnt) = (e t1) + S ()

t 0
/ @(z,a)—f(a: —z,t —0)dzdo;

(z,0)Arf(x — z,t — o) dzdo

O(z,t)f(x — 2,0)dz
zZ,t

O(z,t)f(z - 2,0) dz

7
I

“,

Avula,t) = / / n

:(%—AQC)u(m,t) - /R

n
/

~~

+/Ot /:@(z,a) <a% A,

flx —z,t —0o)dzdo
! o
= 6L+ / ®(z,0) ———AZ> fx—2,t—0)dzdo

< 0o
::IQ(E)
—|—/€ O(z,0) —Q—A fle —z,t —o)dzdo
0 n ’ do z ’ '

Schitzen wir den dritten Integralterm ab:

158] // (z,0) < 380 A>f(:n—z,t—o)

IN
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2.2. Die Wéirmeleitungsgleichung

Fiir den zweiten Integralterm liefert partielle Integration:

L) B2 t/n

€

<—(;% — Az> O(z,0) f(x — z,t —o)dzdo

=0
—/n q)(z,t)f(x—z,())dz—i—/n O(z,e)f(x — z,t —e)dz.

=I

Da f kompakten Triger hat, traten bei der partiellen Integration nach den z; keine
Randterme auf. Die beiden Randterme resultieren von der partiellen Integration
nach o. Insgesamt erhalten wir

0
<5 - Ax> u(z,t) = / O(z,e)f(x — z,t —e)dz + I3(e)
= / O(z,e)f(x — 2z,t)dz
—i—/ ®(z,e)(f(w —z,t —¢) — flz — z,1)) dz + I3(e).
Lassen wir nun € N\, 0 gehen, so wissen wir bereits, dass das erste Integral
gegen f(x,t) konvergiert. Der Betrag von (f(:r:—z,t—s) —f(ac—z,t)) kon-
vergiert gleichméflig in z gegen 0, d.h. das zweite Integral verschwindet beim

Grenziibergang ¢ N\, 0. Und von I3(¢) haben wir ohnehin bereits gezeigt, dass
es gegen 0 geht. Somit bleibt

<% - Ax> u(z,t) = f(z,t). v
zu 3. Da supp f kompakt ist, gilt die folgende Abschitzung:

t
V“(“)’S// B(a —y,t — ) |f(y,5)] dyds < c5 -t =5 0.
0 n T -
XC5

Korollar 2.2.14
Sei f € C2(R™ x (0,00)) mit kompaktem Trdger. Sei g € CO(R™) N L= (R™). Setze

u(z,t) := /n @(m—y,t)g(y)dy-l—/o /n O(x—y,t —s)f(y,s)dyds.

Dann gilt:
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1. u € C2(R™ x (0,00)),
2. ug — Au = f auf R™ x (0,00),

3. u besitzt eine stetige Fortsetzung @ auf R™ x [0,00) mit @|gn  {t=0} = g-

Bemerkung 2.2.15. Fiir Losungen der Poisson-Gleichung hatten wir auch eine Ein-
deutigkeitsaussage. Aus der physikalischen Interpretation der Warmeleitungsgleichung
schopfen wir die Hoffnung, dass deren Losungen ebenfalls eindeutig durch die Anfangs-
werte festgelegt werden.

Leider ist dies nicht so: Es gibt ndmlich nichttriviale Losungen von

ug — Au =0, auf R" x (0,00),
u=0 auf R x {t = 0}.

Diese Losungen widersetzen sich einer physikalischen Interpretation.

Beispiel 2.2.16. Betrachte die Funktion ¢ : R — R vermdoge
TE, t>0
e t2, > U

t) =
V) {0, t <0.
Diese Funktion ist glatt auf ganz R. Setze nun
() (¢
u(z, t) = u(zy,. .., Tn,t) = kz 1/)(2]{:;!) a2k,

=0

Wir zeigen zuniichst, dass diese Definition sinnvoll ist, dass also die Reihe konvergiert.
Dazu benéttigen wir ein technisches Lemma:

Lemma 2.2.17
Es existiert eine Zahl n > 1 derart, dass fiir alle k € N und fiir alle t > 0 gilt:

LA
Utkk‘.'e_%%.

[W® ()] <
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Beweis. Betrachte Funktionen f,, : [0,27] — R, die gegeben sind durch

1
=R 4 — | .
fn(gp) <1+%eup+n_12€2up>

Wie man schnell erkennt, gilt f,(¢) [y gleichméfig. Wir kénnen also n > 1 derart
wihlen, dass f,(¢) > % fiir alle ¢ aus dem kompakten Intervall [0, 27] ist.

Sei t > 0. Betrachte die holomorphe Fortsetzung von t auf C \ {0}, also ¥(z) = e~1/#".
Der Cauchy-Integralsatz liefert dann

w(k)(t):k_!/aD P(¢) d¢

27

(C _ t)kJrl ’
wobei D eine Kreisscheibe im Definitionsbereich von v ist, die ¢ enthilt. Wir wihlen
D=B <t, %) und berechnen

k! (€)1 d¢

(k) < AP TS
[P ()] < o7 Jop 1€ — t]FF1
——

S e

k! 1
- -—THLymm.

" (3)
n
Jetzt sind wir schon mal die Ableitungen losgeworden, jetzt miissen wir nur noch den

Integranden abschétzen. Wir schreiben die komplexe Zahl ( € 9D als ( = t+ %ew. Dann
ist

Yl =

iRl ——1r
+2 1+Zeiw+%62iw
= e n n

< e 22

wegen der Wahl von 7. Insgesamt erhalten wir demnach

k! 1

WO0O] < g e [ e
2 (i) oD
n
k! 1 _ 1
= ¢ 22 . 97—
o2 (L)kH n
n
1.k
= k-t]:? e_ﬁ. O
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Untersuchen wir nun die Konvergenz der Reihe u(z,t).

Sl PYAC)) 0 ki 2k
> < > Lp el
0| (2F) pai (2k)
- k(,.2\k
— ()
< eary tkk}! . da k! k! < (2Kk)
k=0
_1 nef
= e 22 .e t
= e% nx%7%)<oo

Somit konvergiert u(z,t) (sogar absolut) fiir alle (z,¢) € R™ x R. Sei nun R > 0 beliebig.
Fiir |z1] < R gilt:
et (171-31) < o1 (M°=31) < O(R)

- )

das heifit, die Funktion u(z,t) konvergiert sogar gleichmifig auf [-R, R] x R"~! x R.
Deshalb ist u stetig auf [~ R, R] x R"~! x R, und da diese Aussage fiir alle R zutrifft, ist
u stetig auf ganz R™ x R. Analog erhalten wir fiir die Reihe der partiellen Ableitungen
(I-mal nach t und m-mal nach x1) die Abschétzung

o0 ¢(lc+l) (t) dm m+21

. 2k n m420  L(nz?-2
@R dap )| S ol et (i),

— ¢m+2l

k=m-l1

woraus wir erstens ersehen, dass u € C*°(R"™ x R), und zweitens, dass wir gliedweise
differenzieren diirfen. Nun konnen wir iiberpriifen, dass v die Wiarmeleitungsgleichung
erfiillt:

9 _ — @) o

i¢k+1() xk+2
(
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u(x,t)

Wir wollen jetzt die Mittelwerteigenschaft und das Maximumprinzip fiir die
Wirmeleitungsgleichung formulieren. Dafiir benétigen wir zuerst zwei Definitionen.

Definition 2.2.18. Sei U C R" offen und beschrinkt, sei 7" > 0. Dann heif3t
Ur:=U x (0,7
parabolischer Zylinder iiber U, und
I'r:=Ur \Ur = (U x {0}) U (80U x (0,T))

heifit parabolischer Rand von Ur.

Definition 2.2.19. Zu x € R”, t € R, r > 0 definieren wir den Warmeball

1
E(z,t,r) = {(y,s) ER"XR|s<tund ®(x —y,t —s) > —}

=
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Bemerkung 2.2.20. Bei der Mittelwerteigenschaft werden wir eine Losung der Wiér-
meleitungsgleichung iiber den Wirmeball mitteln. Dies steht tatsédchlich in Analogie zu
der Mittelung iiber einen Ball im R", die wir bei der Laplace-Gleichung vorgenommen
hatten: Setzt man ndmlich in die Definition des Warmeballs fiir ¢ die Fundamentallosung
der Laplace-Gleichung ein, so erhélt man einen euklidischen Ball um z.

Bemerkung 2.2.21. Wir wollen uns einmal iiberlegen, wie dieser Warmeball aussieht.
Dazu betrachten wir ihn ,scheibenweise®, bestimmen also E(z,t,7) N (R™ x {s}) fiir

verschiedene s.

1. Zunéchst liegen nur solche Punkte (y, s) in E(x,t,r), bei denen s < ¢ ist. Demzu-
folge ist fiir s > ¢ die Menge E(z,t,7) N (R™ x {s}) leer.

2. Sei nun t = s. Dann sind diejenigen Punkte im Wérmeball, fiir die

Oz —y,t —5) = P(r —y,0) >

ist. Nun verschwindet aber ®(x —y, 0) iiberall, aufler bei z —y = 0, wo die Funktion
oo wird. Wir haben also E(z,t,7) N (R™ x {t}) = {(x,t)}.

3. Nun zum interessanten Teil: s < ¢. Nun z#hlt also nur noch die Bedingung
O(x —y,t—s) > %n Wir schreiben @ aus, um eine Bedingung an y zu finden:

no _lz—yl?

(Am(t —s)) 2e 40=9)
CJz =y

4(t — s)

|z —y|?

4(t — s)

< |z —yl

v

v

IN

IN

T.n

o (L2 01)

ot ()

2/t — s, [log <m>

Das heifit, y muss im Ball um z mit dem Radius 2/t — s\/log <W> liegen.

Doch dieser Radius ist ja nicht fiir alle s definiert: Mit der ersten Wurzel haben wir
kein Problem, da s <t ist. Aber der Logarithmus kann durchaus negativ werden,
da dessen Argument fiir s — —oo gegen 0 geht. Berechnen wir also, fiir welches s
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das Argument des Logarithmus den Wert 1 annimmt:

n

r !y
(At — 5))%
2
r
S — =1
Ar(t —s)
o g T
s = t——.
47

Fiir dieses s haben wir also nur noch einen Punkt in E(x,t,7) N (R™ x {s}), und
fiir kleinere s ist die Bedingung ®(z — y,t — s) > ,,ln nicht mehr erfiillbar.

Wir fassen zusammen:

((b, s>t

{(z, 1)}, 5=
<$,2\/t—8\/log(m)>><{8}, t—%<8<t

B

7’2 7’2
(-2,
0,

E(x,t,r) N (R" x {s}) =

Radius der Scheibe

tQ E(x,t,r)N(R™ x {s})
t— 2

Bemerkung 2.2.22. Der Wérmeball E(z,t,r) ist eine kompakte Teilmenge von R" xR.
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Bemerkung 2.2.23. Wir wollen fir E(r) := E(0,0,r) das Integral
H lyl? dy ds
E(r)

bestimmen, weil wir dieses in den folgenden Beweisen haufiger bendtigen. Dazu substi-
tuieren wir y = rz und s = r2¢. Dann erhalten wir:

I vt = o I

E(r)

ITZI

dda

|Z|2
= j oy dzdo.
E(1)
Wir brauchen also das gesuchte Integral nur fiir (1) zu berechnen. Fiir E(r) ergibt sich

dann einfach das r™-fache.
2>

22 _ / ’ / =2
Ej(!) i T B<O’N__U h’g(wﬂi)m)) "

0 2\/—0o log(*)
1 —Ano n/2 _
= /_41 —02/0 (-im) na(n)p® - p"Ldpdo.

dz do

Ersetzen wir o durch —o:

2 L 2y/0 [log( ——
* 1 \/ R
ff E—Ldz do = /4 P/ ((4 ) /2> na(n)p? - p" tdpdo
B 0 0
1 2/ log( )
na(n ir 1 n (4m)"/2
na(n) /O Loy, do

n+2 o2 0
n+2

1
e | n+2 1 T2
2n+2&<n>/4 I S G do.
n+2 )y o2 7’ 8 (4o )n/2 7

Dieses Integral kénnen wir bestimmen, indem wir w := (470)™? substituieren. Dann

ergibt sich % = (4m)"/2 . 25(n=2)/2 ynd damit no™=2/2 do = (47)72 - 2 dw.

n+2

n ! 1 2

ff dzda = 2"+2Ln)-(47r)_5 -2/ <log —>> dw
n—+2 0 w
E(1)
—r(1442)

_ 2 T a2 T (14D 41)

n+2T(14+%) 2
——
=(1+3)r(1+3)
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2.2. Die Wéirmeleitungsgleichung

 on+2 2
= 4,

und dies unabhéngig von der Dimension n. Wenn wir jetzt einen beliebigen Wérmeball
betrachten, so erhalten wir die allgemeine Formel

I &

E(x,t,r)

d ds = H |y| dy ds = 4r". (2.13)
E(0,0,r)

Satz 2.2.24 (Mittelwerteigenschaft fiir L6s. der Wirmeleitungsgleichung)
Sei U C R™ offen und beschrinkt. Sei uw € C2(Ur) eine Losung der Wirmeleitungs-
gleichung. Dann gilt

u(z If ‘y_s)‘g dyds

:ctr

fiir alle x e R™, t € R, r > 0 mit E(z,t,r) C Up.

Beweis.
1. Verschiebe das Koordinatensystem so, dass (z,t) = (0,0). Betrachte die Funktion

1 lyl?
o(r) = Mﬂ uly, s)=5 dy ds

= 4fj rzra||2dzda

wobei wir wie in Bemerkung 2223y =: rz und s =: 720 substituiert haben. Wir
zeigen, dass ¢ konstant ist. Da E(1) kompakt ist, sind alle Ableitungen von u
beschrinkt und wir kénnen unter dem Integralzeichen differenzieren:

2
or)y = 1 jj d u(rz,r’o) )|Z|2 dz do
= jj Z (rz,r%0) - +(9 (rz,r%c) - 2ro | |2 dz do
4 yi ' 0s

— 4r2 jf ( 8u )yz +%(y s)— ) ’y‘Zd ds

E(r)
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2
= g [ X gy v = ] G g

E(r) =1

~~

=:I1 =2

2. Um den Wert des Integrals Iy zu bestimmen, betrachten wir die folgende Hilfs-
funktion:

P R" x (—00,0) — R mit ¢(y, s) := —g log(—4ms) + =— + nlog(r).

Auf OE(r) ist & = ®(—y,—s) = (—4ms)~™/2elv*/45 und damit

0 = log((—4ms) 2e 45 1"
= og(—dms) - Y
= -3 log(—4ms) + s + nlog(r)

= w(ya 3)7

also ist ¥|pg(y = 0. Das wird uns beim Anwenden der Green-Formel und bei par-
tieller Integration hilfreich sein, da die Randwerte dann verschwinden. Des Weite-
ren gilt

ov oy o n |y|?

dy; 25 Os  2s  4s?

3. Nun konnen wir Iy bestimmen:
du Iyl
7’"+1 JI Os 25

9
= m J(I) %;yia—%dyds.
E(r 1=

Iy

Partielle Integration nach y; liefert

L = 7“"+1 HZay (au Z) W dyds

E(r) =1

= rn—f—l jj (Z 9.0 o Yi T+ >¢dyd8.

E(r)
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Nun integrieren wir den ersten Summanden partiell nach s:

3
A (a2
2 0
(55 () ) v

E(r)

=—1—n+1ff( g v
:—1—n+1ff(Z§Z§Z o) e

t % = Ayu. Demnach erhalten wir

Weil u die Warmeleitungsgleichung erfiillt, is

fiir ¢’
¢r) = L+l
= _7“7111 jj ((Du, DY) + Ayu - ) dy ds
E(r)
A2
= Wl f f hdS(y

da |y E() = 0 gilt. Wir wissen also nun, dass ¢ konstant ist.

. Nun miissen wir noch den Wert von ¢ bestimmen.

p(r) = ;13{% o(p)

= ;i\r% jj u(y, s dyds

= u(0,0) lim ff \y!2 dy ds

0
o P i (p)

eI, v,

= u(0,0),

was zu beweisen war.
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Satz 2.2.25 (Maximumprinzip) )
Sei U C R™ offen, beschrdnkt und zusammenhingend. Sei u € C¥(Ur) N C°(Ur) eine
Lésung der Wirmeleitungsgleichung. Dann gilt:

1. (Schwaches Mazimumprinzip.) Das Mazimum von u wird auf dem parabolischen
Rand T't angenommen:

maxu = maxu.
UT FT

2. (Starkes Maximumprinzip.) Falls es ein (zo,to) € Ur mit u(wo,to) = maxg, u
gibt, dann ist u konstant auf Uy, .

Beweis. Wir brauchen nur das starke Maximumprinzip zu zeigen, denn daraus folgt
sofort das schwache wie im Beweis von Satz 2.1.12]

1. Sei (zo,t0) € Ur mit u(xo,to) = maxg, =: ug. Wihle r so klein, dass
E(xzg,tg,r) C Up. Dann gilt wegen der Mittelwerteigenschaft:

w = — [ w _y)|2d ds

E(:L“o,to,
- y!2
< maxu dyds
0,t0,"
= 47“" . ff dy ds
E(xo,to,r)
@47’”
= Up.

Somit muss in der Ungleichung die Gleichheit gelten, also u(y,s) = maxg, u fiir
alle (y, s) € E(xo, to, ).

Leider ist damit nicht wie in Satz gezeigt, dass die Menge
{(y,s) € Up | u(y,s) = up} offen ist, denn E(xq,tp,r) ist keine Umgebung von
(zo,to), da dieser Punkt auf dem Rand des Wérmeballs liegt (vgl. Bemerkung
[2.2.27]). Wir miissen uns also fiir diesen Beweis noch etwas anstrengen.

2. Sei z1 € U so, dass die Strecke Zoz1 = {zr € U |z =t 2o+ (1 —1) - x1,t € R} ganz
in U liegt. Sei t; € (0,%p). Dann verlauft die Strecke (xg,t0)(z1,t1) := L ganz in
Ur. Betrachte den Zeitpunkt

t:=min{t >t | u(x,7) = o fiir alle (z,7) € L mit t < 7 < to}.
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2.2. Die Wéirmeleitungsgleichung

Weil wu stetig ist, wird dieses Minimum tatsichlich angenommen. Sei
(y,t) € U x [t1,t0] der Punkt, in dem das Minimum angenommen wird, es gilt
also u(y,t) = ug. Nach Beweisteil 1 wissen wir, dass dann auch auf einem ausrei-
chend kleinen Wirmeball E(y,t,p) C Ur gilt: u = ug. Wire nun ¢ > t1, so wiire
LN E(y,t,p) # 0. (Einen formalen Beweis dieser Aussage wollen wir hier nicht
fiihren; wenn man sich jedoch die Gestalt des Warmeballs vor Augen fiihrt, ist es

yanschaulich klar“.)

(w0, o) L t

(z1,t1)

Da jedoch fiir alle (x,t) € E(y,t, p) mit (x,t) # (y,t) die Relation ¢ < £ gilt, hiitten
wir ¢ nicht minimal gewihlt. Demnach muss ¢ = t; sein. Insbesondere haben wir
damit gezeigt, dass u(x1,t1) = u(x,to) = ug.

3. Sei nun x € U beliebig, 0 < s < t3. Da U zusammenhingend ist, finden wir

eine Menge von Punkten {xg,x1,...,2, = x} in U derart, dass die Strecken
Ti1Zi,% = 1,...,m ganz in U enthalten sind. Wenn wir iiberdies eine Fol-
ge tg > t; > .-+ > t,, = s von Zeitpunkten wéihlen, so liegen die Strecken

(xi—1,ti—1)(x,t;),i = 1,...,m ganz in Up. Nach Beweisteil 2 gilt demnach
ug = u(xo, to) = u(z1, t1) = u(xa, ta) = -+ = w(Tm, tm) = u(z, s).

Also ist u = o auf U x (0,tp), und da u stetig ist, gilt u = wup auch auf
U x (0,tg) = Uy,. O

Bemerkung 2.2.26 (Minimumprinzip). Wenden wir das Maximumprinzip auf —u
an, erhalten wir analoge Aussagen iiber das Minimum einer Losung u € CZ(Ur)NC%(Ur)
der Wirmeleitungsgleichung;:

1. Die Funktion v nimmt ihr Minimum auf dem parabolischen Rand I'r an:

min « = min u.
UT FT

2. Gibt es ein (z9,t0) € Ur mit u(wo,tp) = ming,, u, so ist u konstant auf Uty -
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Bemerkung 2.2.27. Das starke Maximum- bzw. Minimumprinzip macht lediglich eine
Aussage iiber Uy,. Fiir Zeiten t > tg ist eine Anderung maoglich. Betrachte z.B. die
verschobene Fundamentallosung ®(x,t — tg) auf Up, wobei 0 € U und T > t(. Fiir alle
x € Uist ®(x,t9) = 0, und @ ist auch tatsichlich konstant 0 auf Uy, ; aber ® verschwindet
nirgends fiir ¢t > .

Bemerkung 2.2.28. Sei U C R” offen, beschriankt und zusammenhéngend. Sei T" > 0.
Die Funktion u € C?(Ur) N C%(Ur) erfiille

ug — Au =0 auf Ur,
u=0 auf oU x [0,T],
u=yg auf U x {t =0}

mit g > 0, aber g # 0. Dann folgt leicht aus dem starken Minimumprinzip, dass v > 0
auf Ur gilt.

Satz 2.2.29 (Eindeutigkeit auf beschrinkten Gebieten)

Sei U C R™ offen, beschrinkt und zusammenhingend. Sei g € C°T'r) und
f € C%(Ur). Dann existiert hichstens eine Losung u € C¥(Ur) N C%(Ur) des Rand-
wertproblems

{ut —Au=f oaufUr, (2.14)

u=g auf I'p.

Beweis. Seien uq,uy Losungen von (2Z.I4]). Dann 16st v := u; — ug die Warmeleitungs-
gleichung und es gilt v|r, = 0. Aus Maximum- und Minimumprinzip folgt hiermit

maxv = minv = 0,
Ur Ur

also u; = us. O

Nun wollen wir das Anfangswertproblem fiir U = R™ betrachten. Da in diesem Falle der
Rand von U leer ist, werden wir eine zusétzliche Bedingung benotigen, und zwar wollen
wir die Kontrolle iiber z mit |z| > 0 behalten.
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Satz 2.2.30 (Maximumprinzip fiir das Cauchy-Problem)
Seiu € C2(R™ x (0,T]) N C°(R™ x [0,T)]) eine Losung des Cauchy-Problems

{ut —Au=0 aufR" x (0,77, (2.15)

u=g auf R™ x {t = 0}.
Auflerdem gebe es Konstanten a, A > 0 so, dass fiir u die Wachstumsbedingung
u(z,t) < A- el v e RMVt € [0,¢]

erfillt ist. Dann ist

sup u =supg.
R7 x[0,T] R™

Beweis.

1. Wir nehmen zuerst 7' so klein an, dass 4a7T < 1 gilt. Wahle € klein genug, so
dass auch 4a(T +¢) < 1 ist. Zuy € R® und p > 0 definiere die Funktion
v:R" x [0, +¢) = R durch

w |z—y|?
v(z,t) = u(r,t) — —— - eHT+e—0),

Wir iiberpriifen, dass v die Warmeleitungsgleichung erfiillt. Dazu betrachten wir
zunédchst die rdumlichen Ableitungen:

r— 2 Tr— 2 PR .
9 GJL(TEL) — GJ;(TEL) M
oz 2(T — 1)
O il (mow ) 1
= e - = e - . - = e — R
Ox? 2(T —t) 2(T —t).

lz—y|?
e4T-t  Wir berechnen

Betrachte nun die Hilfsfunktion f(z,t) := 7(T_1)n/2

LI v e
Af(z,t) = (T—t)nﬂzagc?e -0
=1 4

_ 2=y, _n ).

9 n o — yf?
g/ (@t = f(””’t)'<2(T—t)+4(T—t)>
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Also erfillt f die Wirmeleitungsgleichung, und damit tut dies auch
v(x,t) = u(x,t) — pf(z,t —e). AuBerdem sehen wir, dass die Zeitableitung von
f fiir Zeiten kleiner als T positiv ist, f ist also monoton wachsend.

. Wir betrachten nun v auf U := B(y,r) fiir beliebiges » > 0. Aus dem Maximum-

prinzip 2.2.25] folgt dann

max v — maxv.
UT I1T

Wir wollen dieses Maximum fiir I'; abschéitzen. Da

I'r= (U x {t=0})U (9U x (0,T7)),

betrachten wir einfach die beiden Teile einzeln, zunichst U x {t = 0}:
v(2,0) = u(z,0) — p f(z, —¢) < u(z,0) = g(z) <supy,
5 =

Es folgt die Abschéitzung von v auf OU x (0,7, sei also y € R™ mit |z — y| = r,
0 <t <T. Dann gilt

’U(.%',t) = U(.%',t) —Mf(.%',t—f‘:)
< wu(x,t) — pf(z,—e) (wegen der Monotonie von f)
< At wf(x,—¢)
< A.eallyl+r)? _ Leﬁis)
- (T + g)n/? ’

denn |z| = |z —y+y| < |z —y| + |ly| = r + |y|. Setze v := m — a. Nach der

eingangs getroffenen Annahme an T ist v > 0, und wir konnen die Abschéitzung
wie folgt fortsetzen:

v(w,t) < AW — p(d(a 4 4)) 7 - el

Der Minuend wéchst mit r wie ear2, der Subtrahend wie e(‘”‘“/)TQ, also schneller,
da v > 0. Somit konvergiert die Differenz mit r — co uneigentlich gegen —oo. Fiir
r grof} genug ist also v(z,t) auf QU x (0,7 kleiner als eine beliebige vorgegebene
Zahl, also z.B. kleiner als supp. g. Damit haben wir gezeigt:

maxv = maxv < supg

UT FT Rn
fir U = B(y,r) mit r grofl genug. Lassen wir nun r gegen oo gehen, so erhalten

wir daraus
v(z,t) <supg VaxeR"Vte|0,T].
Rn

Nun wollen wir eigentlich eine Aussage iiber u(z,t) = v(z,t) + uf(x,t — €); aber
da die Abschitzung fiir v unabhéngig von p gilt, gilt sie auch fiir lin%] v = u, also
>

u(z,t) <supg VYaeR"Vte|0,T].
R”
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3. Wir miissen jetzt noch unsere Annahme an T loswerden, aber das ist nicht mehr
schwer: Wir wihlen einfach eine Unterteilung 0 = Ty < T} < -+ < T = T
mit T — 15 < ﬁ. Wenn wir nun das bislang Bewiesene zunéchst auf u|gn (o7
anwenden, so erhalten wir

u(z,t) <supg Vz e R"Vtel0,T1],
R?’L

und insbesondere gilt:

g1(x) = u(z,T1) <supg VzeR".
R

Damit ist auch supgn g1 < supgn g. Nun wenden wir den ersten Beweisteil auf
u|Rn (17,13 @ — genauer: auf u(x,t+T1) mit ¢ € [0, T, —T1], da wir ja als Startzeit
t = 0 vorausgesetzt haben — und erhalten wie eben

u(z,t) <supg; <supg VzeR"Vte[T1,T)
Rn Rn

sowie insbesondere

g2(z) :=u(x,Th) <supg Vx e R".
]Rn

So fahren wir fort, bis die gewiinschte Aussage fiir alle ¢ € [0, T] gezeigt ist.

Satz 2.2.31 (Eindeutigkeit fiir das Cauchy-Problem)
Sei g € C°(R™), f € C%R"™ x [0,T)). Dann existiert héchstens eine Ldsung
u € C2(R" x (0,T]) N COR™ x [0,T)) fiir das Problem

ug—Au=f auf R" x (0,7,
u=g auf R™ x {t = 0},

die die Wachstumsbedingung |u(z,t)] < A - e?lel® mit Konstanten A,a fiir alle
(z,t) € R™ x [0,T] erfillt.

Beweis. Der Beweis lduft analog zum beschrinkten Fall, der in Satz [2.2.29] behandelt
wurde. 0
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Bemerkung 2.2.32. Durch die Wachstumsbedingung werden unphysikalische
Losungen wie in Beispiel [2 0l ausgeschlossen, wenn auch gerade mal so. Wir hatten
fiir die unphysikalischen Losungen die Abschatzung lu(z,t)| < et ~2) bewiesen. Sie
geniigen also der Abschitzung |u(z,t)| < e®®l=® mit a(t) = 1. Da der Koeffizient a
hier von t abhingt und mit ¢ — 0 explodiert, kann Satz 2.2.3T] nicht angewandt werden.
Das Beispiel zeigt aber auch, dass die Wachstumsbedingung in Satz 2.2.31] nicht mehr
wesentlich abgeschwécht werden kann.

Bemerkung 2.2.33. Die Losungen der Wirmeleitungsgleichung sind glatt (ohne Be-
weis), aber im Allgemeinen nicht analytisch, wie man bereits an der Fundamentallosung
erkennen kann. Hélt man jedoch ¢ fest, so ist u(-,t) : R™ — R analytisch in z fiir jede
Losung u der Wérmeleitungsgleichung (auch ohne Beweis).

An dieser Stelle soll noch ein neuer Beweis von Satz 2.2.29] vorgestellt werden, und zwar
einer, der ohne Maximumprinzip und Mittelwerteigenschaft auskommt. Es geniigt dabei
zu zeigen, dass die Losung des Randwertproblems

u — Au=0 auf Ur
u=~0 auf I'r

eindeutig ist, wenn U C R” offen, beschrinkt und zusammenhéngend ist. Die Eindeu-
tigkeit der Losung des entsprechenden inhomogenen Problems (2I4]) folgt dann durch
Betrachtung der Differenz zweier Losungen.

Sei also u € C2(Ur). Setze
e(t) :== / u(z,t)? dr.
U

Dann ist e(t) > 0, und die Gleichheit gilt genau dann, wenn u(x,t) = 0 fiir alle z € U ist.
Wir wollen also zeigen, dass e(t) = 0 fiir alle ¢ gilt. Dazu bestimmen wir die Ableitung

von e:
2(t = t
é(t) / g u(z,

/U w(z,t) - up(z,t) do

2/Uu(x,t)-Au(x,t)dx

@ — ulx u\x X X 8 X

- 2/U<D<,t>,D<,t>>d +/8U s t>a< £)dS(x)
0.

IN

Somit ist e monoton fallend. Wir wissen aufgrund der Anfangsbedingung aber, dass
e(0) = 0 ist. Da e(t) auBlerdem stets nichtnegativ ist, folgt e(t) = 0 und deshalb auch

u(z,t) =0.
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Satz 2.2.34 (Riickwirtseindeutigkeit) _
Sei U C R™ offen und beschrinkt, sei T > 0. Die Funktion u € C*(Ur) lose das
Problem

ur— Au=0 auf Ur, (2.16)
u=0 auf (OU x (0,T)) U (U x {t =T}). '
Dann ist u =0 auf Urp.
Beweis Sei wieder e( f 2dx. Wir kennen bereits die erste Ableitung
=2 [puludr = —2 fU u, >dx Nun benétigen wir auch noch die zweite:
ét)y = —4/ (Duy, Du) dx
U
@ 4 / wAudr + 0
U
= 4/ (Au)? dz.
U

AuBerdem bendtigen wir noch é:

e(t)? = (/ uAud:U>2
E / W da /

Angenommen, es gibe ein ¢; € [0,7") mit e(t;) > 0. Wir setzen
to :=sup{t € [0,T] | e > 0 auf [t1,t)}.

Dann ist e > 0 auf [¢t1,t2) und e(te) = 0. Somit ist f(t) := log(e(t)) fir ¢t € [t1,t2)
definiert, und es gilt

E Fo ée —2 é2 >0,

e’ e

€ [0,1] und fiir jedes t € [t1,t2) gilt:

f' —
Also ist f konvex, d.h. fiir jedes 7

F(L=m)tr+7t) < (1 —7)f(t1) +7f(t).

Deshalb gilt
ef((lfﬂ')tl +7t)

e((1 —7)ty + 7t)

(1= f(t)+7£(2)
e(t) ™ e(t).

<
<
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Wenn wir nun ¢  to gehen lassen, so erhalten wir

0 <e((1—7)ty +7t2) < e(t1)' ™" -e(ta)” V1 €[0,1],
d.h. e =0 auf [t1,t2] im Widerspruch zur Annahme. O

Bemerkung 2.2.35. Wir wissen nun also, dass wir zu vorgegebenen Endwerten
hochstens eine Losung der Warmeleitungsgleichung bekommen kénnen. Ob wir die
Wirmeleitungsgleichung allerdings iiberhaupt ,riickwérts 16sen® konnen, wissen wir
noch nicht. Und in der Tat ist die Existenz von Losungen des Problems (2.16]) eine
subtile Frage und héingt stark von den , Endbedingungen® ab.

2.3. Die Wellengleichung

Definition 2.3.1. Wir stellen an eine Funktion v = u(z,t) € C?(R" x [0,00)) die
PDG
Ut — Au = 0.

Diese PDG heifit Wellengleichung. Sie beschreibt die Ausbreitung von Wellen.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

uy — Au =0 auf R"” x [0,00),
u=g auf R™ x {t = 0}, (2.17)
ug =h auf R™ x {t = 0},

wobei die Funktionen g, h : R™ — R gegeben sind.
Wir wollen die Wellengleichung zunéchst im Fall n = 1 16sen, wir suchen also Lésungen

0wy —u —(2,9V(0_20
—u T e =\ T s ) \at T o)

Wie schon sich die Wellengleichung in diesem Fall faktorisieren ldsst! Dann nennen wir
doch einmal u; — u; =: v und versuchen, die Wellengleichung zu 16sen, die nunmehr die
Form v; 4+ v, = 0 hat.

von
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Dazu betrachten wir die Geraden c¢(s) = (zg,to) + s - (1,1). Auf diesen gilt:

Lolels)) = olaots,to+s)
= vp(e(s)) + ve(e(s))
< 0,

d.h. v 16st die Gleichung v; + v, = 0 genau dann, wenn v konstant auf der Geraden c¢(s)
ist. Mit diesem Wissen koénnen wir nun v fiir jeden Punkt (zo,%y) angeben:
v(xo,tg) = v(zo+ s,to+ s) Vs

= v(zg — to,0) (mit s = —t)

= ut(xo — t(), O) + um(ﬁl?(] — t(), 0)

= h(zo —to) +g'(xo — to)-
Gut, nun haben wir v. Wir suchen aber immer noch ein v mit uw; — u, = v. Dazu
betrachten wir die Geraden ¢&(s) = (zg,to) + s - (—1,1). Darauf gilt:

d d
EU(C(S)) Eu(ﬂfo — 8,0+ 5)

—uz(&(s)) + ur(c(s))
v(é(s))-

Daraus koénnen wir jetzt durch Integration u erhalten:

0
u(zo,tg) = /t C%u(é(s))ds—i—u(E(—to))

0
_ / v(@(s)) ds + u(E(—to))

—to
0

= / v(zg — s,t0 + s) ds + u(zo + to,0)

—to

0
= [ (g —to = 29) ~ g — to — 29)) ds + glan + t0)

—to

::y
1 xo—to ,
= —5/ (h(y) = 9'(y)) dy + g(wo + to)
zo+to
1 zo+to ,
= 5[0 - g ) dy+ gl +10)
xo—to
1 zo+to 1
= 5[ o) dy+ 5 (ol + t0) + gl — 10).
2 xo—to 2

Wir haben also gezeigt, dass fiir eine Losung u € C?(Rx[0, 00)) des Anfangswertproblems
ZI7) mit n = 1 die d’Alembert-Formel

u(w,t) = % /m: h(y) dy + %(g(m + 1)+ g(x —t)) (2.18)
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

gilt. Umgekehrt rechnet man schnell nach, dass die Funktionen u dieser Form tatséchlich
(ZI7) mit g € C?(R) und h € C*(R) losen. Folglich gilt der folgende Satz:

Satz 2.3.2
Zu g € C%(R), h € CY(R) gibt es genau eine Funktion u € C*(R x [0,00)), die das
Anfangswertproblem (2:17) lost. Fir diese gilt die d’Alembert-Formel (218).

Wenn wir nun auch fiir héhere Dimensionen die Wellengleichung 16sen wollen, brauchen
wir dazu sphérische Mittel:

Definition 2.3.3. Sei u € C°(R" x [0,00)), seien g, h € C°(R™), Definiere die sphé-
rischen Mittel

U(z,r,t) := ]éB(zm)u(y,t)dS(y),
G(z,r) = ]gB(m)g(y) dS(y),

H(z,r) := ]gB(zm)h(y)dS(y).

Lemma 2.3.4 (Euler-Poisson-Darboux-Gleichung)

Sei u € C™(R™ x [0,00)) eine Lisung des Anfangswertproblems (2.17), m > 2.
Sei x € R™. Dann ist die Funktion (r,t) — U(z,rt) in C™([0,00) x [0,00)) und
lést das Problem

Uy — Upr — ”TflUr =0 auf(0,00) x (0,00),
U=G auf (0,00) x {t = 0},
U=H auf (0,00) x {t = 0}.
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Bewesis.

1. Wenn wir die Regularitét von (r,t) +— U(x,r,t) untersuchen wollen, gedenken
wir natiirlich, Satz [A.I] anzuwenden. Dafiir darf aber nur der Integrand von der
Differentiationsvariablen abhéngen, nicht jedoch die Integrationsgrenzen. Um also
das r aus dem Integrationsbereich herauszubekommen, substituieren wir y = r+rw
und erhalten

Uwrt) = — /a o 0 dS0)

na(n)rn—1

= ! / u(z + rw, t) dS(w).
8B(0,1)

na(n)

Nun sehen wir, dass der Integrand die erforderlichen Bedingungen fiir Satz [A]]
erfiillt, und damit besitzt (r,t) — U(z,r,t) dieselbe Regularitiat wie der Inte-
grand u. v’

2. Nun bestimmen wir die Ableitungen:
a) Es gilt

1

U (z,rt) = o) /<93(0,1)<DU(x+Tw’t)’w> dS(w)

1 ou
= /a —(z + rw,t)dS(w).

na(n) B(0,1) OV

Im Punkt w € 9B(0,1) ist der duflere Normalenvektor gegeben durch w selbst,
also kénnen wir die Richtungsableitung im Integranden als Normalenableitung
auffassen. Tun wir das, so bietet sich die Green’sche Formel fiir die Fortsetzung
der Berechnung an. Bevor wir diese anwenden, machen wir jedoch noch die
Substitution riickgingig.

1 ou
Ur (.%', r, t) = i Nomn—1 AB(x " $(y7 t) dS(y)

A9 1
= ———— / Au(y,t) dy
B(x

b) Weiterhin ist

0 1
= —_— _ A
Ure(@,:1) or (na(n)rn_l /B(m,r) ulw 1 dy)
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lfng " U

+re </0 /aB(m’p)A (y, 1) dS(y) dp))
1 -n

= —na(n) ((1 —n)r /B(x,r) Au(y,t) dy

ot | Au@hwdsao>
OB(z,r)
1—n

= ][ Audy +][ AudS(y).
n B(z,r) OB(z,r)

c) Also gilt

n—1 1—n

U, +—U, = ][ Audy + ][ AudS(y)
r n B(z,r) OB(z,r)

n—1r

][ Au(y,t)dy
T N JBr)
= ][ AudS(y)

OB(z,r)

= ][ uge dS(y)
OB(z,r)
32

= — udS
o2 iB(m,r) (y)
= Uy. v

3. Zum Schluss iiberpriifen wir noch die Randwerte:
U0 =f  u0ds) =] g)ds() =Gl
oB(z,r) 0B(z,r)
und

m@mmzﬁ%mmmmwwzémmmww@=H@w v

Lemma 2.3.5
Sei k € N. Dann existieren ﬁf € Nmit j =0,...,k — 1 derart, dass fiir alle

@ € CFY(R) gilt:
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2.3. Die Wellengleichung

1. <%dir>k1 (r%*lcp(r)) = kz_:lﬂf?”jﬂw(j)(rﬁ
j=0
2 i ’ li k_l(r%—l(p(r)): li k( 2k ’( ));
dr rdr rdr
3. B = ﬁ(2j —1)
j=1

Beweis.

1. Wir beweisen zunéchst 1. und 3. mittels vollstdndiger Induktion.
k=1:
Aussage 1. des Lemmas behauptet:

rp(r) = Bor - o(r).

Wenn wir ﬁé := 1 setzen, ist dies sicherlich fiir alle ¢ erfiillt, und iiberdies stimmt
damit auch Aussage 3. im Fall k£ = 1.

k—k+1:

Wir bestimmen

() o = () () v

nach Induktionsannahme. Nun miissen wir die j-te Ableitung von 7%¢(r) berech-
nen. Dabei bekommen wir wegen der Leibniz-Regel Terme der Form

d? o e
a (WT2> U2 (r) = a2 (r),

b- <dir2> oV () = broU=(r) und
T
er?oU)(r)

fiir bestimmte Koeffizienten @, b, c. Wenn wir dies nun mit dem /%! in der Sum-
me multiplizieren, erhalten wir (mit unterschiedlichen Koeffizienten) die Terme
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

68

ritlo=2) (1), 12001 (r) sowie 7130 (). Wir erkennen, dass der Exponent
bei r immer um 3 grofler ist als die Ableitungsordnung von . Wenn wir nun also
wieder nach Ableitungsordnung von ¢ sortieren, erhalten wir

(24 0200 = LS g0

rdr

mit neuen Koeffizienten Bf Jetzt miissen wir die Summe noch einmal nach r
ableiten. Dabei gilt fiir die einzelnen Summanden:

2L (BErt3p0) (7)) = B4 + T2 (r) + B e ),

Wenn wir nun wieder die Summanden nach der Ableitungsordnung von ¢ zusam-
menfassen wollen, fillt uns erstens auf, dass der Exponent bei r nur noch um 2
groBer ist; und zweitens sehen wir, dass in der Summe jetzt nicht mehr p*=1 son-
dern o®) als hochste Ableitung auftritt. Die neuen Koeffizienten der Summanden
nennen wir nun ﬁf"'l, dann steht da:

rdr

1d\* o 1 et 2 ()
(3) ) = T38RO0
=0

k

= 3 IO (),

=0

womit Aussage 1. bewiesen ist.

Um auch noch an ﬁg"’l heranzukommen, wenden wir Aussage 1. auf die Funktion

©(r) =1 an und erhalten



bzw.

2.3. Die Wellengleichung

A = (2k +1) B)

k
=2k+1)[[Ei-1)
j=1
ket
= 11@i-1),
j=1

was zu zeigen war.

2. Fehlt noch Aussage 2. zu zeigen. Fiir die linke Seite der Gleichung haben wir geméaf

Aussage 1.:
4\ (1d
dr rdr

)kl (7“2'“1@(7“))

wahrend wir fiir die rechte Seite berechnen:

1d
rdr

1d

und das ist offenbar gleich dem

haben. Somit ist das Lemma vollstéindig bewiesen.

) 6oy = (24

1d

rdr

k—1
) o)

)(

k—1
S aEr L (r () + (1)
=0

k-1
S 85 (2 U ) 42 )
j=0

F36 D D)+ )
k(rj+1¢(j+2> (r) + (2] + 2) 1 U+ (1)

+iG+ DO m),

Ausdruck, den wir fiir die linke Seite berechnet
O
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Mit Hilfe dieses technischen Lemmas und der sphérischen Mittel sind wir nun in der
Lage, das Anfangswertproblem (2I7)) in ungeraden Dimensionen zu losen. Sei also
n = 2k + 1 ungerade. Wir halten ein € R” fest und nehmen an, wir hétten eine Funk-
tion u € CFTL(R™ x [0,00)), die das Anfangswertproblem 16st. Wir setzen

O(r,t) = <%%>H (P01,
Gr) = (%%)kl (PG sowic

H(r) = (%%)H (1 H ().

Dann ist U € C?([0,00) x [0,0)), da Uz, -,-) € C’”}([Q, 00) % [0, 00)) ist und (k—1)-mal
abgeleitet wird. Auﬁefdem sind nach Definition von U, G und H die Anfangsbedingungen
U(r,0) = G(r) und Uy(r,0) = H(r) erfiillt. Ferner gilt fiir r > 0:

U(r,t) = (%)2@%)“ (T%*IU(:U,T,t))

Z35/2 [/10\F
= (05) (o)
. 10 k-l 10 ZkU t
= (o) () (P0tenn)
k—1
- <1§> <2kr2k*2Ur(x, rt) + 742k71U7‘7"(x7 r, t))
T ar
k—1
() )
10 k—1
(1) ()
AN’ (1N oy
- (&) (&) (ven)
J t).

Die Funktion U ist also eine eindimensionale Losung des Anfangswertproblems

Up—U,p =0  fiirr>0,t>0,
U=G, U, =H firr>0,t=0.
Die eindimensionalen Lésungen haben wir aber schon studiert: Wir wissen, dass fiir sie

die d’Alempert—Formel [2I8) gilt. Es gibt nur noch ein Problem: Die Formel gilt fiir
Losungen U € C%(R™ x [0, 00)), unsere Losung ist jedoch nur in C2([0, 00) x [0, 00)). Wir
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miissen U und die Anfangswerte G sowie H also noch geeignet fiir negative r definieren.
Dazu spiegeln wir sie einfach am Ursprung, wir setzen also

U(r,t) .= -U(-rt), G(r) = —é(—r), ﬁ(r) = —ﬁ(—r)

fiir r < 0. Die derart fortgesetzten Funktionen sind auf jeden Fall stetig in 7, da sie fiir
r = 0 verschwinden. Auflerdem sind sie differenzierbar, da fiir jede ungerade Funktion f

gilt: p p of of
%f(x) = %(—f(—x)) = —%(—95) (-1 = %(—x),

fiir z = 0 somit linksseitige und rechtsseitige Ableitung tibereinstimmen. Fiir die zweite
Ableitung von U nach r berechnen wir

UTT (T, t) = Ntt (T, t)
D0 T,(0,1)
10 k—1 B

Z35/1 L 02 (Y
= /BJ]?T]JFI@ (E) U(l’,?",t)

=0furr=0Vj

N
—

=0

<.

= O’

also ist U € C?(R" x [0, 00)), und ebenso ist G = U(-,0) € C?(R™). Die Bedingungen fiir
die Giiltigkeit der d’Alembert-Formel sind also erfiillt. Wir wissen demnach fir r < ¢:

- 1/~ - T+t
U(r,t) = 3 (G(T’—i—t)—l—G(T—t)—i— H(y)dy>
r—t
1 _ _ r+t (U
= §<G(t+r)—G(t—r)+ H(y)dy—l—/ H(y)dy>
0 r—t
1 _ _ t+r t—r
= §<G(t+r)—G(t—r)+ H(y)dy — H(z)dz),
0 0
wobel wir im letzten Integral z := —y substituiert und die Symmetrie von H ausgenutzt

haben. Wie kénnen wir jetzt aus U die gesuchte Losung u gewinnen? Dazu erinnern wir
uns an die Definition von U:

B 19 k—1
U(r,t) = <;§> (’I“2k71U(£C,’I“,t)>
k—1 9 j
= D gt <5> Ulz,rt)
7=0

k—1
= ﬁgrU(x,r,t) + ﬁf r? Ur(x,rt)+--+ 55_1 rk (%) U(z,r,t).
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Wenn wir also den Summanden, in dem r nur in der ersten Potenz vorkommt, isolieren
konnen, bekommen wir schon einmal die unabgeleitete Funktion U. Dazu dividieren wir
durch r und lassen » — 0 gehen, dann fallen alle anderen Summanden weg;:

lim u(r.t)

r—0 r

_ pkq; _ nk
= 0B }12% Ulx,r,t) = B u(z,t).

Wir haben also sogar die gesuchte Funktion u gewonnen:

w(at) = % liy U(:,t)
0
1 .. 1 ~ ~ t+r t—r
= 5_5}1_)1%2—74<G(t+7“)—G(t—r)+/0 H(y)dy—/o H(z)dz>
_ 11 <hm Gt+n) -G , G- Gt—r)
B2\ r=0 r r—0 r
i AWy — fo By o A dy — o A () dy>
r—0 r r—0 r
T CIORSY:10)
Bo
1

lg nT_S n—2
S R
1

k n—2
=0 =25 -1 = j
Jj=1 J=1
jungerade
definieren.
Satz 2.3.6

Sein > 3 ungerade. Falls u € CnTH(R" % [0,00)) das Anfangswertproblem (2.17) der
Wellengleichung lést, dann gilt fir u die Gleichung (2.19).

Sind umgekehrt g € c"s’ (R™) und h € o (R™) vorgegeben und ist u durch (2.19)
definiert, dann ist u € C2(R" x [0,00)) und u lést das Anfangswertproblem (2.17).
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Beweis. Den ersten Teil des Satzes haben wir bereits gezeigt. Sei also u durch (2.19])
definiert.

1. Um die Regularitéit von u zu untersuchen, wollen wir den Integrationsbereich ko-
ordinatenunabhéngig machen. Zu diesem Zwecke substituieren wir wie im Beweis
von Lemma 234y = x + tw.

1[a 1o\ [ 2
ul@t) = 7[at<tat> (W/aza@,t)g(y)ds(y))

(32)7 (e [, 50|

n—3

1{of1a) > [ 2
- %[a(za) <na(n) /aB(oUg(““”)dS(w))

N~

™5 (Rnx[0,050))

€C?(R7x[0,00))

19 > [ 12
+ <Z a) <na(n) /33(071) h(l‘ + tw) dS(w) ) ] s

n+1
€C 2 (R"x[0,00))

€C2(R7x[0,00))
also ist u € C?(R™ x [0, 0)).

2. Schreibe u(z,t) = =~ L (uy (2, t) + ug(x,t)), wir setzen also

n—3
o (1o\ = [ tn?
ur(x,t) = 5 (25) <m /E)B(Ovl)g(m + tw) dS(w)) und

10\*7 [ 2
ug(z,t) = <¥§> (W /63(0,1) h(z + tw) dS(w)) .

Wir bestimmen Awuq:

N
o~ | =

SIS
SIS
~—

5 tn72
Au(@,t) = (na(n) /813(0,1) Bagl@ + i) dS(w))

= ( >%3< agn) /BBM) Ag(y)dS(y)>
)" (it ], L., Sronastne)

| =

SIS
SIS

3

N
| =

SIS
1S
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Im Beweis von Satz [ZT.10] haben wir gezeigt, dass
ot wds) = g [ Agl)d

ar gy Y) = —Tap . o gly)ay

ot Jop(a.p) volOB(x,1) J Bzt

gilt. Schreiben wir die rechte Seite als Mittelwertintegral, so lautet die Gleichung
0 t
= 9(y) dS(y) = — Ag(y) dy. (2.20)
Ot JoB(a,) " J Bat)

Damit setzen wir die begonnene Rechnung fort:

n—1
9 (10\ = B,
A = (== n—12
up (z, 1) 5 (t 8t> (t T ]éB(x’t)g(y) dSy)

G () (e

= 2 (=2 n ds
pr e 8B(m)g(y) Y
8 2

= <§> uy (z,t).

Also 16st u1 die Wellengleichung. Vollkommen analog zeigt man, dass uy die Wel-
lengleichung 16st, und damit tut dies auch w.

3. Wir iiberpriifen die Anfangswerte: Nach Anwendung von 2.3.5]/1 erkennt man so-
fort, dass ua(x,t) fiir t \, 0 gegen 0 strebt. Fiir den Grenzwert }/{I(l] uy(x,t) erhalten

wir (mit n = 2k + 1):

lim u (z,t) = lim 9 (
tN\0 t\0

Q
~

=0 OB(x,t)
k—1
= lim BE GG+ 1) <—> ][ gdS
t\OZ; I <( ) 0 OB(z,t)
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= B¥0+4 1)t lim gdS
o ) tNO J 9B (at)

= g().

Mit derselben Rechnung kann man zeigen, dass %m(:ﬂ,f) 9 Yo f (x) gilt. Fehlt
noch der Anfangswert fiir %ulz

2 n—3
1 2
lim Ouy (x,t) = lim 9 Lo 2 ][ gdsS
tN\O Ot t\O \ Ot t Ot OB (x,t)
2.3.5)/2 »
2200 3
= lim 1o L 3][ Agdy | .
tNO \ ot N JB(zt)
Der Operator (%%)(n_l)ﬂ vernichtet hochstens n — 1 t-Potenzen. In der Funktion,

auf die der Operator angewandt wird, ist ¢ jedoch in der n-ten Potenz vorhanden,
d.h. in jedem Summanden tritt auch nach dem Ableiten noch ein Faktor ¢ auf.
Demnach konvergiert %(m, t) fiir t \ 0 gegen 0. Zusammengefasst haben wir also

. 1, .. . 1
}%U(fﬂ,t) = %(}l\%m(:v,t) + lim us(z,t)) = o (Tg(x) 4+ 0) = g(x),

und analog wu(z,t) A h(z). Die Funktion u 16st also tatsdchlich das Anfangs-
wertproblem (2.17]). O

Beispiel 2.3.7. Der physikalisch wichtigste Fall mit ungerader Dimension ist der Fall
n = 3. Dort gilt nach Satz

u(z,t) = 0 <t7£3( ) g(y)dS(y)> +t]éB( ) h(y) dS(y)

1
<m /a . 9(y) dS (y)> +1 ]é s h(y) dS(y)
t

<E /83(0,1) g(z + tw) dS(w)) +t ][aB(x,t) h(y) dS(y)

1 t
= — g(x + tw) dS(w) + — / (Dg(z + tw), w) dS(w)
4T JaB(0,1) 4T JaB(0,1)

—HéMMﬁ@Mﬂw

at
9
ot
9
ot

1/ 1 Yy—
= — gdey—i-—/ Dg(y), ——)dS(y
B oy, AW g [ (Dg(0). 15 asty
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o ]g RLGLY)

- f (9(v) + (Da(y).y — z) + th(y)) dS(y). (2.21)
OB(x,t)

Die Gleichung (2.21]) heiBt Kirchhoff-Formel.

Nun wollen wir auch die Losungen der Wellengleichung in geraden Dimensionen kennen-
lernen. Dabei kénnen wir jedoch nicht analog zum ungeradedimensionalen Fall vorgehen,
denn dort haben wir benutzt, dass sich die Dimension als n = 2k + 1 mit ganzzahligem
k schreiben lidsst. Wir konnen aber den geradedimensionalen Fall auf den zuvor behan-
delten zuriickfiihren.

Sei dazu n = 2k gerade und u € C*+1(R"x [0, 00)) eine Losung des Anfangswertproblems

217). Setze

w(xy, . Ty Tpy1,t) = ul(xy, ..., xTp,t),
g(x1, ..., Tp, Tpt1) = g(z1,...,T,) sowie
hx1, ..oy Ty Tpg1) = h(x1,...,25).

Dann ist @ € CFI(R"! x [0, 00)) eine Lésung der Wellengleichung, und auf
R x {t = 0} gilt © = g sowie @ = h. Aus Satz wissen wir demnach, dass

n—2
B 1 0 (10 2 1][ _ -
) =u(z,0,t) = —— | — [ == tn ds
u(z,t) = a(x,0,t) — [at <mt> ( aB(mﬁo,t)g(y) (y)>

12 nT_Q n—1 T =
* <t m) (’5 7{93@,0@ h(y) dS(zD)]. (2.22)

Diese Formel ist aber noch etwas unhandlich, da wir {iber den Rand eines (n + 1)-
dimensionalen Balles integrieren miissen, um ein n-dimensionales Problem zu l6sen. Be-
stimmen wir also das Flichenelement dS(y).

Wir koénnen das Integral iiber die Sphire 9B(z,0,t) in zwei Integrale iiber Halb-
sphéren zerlegen. Wihlen wir die Halbsphéren {y € 9B(z,0,t) | yny1 > 0} und
{y € 0B(x,0,t) | yn+1 < 0}, so stellen wir als erstes fest, dass beide Integrale densel-
ben Wert annehmen miissen: Schliellich hdngt der Integrand nicht von y,+; ab. Wir
brauchen also nur das Integral iiber die obere Halbsphére zu bestimmen und dessen
Wert zu verdoppeln, um den Wert des Integrals iiber die ganze Sphére zu erhalten.

Die obere Halbsphire ist der Graph iiber B(x,t) der Funktion y — \/t? — |y — x|2, lisst

sich demnach parametrisieren durch

F:y'_) (yla--',yn’\/t2_|y_x|2)'

Fiir das Flédchenelement gilt dann

- oF OF
4) = \/ et (5 £>> w
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Wir bestimmen die Ableitungen

O (0 do0, )
Ay

Und damit ist

OF OF (w; — yi) (w5 — y5)
_— ) = 5@']’ + .
dy; dy; 2 — |y — z|?

Hieraus die gewiinschte Determinante zu bestimmen, erscheint zunéchst ausgesprochen
aufwindig. Um uns die Arbeit zu erleichtern, wollen wir die Rotationssymmetrie der
Halbsphire nutzen. Demgemif kann das Flichenelement dS(y) nur vom Abstand |y — 2|
abhéngen, also bestimmen wir ihn nur fiir ,,einfache® y. Nehmen wir beispielsweise nur
die y der Form y = z + Aeq, dann ist

| 2

|z1—y1
<<3_F’8—F>(y)> o (k== A N
8% ayj ij 0 ‘]ln—l

und somit

- oF OF
Wl = \/d“ <<a—yaa—yj>>i,jdy

71—y
\/ BT

$2
= — d
2 Jy—ap "’

t

— .
ey aP

Nun kénnen wir eines der Integrale in (Z.22]) bestimmen:

_ - B 1 i )
]éB(:c,O,t) ) dSly) = (n+ Da(n + 1)tn /(93(10,10 g(y) dS(y)
tdy

(n+1a(n + 1)t /B(x,t) T e |z —y|?
_ 2ta(n) ][ 9(y) dy
B(z,t)

(n+Da(n+1) 22—z —y]2
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Fiir die Losung v des Anfangswertproblems (Z.I7) gilt also

1 2a(n)

Unt) = T Da @)

5 <1§t> <t B(x,t) J%)

+

tat < B(a) JT)

1 3
"oy, | Ot t@t (xt |a:—y|2

(1;) <t 7{%,@ \x—yP)] (2.23)

wobei wir den Wert von 7, noch genauer bestimmen koénnen:

(n+ Da(n+1)

_l’_

Tn = In-1-

2a(n)

_ I'(1+2
I s
= 11 i) r(1r 28l

j=1 D2

jungerade

S (T )il

2 T (32

~—

~—

J=1
jungerade

Die Gammafunktion nimmt fiir ganze Zahlen als Argument ,schone“ Werte an,
ndmlich T'(z + 1) = z!. Das Argument "TH macht dabei keine Probleme, da n ge-
rade ist; aber I’ ("T‘H)’) wollen wir eliminieren. Dazu benutzen wir die Legendre-

Verdoppelungsformel
x x+1 NZS
r(-) -r( ): " T(x)

2 2 2z

mit x =n+ 2:

Yo = < ﬁ j),\/_?T(nJrz) onIT (n42)

i 2 2 Vrl'(n +2)
jungerade
n+1 2
i (n+1)!
jungerade
n 2
(gl
B j=1 ’ (n+1)!

jungerade
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2.3. Die Wellengleichung

Man sieht leicht, dass

2st=[[e@n= I] J
j=1 J=2
jgerade
gilt. Demnach rechnen wir weiter:
n+1 n 9
. ) 1
7n2<HJ>‘<HJ> ,
i s (n+1)!
jungerade jgerade

) 1
= (n+1)! H j
j=2
jgerade
n
= II 4

2
erade

0,

J

d.h. fiir gerade n ist v, das Produkt aller geraden Zahlen bis n, wihrend es sich fiir
ungerade n als Produkt aller ungeraden Zahlen bis n — 2 berechnen lief3.

Satz 2.3.8

Sein > 2 gerade. Sei u € CnTH(R” x [0,00)) eine Losung des Anfangswertproblems
fir die Wellengleichung (2:-17). Dann gilt fir u die Gleichung (2.23).

Sind umgekehrt g € CnTH(R”) und h € CnTH(R") vorgegeben und ist w durch (Z.23)
definiert, dann ist u € C*(R" x [0,00)) und u l6st das Anfangswertproblem (2.17).

Beweis. Den ersten Teil des Satzes haben wir bereits gezeigt. Fiir den Beweis des zwei-
. . " . _ (4D+3

ten Teils stellen wir zuniichst fest, dass zu g und h wie oben g € C~ 2 (R"*!) und
(n+1)+1

geC 2 (R"!) gilt. Die Funktion , die durch Gleichung ([2.22)) definiert wird, 15st
darum nach Satz das Anfangswertproblem

u=g, uy=h auf R" x {t =0}.

{ﬂtt —Au=0 auf R" x [0,00),
h

Nach obiger Rechnung ist aber die durch Gleichung (2:23]) definierte Funktion
u(z,t) = u(z,0,t) = a(x, xp41,1), sie besitzt demnach dieselben Eigenschaften, 1ost also
das Anfangswertproblem (2.I7]). O
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

Beispiel 2.3.9. Auch fiir gerade Dimensionen schauen wir uns den physikalisch bedeu-
tendsten Fall n = 2 gesondert an. Nach Satz [2.3.8] gilt fiir Losungen des Anfangswert-

problems (2.17)

2|0t Blat) V12— ly — xf? Blat) 12—y — xf?

Wir bestimmen fiir den ersten Summanden:
9 (.0 ][ 9(y) dy
ot B(zt) /12— ly — x|?
_ o1 / 9(y) dy
Ot \ 7 JB@n V12— |y — |2
10 t2/ g(z + tw) dw
™ ot B0,1) /1% — [tw]?
9 t/ g(z + tw) dw
ot \ Jroy V1-[|w?

I
3| =

Al 1 / gle t+twydw (w, Dg(@ +tw))
™ 1— |wf? BO) V1 —[w?
_ 1 t—2/ 9(y) dy +t_1/ (Dg(y), &*)
T 22 . 212
R e e
_ 75][ gy ., (Dg(y),y — =) dy
By V' —ly—al* By V- ly —af?

Daraus erhalten wir die Poisson-Formel
1 t t2h D _
u(x,t) = _][ 9(y) +t°h(y) + t{Dy(y),y — z)
B(x,t)

2 =y — xf?

dy.

Bemerkung 2.3.10. Sei K := supp(g) Usupp(h) C R™. Wir untersuchen den Tréger
von u. Nach Gleichung (ZI8]) und den Sitzen 236 sowie 238 kann u(z, t) # 0 nur dann
gelten, wenn K N B(x,t) # 0 gilt. Setze

Ji(K) :={(x,t) € R" x [0,00) | KN B(x,t) # 0}.
Dann ist offenbar supp(u) C J4(K).
Wir iiberlegen uns, wie J (K) aussieht:
KN B(x,t) #0
& dwg € K : 29 € B(x,1)
S drge K :|lxzg—z| <t

& dist(z, K) = m1111<|3:0 —z| <t
zo€
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2.3. Die Wellengleichung

also

Die Losungen der Wellengleichung beschreiben also Wellen, die sich mit endlicher Ge-
schwindigkeit ausbreiten, im Gegensatz zu den Losungen der Warmeleitungsgleichung.

In ungeraden Dimensionen n > 3 haben wir eine noch stérkere Bedingung an den Tréger
von u: hier muss K N 9B(x,t) # 0 sein, damit u(z,t) # 0 gilt, d.h.

supp(u) C {(z,t) e R" x [0,00) | Txg € K : |xg — 2| =t}

= t R"” 1 — < tA — >t
{(%)6 < [0,00) | min o — o] < ¢ A maxay x\_}

= J+(K)\{(a:,t) € R" x [0,00) | g}lg}({\xo—x\ <t}.
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

Wenn man also z.B. die Ausbreitung von Schallwellen im Raum betrachtet, die zum
Zeitpunkt ¢ = 0 im kompakten Gebiet K entstanden sind, so wird jeder Horer die
Schallwellen nur fiir eine gewisse Zeit héren. Man nennt dies das Huygens-Prinzip.
Betrachtet man hingegen die Ausbreitung von Wasserwellen auf der Wasseroberfléiche,
so sind die Auswirkungen von deren Erzeugung im Prinzip beliebig lange spiirbar. Hierin
liegt der fundamentale Unterschied zwischen Losungen der Wellengleichung in gerader
und in ungerader Dimension.

Wir wollen nun die inhomogene Wellengleichung

{utt — Au = f auf R™ x [O, OO), (224)

u=wu =0 auf R™ x {t =0}

losen. Dazu erinnern wir uns des Duhamel-Prinzips (siche Seite AI)): Statt ([2.24]) 16sen
wir das Problem

u(z,t;8) — Au(x,t;s) =0 auf R™ x [0,00) x [0, 00),

u(z,t;8) =0 fiir t = s, (2.25)
ug(x,t;8) = f(x,8) firt=s
und setzen .
u(zx, t) = / u(z,t;s)ds. (2.26)
0
Satz 2.3.11

Sei n > 2, sei f € C[%]H(R” x [0,00)). Dann ezistiert eine Funktion
u € C2(R" x [0,00)), die das Problem (2.24) lést. Diese Funktion ldsst sich aus einer
Lésung von (2.25) durch Anwendung des Duhamel-Prinzips mittels (2.20) gewinnen.

Beweis.
1. Ist » ungerade, so ist [%] +1= "TH und damit nach Satz [2.3.6] die Funktion

n—3
1 /10\ 7 _2][
w(z,t;8) = — | ——= t" ,8)d
@tis) == (155 ( L >y>

eine Losung von (2.20)) sowie zweimal stetig differenzierbar in x und ¢; aber auch
in s, da wir eine ausreichende Regularitét fiir f fordern und iiber ein Kompaktum
integrieren.
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2.3. Die Wellengleichung

Ist n gerade, so ist [%] +1= ”T” und damit gemifl Satz 2.3.8] die Funktion

n+3
1 /1 2
u(x7t7 3) = <_g> ? tn][ L"S) dy
Yo \ t O B(zt) /1 — |z — y|?

eine zweimal stetig differenzierbare Losung von (2.25]).

2. Wir iiberpriifen die Anfangsbedingungen fiir u(x,t):

0
u(z,0) = / u(z,0;s)ds
0
= 0; Vv
t
u(x,t) = u(x,t;t)—}—/ ug(x,t; 8) ds
0
/ ug(x,t;s) ds
0
= u(x,0) = / u(x,0;5) ds
0
= 0. V

3. SchlieBlich zeigen wir, dass u(x,t) die inhomogene Wellengleichung (2.:24)) 16st, weil
u(z,t;5) € C?(R™ x [0,00) x [0,00)) ist:

o t
ug(z,t;s) = 5/ u(z, t; s) ds
0

t
ut(x,t;t)—}—/ ug(x,t;8) ds
0

t
f(x,t)—i—/ Au(z,t;s)ds
f(z,t) —i—A/ u(z, t; s)

f(z,t) + Au(z, t),

| .@ @ !

was zu beweisen war.

Beispiel 2.3.12. Fiir n = 3 losen wir das Problem (2.25]) nach der Kirchhoff-Formel
&.21):
uetis) =t ) f(5)dS(0).
OB(z,t—s)
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

Daraus erhalten wir fiir (2.24]) die Losung

u(z,t) = / t—s) ]éBmt ) f(y,s)dS(y)ds
B /o 47”3—5) /<93(mt s)f( ) d5(y) ds
= 477/ /8B(x7") y’T_ )dS( )dr

_ / f(yi—\y—x!)dy
A7 [ ly —

Bemerkung 2.3.13. Auch in Dimension n = 1 kénnen wir das Problem (2.24]) mit
Hilfe des Duhamel-Prinzips 16sen. Hierbei geniigt uns nach Satz 2.3.2] die Regula-
ritidtsbedingung f € C'(R x [0,00)). Wir haben dann

1 rx+t—s
u(x,t;8) = 5/ f(y,s)dy,

—t+s

r+t—s
/ / s)dyds.
r—t+s

und damit

Beispiel 2.3.14. Wir wollen 16sen:

{utt(m,t) — Uz (2, t) = el auf R x [0, 00), (2.97)

u(x,t) = w(x,t) = auf R x {t = 0}.
Dazu l6sen wir zunichst das homogene Problem

g—;ul(x,t) - %ul(x,t) =0 aufR x [0,00),
uy(z,t) = %ul(:ﬂ,t) =z auf R x {t = 0}:

Nach der d’Alembert-Formel gilt dann

1 r+t
ui(x,t) = 5(236—1—/ ydy>
r—t

= z+ 1(4:625)
= (1+1t)x
Nun 16sen wir das inhomogene Problem
%Z@(ﬁ t) 3a2u2( xz, ) auf R x [O’OO),
ug(z,t) = aatuQ(ac t)=0 auf R x {t = 0}.
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2.3. Die Wellengleichung

Die Losung hierfiir erhalten wir aus Bemerkung 2313}

[ e dvas
_ 5/: <%es((:ﬂ+(7§—s))2—(m—(t—s))2)> ds

t
= / e’ x(t—s)ds
0

t
t
= xtes‘o—x/ se® ds
0

= at(e —1)—x (ses{g - es‘g)
= az(ef —t—1).

1
u2($,t) = 5
1

Also 16st

u(z,t) = uy(z,t) + ug(w,t) = e’

das Ausgangsproblem (2.27).

Nun studieren wir die Wellengleichung noch auf Teilmengen von R"™.

Satz 2.3.15 (Eindeutigkeit)

Sei U C R™ offen und beschrinkt mit stiickweise glattem Rand. Sei T > 0. Dann
existiert zu gegebenen Funktionen f:Up — R, g: 'y — R und h : U — R hdchstens
eine Losung u € C*(Ur) des Anfangs- und Randwertproblems der Wellengleichung

ug — Au = f auf Ur,
u=g auf I'r,
ug =h auf U x {t = 0}

Beweis. O.B.d.A. sei f = g =h = 0. Zu zeigen ist, dass dann u = 0 auf Ur gelten muss.
Setze
1

e(t) :== 5 /U(ut(:v,t)Q + |Du(z, t)|?) d.

Da u € C%(Ur) ist, ist e immer noch einmal stetig differenzierbar. Wir bestimmen die
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2. Die drei wichtigsten Prototypen

Ableitung von e:

et) =
[A.2

(ug - uy + (Du, Duy)) dx

(upuy — Au - uy) dz +/ % < up dS(x)
ou OV~

TSI

ug(ut — Au) dx
v =0

I
o

)

also ist e konstant. Wir bestimmen den Wert von e, am einfachsten bei ¢t = 0:

_1 u(x 2 u\xr 2 xXr =
6(0)_2/U( t(:O,O) 1D (:;O)] ) di =0,

also ist e(t) = 0 fiir alle ¢ € [0,T]. Dies ist aber nur méglich, wenn u; = 0 und Du = 0.
Eine C'-Funktion, fiir die alle Ableitungen iiberall verschwinden, muss jedoch konstant
sein, also gilt

u(z,t) = u(z,0) = 0. O

Satz 2.3.16 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit)

Sei U C R" offen. Seien xy € U und tg > 0 derart, dass B(zg,tg) C U ist. Die Funkti-
on u € C?(Uy,) lose die Wellengleichung. Ist nun uy = u = 0 auf B(zg,t0) x {t = 0},
s0 ist auch u(xp,to) = 0.

u #= 0 maglich
u=20

B(xo,tg) ——
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2.3. Die Wellengleichung

Beweis. Wir zeigen, dass u = 0 auf dem Kegel tiber B(zg,t9) x {¢ = 0} mit Spitze in
(xo,to) gilt. Daraus folgt dann, dass auch in der Kegelspitze (xg,ty) die Funktion den
Wert 0 annimmt. Setze dazu

e(t) = l/ (’U,t(.%',t)2 + ]Du(x,t)]2) dx.
B(Z’O,t()*t)

2
Wie im Beweis von Satz[2.3.10]sehen wir, dass e(0) = 0 gilt. Auflerdem ist e nichtnegativ.
Daher geniigt es zu zeigen, dass e monoton fallend ist. Wir schéitzen also die Ableitung
ab:

1 1
o) = + / (ugugs + (Du, Dug)) da — = / (u2 + |Duf?) dS
2 B(zo,to—t) OB(z0,to—t)
= / u(uy — Au) do + / @ut ds
B(x07t0*t) — 8B(mo,t07t) 81/

1
——/ (u? + |Dul?) dS
2 8B(1’0,t07t)

1 ou\ 2
—/ <—> +u? —u? — |Dul? | dS,
2 OB(xo,to—t) ov

da fiir alle a,b € R die Ungleichung a - b < %aQ + %bz gilt. Auflerdem gilt nach der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

0

o= = (Du.v) < [Du| - |v| = |Dul.
Daraus folgt, dass der Integrand bei é nichtpositiv ist, also & < 0, was zu zeigen war. Die
Funktion e ist also konstant 0, und wie im Beweis von Satz schlieffen wir daraus,

dass
u(z,7) = u(z,0) = 0 Vo € B(xg,tg —t),7 € [0,1],

und diese Aussage gilt fiir alle ¢ € [0, #g], also auf dem gesamten Kegel, und insbesondere
fir 7 =t = tg, + = xo. O

Bemerkung 2.3.17. Dieser Satz liasst sich physikalisch wie folgt interpretieren: Wird
zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Welle auflerhalb des Balles B(xg,ty) angeregt, so gelangt
die Auslenkung (d.h. die Information iiber die Anregung der Welle) frithestens nach
der Zeit tg zum Punkt xg. Die Welle kann also nur eine Raumeinheit pro Zeiteinheit
zuriicklegen, d.h. sie breitet sich mit endlicher Geschwindigkeit aus. (Fiir Losungen auf
ganz R"™ x [0, 00) wussten wir das bereits.)
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3. Transformationsmethoden

3.1. Fouriertransformation

In diesem Abschnitt sind alle auftretenden Funktionen komplexwertig.

Definition 3.1.1. Fiir u € L'(R") ist die Fourier-Transformierte definiert durch

a(y) == (2%)_%/ ey (z) da.

n

Die inverse Fourier-Transformierte ist gegeben durch

a(y) == (2%)_3/ XYy (z) de.

n

Bemerkung 3.1.2. Fiir jedes y € R" gilt die Abschétzung

lay)l < @m)7z [ e V) ju(e)| da
R?’L
= (2m) 2 |lullp ey < 0.
Somit ist 4 beschrénkt, und es gilt

1]l oo ey < (27)7 2 [l 1 (-

Ferner liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz, dass u stetig auf R™ ist, da u
integrierbar ist.

Bemerkung 3.1.3. Es gilt @(y) = @(—y). Damit ist auch @ € L>®(R") N C°(R"), und
es gilt
[[@]] oo ey = [1@l] oo ().
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3. Transformationsmethoden

Beispiel 3.1.4. Sei u(z) = e~ mit ¢ > 0. Offenbar ist u € L'(R™), wir kénnen also
@ und % bestimmen.

aly) = (2m)" 2 eilwv) . e=clal® gy

e(m,zy—cx) dr
]Rn

n
= % / H j(iyj—cxj)
= 27-(- 2 H/ xj (iy;—cxj)

nach dem Satz von Fubini. Um jetzt eines dieser Integrale fR ef(in=¢€) ¢ zu bestimmen,
substituieren wir z := /c€ — 71 Dann erhalten wir

2,77
e—z2 —e (c£ ﬁm) — eﬂéef(in—cf)

und dz = /cd€. Der Integrationsbereich ist nach der Substitution jedoch nicht mehr R,

sondern die Gerade 0

=R-—-— .
G QﬁzCC
iR
—R R
R
S_R SR
G
Gr

Wir erhalten also fiir das Integral

. 1 n2 2
&(in—c€) & = — 46/ -2°y
e e e z
/R Ve G

_n? . 2
= —e 4 lim e % dz,
\/E R—o00 Gr

wobei Gr = {z € G | R(2) € [~ R, R]} ist. Nun ist die Funktion z — =" aber ganz, also
ist der Wert des Integrals iiber G derselbe wie {iber einen beliebigen anderen Weg von
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3.1. Fouriertransformation

—R—5%-ibis R— 5= i. Setzen wir s; := {z € (t+iR) | 3(z) € [—2%/5,0] }, so erhalten

2/c 2/c
wir also:
£(in—c€) L2 2 g a2
es\" d¢ = —e 4 lim e dz+ e % dz — e * dz
R c R—o0 S_R —R SR
—_——— ———
—0 —0
2 oo
= i6114?/ e dz
c —0oQ
| —
=7
T _n*
= —e 4c
c

Daraus ergibt sich fiir u:

j=1
n 2
_ (mﬂ*%<ﬁ)26‘i
C
2

Auflerdem gilt

Satz 3.1.5
Seien u,v € L'(R™) N L?(R™). Dann ist

Beweis. Nach der Definition der Fourier-Transformierten gilt

wxo(y) = (2m)" 2 /n e XY (u % v) (2) da

/ e~z / u(z) -v(x — z)dzdx

R" R"
= (2n)"2 / e~ U e =2y () (e — 2) da dz

w3

= (2m)"
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Satz 3.1.6 (Plancherel)
Sei u € LY(R™) N L2(R™). Dann sind auch @,% € L*(R™) und es gilt

il 2y = 18]l 2 ®ny = lull L2 ®ny-

Beweis.
1. Wir wissen bereits aus Bemerkung B.1.2], dass fiir v,w € L'(R") die Fourier-

Transformierten beschrankt sind. Damit sind auch
v, - w e LYRMY).

Fiir den Wert des Integrals gilt dann

/ v(a)i(e)de = (2m)

0|3

/ ) / ) v(z)e "V w(y) dy dx

_ / n / e u(@)w(y) de dy
_ /R (y)uwly)dy.

|3

= (27)

2. Fiir £ > 0 setze v.(z) := e~<1*I". Dann ist nach Beispiel B4l

2
]

f)a(y) = (25)_%6_ 4=,

und aus Beweisteil 1 erhalten wir demnach

n _|z?

/ w(x)e_€|$|2 dx :/ w(z)(2e)” 2 4= dx (3.1)
fiir jede L'-Funktion w.

3. Setze v(z) := u(—x), w := u * v. Die so definierte Funktion w ist integrierbar, da
sie Faltung integrierbarer Funktionen ist. Auflerdem ist sie stetig, da sie Faltung
von L2-Funktionen ist. Wir kennen zudem aus Satz .15l die Gestalt von

W= (2m) 20 - 0.
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3.1. Fouriertransformation

Wir bestimmen die Fourier-Transformierte von v:

o(y) = @2n)7F | e Wg(—z)de

= (2m)" 2 el V) y(—x) d

Also ist
b= (2m)3 [af2

. Wir wollen nun in Gleichung (81]) £ \, 0 gehen lassen. Beginnen wir mit der rechten
Seite der Gleichung. Dazu erinnern wir uns, dass wir (47e)~"/2e~1* /(42) bereits als
Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung kennengelernt haben. Von dieser
wissen wir, dass sie fiir € \, 0 gegen die dg-Distribution strebt. Demzufolge gilt

2

. _n _ =] n
il{{rg)(?&) 2/nw(x)e 1= dx = (2m)2w(0),

da w stetig und integrierbar ist. Setzen wir die Definition von w ein, so ergibt sich
weiter

V3

lim(22)"% / nw(x)e*‘ii‘f dr = (27) / u(@) - alx) da

N3

= 2m)F [ Ju()Pde

Rn
= (277)5||u\|L2(Rn) < 00.

Wir wissen also, dass der Grenzwert existiert und kennen seinen Wert. Mit diesem
Wissen schauen wir uns die linke Seite von Gleichung (3] fiir € \, 0 an:

n . A — 2
Cm) full ey = ;l\n% a(@)e " do
Teil 3 hm/ |t(x |2 —elel® gy
eN\0

= 3/ |a(z)|? hme el2l® gy

= @2n): [ |a(x)]?d
Rn

noa
= @m)zfla(@)l 2@,
wobei wir den Grenzwert wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz

unters Integral ziehen durften. Wir haben also schon einmal gezeigt, dass
/|2 @) = llull 2wy gilt.
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3. Transformationsmethoden
5. Es gilt @(z) = u(—=x), also ist
@l L2mny = [l L2(rny = llull L2 @en),
was zu zeigen war.
O
Wir haben gesehen, dass die Fouriertransformation Funktionen aus L'(R"™) N L?(R"™)
L%-isometrisch auf Funktionen aus L?(R™) abbildet. Da L!'(R™) N L?(R") dicht in

L?(R™) liegt, konnen wir die Fouriertransformation eindeutig zu einer Isometrie
L?(R™) — L?(R™) fortsetzen.

Definition 3.1.7. Sei u € L?(R"). Sei (uy), mit ux € LY(R") N L?(R") eine Folge,

. .. g .
die uw approximiert, d.h. up — w. Dann ist

u:= lim U
k—oo
die Fourier-Transformierte und
u:= lim ﬁk
k— oo

die inverse Fourier-Transformierte von u, wobei der Grenzwert beziiglich der
L?-Norm zu nehmen ist.

Bemerkung 3.1.8. Die Definition B.1.7] ist sinnvoll, denn

l[ax — ﬁjHLQ(R") = || (ux, — Uj)AHL2(Rn) = ||u — UjHB(Rn)%

deshalb ist (i) ebenso wie (uy); eine Cauchy-Folge. Wegen der Vollstéindigkeit von L2
existiert der Grenzwert. Auflierdem héngt die Definition von 4 nicht von der Wahl der

2 2
Folge (ug)r ab: Wihlen wir ndmlich eine weitere Folge (v ) mit vy L, u, Uy L% 5 und
setzen
ur, k=2l— 1,
wy, =
v, k=2l

so konvergiert auch w; gegen wu. Damit konvergiert auch wg, hat also nur einen
Haufungspunkt @ = 0. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir u.
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Korollar 3.1.9 (Plancherel)
Fiir u € L*(R") sind @,% € L*(R") und es gilt:

[ullL2@ny = @l 2®ny = |2 L2 @®n)-

Satz 3.1.10 (Eigenschaften der Fourier-Transformierten)
Fiir u,v € L*>(R™) gilt:

1./ m—)dﬂs:/ o dx,

2. Doy = (iy)® - 4 fiir jeden Multiindex o mit D% € L*(R™),

¢

3. u=

Beweis. zu 1. Fiir u,v € L>(R"), A € C gilt M\ = \d. Wir berechnen nun einerseits
lu+ Aol Zegny = NI+ X0)|Z2gny
= [l@+ 20|72 gy

_ /n(a+>\®) @+ ) da

_ /R ([af?2 + [M[2 + &) + a(2D)) da

= Nl Zz@m + INP101Z2@n) +

/
= el + APy + [ (50) + 600) dai (3:2)
und andererseits
R (R P URCEPDEE
— /Rn (Jul* + | Mo* + a(M) + u(lv)) dz

= el + APl + [ (a00) + ) do(3.3)
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3. Transformationsmethoden

Vergleichen wir nun die Gleichungen (3.2]) und (B8.3]), so erkennen wir, dass

/n (a(A0) +a(Xo)) do = /n (a(Av) + u(Iv)) dx

& ROwv)dr = R(\uD) dx (3.4)

R™ R™

gelten muss. Setzen wir in Gleichung ([3.4]) den Parameter A := 1, so erhalten wir
die Aussage

Ruv)dr = [ R(ad)dx (3.5)

Rn R™
und fiir A := 7 ergibt sich

/ S(u) de = / (i) dr. (3.6)

Addition von (B3) und der mit ¢ multiplizierten Gleichung B.6]) liefert die
gewiinschte Aussage. v’

zu 2. Sei zunéchst u € C°(R™). Dann ist auch D%u € C°(R"), und wir erhalten durch
partielle Integration

Douly) = (2m)°% / e~te9) Do) di
= en by [ Dae ) u@ i

,( Zy)aez(ac y)

= (iy)“u(y).

Ist nun u € L%(R™) beliebig, so approximiere v durch C°-Funktionen wuy, fiir die
Eigenschaft 2 dann jeweils gilt. Die gewiinschte Aussage bleibt nach Definition von
4 auch beim Grenziibergang erhalten.

zu 3. Sei zunichst u € L2(R™) N L' (R"). Sei v € L?(R™) N L'(R™) beliebig. Dann gilt

/nﬁ(ac)v(x) de = )2 /n /n =Y (y)v(z) da dy
- / uy)o(y) dy.

AuBerdem gilt fiir alle derartigen v:

MI:

—Z(Z‘,y @ x

P>

(y) =

S
- 2/R

n

:

n

I
@\
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3.2. Anwendungen

Auch fiir beliebige L?-Funktionen wu,v gilt (nach Auswahl einer approximierenden
Folge und Grenzwertbildung) weiterhin

v dr = ubvde, ©="7.
n n

Demzufolge ist fiir alle v € L(R")

/ wdr =

s
¢
QU
8

3

s
SIN|
QU
S

uv dx

uv dx.

K\\%\\%\\%\\

n

Da das L2-Skalarprodukt nicht ausgeartet ist, gilt somit u = 1. O

3.2. Anwendungen

Die Fouriertransformation ist besonders geeignet, um Losungen fiir lineare PDGen mit
konstanten Koeffizienten zu finden.

Beispiel 3.2.1 (Bessel-Potential). Sei f € L?(R"). Wir betrachten die PDG
—Au+u=f. (3.7)
Fiihren wir fiir diese Gleichung die Fouriertransformation durch, so erhalten wir
(ly* + Day) = f(y)

fiir fast alle y € R™. Dies kdnnen wir sehr leicht nach @ umstellen und daraus die gesuchte
Funktion u selbst erhalten:

u(y) = a(y) = (f(y) ! >

1+ [y

Wir suchen nun ein B(y) derart, dass B(y) = ﬁ gilt — denn dann kénnen wir u ohne
Verwendung von Fouriertransformationen ausdriicken als

uw=(2n)"2f * B.
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3. Transformationsmethoden

Offenbar gilt = OOO e~ t(1+1yl?) dt, also

1
1+]y|?

v
B — -
) (1 + Iyl2> ®)
— (@2t / G / et ) gt gy
n 0

0 n
= / et (e Py (z) at
0
o0 ac2
5.1 / (2t) 5 et dt.
0

Dieses B heifit Bessel-Potential. Zusammengefasst erhalten wir die Aussage, dass fiir
Losungen u von (B.7) gilt:

u(z %/ / tiﬁe*t

Beispiel 3.2.2 (Wirmeleitungsgleichung). Wir suchen Losungen des Anfangswert-
problems

S fy) dydt.

ug —Au=0 auf R"” x [0,00),
u=20 auf R x {t = 0}.

Fiir die Losungen v erhalten wir nach Fouriertransformation beziiglich x:

ay(y) + ly[*a(y) =0 auf R™ x [0, 00),
=g auf R" x {t =0}

fir fast alle y. Diese gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung kénnen wir
natiirlich 16sen und wir erhalten

a(y) = e Mh(y)
=u@) = (" g) (@)
= (2m) % (g x F)(2),
wobei wir F' wieder ,,passend* wihlen, was uns in diesem Beispiel gar nicht schwer fillt:

ac\2

Fa) = (M) () = (20) %
Also bekommen wir fiir v die uns bereits bekannte Losung

|lz—yl|?

u(z,t) = (4rt) "2 /n e & g(y)dy. (3.8)
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3.2. Anwendungen

Beispiel 3.2.3 (Schrédinger-Gleichung). Fiir komplexwertige Funktionen u und g

(wobei g vorgegeben und u gesucht ist) 16sen wir das Anfangswertproblem fiir die PDG
iug + Au =0 auf R" x [0, 00), (3.9)
u=g auf R x {t = 0}.

Wir kénnen jetzt analog zur Losung der Warmeleitungsgleichung vorgehen, wir erhalten
die Losung der Schrodinger-Gleichung aber auch, indem wir in Gleichung (3.8]) formal ¢
durch it ersetzen. Fiir die Losungen gilt ndmlich

ile—y|2

u(a, ) = (dmit)~ % / T g(y) dy,

n

wobei wir i~1/2 als e~¥"/* erkliren. Fiir ¢ € LY(R™),t > 0 ist u wohldefiniert. Ist
auBerdem |y|?g € L'(R"), so kann man zeigen, dass u tatsichlich die Schrodinger-

Gleichung iu; + Au = 0 16st. Wie im Beweis des Satzes von Plancherel zeigt man, dass
fir g € LY(R™) N L*(R™) die Gleichung

u(, Ol 2@y = l9llz2@n)

fiir t > 0 erfiillt ist. In welchem Sinne (-, ) t\_0> g strebt, wird eventuell spéter deutlich.

Definition 3.2.4. Wir setzen
|2

W(x,t) = (dmit) "2 et ar

mit z € R", t # 0. Dieses 9 heiit Fundamentalléssung der Schrédinger-
Gleichung.

Bemerkung 3.2.5. Die Funktion

u:g*w("t)

16st die PDG iuy + Au = 0, und iiberdies gilt li\r“r(l)u = g. Die stetige Fortsetzung von u
t
auf R™ x [0, 00) l6st sonach das Anfangswertproblem (3.9)).
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3. Transformationsmethoden

Beispiel 3.2.6 (Wellengleichung). Wir betrachten noch einmal das Anfangswertpro-

blem (2.17):
uy — Au =0 auf R"™ x (0, 00),
u=gund uy =h auf R" x {t =0}.

Durch Fouriertransformation in x erhalten wir daraus

T:Ltt +A|y|222 A: 0 ) auf R" x (0, 00), (3.10)
t=g¢gund 4y =h auf R” x {t =0}
— und das konnen wir fiir festes y 16sen. Der Losungsraum der Differentialgleichung ist
zweidimensional mit der Basis {cos(|y|-t),sin(|y|-t)}. Zusammen mit den Anfangswerten
erhilt man die Losung von (B.10):

y.t) = 9(y) cos((ylt) + h‘f;’,) sin(jylt).

Diese Losung liegt in L2(R" x [0,00)) N C*®°(R™ x [0,00)). Selbst bei y = 0 schafft die
Funktion keine Probleme, da

h A in(|ylt
W) sin(lylt) = hy) -+ 2200
Y| lylt

glatt,
beschriankt

gilt. Wenn 4 auBerdem integrierbar ist, kénnen wir Definition B.I.1] anwenden, um u
auszurechnen:

ule,t) = <g< ) cos([ylt) + ") sm(\yrw) ()

~ ()% [ e,

|y

( cos(|ylt) + h(y) sin(\y[t)) d
= (2m)" 2= ety < ZIy\t + e—ZIy\t) @ (eily\t — e—ﬂzﬂ)) dy

ily|

— (277)—%%/” lei(<x,y>+|yt) (Q(y) n h’( ‘)> 4 il lylt) <g(y) N %)] J

Wir haben also eine weitere Losungsformel fiir die Wellengleichung gefunden. Diese er-
fordert keine Fallunterscheidung nach der Dimension, und wir benttigen auch keinerlei
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an g und h. Sind allerdings g, h € L?(R") ohne wei-
tere Voraussetzungen, so erhalten wir fiir u in der Regel eine distributionelle Losung.
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3.2. Anwendungen
Beispiel 3.2.7 (Telegrafengleichung). Das PDG-System

(3.11)

Ut +2d - up — uze = 0 auf R x (0, 00)
u=gund uy = h auf R x {t =0}

ist das Anfangswertproblem fiir die Telegrafengleichung mit Dimpfungskoeffizient
d € R. Auch dieses losen wir, indem wir zunéchst die Fouriertransformation in den
réaumlichen Koordinaten ausfiihren:

{ﬁtt—i—Qdﬁt—i—yQ-ﬁ:O auf R x (0, 00), (312)

G@=¢gund @, = h auf R x {t = 0}.
Dieses gewohnliche Differentialgleichungssystem 16sen wir mit dem Ansatz a(y, t) = aet:

&2 d )
0= @nyt + QdEBWt + y e'yt
= (7" +2dy + y*)e"

& 0= (y*+2dy +y?)
Sy=—-dt\d®—y>

Wir haben fiir |y| # d zwei linear unabhéingige Losungen, aus welchen wir die allgemeine
Losung linearkombinieren konnen. Wir setzen

n=n(y) =Vd*—y?fir [y <d; §=0y):=y>—d?fir |yl >d

und erhalten als allgemeine Lésung

gy — L€ W + By, Jyl < d
(%t) {etd(a(y)eité —i—ﬂ(y)e*it&), ‘y’ > d.

Aus den Anfangsbedingungen

(y) + B(y) und

(n—da(y) —(n+d)By), lyl<d
(i6 — d)aly) — (10 +d)B(y), |yl >d

g(y) = u(y,0) =

bekommen wir die Koeflizienten

h+(n+d)g
o= {ma lyl <d
g, lyl>d
h+t(d—n)g
p= {_BJr(flnié)g, :y| <
—— 5 lyl>d
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3. Transformationsmethoden

Setzen wir diese in die Formel fiir 4 ein, so ergibt sich

—td ((h+m+d)g tn  ht(d—mg —¢
iy (e — B )l <d
e—td <%ﬂ‘;d)9€zt5 _ th(;l;éug)gefzté) 7 ‘y’ > d
[ sim(en) + (w) (cosh(en(v) + g simb(in(u)) . |yl <
S sin(to(y)) + () (cos(td(y) + 5y sin(to(w))) . Iyl > d.

Ist @ integrierbar, so konnen wir die inverse Fourier-Transformierte geméfi Definition

B.11] gewinnen:

u(z,t) = e t4(2m) 72

. (/{yy|<d} ey <% sinh(tn(y)) + 9(y) (cosh(tn(y) + ﬁ sinh(tn(y)))) dy

+ /{yy|>d} ety (% sin(td(y)) + g(y) (cos(té(y) + #‘L) sin(té(y)))) dy) )

Dabei stort auch nicht, dass wir den Wert von 4(=%d, t) nicht kennen, denn {y = £d} ist
eine Nullmenge in R und liefert somit bei der Integration keinen Beitrag.

3.3. Laplacetransformation
Definition 3.3.1. Fiir u € L'((0,00)) heifit

o
u : [0,00) = R vermoge uf(s) := / e *tu(t) dt
0

die Laplace-Transformierte von u.

Satz 3.3.2
Fiir u € LY((0,00)) ist uf € C°([0,00)) N L>([0,00)) N C*=((0, 0)).
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3.3. Laplacetransformation

Beweis.
1. Zuerst sehen wir, dass u® beschriinkt ist, denn fiir alle s € [0, 00) gilt

)< [t
<1
< ul[L1(0,00)
= [[ufll oo (o,00)) < Nzt (000 < 000 ¥

2. Nun untersuchen wir die Stetigkeit von wuf: Fiir jede Folge s5; — s in
[0,00) konvergiert e~%itu(t) punktweise gegen e *!u(t). Nach Voraussetzung ist
le=%itu(t)| < |u(t)| integrierbar. Nun wenden wir den Satz von der majorisierten
Konvergenz an und sehen

[e.9]

lim u*(s;) = lim e Sity(t) dt
j—o0 Jj— Jo
:/ lim e~ %itu(t) dt
0 J—00
:/ e Stu(t) dt
0
=uf(s). v

3. Nun zur Glattheit: Fixiere ein sg > 0. Wir bestimmen die n-te Ableitung des
Integranden in der Definition von u’:

" —st _ n _—st
5o u(t) = (=) e u(t).

Nun {iiberpriifen wir die Bedingung fiir die Differentiation unter dem Integralzei-
chen (Satz[A)). Fiir s > 3¢ gilt

()" e u(t)| = e u(t)| < e F [u(t)].

Die Funktion ¢ — t"e®0%/2 ist stetig. AuBerdem konvergiert sie gegen 0 sowohl fiir
t — 0 als auch fiir £ — oo — sie bleibt also beschrinkt. Wenn wir eine beschrinkte
Funktion mit der L!-Funktion |u(t)| multiplizieren, so ist das Ergebnis ebenfalls
integrierbar, und wir kénnen Satz [A.1 anwenden. Wir erhalten uf € C* ((%0, oo))

und
%uﬁ(s):/o (—t)"e S u(t) dt (3.13)

fir alle s > %. Da wir diese Aussage jedoch fiir beliebige sy haben, ist
uf € C°°((0,00)), und die Gleichung [FI3) gilt fiir alle s > 0.
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3. Transformationsmethoden

Bemerkung 3.3.3. Die Laplacetransformation * : L'((0,00)) — L>((0,00)) ist linear
und beschrénkt, wie wir bereits gezeigt haben. Ferner ist sie injektiv. (Ohne Beweis.)

Beispiel 3.3.4. Betrachte die Wirmeleitungsgleichung mit U C R"™ offen,
u € C®(U x (0,00)) N L>®(U x (0,00)):

up—Au =0, U x(0,00),
u=f, U x {t = 0}.

Wir fithren die Laplacetransformation fiir 4 durch und erhalten fiir s > 0:
o
Avf(z,s) = A/ e *tu(x,t) dt
0
o
3.1 / e St Au(x,t)dt
0

= / e Sty (xz,t) dt.
0

Partielle Integration liefert

[e.9]

Auf(z,s) = — (

o0

ez, t) dt + [e* u(x, t)]o

0

S/OOO
su(z,s) — f(x).

Wir haben die Warmeleitungsgleichung also in eine modifizierte Poisson-Gleichung

S
—st

)
u(z,t)dt — u(x,0)

—Aut(z,8) + s-ub(x,s) = f(x) firz e U

umgewandelt, die uns so dhnlich (ndmlich ohne den Faktor s) schon einmal in Beispiel
BZIlbegegnet ist. Deren Losungen kann man nun aus dem Bessel-Potential gewinnen. Es
sind dieselben Losungen, die wir bereits mit Hilfe der Fouriertransformation gewannen.
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3.4. Eine Wellen- Wirmeleitungs-Transformation

3.4. Eine Wellen-Warmeleitungs-Transformation

Betrachte das Anfangswertproblem der Wellengleichung

{utt —Au=0 auf R" x R (314)

u=gund u; =0 auf R" x {t =0}

mit g € CX(R"), u € C°(R") N L>®(R"*!). Wir beschriinken unsere Betrachtungen
auf ungerade Dimensionen n = 2k 4+ 1 > 3. Dann hat geméfl dem Huygens-Prinzip die
Funktion u(x,-) fiir jedes feste x kompakten Triiger. Setze

S 2

v(z,t) := (47?25)7% / e~ wu(z, s)ds

—00

fiir (z,t) € R x (0,00). Fiir ¢t N, 0 konvergiert v(x,t) geméf Satz 2.2.9] gegen u(z,0) =
g(x). Nun berechnen wir

o
Av(z,t) = (47775)_% / e % Au(z,s)ds
[e.e] 32
= (47775)5/ e Hugg(x,s)ds
o) &2
= —(47?25)7% /Oo <—%> e “ug(zx,s)ds.

Bei der soeben durchgefiihrten partiellen Integration treten keine Randterme auf, da
u(x,-) kompakten Tréger besitzt. Wir bestimmen weiter
1 1 o0 52
Av(z,t) = (47Tt)2§/ se” #ug(z,s)ds

o

11 © 52 2
= —(47?25)2%/ <1 - ﬂ) e s#u(zx,s)ds.
—00

Die zeitliche Ableitung von v bestimmen wir ebenfalls:

N

1 1 3 0 2 0 82 s2
ve(x,t) = (4m)” 2 <—§> t_i/ e wu(x,s)ds+ (4nt)” / 4—t26_4_tu(x,s) ds

i)t (<) [* e as v (5) [T et
— 2 —_—— 4t J— R t
(4w 5 _Ooe u(w,s)ds + (4w 5 5¢ wulz,s)ds

—0o0

Die Funktion v 16st also das Anfangswertproblem der Wirmeleitungsgleichung

vy —Av =0 auf R" x (0, 00),
v=yg auf R™ x {t = 0}.
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3. Transformationsmethoden

Wir kénnen demnach statt der Wellengleichung die Warmeleitungsgleichung 16sen und
aus deren Losungen die Losungen von (8.14)) konstruieren. Also tun wir dies. Dazu stellen
wir zunéchst fest, dass v beschriankt ist, da
1 o0 s2
(. )] < (4rt)~ / T Ju(zs)]  ds < [ull gty - 1 < 0.
——

-0
§||u||LOO(Rn+1)

Wir brauchen also nicht die unphysikalischen Losungen der Warmeleitungsgleichung zu
suchen, sondern uns geniigen die nicht zu schnell wachsenden. Aus Satz [2.2.31] wissen
wir, dass die Losung eindeutig bestimmt ist, und aus Satz[2.2.9 kennen wir deren Gestalt:

lz—y|?

v(w,t)=(4ﬂt)%/ne - g(y) dy.

Nun wollen wir u» daraus gewinnen. Dazu {iberlegen wir uns zunéchst, dass mit
u(z,s) auch u(x,—s) das Anfangswertproblem (B.14)) lost. Da ferner die Transforma-
tion f(t) — (4nt)~ 1/2f e**/4 f(s)ds injektiv ist (Begriindung weiter unten) und
v, wie wir wissen, elndeumg ist, muss auch die Losung w eindeutig sein. Also gilt
u(x, s) = u(x,—s). Daraus erhalten wir

© L[> 2
/ e wu(z,s)ds = 5/ e #u(z,s)ds
0

—0o0

= %(47715)%1)(35, t)

= (47Tt) n/ e V‘Q 9(y) dy

r2

- zm //83 e~ it - gly) dS(y) dr
- (zm) /0 e~ - na(n)r! ]ﬁBW) g(y) dS(y) dr

/

=G(z,r)

o T2
= %(n)(élﬂt)_k/ e~ " Gz, r) dr.
0

Nun gilt fiir alle A € R die Gleichung
1 d

y.2 y2
A P
2r dr

Deshalb haben wir

e 1 k
/ )\ke*)‘TQT%G(x,T) dr = <——>
0 2

106



3.4. Eine Wellen- Wirmeleitungs-Transformation

Durch partielle Integration erhalten wir daraus

/ )\ke*)‘ﬂr%G(m,T)dr
0
d 1 ’“ N
- (—) (Fo1) et G

w1
- () (di %)k (e <%dii> (LG (2, 1)) dr

k-mal

- G)k /OOO re N <%%>k (r#1G(z, 1) dr.

Die Randterme bei r = oo verschwinden, weil die Funktion r +— G(z,r) wegen des
Huygens-Prinzips fiir hinreichend grofie r Verschwindet Die Randterme bei r = 0 ver-

schwinden, weil eine r-Potenz stehen bleibt. Mit A := 4_t erhalten wir sonach

> —r2)\ na(n) > —r2) 1d 2k—1
/0 e u(m,r)drzm/o e " ( ( G(z,r))dr.

rdr

Wenn wir nun 7 := 72 substituieren, so erkennen wir in beiden Seiten der Gleichung
jeweils die Laplace-Transformierte einer Funktion. Die Laplacetransformation ist jedoch
injektiv, also sind die Funktionen gleich. Machen wir die Substitution riickgingig (wir
miissen auflerdem noch mit 2r multiplizieren, um die Substitution der Integrationsva-
riablen auszugleichen), so erhalten wir die uns bereits aus Satz 2.3.7] bekannte Losung

ue,r) = 200, <1 d> (P16 (x, 1))

ak2k+1\ o dy

-3
10 (10 E 2
= - r" *G(x,T1)).
Y or (r 87“) ( (z,7))
Auf dhnliche Weise sehen wir iibrigens die Injektivitdt der Transformation, die u auf v
2
abbildet: Hierin erkennen wir die Laplacetransformation nach der Substitution 7 := 7.
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3. Transformationsmethoden

3.5. Cole-Hopf-Transformation

Wir suchen fiir eine feste Konstante ¢ € R die Losungen des Anfangswertproblems

{ut —Aute|Duf =0 auf R” x (0,00), (3.15)

u=g auf R x {t = 0}.

Wir haben es hierbei erstmals mit einer nur semilinearen PDG zu tun. Sei nun u eine
Lésung von (3.15]). Betrachte dann

v(z,t) = p(u(z,t))

mit einer noch zu bestimmenden glatten Funktion ¢. Wir nehmen auflerdem an, dass

¢’ nirgends verschwindet. Damit ist ¢ insbesondere streng monoton und somit glatt

umkehrbar. Wir kénnen also u aus v zuriickgewinnen. Wir berechnen nun

ve = ¢ (u) - u,

= ¢"(W)|D(W)]* + ¢'(u) Au.
Die Funktion w 16st (BI5) also genau dann, wenn fiir v gilt:
ve=¢'(u) - u

=¢'(u) - (Au— c|Du|2)

= Av = ¢"(u)|Dul? ~ ¢¢'(u)| Dul?

= Av — (¢ () + c¢/ ()| Dul>.
Jetzt konnen wir die Funktion ¢ so wihlen, dass ¢” (u)+c¢’(u) = 0 ist, z.B. p(y) = e~ Y.
Dann ist das Anfangswertproblem (B.15) dquivalent zu

vy —Av =0 auf R" x (0, 00),

v=e9 auf R" x {t = 0}.
Dies ist wieder die Wérmeleitungsgleichung, und fiir diese kennen wir zumindest die
beschrankten Losungen mittlerweile bestens:

_lz—y?

v(x,t) = (47rt)3/ e it e 9 gy

n

E

1 n —y?
= u(z,t) = —Elog <(47rt)_5 / P 1) dy> .

n
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Beispiel 3.5.1 (Burgers-Gleichung mit Viskositéit). Wir betrachten das semili-
neare Anfangswertproblem

{ut — Ugy +uu, =0 auf R x (0,00), (3.16)

u=g auf R x {t = 0}.
Zunichst hat dieses Problem eine andere Gestalt als (B3.15]), und es erscheint unklar,
wie die eben besprochene Transformationsmethode darauf anzuwenden sein sollte. Wir

stellen jedoch fest, dass 2uu, = (u?), ist. Da wir in der Gleichung am Ende (w,)? stehen
haben méchten, sorgen wir nun dafiir, dass w, = u ist. Wir setzen also

w(z,t) = /x u(y, t) dy,

—00

und ebenso definieren wir

Dann bestimmen wir

= Wyy — §(wx)2.

Aus der Cole-Hopf-Transformation wissen wir nun, dass

_n & _(z*y)Q_lh(y)
w(x,t) = —2log | (4mt)” 2 e @ 2"Wy
—00
> 7(z*y)27lh
= nlog(4nt) — 210g/ e a2 gy
—o0

= u(z,t) = wy(x,t)

N )
=, (e ) ay

=2

)2
J e A ay

00 7(50—1/)271]1
I e

o2
S e T gy
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4. Elliptische Theorie

4.1. Vorbemerkungen

Definition 4.1.1. Wir betrachten PDGen der Form
Lu(x) := Z i (%) gz, (T) + Z bi(x)ug, (z) + c(z)u(z) = 0.
i,j=1 i=1

Solch eine PDG (oder auch der Differentialoperator L) heifit gleichmifig elliptisch,
falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Beschrinktheit der Koeffizienten: Es gibt ein C' > 0 derart, dass
laij ()], |b:(z)], le(z)| < C
fiir jedes x € U;

2. Symmetrie: Fiir alle 7, j und fiir jedes x € U gilt
aij(x) = aji(2);
3. Elliptizitit: Es gibt ein A > 0 mit
n
> ai(@)&igs = AP
ij=1

fiir alle £ € R™ und alle x € U.

Bemerkung 4.1.2. Die Symmetriebedingung stellt keine wesentliche Einschrinkung
dar, denn zumindest fiir u € C?(U) gilt Ug;z; = Ug;z; Und damit

n n
_ aij + aji
aijuxixj - TU$L$7 .

ij=1 ij=1

Auf diese Weise konnen die Koeffizienten symmetrisiert werden.
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4. Elliptische Theorie

Bemerkung 4.1.3. Bedingung 3 ist dquivalent dazu, dass die symmetrische Matrix
(aij(z))i; nur Eigenwerte grofier oder gleich X besitzt, wobei A nicht von x abhéngt.
Insbesondere ist (a;;(x));; symmetrisch positiv definit.

Beispiel 4.1.4. Der Laplace-Operator ist gleichméfig elliptisch: Es ist a;j(x) = d;; und
b; = ¢ = 0; wir kénnen also C' =1 und A = 1 wéhlen.

Beispiel 4.1.5. Der Laplace-Beltrami-Operator auf riemannschen Mannigfaltigkeiten
ist ebenfalls elliptisch mit ¢ = 0.

4.2. Das Maximumprinzip

In Abschnitt 2.1l haben wir die Laplacegleichung ausgiebig untersucht und dabei festge-
stellt, dass fiir ihre Losungen das Maximumprinzip gilt. Gilt dieses vielleicht auch fiir
andere gleichméflig elliptische PDGen? Dazu betrachten wir ein einfaches Beispiel.

Beispiel 4.2.1. Sei U = [s,t] C R. Betrachte die Differentialgleichung
Lu:=u" 4 ¢-u =0 mit ¢ € R konstant. (4.1)

Die Losungen dieser Differentialgleichung kénnen kénnen wir leicht bestimmen:

asin (y/ex) + B cos (v/cx) fiir ¢ > 0;
u(z) =< a-x+ 4 fiir ¢ = 0;

a sinh <\/Hx) + 8 cosh (m;::) fiir ¢ < 0.

./‘ ‘U \/‘U

c<0,0a=0,8>0 c>0,a=1,6=0
Im Falle ¢ O erkennen wir, dass Minimum und Maximum auf dem Rand von U

angenommen werden und dass sogar das starke Maximumprinzip gilt. (Das ist auch
wenig verwunderlich, denn fiir ¢ = 0 ist Gleichung (A1) die Laplace-Gleichung.) Bei
¢ <0,a=0,8 >0 wird immerhin das Maximum am Rand angenommen, das Minimum
jedoch nicht; und mit f < 0 wire es umgekehrt. Fiir ¢ > 0 wird weder das Maximum
noch das Minimum am Rand angenommen.

Das Vorzeichen von ¢ wird also fiir die Giiltigkeit des Maximumprinzips bedeutsam sein.
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Satz 4.2.2 (Schwaches Maximumprinzip fiir ¢ = 0)
Sei U C R” offen und beschrinkt. Sei L gleichmdfig elliptisch mit ¢ = 0. Dann gilt
fiir w € C*(U) N C°(U):

1. Falls Lu > 0 auf U, so ist supu = max u.
U ou

2. Falls Lu < 0 auf U, so ist inf u = min u.
U oUu

Um diesen Satz zu beweisen, benttigen wir noch ein Lemma:

Lemma 4.2.3
Seien A und B reelle symmetrische positiv semidefinite n X n-Matrizen. Dann gilt

tr(A- B) > 0.

Beweis. Da B symmetrisch ist, existiert ein S € O(n) derart, dass
S'BS = Diag(dy, ... ,d,),
und da B positiv semidefinit ist, sind die d; > 0. Nun berechnen wir

tr(A- B) = tr(A - S Diag(ds, ..., d,)S")
= tr(S'AS Diag(dy, . .., dy))

= (S'ASDiag(dy, ... ,dn)ei, €;)
=1

=d;e;

= Z di<StAS€i, ei>

i=1
= d; (A Se;, Se;)
i=1 S—————
>0
> 0. O
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4. Elliptische Theorie

Beweis von Satz[{.2.3 Wenden wir Aussage 1 auf (—u) an, so erhalten wir Aussage 2.
Es geniigt also, 1 zu zeigen. Auflerdem gilt:

Sup u = sup u, dauECO((_])
U U
= maxu, da U kompakt
U
> max u.

ou

Bleibt nur noch max u > supu zu zeigen.
v U

1. Betrachte zun#chst nur Funktionen u mit Lu > 0 auf ganz U. Angenommen, es
giibe ein xy € U, bei welchem u sein Maximum annimmt. Dann miisste Du(xy) = 0
und D?u(zg) negativ semidefinit sein. Daraus ergibe sich aber

Lu(xo) = tr ((al-j(xo))ij . D2u(x0)) + <b($0), Du(m0)>
= tr ((ai;j(z0))ij - D*u(x0)),
und wegen der positiven Definitheit von (a;;(x¢))i;, der negativen Semidefinitheit

von D?u(xg) und Lemma B23 ist dieser Ausdruck nichtpositiv im Widerspruch
zur Voraussetzung. v/

2. Sei nun Lu > 0. Setze
1+C

mit « = ———,

A
wobei C' und X die Konstanten aus Definition 2111 sind. Dann gilt
Lo(z) = (a11(z) - &® + aby (z))v(z)
= a(aa (z) + by (z) )v(z)
—— =~
>A e[-C,C]
> afal — C)v(x)
=a-1-v(x)

> 0.

v(z) = e

Somit ist, da L linear ist,
L(u+¢ev) >0

fiir jedes € > 0. Damit berechnen wir

supu = sup(u + v — €v)
U
< sup(u + €v) + sup(—ev)
U U
= sup(u +ev) —einfo
U U
= r%%x(u +ev) — 6ir(}f v wegen Beweisteil 1 fiir u 4 ev

< maxu+ emaxv — ¢inf v.
oUu oUu U
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4.2. Das Maximumprinzip

Beim Grenziibergang € N\, 0 erhalten wir die gewiinschte Abschéitzung

supu < maxu.
U ou O

Korollar 4.2.4
Seien U, L wie im Satz[.2.2 Seien f € CO(U) und g € C°(OU) gegeben. Dann besitzt
das Dirichlet- Problem

u=g auf OU
héchstens eine Losung u € C*(U) N CO(U).

{Lu: f aufU

Beweis. Sind wup, us zwei solche Losungen, dann geniigt u := u; — us dem Randwertpro-
blem

Lu=0 aufU,
u=~0 auf oU.

Nach dem schwachen Maximumprinzip 4.2.2] gilt dann ©v = 0 und damit u; = us. ]

Definition 4.2.5. Fiir eine Funktion v : U — R setze den positiven bzw. negativen
Anteil

ut(x) := max(u(z),0), u (z):= —min(u(z),0).

Mit dieser Definition gilt
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Satz 4.2.6 (Schwaches Maximumprinzip fiir ¢ < 0)
Sei U C R™ offen und beschrdnkt. Sei L gleichmdfig elliptisch mit ¢ < 0. Dann gilt
fiir uw € C*(U) N C°(U):

1. Falls Lu > 0 auf U, so ist supu’ = I%%XUJF.
U

2. Falls Lu <0 auf U, so ist supu~ = maxu_ .
U ou

Beweis. Wir miissen wieder nur die erste Aussage des Satzes zeigen, da die zweite sofort
folgt, wenn wir u durch —u ersetzen.

1. Setze UT := {z € U | u(x) > 0}. Da u stetig ist, ist UT C U offen und beschrinkt.
AuBerdem gilt auf U™:

n n n n
0< Lu= E AjjUya; + Z biug, + ¢ - u < Z Ajjlg;q; + Z biuy, =: Lu.
ij=1 i=1 0 >0 ig=1 i=1

Wenden wir nun Satz @22 auf UT und L an, so erhalten wir

SUp U = maxu.
U+ U+

2. Nach der Definition von U™ ist u < 0 auf U \ UT, d.h. u+|U\U+ = 0. Ferner ist

w =" auf UT, und daraus sehen wir

supu” =supu’ = supuw.

U U+ U+
Wir betrachten nun die Werte der Funktion u auf U \\\\\\\
AU, und zu diesem Zwecke zerlegen wir den Rand \
in /i
Ut = (U NnU)U (0UT NaU). S/

Aufgrund der Stetigkeit von u gilt auf OUT NU: u = u™ = 0, und damit

Teil 1
supuJr =supu = maxu < maxu® = max u’ < maxu’.

U U+ oUu+ — oUt AU +NdU oU

Die entgegengesetzte Relation maxgy u™ < supy u™ gilt ohnehin, da u™ stetig ist;
somit haben wir die Gleichheit gezeigt. O
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Lemma 4.2.7 (Randwertlemma)
Sei U C R™ offen, sei L gleichmdapig elliptisch mit ¢ < 0. Fiir u € C?(U) gelte

Lu>0

auf U. Im Punkt xo € OU seien ferner die folgenden Bedingungen erfiillt:
1. u st stetig in xg;
2. u(zy) >0 oder c = 0;
3. u(zg) > u(z) fir alle z € U;
4. Es ezistiert ein Ball B(y, R) C U derart, dass xg € 0B(y, R) liegt.

Dann gilt

— t(zo — 0
a tzou(ﬂfo+ (w0 —y)) >0,

sofern diese Ableitung existiert.

Bemerkung 4.2.8. Wegen Bedingung 3 gilt bereits

— t(xg — > 0;

i, u(zo + t(xo —y)) = 0;

jedoch bendtigen wir spiter die Aussage, dass diese Ableitung nirgends verschwindet —
also die Echt-grofler-Relation.

Bemerkung 4.2.9. Wir untersuchen, was Bedingung 4 aussagt. Was fiir Punkte in
welcherlei Gebieten haben wir damit ausgeschlossen? Sicher ldsst sich solch ein Ball
finden, wenn der Rand glatt ist. Hat der Rand jedoch einen Knick, so kénnen sich
Probleme ergeben ... allerdings nur fiir Knicke nach innen.
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4. Elliptische Theorie

Beweis des Randwertlemmas [[.2.77.

1. Nachdem wir nétigenfalls R verringert haben, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass

118

xo der einzige Punkt in dB(y, R) N OU ist. Fixiere nun ein p € (0, R) und wéhle
ein v > 0 so, dass

ANp*y? —2nC(1 4+ R)y —2C >0
gilt, wobei A und C' die Konstanten aus Definition [£.T.1lsind. Fiir die Hilfsfunktion

v(x) = e Myl _ o R?

gilt offensichtlich v‘ OB(W.R) = 0, und auflerdem bestimmen wir

n
_ a2
Lu(z) = e 7 L 49 N " (i — wi) (2 — y))
1,j=1

n n
P2
—2’yZaii—2fyZbi(xi—yi)+c> —c-e
i=1 i=1

Liegt x im Ring B(y, R) \ B(y, p), so kénnen wir Lv(z) nach unten abschiitzen,
wobei wir die Beschrianktheit und die Elliptizitdt von L verwenden:
Lv(z) > e R (472-)\|x—y|2—27-nC—27-nC|x—y|—C) —c e
S—— S——
>p <R
> e (49°Ap* — 29ynC(1 + R) — 20)
>0

wegen der Voraussetzung an +.

. Nach Voraussetzung 3 ist u(x) — u(zg) < 0. Wir kénnen also noch eine kleine Zahl

addieren, ohne dass die Summe positiv wird. So ist fiir € > 0 klein genug
u(z) —u(zo) +ev(z) <0 (4.2)

auf 0B(y, p), da v dort konstant ist. Auf dB(y, p) gilt Ungleichung (£2]) ohnehin,
da dort v = 0 ist. Wir wollen nun das schwache Maximumprinzip auf die Funktion
u — u(x) + ev auf dem Gebiet B(y, R) \ B(y, p) anwenden. Dazu bestimmen wir

L(u — u(zg) + ev)(z) = Lu(z) — L(u(xo))(x) + eLv(zx)
= Lu(z) —c(z)u(zg) 4+ € Lv(x)
—— ——
>0 > 0 nach Teil 1
> —c(x)u(zg) >0,

da nach Voraussetzung 2 entweder c(z) = 0 gilt (dann gilt die letzte Ungleichung
trivialerweise), oder es gilt u(zg) > 0 — in jedem Falle soll jedoch ¢ < 0 sein, also



4.2. Das Maximumprinzip

ist ¢(x)u(zo) nichtpositiv. Wenden wir nun das schwache Maximumprinzip an, so
erhalten wir

0< sup u—u(zo) +ev)t < max u—u(zg) +ev)™ < 0.
B(va)\B(y,p)( (z0) ) aB(yd’*?)UaB(w)( (z0) )

Also ist (u — u(xg) +ev)™ = 0 und damit

u—u(zg) +ev <0 (4.3)
fiir alle « im Ringgebiet B(y, R) \ B(y,p). Da bei x = zg in (&3] die Gleichheit
gilt, ist

d
0= & (u(zo + t(zo — y)) — ulzo) + ev(zg + t(zo — y)))
t=0

= — t(zo —
dt|,_, u(zo + t(zo — y))
+ Ee*’Y\onrt(:Bo*y)*y\Q‘t:O (=) - |z + t(zo — y) — y|?

t=0

d —y|zo—y|? 2

= — | u(zo+t(xo —y)) —yee TV 2z — g
dt 1o

= —|  u(zo+tlxo—y)) — 2R%yee R,
dt 1=

Woraus wir erhalten:

pm u(zg + t(xg — y)) > 2R%yee " > 0. O

t=0

Satz 4.2.10 (Starkes Maximumprinzip)
Set U C R" offen und zusammenhingend. Sei L gleichmdifig elliptisch. Fir
u € C*(U)NC%U) gelte Lu > 0. Falls

1. ¢ =0 und u besitzt in U ein Maximum, oder
2. ¢ <0 und u besitzt in U ein nichtnegatives Maximum,

dann st u konstant.
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4. Elliptische Theorie

Beweis. Sei m ein inneres Maximum von u. Im Falle ¢ Z 0 sei m > 0. Angenommen,
u wére nicht konstant. Dann ist

U':={xeU|ux)<m}

offen und nicht leer. Der Rand von U’ besitzt Punkte in U, nimlich jene, an denen
das Maximum m angenommen wird. Deshalb finden wir einen Punkt y € U’ mit
R :=dist(y,0U") < dist(y,dU). Es gilt B(y,R) C U’. Sei xyp € dB(y, R) N dU’. Dann

kénnen wir das Randwertlemma [£2.7] auf xg, y und U’ anwenden und erhalten

— t — 0
i tzou($0+ (ro —y)) >0,

falls die Ableitung existiert. Dass sie existiert, haben wir aber durch die Regula-
ritétsbedingung an wu sichergestellt, und so erhalten wir

Du(zo) #0

im Widerspruch zur Annahme, dass in x( ein inneres Maximum angenommen wird. [J

Bemerkung 4.2.11. Die Einschrankung, dass das Maximum nichtnegativ sein muss,
falls ¢ # 0, ist tatséchlich notwendig: Betrachte als Gegenbeispiel U = (—1,1) und die
Funktion u(x) = — cosh(x), die eine Losung der gleichméfig elliptischen Differentialglei-
chung

Lu:=u"—u=0

ist, aber ein inneres Maximum bei zg = 0 annimmt.

Definition 4.2.12. Sei U C R" offen, sei F' = F(z,z,p,A) € C*(U x R x R" x R”Q).
Zu der nichtlinearen PDG

Flu] := F(z,u(z), Du(z), D*u(z)) = 0 (4.4)

und v € C%(U) betrachte die Ableitung

% o F[’U + tU]
OF " OF " OF
= -] - u(e) + ; . [v] - ug, (z) +U:1 oA [0] - Uy, (@)
Die PDG
pn » Flv+tu] = (4.5)
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ist also eine lineare PDG an u. Die PDG (4.4) heifit gleichméBig elliptisch bei v,
falls (£5) gleichmiflig elliptisch geméf Definition BT ist.

Bemerkung 4.2.13. Die Definitionen [T Tund £.2.12]sind miteinander gut vertriglich:
Ist die PDG (4.4]) bereits linear, so ist %‘t:O [v+ tu] = Flul.

Beispiel 4.2.14 (Minimalflichengleichung). Sei U C R? offen und beschrinkt. Be-
trachte die (quasilineare) Minimalflichengleichung

(1+ ui)um — 2upUyUgy + (1 + ui)uyy = 0.
In diesem Fall ist F(x,z,p, A) = (1 + p3)A11 — 2p1p2Aia + (1 + p?)Age und
— F t
a|_, [v + tu]
= 2(VUgUyy — UyUgy ) Uz + 2(Vy Uy — VzUgy )y + (1 + vi)um — 20Uy Ugy + (1 + vi)uyy.
Die Beschrinktheit der Koeffizienten gilt, wenn v stetig auf U ist. Die Symmetriebedin-

gung stellen wir sicher, indem wir aj2 = a1 := v,vy setzen. Die Elliptizititsbedingung
miissen wir priifen:

(1+02)€2 — 2v,0,616 + (1 +02)E3

> (1+02)€] — (0263 +02€3) + (1 + v2)&3
=&+ &

= €[>

Dabei haben wir im ersten Schritt verwendet, dass 2ab < a? + b? fiir alle a,b € R gilt.
Mit A = 1 ist also die Elliptizititsbedingung fiir alle v € C?(U) erfiillt.

Satz 4.2.15
Sei U C R™ offen, beschrinkt und zusammenhingend. Sei F € CH(U x R x R™ x R”Q).

Fir jedes x € U, p € R" und A eR™ seiz F(z,z,p, A) monoton fallend. Seien
ug,u1 € C*(U) N COU) und sei F gleichmdfig elliptisch bei tuy + (1 — t)ug fiir alle
t € [0,1]. Gilt dann

up < ug auf OU und Fluy] > Flug] auf U,

so ist entweder u; < ug auf U oder u; = ug auf U.
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Beweis. Setze u := uy — ug und ugy = tug + (1 — t)ug. Dann gilt

L& aF OF
= A Z j:1 8AZ] t) u{L’ :BJ + Z a u:ljj + E[u(t)] U dt
n 1
= (/ [ U(t) dt> Ug,z; + Z </ ij > Uy, + (/ [U(t)] dt>
ij=1. 70 0
=:a;; .bj =:c
=: Lu.

Da F stetig differenzierbar ist, sind die a;;,bj,c € C°(U) beschréinkt. Da F ferner
gleichmifig elliptisch bei () fiir jedes ¢ € [0,1] ist, finden wir ein A > 0 (welches
moglicherweise von t abhéingt), so dass

Z Faglup)(2)&€ > Mp)lE*

ty=1
fiir alle £ € R™ gilt. Ist A(t) maximal gewihlt, so ist A(t) der kleinste Eigenwert von
(Fay;[w@y))ij- Dieser hingt, da (Fa,;[uw])i; stetig in ¢ ist, selbst stetig von ¢ ab. Es
existiert demnach ein Ao > 0 mit A(t) > A fiir alle ¢ € [0, 1]; also gilt

n

Z aij(:v)figj = / Z FAU u(t 525] dt

i,j=1 i,j=1

> / olé|? dt
0

= Nol¢|>.

Hiermit haben wir gezeigt, dass L gleichmiflig elliptisch ist. Auflerdem ist
c= fo )] dt <0, da nach Voraussetzung z — F'(x, z,p, A) monoton fallend ist. Da-
mit konnen er das schwache Maximumprinzip 4.2.6] anwenden und erhalten

supu’ < maxut =0,
U ou
da nach Voraussetzung u < 0 auf OU. Daraus sehen wir, dass u™ = 0, also u; < ug auf
ganz U.

Existiert nun ein ¢y € U mit uq(zg) = up(xo), also u(zg) = 0, so besitzt u in z( ein
nichtnegatives Maximum, und aus dem starken Maximumprinzip £.2.T0lfolgt dann u = 0,
d.h. uy = ug auf U. O

122



4.3. Schwache Ldsungen

Beispiel 4.2.16. Seien ui,ug € C?(U) Losungen der Minimalflichengleichung, d.h.
Flup] = F[u1] = 0. Dann sagt uns Satz B2.15] dass u; < ug auf U, wenn u; < ug
auf OU. Sei z.B. u; affin linear. Dann ist der Graph von u; eine Ebene. Wenn der Graph
von ug also auf QU ganz auf einer Seite einer Ebene liegt, so liegt er nach Satz

auf ganz U auf einer Seite dieser Ebene.

Korollar 4.2.17

Sei U C R™ offen, beschrinkt und zusammenhingend. Sei F € CY(U x R x R™ x R”Q).

Fir jedes x € U, p € R" und A € R™ sei z F(x,z,p, A) monoton fallend. Seien
ug,u1 € C*(U) N COU) und sei F gleichmdfig elliptisch bei tuy + (1 — t)ug fiir alle

t € [0,1]. Gilt dann
up = ug auf OU und Flu1] = Fluy] auf U,

so ist up = ug auf U.

Beispiel 4.2.18. Eine Losung der Minimalflichengleichung ist durch den vorgegebenen

Randwert eindeutig bestimmt.

4.3. Schwache Lésungen

Wir wollen in diesem Abschnitt das Dirichlet-Randwertproblem

Lu=f aufU
u=0 auf oU

n n
losen. Gilt fiir L= )" aija:va—;m + > bj% + ¢ die Koeffizientenbedingung
i,j=1 T =1 /

aij,bj,c S LOO(U), Qij c Cl(U), Daij c LOO(U),

so lasst sich die PDG Lu = f in Divergenzform schreiben:

f=1Lu
n n
= E QjjUgz; + E bjum]. + cu
ij=1 =1

(4.7)
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n n
— Z ((al-juxi)mj — al-j,xjuxi) + ijum]. + cu
ig=1 =1
n n n
= Z (aijuggi)% + Z <b] — Z aji7$i> Uy, + cu (48)
ij—1 =1 i—1 .
;;,j

fiir alle u € C?(U). Die Koeffizienten b; sind wegen (@) ebenfalls in L>(U).

Lemma 4.3.1
Sei U C R™ offen und beschrinkt. Sei f € L2(U). Der Differentialoperator L erfille
die Koeffizientenbedingung [&T). Dann sind fir u € C*(U) dquivalent:

1. Lu=f;
2. Fiir alle v € HY(U) gilt

/U ( - Z QiU Vg, + Z b, + cuv) dz = (f,v)r2v)- (4.9)
j=1

,j=1

Beweis.
1=2: Fir alle v € C°(U) gilt:

(faU)LQ(U) = (LU,U)B(U)

= (@ijUg;)z; + ; Z)jum. + cuvdz.
U J J

Integrieren wir im ersten Summanden partiell, so erhalten wir
n n
(f, U)LQ(U) = / ( - Z (a’ijul‘i)u$j + Z bjug, v + cuv) dx.
v ij=1 =1
J J

Da beide Seiten der Gleichung bzgl. der H!-Norm stetig in v sind und da C2°(U)
in H}(U) dicht liegt, gilt die Gleichung auch fiir alle v € H} (U).

2=1: Wie im ersten Beweisschritt erhalten wir durch partielle Integration und Ver-
vollstandigung von C2°(U), dass

(Lu, v) 2y = (f,0) L2
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fiir alle v € H}(U) gilt. Da H(U) dicht in L*(U) liegt und das L2-Skalarprodukt
nicht ausgeartet ist, folgt daraus direkt

Lu=f.

Definition 4.3.2. Falls u € H'(U) die Gleichung (&) erfiillt, so nennen wir u eine
schwache Lésung von Lu = f. Ist u sogar aus H}(U), so ist es eine schwache
L6sung des Dirichlet-Problems (4.0]).

Sei Lu = ) (ajjug,)z; + D bjus,; + cu in Divergenzform gegeben. Es gelte ferner die
Koeffizientenbedingung (&7). Setze By, : H}(U) x H}(U) — R vermoge

n n
Br(u,v) := / ( Z WijUg, Vg, — ijuxjv — cuv) dz.
U =1 j=1

Fiir uw € C2(U) und v € H}(U) ist

BL(u7 U) = _(Lua U)LQ(U) :

Allgemeiner gilt:

Bemerkung 4.3.3. Die Funktion v € H'(U) ist eine schwache Losung des Dirichlet-
Problems (Z6]) genau dann, wenn u € H{(U) liegt und fiir alle v € H(U) gilt:

Br(u,v) = =(f,v)2v)-

Bemerkung 4.3.4. Der Definition 3.2l kénnen wir wegen Bemerkung [£.3.3] auch dann
einen Sinn beimessen, wenn f € H~1(U). Wir nennen dann u eine schwache Losung des
Dirichlet-Randwertproblems (&6), wenn fiir alle v € Hg(U) gilt:

By (u,v) = —f(v).

Bemerkung 4.3.5. Um das Randwertproblem

{Lu =f auf U (4.10)

T(u)=g
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losen zu koénnen, wobei T der Spuroperator ist, muss g € im(7") liegen. Es gilt also
g = T(g) fiir ein g € HY(U). Substituieren wir nun @ := u — g, so finden wir, dass das
Problem (410) dquivalent ist zu

Li=f—-Lij=:f aufU,
=0 auf oU.

Es geniigt also, Probleme der Form (4.6)) zu untersuchen.

Satz 4.3.6

Sei U C R™ offen und beschrinkt. Sei L gleichmdf$ig elliptisch und gentige der Koeffi-
zientenbedingung [@T). Dann gibt es Konstanten o, 8 > 0 und v > 0, so dass fiir alle
u,v € H}(U) gilt:

1. B (u,v)| < ellull gy vl ) ;

2. Br(u,u) 2 Bllul % gy —lulZa)-

Beweis. zu 1. Wegen der Dreiecksungleichung gilt

|Br(u,v)| = l/ ( i QiU Vg — ibjumjv - cuv) dx
U st

i,j=1

n
<3 Jassllzewy /U ftay| - |05, | d

ij=1
sl [ | olde 4 elleqey [ Jul o] da
j=1 v U

SCl/]Du\-]Dv]dm—i-Cg/]Du\-]v]dm—i-Cg/]u\-]v]dx
U U U
<Ci HDU||L2(U) '||DU||L2(U) + C2HDU||L2(U) : ||U||L2(U)
S”“”}ﬂ(u) SIIU”HI(U)
+ Csllull 2wy - vl 2@
< (C1+ Co+ C3)lull gyl gy v
—_———

=x
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4.3. Schwache Ldsungen
zu 2. Aufgrund der Elliptizitdt von L gilt
ADulfay =) [ |Duf do

n
§/ Z AUz U dx
U .

2,j=1

n
= Br(u,u) +/ <ijum].u + cu2> dz
< Br(u,u) + Ca|| Dul| 2y lull 20y + Csllull72.
Nun gilt fiir alle 2,y € R die Abschétzung xy < %(mQ + 9?). Wenden wir diese mit
Cy
z = V| Dul| 20, = —|lul| 2
| Iz wy, Y \/XH Iz )

auf die begonnene Rechnung an und setzen Cg := 5—3‘2\ + Cs, so erhalten wir
A
MDullZew) < Br(u,w) + SI1DulZ2 ) + CollullZa )
A
= SlIDullf) < Br(u,u) + Collullzz )

A A
= 5 Tl < Buuw) + (ot 5 e,

~~~ —_———
=3 =y
woraus sich die gewiinschte Ungleichung ergibt. U

Bemerkung 4.3.7. Die Bilinearform By, ist nur dann koerziv, wenn v = 0 gewahlt
werden kann. Dies ist im Allgemeinen jedoch nicht mdoglich. Deshalb konnen wir den
Satz von Lax-Milgram nicht auf By, anwenden. Wir betrachten stattdessen die sym-
metrische Bilinearform

B(u,v) := Br(u,v) +7(u,v)r2(7)-

Die Koerzivitdt fiir B haben wir gerade durch die Definition sichergestellt; und die
Beschrianktheit kommt uns auch nicht abhanden, denn es gilt:

|B(u,v)| = |Br(u,v) + v(u,v) 120
< [Br(u, )| +yllull 2@ llvll 22 @

< allull g @y 1ol ar @y + Yl e @)yl e @)-
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4. Elliptische Theorie

Diese Bilinearform B gehort ebenfalls zu einem gleichméfig elliptischen Differentialope-
rator:

B(u,v) = Z AijUy, Vg, AT — Z bjug,vdr — [ cuvdr +v [ uvdz
U Ui U U

ij=1
n n
— / ( Z AijUs, Ve, — Z bjtug,v — (¢ — 'y)uv) dx
U =1 j=1
= Br—~(u,v).

Satz 4.3.8

Sei U C R™ offen und beschrinkt. Sei L gleichmdf$ig elliptisch und geniige der Koef-
fizientenbedingung (&7). Sei f € H-1(U). Dann gibt es eine Konstante v > 0 derart,
dass fiir alle p > v das Randwertproblem

{Lu —pu=f aufU (4.11)

u=0 auf OU

eine eindeutige schwache Losung besitzt.

Beweis. Wir wihlen v wie in Satz[4.3.6l Die Bilinearform By, erfiillt nach Bemerkung
437 die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram [A.5l Wenden wir diesen auf das
Funktional (—f) € H1(U) an, so liefert er uns ein eindeutiges u € H}(U) mit

Bp_u(u,v) = —f(v) Vv € Hy(U). (4.12)

Nach Bemerkung 134 ist dieses u genau die schwache Losung des Problems (ZI1]). O

Bemerkung 4.3.9. Satz [£3.8 besagt, dass die beschriinkte lineare Abbildung

Hy(U) — H™'(U),
u— Lu— uu

bijektiv ist. Damit existiert die Abbildung

(L =)' H-Y(U) = Hy (U),

die automatisch linear und beschrankt ist.
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Korollar 4.3.10

Sei U C R™ offen und beschrinkt. Sei L gleichmdjig elliptisch und geniige der Ko-
effizientenbedingung (AT). Sei v wie in Satz [{.3.60, Dann gibt es eine Konstante
C = C(U,L,u) > 0, so dass fiir die Lisungen u des Randwertproblems (AIIl) die
A-priori-Abschdtzung

lull i@y < C- N flla-1 (4.13)
fiir beliebige f € H=Y(U) gilt. Die Konstante C hingt dabei nicht von der Funktion f
ab. Ist f € L2(U), so gilt wegen Il -1y < N fll2@y) auch

lull i@y < C - |1 fll2@y-

4.4. Die Fredholm-Alternative und adjungierte Gleichungen

Satz 4.4.1 (Fredholm-Alternative)
Sei U C R"™ offen und beschrinkt mit glattem Rand. Sei L gleichmdfig elliptisch und
geniige der Koeffizientenbedingung (&1). Dann gilt entweder:

Lu= U
Vf e H'(U) 3 schwache Lisung u des Problems u=f ofl, (4.14)
u=70 auf OU;
oder:
Lu=0 U
3 nichttriviale schwache Lisung u des Problems " auf U, (4.15)
u=0 aufdU.

Beweis.

1. Wihle gemif Satz[£3.8 und Bemerkung [£3.9lein p > 0 so grof}, dass der Operator
L —p: H}(U) — H~Y(U) beschrinkt und bijektiv ist. Setze

g:=(L—p)'feHU)cH ()
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4. Elliptische Theorie

und definiere den Operator K : H=Y(U) — H~Y(U) durch
K= p(L—p)~

Nach dem Satz von Rellich-Kondrakov [A23] ist die Einbettung H*(U) — L*(U)
kompakt, und wegen

_ -1
HY() MM gl c BYNU) ——— L2(U) € HY(U)
beschrankt kompakt

ist damit auch K kompakt. Nach der abstrakten Fredholm-Alternative[A.22]ist nun
entweder die Gleichung u + Ku = g fiir alle g € H~1(U) lésbar, oder u + Ku = 0
besitzt eine nichttriviale Losung.

2. Bleibt zu zeigen, dass wir mit diesem wu tatséchlich eine schwache Losung des
Dirichlet-Problems gefunden haben. Dazu berechnen wir:

w+p(L—p)lu=(L—p)'f
< u=(L—p)~" (f = pu) € Hy(U).
——

eH-1(U)

Damit wissen wir schon einmal, dass u im richtigen Sobolew-Raum liegt. Wenden
wir nun (L — p) auf die Gleichung an, so erhalten wir

(L= p)u

f—pu
& Lu .

f

Ist nun g = 0, so ist auch f = 0 und unsere nichttriviale Lésung von u+ Ku = 0 ent-
puppt sich als die in ([@I5]) geforderte Losung des homogenen Dirichlet-Problems.

O

Bemerkung 4.4.2. Alternativ kénnen wir K = u(L — u)~! auch als Operator von

L?(U) nach L?(U) auffassen. Dieser ist aus demselben Grunde wie eben kompakt, und
wir konnen (4.I4]) ersetzen durch

Lu=f aufU,

(4.16)
u=20 auf oU.

Vf € L?(U) 3! schwache Losung u des Problems {
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4.4. Die Fredholm-Alternative und adjungierte Gleichungen

Definition 4.4.3. Sei L in Divergenzform gegeben durch

n
Lu = E a,]uxzx E bux]—

i,j=1

Falls L der Koeffizientenbedingung
aij,bj,c € L®(U), ai,b; € C*(U), Dajj, Dbj € L®(U) (4.17)

geniigt, so definiere den zu L formal adjungierten Differentialoperator L* durch

n n
LYy = Z e 5 Z bjvg; + (Z bja; — c)v.
j=1

3,j=1

Bemerkung 4.4.4. Fiir u,v € C%(U) gilt:

(Lu,v) 2y = / < Z QiU )z, U — Zb UV cuv) dz
U

ij=1
/< Zamumlvm]+2bv u—cuv)dz

ij=1
:L(jz:lauvm] u+vaxJu+(ijxj_ > >dx

= (’LL, L ’U)LQ(U) .

Vervollstindigen wir C2(U) beziiglich der H!'-Norm, so erkennen wir, dass fiir alle
u,v € H}(U) gilt:
Br(u,v) = Bp+(v,u).

Definition 4.4.5. Ist L = L*, so heifit L selbstadjungiert.

Beispiel 4.4.6. Der zu L = A adjungierte Operator ist A* = A. Der Laplace-Operator
ist also selbstadjungiert.
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4. Elliptische Theorie

Wir setzen

N1, = {schwache Lésungen von {£“=0 =uf U 34

= {u e HYU) | Bp(u,v) = 0Vv € H}(U)}
=ker (L : Hy(U) - H'(U)).

Satz 4.4.7
Sei U offen und beschrinkt mit glattem Rand. Sei L gleichmdf$ig elliptisch und erfiille

&I17). Dann gilt:
dim(Nz) = dim(Np+) < oo

Bewess.
1. Wihle p > 0 so gro8, dass (L — p) und (L* — p) invertierbar sind. Im Beweis von

Satz 4.1 haben wir gesehen, dass mit K = u(L — p)~ ! : L2(U) — L2(U) gilt:
ueNL S u+ Ku=0< u € ker(Id +K).
Da K kompakt ist, gilt dim(N7) < oo (siehe [A2T)/]).

2. Wir zeigen nun, dass K* = y(L* — p)~! ist. Dann wissen wir némlich, dass

u € Np» & u € ker(Id +K¥),

und aus der Kompaktheit von K folgt dann dim(N7) = dim(N+) (siehe [A2T]/H).
Fiir u,v € L?(U) ist

(u, K*0) 2y = (Ku,v)r2()
= (WL =)~ 0) oy
- M«L—m*muf—muf—>*wpw)
= n((L-p) )L2(U)

“lu, L*(L* )
= (L= ), (L7 = )710) gy
= p(L(L — p) Y, (L —

K2 ((L = )™ty (L = 1) 7)oy
::M«L—mw—urwwﬁ—ur%>
= (u,p(L* — p)"')

DN 1U)L2(U)
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Satz 4.4.8

Sei U offen und beschrankt mit glattem Rand. Sei L gleichmdf$ig elliptisch und erfiille
@I7). Sei f € L*(U). Dann besitzt das Dirichlet-Randwertproblem (&6) eine schwa-
che Lisung genau dann, wenn fir alle v € Ny« gilt:

(f,v)2@) = 0.

Beweis. Wéhle p so grof, dass (L — p) und (L* — p) invertierbar sind. Setze
K =p(L—p)~t: L2(U) — L?(U). Da Lu = f #quivalent zu u + Ku = (L — p)~Lf
ist, besitzt das Dirichlet-Problem genau dann eine Losung, wenn

(L—p)~'f € im(Id +K) @err(ld +K*)*,
und das bedeutet
0= ((L—p)'f0)
= (f,(L* — ) ) Vo € ker(Id+K*) = N~ (4.18)

Fiir w € N« gilt
(L* — p)w = —pw € N,

also ist (L* — p)(Np+) C Ng+. Da nun aber Ny« endlichdimensional und (L* — p) ein
Isomorphismus auf L?(U) ist, muss (L* —u)(N7+) = N+ sein. Wir kénnen also Gleichung

(#I8) schreiben als
0= (fv) W €N O

Beispiel 4.4.9. Sei L = A — 1. Wir untersuchen, ob das Dirichlet-Randwertproblem

Lu=Au—u=f aufU, (4.19)
u=0 auf OU
stets losbar ist. Betrachte dazu das homogene Problem
Au—u=0 tU
uU—1u auf U, (4.20)
u=20 auf oU.

Sei u eine schwache Losung von (@20), d.h. v € H} und fiir alle v € H (U) gilt
0 = Br(u,v)

_ /U (—(Du, Dv) — wv) da.
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Insbesondere erhalten wir fiir v = u:

0 = Br(u,u)
= —/ (|Du|2 + u2) dz
U

= —lull3n -
Damit muss u = 0 sein, also N, = Ny~ = {0}. Die Fredholm-Alternative [L.4.1] sagt uns
nun, dass (&I9) fiir alle f € H~1(U) losbar ist.

Beispiel 4.4.10. Sei L = A. Betrachte das Randwertproblem zur Laplacegleichung:

{Au:O auf U,

(4.21)
u=20 auf oU.

Ist u schwache Lésung von (21]), so gilt fiir alle v € H}(U):

0 = Ba(u,v)
= —/ (Du, Dv) dz,
U
und speziell fiir v = u:
0= / |Du|? dz
U
= Du=0.

Daraus konnen wir nun schlieflen, dass u konstant auf jeder Zusammenhangskomponente
ist, und da u|,, = 0, muss dann u = 0 sein. Doch Obacht: Kénnen wir tatsichlich von
Du = 0 auf u = const. schliefen? Immerhin ist u nur in H(U), und falls u ¢ C>(U),
so bedeutet Du = 0 nur, dass es eine Folge (ug)r C C°°(U) mit ux — v und Duy, ? 0

gibt. Tatséchlich folgt daraus, dass u konstant sein muss, wie wir naiv annahmen.

Satz 4.4.11
Sei U C R™ offen und beschrdankt. Sei L gleichmdf$ig elliptisch und erfiille die Koeffi-
zientenbedingung (7). Definiere das reelle Spektrum von L durch

S(L) = {X e R| {Fui2u=0 a0l besitzt eine nichitriviale schwache Lisung} .

Dann ist ¥(L) endlich oder abzihlbar unendlich. Falls #X(L) = N, so ist

(L) = {ux | k € N} mit klim pr = +00.
—00
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Beweis.
1. Wihle v > 0 geméf Satz [4.3.8] so, dass das Dirichlet-Problem

Lu+pu=f aufU
u=20 auf oU

fiir alle p < —7 eine eindeutige Losung besitzt. Damit haben wir schon einmal
sichergestellt, dass 3(L) C (—~,00).

. Betrachte wieder den kompakten Operator K = v(L — vI1d)~! : L2(U) — L*(U).
Dann ist

Lu+ pu=20
(L —yldu=—(p+7)u
= u=—(u+)(L—~1d) u
& U= ke Ku.
Y
Wenn g also in 3(L) liegt, so ist auch _M,YT’Y € o(K). Die Abbildung

R\ {—7} — R\ {0} vermoge

5
o ———
Bty

ist sogar bijektiv: Die Umkehrabbildung lautet

1
—(14+=]n.
A= <+A)7

. Wegen des Satzes iiber das Spektrum kompakter Operatoren [A.29]ist o(K) (und
damit auch ¥ (L)) hochstens abzéhlbar. Ist #X(L) = N, so ist 0 der einzige
Héufungspunkt von o(K) \ {0}, woraus wir erhalten:

1 _
lim |pg| = lim ‘(1—1——)7‘ :oo%,uk%oo.
k—o0 k—o0 )\k
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4.5. Differenzenquotienten

Definition 4.5.1. Sei U C R" offen. Sei v : U — R eine Funktion. Dann definiere fiir
ke{l,...,n}, x € U und 0 < |h| < dist(z,0U) die Differenzenquotienten

Viu(z) == %(uﬁ(m) —u(z)), Vhu:=(Viu,..., Vi),

wobei uf(x) := u(z + hey).

Lemma 4.5.2
1. Istu € H(U), so ist Viu € H(Uy), wobei

Uy, = {x € U | dist(z,0U) > |h|};

2. Es gilt die Produktregel
Vi(w) = uf Vi + (Viu)v;

3. Sind u,v € L*(U), dann gilt
/ uVivde = —/ (Vi u)v da.

4. Der Differenzenquotient und die Ableitung sind vertauschbar:
8 h au

_ h —_— _

Beweis.
zu 1. Ist u € HY(U), so ist auch u} und damit Viu € HY(U}).

zu 2. Es gilt:
((wo)(@ + heg) — (uv)(2))

S

Vi(uv)(x) =
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4.5. Differenzenquotienten

(uk (@) - (v (2) = v(@)) + (ui(z) — u(x))v(z))

= (@) V(@) + (Viu())o(a).

T
£

3
<
ES
=
QL
=
I
S = =
e
3
I~
/\
\_/
’Q
+
>
)
=
?l’—‘ D‘l*—‘

%\
3
Q

zu 4. Die Kettenregel liefert

(Viu)s, = <% (u(x + heg) — u(x))) |
= %(uw (z + heg) — ug, (z))
= VZ(“%)

Proposition 4.5.3
Sei U C R" offen. Set V.CcC W CcC U. Dann gilt:

1. Fiir alle w € HY(U) und alle h mit 0 < |h| < dist(V,0U) ist

IV ull 2 vy < [ Dull 2 wr;

2. Ist u € L?(U) und gibt es Konstanten ,C > 0 mit

IViull 2y < C V0 < |h| <&,

dann ist uw € HY(V) und [ Dullp2(vy < C.
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Beweis.
zu 1. Es geniigt, die Abschiitzung fiir u € C*°(U) N HY(U) zu zeigen. Dazu bestimmen
wir
Viu(z)| = T = u(e + hey) — u(x)|

1 1

iu(:ﬂ + they,) dt'

1
Uz, (x + they) - hey dt‘
0

1
g/ |z, (x + they)| dt.
0
Daraus erhalten wir nun die L2-Norm

IV, = /V Vhu(z)? de

1 2

§/ (/ |uxk(x+thek)|dt> dx

\%4
CSU 9
</ / 1dt- /|uxk (x + they)|” dt

// |, ()| dy dt

V— thek
//]ugc,C (y)|? dy dt

= [luta [I72 )

zu 2. Wihle eine Nullfolge d; und setze

uj() = (ns, * u)(z) = / ns, (& — y)u(y) dy,

B(x,d5)

wobei 75 der Standardglétter ist (siche Definition [A.3]). Fiir ¢; klein genug (also
j grof genug) ist dann u; € C°(W) und u; — u konvergiert in L*(W). Wir
berechnen nun fiir x € V

Duj(x / Dans; (x — y)u(y) dy
/ Dyns; (z — y)u(y) dy
_ /W((v yms, (= y) + O(3;))uly) dy
_ /W ns; (@ — y)(V"5u)(y) dy + O(6;)|ull 2w
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fiir h; klein genug. Fiir alle a,b € R, o > 0 gilt nun

(a+b)2 =a® + b + 2ab

1 1
=(1+0)a®+ (1 + —) v’ — <aa2 + =% — 2ab>
g g

=(1+o0)a®+ <1+§> b’ — <\/Ea2— 5—2)2
<(1+0)d® + (1+§> b2

Diese Abschitzung nutzen wir aus, um || Dujl| 121y abzuschétzen:

IDu; |72y = /V (/W 15, (x =)V "u(y) dy + O(5j)>2 dz
< /V <(1 +0) (/W 15, (x = y)V " u(y) dy>2
+ <1 + é) 0(5§)> dz

Lo [ ([ wste-vas [ -V EuPdy) @

<1

+ 1+l 0(6?)
(1+7) e

(Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung wurde hier auf (, /7., \ /75, u) 12 angewandt.)

<(1+o0) /W </V ns,;(x —y) dm> . ‘V_hju(y)IQdy + <1 + %) 0(5]2)
< 140V ullF2) + (1 + %) O(67)

1 j—00
<(1+0)C+ (1 - ;> 0(8?) == (1 +0)C.
Sonach ist die Folge (||Dujl[z2(1)); und damit auch (|[w;|g1(1y); beschrénkt. Es
gibt also ein v € HY(V) mit u; — v in H(V). Dann konvergiert u; auch in L*(V')

schwach gegen v. Da wir jedoch bereits wissen, dass u; — u in L?(V) konvergiert,
muss der Grenzwert u = v € H*(V) sein.
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Nun wollen wir die L2-Norm von Dwu abschiitzen. Dazu berechnen wir
1Dl 22y = llullFr gy = llullZz
. 2 . 2
< hTmHuj”Hl(V) - ].IEEOHUJ‘HB(V)
= i1 Fay + Il aqey) = Jim o gy
= lim|| Duj|[72(y)
J

< lim ((1 +0)C + (1 + %) 0(6;‘-’))

= (1+0)C.

Dies gilt fiir alle positiven o. Lassen wir nun ¢ — 0 gehen, so ergibt sich die
Behauptung.

4.6. Innere Regularitat

Satz 4.6.1

Sei U C R™ offen. Sei L gleichmdf$ig elliptisch und erfille die Koeffizientenbedingung
(&T). Dann liegen die schwachen Lésungen u von Lu = f fiir jede Funktion f € L*(U)
und fiir jedes V. .CC U in H*(V) und es existiert eine Konstante C > 0, die nur von
L und V' abhdngt, so dass

lull g2y < CUIF 2wy + llullz2@w))- (4.22)

Gleichung [@.22) heifit elliptische Abschdtzung.

Bemerkung 4.6.2. Fiir die Aussage ,u € H¥(V)YV ccC U“ schreibt man kurz
ue HE (U).

loc

Bemerkung 4.6.3. Kénnen wir aus Satz 6.1 nicht auch auf die Aussage u € H?(U)
schlieBen? Dazu versuchen wir, U durch V; CC U auszuschopfen. Leider wird dabei im
Allgemeinen C' — oo streben.

140



4.6. Innere Regularitét

Bemerkung 4.6.4. In Satz[£6.1] werden keine Randbedingungen vorausgesetzt, er gilt
also nicht nur fiir u € HE(U).

Beweis von Satz[{.6.1. In diesem Beweis werden wir an mehreren Stellen die folgenden
Abschitzungen benétigen:

1 2 Y 2
< — Z . )
Ty < 5 ((Eﬂv) +<€> > Va,y,e € R; (4.23)
(x+y)? =2 +y° Va,y>0; (4.24)
(x+y)? <2 (a°+y?) Vo,yeR. (4.25)

1. Wahle Wy, W5 offen mit V. cC W7 cC Wy cC U. Wihle eine Abschneidefunktion
x € C*°(R™) mit X‘Wl =1, X{Rn\v{@ =0und 0 <y < 1.

1

/o

— T T T T

%
2W1

—V —

Auch x? ist dann eine Abschneidefunktion mit denselben Eigenschaften.

2. Schreibe L in Divergenzform:

n

n
Lu = Z (@ijug,)z; + Z bjug; + cu

ij=1 j=1
und betrachte die zugehorige Bilinearform Byr. Dann ist u € H!(U) eine schwache
Losung von Lu = f genau dann, wenn

BL(U, ’U) = _<f’ U>L2(U) (426)
fiir alle v € H{ gilt. Schreiben wir Gleichung (£26) etwas um:
/ Z AijUs,; Vy; AT = / <—f + Z bjtz; + cu) -vdz. (4.27)
Ui=1 U j=1
3. Fiir v wahlen wir nun

v = _V];h X2 VZu € Hé(U) fiir |h| klein genug
EHI(Uh)

—_———
€H(U)
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4. Elliptische Theorie

und rechnen die linke Seite von Gleichung (4.27) aus

/ Z QjjUy;Vy; AT = —/ Z A5y, Vk 2vfklu))xj dx

3,j=1 ,Jl

/ Zamumlvk (x? Vku) dx

5,j=1

/ Z Vk, Aijty;) -(X2V2u)$j dx

1,j=1

/Z @ij) vkumz (Vkaw)uxz)

i,j=1
. (QXXijZU + XZVZuxj) dx

/ Z a” Vkuxl VZuxj dx

7]1

/ Z QXXxJ aij)p VZuwi -VZudx

1,j=1

/Z2XXxjvkaz] Uy, Viu da

731

+/ Z XQVZaZ-j . uxiVZum]. dz.
Wi=1

Sehen wir uns nun diese Integralterme gesondert an: Die Summe im ersten Integral
konnen wir wegen der Elliptizitdtsbedingung abschétzen durch

n
ig=1

Den zweiten Integranden schéitzen wir betragsméafig ab:

n
‘Z 2Xz; (aij)i - X Vi, Vku‘ Z ‘ZQX@ aij) ‘ XV, | - Vil

1,j=1 i=1 j=1

beschrinkt

< CY|Viul - me%

@z,
< Ci[xViDul - [Viul.
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4.6. Innere Regularitét
Analog kénnen wir die anderen Integranden betragsmifiig abschitzen:

n
i,7=1

n

ij=1

< C3|Du] - [ViDul.

Damit kénnen wir nun die linke Seite von (£.27]) abschétzen:

n
/ E aij umivm].
U

ij—=1
> )\/ X2|V2Du|2dx—/ Ci XV Du| - |[Vu| dx
w w
—/ Cg\Du]-\VZu\dx—/ CyDul - V! da
w w

csu
> A HXVZDUH%%WQ) —ChlIXVEDul| 2wy IV Rull £2 )
—_——

:||)(V£”Du||22 Z53)/1
L2(U) < |IDull 2y

- CQ”DUHL2(W2)HVZUHL2(W2) - C3HDU”L2(W2)HXVZDUHB(%)
> >\||XV]/§DUH%2(U) — CullXViDull 2| Dull 21y — C2HDU||%2(U)

E23) \
2 §HXV2DUH%2(U) - C5HDU||%2(U)-
4. Nun sehen wir uns die rechte Seite von (£.27) an:
/ <—f+ijuzj +cu) -vdr
< [ (1% 200l 5 el o]
j=1

< Cs / (f1+ 1Dul + ) o] dz
U

CSsU
< Cs (Il 2@y + 1 Dull 2y + lull L2qr)) ol pz-

Schiitzen wir nun die L2-Norm von v ab:

01320y = [ o da
U
= | I9ih vk da

= IV, "0V 1 2w
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E53/1
< IDOAVED 20
= [2xDxViu+ x> DVl
2
< (12xDxViull 2wy + XN 20 IXV DUl 2w )
2
< Or (IVkull vy + IXVEDul2qrs) )
h 2
< Cr (IPull 2wy + IXVEDull 20

Damit kénnen wir nun die begonnene Abschétzung der rechten Seite von (27])
fortsetzen:

/U(—f—i-jzzbjuxj +cu> ~vdx

< Cs (Hf”L2(U) + | Dull 21y + HU”L2(U)) : (”DUHL2(U) + HXVZDUHL2(U))

2
< Co (If I 2wy + I1Dull 2wy + llullL2r)

A 2
+ 5 (IDull 20y + IXVEDul 20
E25) A
< Cuo (1320 + 1DulFa0) + lullizqw) ) + FIXVEDulzp)
A
= Cuo (If1320) + llulis ) + FINVEDulz -

5. Setzen wir jetzt die Abschétzungen aus den Beweisteilen 3 und 4 zusammen, so
bekommen wir

A
§”XVZDUH%2(U) — Cs|| Dul 72

A
und damit
IXViDulZ2 () < Cn (Hf”%Q(U) + ||u\|12r{1(U)) :
—_—

2|V Dul, g,

Wegen Proposition E5.3)/2 ist somit Du € H'(V) und deshalb auch u € H%(V).
AuBerdem liefert uns jene Proposition, dass sich || D?u||12(y) durch dieselbe Kon-
stante abschéitzen lisst wie ||V} Dul|r2(y,). Damit kénnen wir die H2-Norm von u
abschétzen:
HUH%#(V) = HUH%{l(v) + ||D2UH%2(V)
< HUH%N(U) + Cll(”f“%?(U) + HUH%N(U))
< Cl2(||f||%2(U) + HUH%H(U))-

144



4.6. Innere Regularitét

Mit ([@24) erhalten wir dann

lullz(vy < Cra(llf 2wy + lull o) - (4.28)

Leider ist dies noch nicht das in Satz E.G.1] behauptete Ergebnis, da in unserer
Abschitzung noch die H'-Norm von u benutzt wird; am Ende wollen wir jedoch
nur die L?>-Norm verwenden, also eine Abschitzung unabhingig von Ableitungen
von u bekommen. Dazu bené6tigen wir noch drei weitere Beweisschritte.

. Wir betrachten erneut die beiden Seiten der Gleichung (£.27), dieses mal mit der
Testfunktion v = x?u € H}(U). Fiir die linke Seite bekommen wir die Abschéitzung

n n
/ Z iUy Vg ; AT :/ Z aijuwi(fu)xj dx
U U

ij=1 ij=1
n n
2
:/X g Qjj Uy Uz dw—i—/ g 2xaiju$ixxjudx.
U j=1 Uij=1

>A|Dul?

Schitzen wir den Integranden im zweiten Integral betragsméfig ab, so erhalten
wir

n n n
‘ Z 2X(ZijumiX;pju‘ = Z ‘Z 2\, i
& i=1 j5=1

i,7=1

beschrinkt

n
< Cugnful Yl

i=1

&E23)
< Cux|Dul - |ul.

Damit fithren wir die begonnene Abschitzung der linken Seite fort:

n
/ Z QijUg, Vg, Ao > )\HxDuH%g(U) — 6’14/ X|Dul - |u| dx
UST U

CSU
> )‘HXDUH%Q(U) — CullxDull g2y lull 2

E23) \
> §”XDUH%2(U) = CusllulZ2-
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4. Elliptische Theorie
7. Nun zur rechten Seite von ([£.27), die wir wieder betragsmiflig abschétzen wollen:
n
/ (—f + ijuxj + cu> Xudx
n
< [ (1 X Dl b, [+ 571l -l ul do
U

=1

ey / (11 + XDl + Ju]) ] dx
U

csu
< Ci6 (I 12y + IxDull 2wy + lull 2 llull L2

@23) \
< ZHXDUH%Q(U) + Crr([[ullfz ) + 1£172wr))-
8. Setzen wir nun die beiden Abschitzungen zusammen, so erhalten wir

A
ZHXDUH%Q(U) = C18(HU||%2(U) + ||f||%2(U))- (4.29)
—_—

A 2
2 4 IIDu”L2(W1)

Ungleichung (£28)) indes, angewandt auf Wy DD V, garantiert uns die Existenz
einer Konstante C19 > 0 mit der Eigenschaft

lull g2(vy < Cro(Ilf 2wy + Nlull g owy))
@24
< Cro(Ifle2ewyy + lull 2wy + 1Dull 2 owy))

E29)
< Coo(IIfll 2wy + llull2ry)- O

Satz 4.6.5

Sei U C R™ offen. Sei L gleichmdfig elliptisch mit a;;,bj,c € CKTL(U) fiir ein k € Ny.
Sei V.CcC U. Dann liegen die schwachen Ldsungen uw von Lu = f fir jede Funktion
f € H*(U) und fiir jedes V CC U in H*+?(V)) und es existiert eine Konstante C > 0,
die nur von L, V und k abhdngt, so dass

lellgirzqy < CUL @) + lullz2w))- (4.30)

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollstdndige Induktion nach k. Fiir £ = 0 ent-
spricht die Aussage des Satzes LG6.5] genau der Aussage von Satz 6.1l Sei also k& > 1,
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4.6. Innere Regularitét

und die Aussage gelte fiir kK — 1 als gezeigt. Wir wihlen nun eine offene Menge W mit
V ccW ccU.Dafec H¥U) c H*1(U), ist nach Induktionsannahme v € H*T1(W)
und es gilt

[ull gy < CLUlf ey + ullzey)-

Die Funktion u ist schwache Losung von Lu = f genau dann, wenn fiir alle Testfunktio-
nen v € CP(U) gilt:

Br(u,v) = =(f,v)2v)-

Wir wéhlen nun eine Testfunktion v € C°(W) C C°(U). Dann ist auch —v,,, € C*°(W)
eine zuldssige Testfunktion. Setzen wir diese in die definierende Gleichung fiir schwache
Losungen ein, so erhalten wir

n n
0 :/ <— g Qjj U Ve, + E bjty, vy, + UV, — fvmm> dx
W2 =1 7= j=1
eHY (W)

n n
= / < § (@ijUa; )am Va; — § (bjue; )z, v — (CU)e,, v + f:vmv> dx
W ij=1 j=1
n n n
:/ < E Qij, 2 U, Vg + E QjjUgpa; Ve — 5 bj,mmumjv
Wij=1 ij=1 =1
n
— E iU,V — Cp UV — Clg,, U + fgcmv) dx
=1
n n
= Br(ug,,,v) + / <_ E :(aij7$mu$i)$j - 2 :bj7$mu75j = Cgp U+ fxm) vdz.
W e =1 j=1

/

=:feH:F1(W)

Die Funktion u,,, € H*(U) c HY(U) ist also eine schwache Losung von Lu,, = f auf
W. Nach Induktionsannahme gilt dann u,,, € H***(V) und damit v € H**?(V). Ferner
existiert eine Konstante Cy > 0, so dass

[ty vy < Co(1F i wry + Ntk | 220))
< Oy (Il fll -1 qwy + llull 2 wr))

< C3(1fll =y + I L2y + lullz2@ry)-

Um mit dieser Gleichung etwas anfangen zu konnen, miissen wir noch die H*~1-Norm
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4. Elliptische Theorie

von f abschétzen:

L1 =1 oy

n

< Cy - (D lutasay riorwy + DIty lagsr vy + el zss vy + o -1 0r)
ij=1 j=1
< O (lull grrsr gy + 11 £ e ury)

< C5(HfHHk(U) + |Jullf2(y) nach Induktionsannahme.

Daraus erhalten wir die gewiinschte Abschitzung fiir die H*+2-Norm von u:

n
lull ey < Nellser @y + D Nt e )
m=1

< Cs (1l ry + ull 2 (o) - 0

Korollar 4.6.6
Seiu C R™ offen. Sei L gleichmapig elliptisch mit a;;,bj,c € C*(U). Sei f € C*(U).
Dann ist jede schwache Losung u von Lu = f glatt in U.

Beweis. Sei V.cC W cC U offen. Es gilt dann f € C°(W) c H*(W) fiir alle k € Ny.
Nach Satz ist damit u € HF2(V) c CF27" fiir alle k > n — 2 (vgl. [A24).
Demnach ist u € ey, CF(V) = C®(V), und da dies fiir alle V- CC U gilt, kénnen wir
U durch relativ kompakte Teilmengen ausschopfen und erhalten das gewiinschte Resultat
ue C>®(U). O

Bemerkung 4.6.7. Wir wissen nun, dass schwache Losungen einer gleichméf8ig ellipti-
schen Gleichung auch klassische Losungen sind, sofern die Koeffizienten des Operators
glatt sind. Damit kdnnen wir Resultate wie z.B. die Fredholm-Alternative, die wir bis-
lang nur fiir schwache Losungen kannten, auch fiir klassische Losungen formulieren. Um
andererseits klassische Resultate wie das Maximumprinzip auf schwache Lésungen an-
wenden zu konnen, fehlt uns noch eine wichtige Zutat: Wir wissen ndmlich noch nicht,
ob sich die schwachen Losungen auch stetig auf den Rand des Gebietes U fortsetzen
lassen. Dies werden wir in Abschnitt [4.7] untersuchen.
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4.7. Randregularitat

Satz 4.7.1

Sei U C R"™ offen und beschrinkt mit glattem Rand. Sei L gleichmdifig elliptisch und
erfiille die Koeffizientenbedingung (&T). Dann sind fir alle f € L*(U) die schwachen
Losungen u des Anfangswertproblems

{Lu:f auf U

(4.31)
u=0 auf OU

in H*(U), und es existiert eine von f und u unabhingige Konstante C > 0, so dass
gilt:
HUHH2(U) < C(HfHL?(U) + ”UHL2(U))-

Bemerkung 4.7.2. Im Unterschied zu Satz 6.1 bekommen wir hier eine Norm-
abschitzung fiir ganz U. Dies ist moglich, weil wir zusétzliche Forderungen an U und
u stellen: Das Gebiet U soll beschriankt sein, sein Rand soll glatt sein, und u soll eine
Randbedingung erfiillen, d.h. ein Element aus H}(U) sein.

Bemerkung 4.7.3. Ist 0 ¢ %(L) und ist u € H}(U) die eindeutige Losung von (3],
so gilt
lullgz@y < CUF 2wy + L7 fllz2an)
C(Hf”LQ(U + ' flr2wy)
= Ol fl 2wy

wegen der Beschriinktheit von L~

Beweis von Satz[{.7.1]

1. Sei zuniichst U = {z € B(O, 1) | =, > 0} die obere Halbkugel. Setze
W :=B(0,3)NU, V := B(0,%) N U und wihle eine glatte Abschneidefunktion
X:R" — [0 1] mit supp x € B(O 1) und X‘B(O 1 = 1. Sei u eine schwache Losung

’2

von (Z3T). Dann gilt fiir alle v € Hy(U): Br(u,v) = —(f,v) 21, also
Z / AUz, Ve dr = / < f+ Z bjum]. + cu) -vdr.
t,j=1 Jj=1

149



4. Elliptische Theorie

150

. Wegen der inneren Regularitiit (Satz EG.1) ist u € H2

Fir k=1,...,n—1 und h > 0 klein genug setze

V= —V,;h(XQVZu)

= 2 (" )~ (W),

Wenden wir hierauf den Spuroperator an, so stellen wir fest, dass aus Tu = 0 auch
Tul = 0 folgt (da k # n) und damit auch Tv = 0. Demzufolge ist v € H}(U) und
sonach eine zuldssige Testfunktion.

. Wie im Beweis von Satz [£.6.1] (Schritte 3-5) erhalten wir die Abschitzung

IVEDul 22y < CLlll A2y + Nl )-

Aus Proposition .5.3)/2 erhalten wir dann wieder u,, € H'(V). Hier funktioniert
dies jedoch tatséchlich nur fiir k& # n: In diesem Fall konnen wir die Beweisschritte
von [£.5.3]/2 gut nachvollziehen; wéhrend wir fiir die Richtung k& = n den Parameter
h nicht mehr klein genug wihlen kénnen. Die Norm kénnen wir dann auch nur fiir
diese Ableitungsrichtungen statt fiir ganz Du abschéitzen:

> Ntw lr2ery < Collfllzzwy + Il mrr)-
k=1
k+1<2n

(U) und erfiillt damit fast

loc
iiberall

n n
f=Lu=— Z AUz + Z bjug; + cu, (4.32)
i,j=1 j=1
wobei Bj =b; — Y, ajiz, gilt. AuBerdem haben wir wegen der Elliptizitét von L

die Bedingung
n
Apn = Z aijéméjn > (9’6“2 =0> O,
ij=1

die uns erlaubt, Gleichung ([@32]) durch ay, zu dividieren, so dass wir erhalten:

1 n n_
S S )
Gnn ; =

i,7=1
i+j<2n

< Co (D lltwua 2wy + lulls vy + 1z )
1,j=1
i+§<2n

L2(V)

< Ca3(Ifll2y + llwll ar )
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und damit

lull gr2(vy = 1D%ull 2y + [l o
< Culllf 2@y + llull o)

Wir wissen also schon einmal, dass u € H?(V). Wie im Beweis von Satz A6.1]
(Beweisschritte 6-8) zeigt man dann die Abschitzung

[ullz2 vy < Cs(Ifll2w) + lull2w))-

4. Sei nun U ein beliebiges Gebiet mit glattem Rand. Sei 2 € OU. Indem wir das
Koordinatensystem verschieben, die Achsen umnummerieren und ggf. umorientie-
ren, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 20 = 2%¢,, und dass es ein r > 0 sowie

n
eine Kurve v € C°°(R""1) gibt, so dass
UNB@r)={z e B’ r) |z, >v(z1,...,20_1)}.

€n
U
10
~
Rn—l
)@
P(20)
Dann ist die durch
1
T1 . Y1
) — : — :
z Tn—1 y
" xn_’)’(xh '7'%'71—1) "
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4. Elliptische Theorie
definierte Abbildung ® : UNB(z%,7) — ®(UNB(2", 7)) ein C*-Diffeomorphismus
mit |det D®| = 1.
5. Setze W := &1, Sei s > 0 so klein, dass

U :={z e B(0,s) | z, >0} C ®(U N B r)).

Zuy € U setze v/(y) := w(¥(y)). Dann ist /' € HY(U') und v/ = 0 auf
{y € U’ | y, = 0}. Wir zeigen nun, dass u' schwache Losung von L'v’ = f’ auf
U’ ist, wobei wir folgende Bezeichnungen benutzen:

f'ly) = F(¥(y)),
Z akluylyk—i—Zb +du,
k=1
ap(y) = Z ars (U (Y)) Pr,z, (U (Y)) Pro, (¥ (y)),
r,s=1
biy) =Y b (U (1)) ra, (U (1)),
r=1

Sei dazu v’ € H}(U'), v = ' o ®. Dann ist v/ = v o ¥, und wir berechnen:

Bpr/(u',v") / <Z Uy, Uy, —|—Zbu v —|—c’u'v') dy

k=1
/ <Z Z g (g 0 0) - Wi y,) - ((vg; 0 W) - W)
k,l=114,5=1
+§;sz<uxj W) Wy (0o W)+ - (woW) - (o)) dy
1=1 j=1
://<Z(u$i0\ll) ) (U:L“j oVv)- Z(arso\I’)
i,7=1 r,s=1

n n
’ Z Wiy (Pra, 0 V) Z Uy (Pra, 0 ¥)
k=1 =1

+ Z by o ) oW) - (Brp, 0 W) - Uj, - (0o W)
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n n

= [ (3 (010 W), 0 W)z, 0 )+ 3050 W), 0 )00 )

ij=1 j=1
+(coW)(uoW)(vo V) dy

1 n n
= m . A(U,) <Z QjjUg, Vg + ijum]. + cu) dx
N — e’ i,7=1 j=1
=1
= Br(u,v)
= ()2
= ‘det D\I/‘(f,,’l),)L2(U/). v
N’

=1

6. Fiir y e U', € € R gilt

Z ap(y)Er& = Z ars(¥(y)) Z Py 2, (U (y))Ek Z Py, (Y(y)&
k=1 r,s=1 k=1 =1
=) ans(¥(y) (& DO(T(Y))), (¢ DI(T(y))),
r,s=1
> 0|¢ - DO(W(y))|
> 0'I¢],

da|¢] = |[(¢-D®)-DV| < Cgl&-DP|. Also ist L’ gleichméBig elliptisch. Weil iiberdies
¥ und & C*°-Diffeomorphismen sind, erfiillt L’ auch die Koeffizientenbedingung
(@1). Somit kénnen wir die Beweisschritte 1-3 auf U’ anwenden und erhalten fiir
V'={yeB(0,%) |y >0}

lull 2o vy < Crllu! | 2o
< Cs(I1f' |2y + N1l L2 ory)
= Cs(IIf 2wy + Nlull 2w (o))
< Cs([If 112y + Null L2w))-

7. Nun finden wir zu jedem 20 € U solch ein V’ mit 2 € ¥(V’) N 9U. Uberdecken
wir also QU mit derartigen Mengen und wihlen wir eine endliche Teiliiberdeckung,
so erhalten wir schon einmal die Abschétzung

lullz2vy < Colllfllc2wy + lull2wy)

wobei V' := J; ¥(V/) eine Umgebung von OU ist. Die Regularitét auf dem Rest
von U kennen wir bereits aus Satz 6.1, wodurch sich die Abschéitzung fiir ganz
U ergibt. 0
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Satz 4.7.4
Sei U C R"™ offen und beschrdnkt mit glattem Rand. Sei L gleichmafig elliptisch auf U
mit a;j,bj,c € C°(U). Ist f € C®°(U) und u € H}(U) schwache Lisung von ([E3T)),

so ist u € C°(U).

Beweis. Wir beginnen mit zwei Voriiberlegungen:
Aus Satz 7.1 wissen wir bereits, dass

lull g2y < CrL(If 1oy + lull 2ry) < o0

gilt. Wir wollen diese Gleichung nun verallgemeinern zu

[ull g2y < Co(lf lmw) + lullz2w)) < oo (4.33)

fir alle m > 0. Wenn dies gezeigt ist, sagt uns der Einbettungssatz von Sobolew und
Rellich-Kondrakov [A.24] dass u € C*(U) = (5 H* (V).
Es gentigt, fiir alle m die Abschitzung

lull vz vy < Ca([[flem oy + lull L2)) < o0 (4.34)

fir U ={y € B(0,s) | yo > 0} und V = B(0,t) N U mit t < s zu zeigen. Danach kann
wie im Beweis von Satz [L.7.T], Schritte 4-7, verfahren werden, um (£33]) herzuleiten.

Diese Abschitzung beweisen wir nun mittels vollstdndiger Induktion nach m. Den In-
duktionsanfang hat uns Satz 7] bereits abgenommen. Sei also ([£34) fiir ein m ge-
zeigt. Wihle ein r € (t,s) und setze W := B(0,7) N U. Nach Induktionsannahme
ist dann u € H™2(W). Sei a ein Multiindex mit |a| = m + 1, a,, = 0. Dann ist
@ = D% € H' (W), und auBerdem ist % = 0, wenn z,, = 0, da wir in z,,-Richtung nicht

ableiten. Nun ist 4 eine schwache Losung von Lu = f, wobei

f=Df-3" (g) (X (D" Pay - Dous,), 37 Dby DPuy, + D Pe- DPu),
j=1

ij=1
und es gilt

I fll 2wy = C3(ILF | grmrr oy + 1l 2ow)
= g2y < C4(Hf”Hm+1(U) + HU”L2(U)) < o0.

(Vgl. den Beweis von Satz [4.6.5] worin allerdings nur der Spezialfall m = 0 ausgefiihrt
ist.) Mit der H2-Norm von @ kontrollieren wir insbesondere alle zweiten Ableitungen von
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@ = D% (fiir o wie oben) — und dies sind genau die D%u mit |3 = m + 3 und 8, < 2.
Fiir solche § haben wir nun die Abschéitzung

ID%ul 2y < Ca(lf | rmsrry + lullz20ry)- (4.35)

Nun gilt diese Abschitzung nicht nur, wenn 5, < 2, sondern fiir alle 5 der Lange m + 3.
Um dies zu sehen, wollen wir erneut die vollstéindige Induktion bemiihen, dieses Mal
nach 3,. Fir 8, < 2 haben wir die Giiltigkeit der Abschitzung bereits hergeleitet. Gelte
also (435 fiir 8, < j, dann wollen wir die Giiltigkeit fiir 5, = j+1 zeigen. Wir schreiben
dazu f = v+ mit § = (0,...,0,2). Der Multiindex ~ besitzt dann die Linge m + 1.
Wegen Satz ist w € H"3(U), und es gilt fast iiberall Lu = f und damit auch

D'f=D'Lu
n n
= D7 <annumnxn + Z QjjUg,a; + Z bjuxj + CU)
ij=1 j=1
i+7<2n
= annDﬁu + R,

wobei R eine Summe von Resttermen ist, deren Ableitungsordnung héchstens m + 3 ist
und in denen maximal j Ableitungen in z,-Richtung enthalten sind. Damit ldsst sich
auf R die Induktionsannahme anwenden, und wir erhalten

1
HDﬁUHL%\/) < §||annD6U||L2(V)
< Cs- (1D fll 2@y + IRl 2))
< Cs - (Il gm+r @y + lull L2(w))-

Addieren wir nun die Abschitzungen fiir alle Ableitungsrichtungen und -ordnungen bis
m + 3, so haben wir gezeigt, dass gilt:

ull grm+svy < Cr(I1f Il msr @y + ull 2 @) < oo O

4.8. Eigenwerte und Eigenfunktionen

Definition 4.8.1. Sei U C R” offen und beschrinkt. Sei L gleichméfig elliptisch
mit glatten Koeffizienten. Eine Zahl A € C heit Eigenwert (von —L), falls das
Randwertproblem

u=0 auf U

eine schwache Losung u € HE(U)\ {0} besitzt. Solch ein u heifft dann Eigenfunktion
von L zu —A\.

{Lu =—-Xu aufU
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4. Elliptische Theorie

Bemerkung 4.8.2. Da der Operator L’ := L + \1d dieselbe Regularitit wie L besitzt,
sagt uns die innere Regularititstheorie, angewandt auf L', dass die Eigenfunktionen von
L glatt sind (vgl. Korollar 4.6.0]). Ist auBerdem U glatt und sind die Koeffizienten von
L in C®(U), so liefert uns die Randregularitit (Satz 7.4, dass die Eigenfunktionen
von L sogar in C*°(U) liegen.

Satz 4.8.3
Sei U C R™ offen und beschrinkt. Sei L gleichmdfig elliptisch mit glatten Koeffizien-
ten. Ferner sei L formal selbstadjungiert. Dann gilt:

1. Alle Figenwerte von L sind reell;

2. Jeder Figenwert hat endliche Vielfachheit, d.h. die zugehdrigen Figenrdume sind
endlichdimensional;

3. Das reelle Spektrum wvon L besitzt abzdhlbar wunendlich wviele Figenwerte
A <Ay <o wobei A\, — oo fiir k — oo. (In der Notation wollen wir jeden
Eigenwert entsprechend seiner Vielfachheit wiederholen.)

4. Es gibt eine L?-Orthonormalbasis von L*(U), die nur aus Eigenfunktionen von
L besteht.

Bewets.
zu 1. Wihle v > 0 geméfl Satz 3.8 und Bemerkung [£3.9] so, dass der Operator

L—~Id: H(U) = H(U)
bijektiv ist. Definiere den kompakten Operator K : L?(U,C) — L*(U,C) durch
K :=~(L—-v)""

Da L = L* ist, muss auch K = K* sein (vgl. den Beweis zu Satz A7T]). Ist nun p
ein Eigenwert von K, u € L?(U,C) Eigenfunktion von K zu p, so gilt:

o, u) g2 ) = = (pu,u) 2 ) = (KU’U)LQ(U)
= (u, Ku) 2y = (u, ) 2y
= f(u,w) 2 )
= H= [

156



zu 2.

zu 4.

zu 3.

4.8. Eigenwerte und Eigenfunktionen

also muss p reell sein. Wie wir bereits im Beweis von Satz [L.4.TT] sahen, bildet

1+p
R e
7
die Eigenwerte von K bijektiv auf die Eigenwerte von —L ab. Da ¢ jedoch die
reellen Zahlen nicht verldsst, miissen auch die Eigenwerte von L reell sein. v/

Die Eigenwerte kompakter Operatoren besitzen endliche Vielfachheit, also gilt dies
auch fiir die Eigenwerte von L. (Argumentation wie bei 1.) v/

Da L?(U,C) separabel und K kompakt ist, besitzt L?*(U,C) nach dem Satz von
Hilbert-Schmidt eine Basis B aus Eigenvektoren von K. Nun ist (wie bei 1) Eine
Funktion u € L?(U,C) genau dann Eigenvektor von K zum Eigenwert p, wenn
u Eigenfunktion von —L zum Eigenwert ¢(u) ist. Demzufolge ist B die gesuchte
Basis, wenn sie orthonormal ist. Weil aber die Basis fiir jeden einzelnen Eigenraum
orthonormiert werden kann, bleibt nur zu zeigen, dass Eigenfunktionen von L (bzw.
Eigenvektoren von K) zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind. Sei also u
Eigenvektor von K zum Eigenwert p und v’ Eigenvektor zu p/ # p. Dann gilt:

(u, v )2y = (Ku, ') 2y
= (U7KU,)L2(U)
= ' (u, u/)L2(U)

= (uu)=0 Vv

Da sich ganz L?(U) durch Eigenfunktionen von L aufspannen lisst, gibt es da-
von unendlich viele linear unabhéngige. Demzufolge gibt es auch unendlich viele
Eigenwerte (wenn wir weiterhin die Konvention verwenden, die Eigenwerte ent-
sprechend ihrer Vielfachheit ggf. mehrfach zu zéhlen). Satz [L.4.17] liefert dann die
Behauptung.

Beispiel 4.8.4. Wir wollen die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Laplace-Operators

L:

A auf dem Quadrat U = (0,7) x (0,7) C R? bestimmen. Um die nichttrivia-

len schwachen Losungen u € H& von Au = —Au zu finden, benutzen wir den Ansatz

u(z,y) = f(2)g(y):

0=Au+ \u
= f"(x)g(y) + f(2)g" (y) + Af(x)g(y)

= @ (L5 + £ 1)

+
@) 9")

fx) gy

s = — - A

f(z) 9(y)
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4. Elliptische Theorie

Die linke Seite dieser Gleichung héingt nur von x ab, die rechte nur von y. Also hingen
in Wahrheit beide Seiten von gar nichts ab:

F(z) . g"(y) =u—\=:—v eR.

f@ MR )

Die Losungen dieser zwei gewohnlichen Differentialgleichungen kennen wir natiirlich:

f(x) = ay sin(y/ux) + ag cos(y/px),
g(y) = by sin(v/vy) + b cos(Vry).

(Negative p,v scheiden aus, weil diese unter den gegebenen Randbedingungen nur die
Nulllésung liefern kénnen.) Aus der Randbedingung f(0) = 0 gewinnen wir ag = 0, und
wegen f(m) = 0ist \/i € Z. Analoges erhalten wir fiir g, und so lauten die schwachen
Losungen, die wir bislang kennen,

ugi(x,y) = esin(kx) sin(ly), k,1 € N.

Diese uy, sind die Eigenfunktionen zum Eigenwert A = p + v = k? + (2.

Haben wir damit sdmtliche Eigenwerte von A gefunden? Nun, wenn es noch weitere
géibe, miissten die zugehorigen (nichttrivialen) Eigenfunktionen u senkrecht auf allen wuy;
stehen, also

2T pr2m
0= / / u(x, y)up(z,y) do dy
0 0
2 2
= c/ </ u(x,y)sin(kx) d:v> sin(ly)dy VI Vk
0 0
2
= 0 :/ u(z,y)sin(kz)dr Vk
0
= 0=u(z,y) %

Die Eigenwerte von A auf dem gegebenen Quadrat sind also

A o=1241%2=2,
)\22)\3:12+22:5,
A= 22 4 22=38,

Definition 4.8.5. Der kleinste Eigenwert A\; heifit Grundton von L.
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Satz 4.8.6
Sei U C R"™ offen, beschrinkt und zusammenhdngend. Sei L gleichmdjig elliptisch mit
glatten Koeffizienten. Ferner sei L formal selbstadjungiert. Dann gilt:

1. A\ = min{By(u,u) | u € H}(U), ”UHL2(U) =1};

2. Dieses Minimum wird von einer L?-normierten Funktion u € H}(U) genau dann
angenommen, wenn u Eigenfunktionen von L zu —\y ist;

3. Der Grundton hat die Vielfachheit 1;

4. Die Figenfunktionen zu —\1 sind entweder strikt positiv oder strikt negativ auf

U.

Bewess.
zu 1. Wihle eine Orthonormalbasis {wy} von L?(U), die nur aus Eigenfunktionen von

L besteht. Dabei sei wy, Eigenfunktion zum Eigenwert —\y. Es gilt dann

Br(wg, wp) = A0

Wir stellen nun eine Funktion v € L?(U) in der Basis (wy) dar:

U= Z(u,wk)Lz(U) Cwy = dewk.
k

k

Ist w normiert, so gilt:

1= HUHL2(U)
= didi(wp, wi) 217y

k.l
_ 2
=D di.
k
Wir berechnen nun

B (u,u) = B (Z dyw, Y dlwl) (4.36)
=> d/;llBL(wk,iul)
= g: Apd
> Aﬁ > di
B

= A1
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4. Elliptische Theorie

160

Dieses Minimum wird tatséchlich bei v = w; angenommen:
Br(wi,w1) = A (w1, w1) 2@y = A1

Damit ist die Behauptung gezeigt. — Doch Obacht: In Gleichung (£36]) waren wir
etwas nachlissig. Die Bilinearform ist ndmlich nur fiir H'-Funktionen definiert,
und iiber die Reihe Y, dywy wissen wir nur, dass sie in L?(U) gegen u konver-
giert. Ob sie auch in der stirkeren H'-Norm gegen u konvergiert, miissen wir noch
untersuchen.

a) Indem wir notfalls L durch L —~ mit v > A; +1 ersetzen, konnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass A\; > 1 ist. Betrachte die Bilinearform By_. Dann gilt einer-
seits nach Satz [A.3.6]/1 die Abschétzung

Bri(u,u) < Cillulljp gy Yu e CXU); (4.37)

andererseits ergibt sich aus der Elliptizitdt von A, der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und Ungleichung (£23)):

n n
Br(u,u) = / <Z iUy, Ug; — Z bty u — cuz) dx
U -
7j=1

ij=1
> 6| Dull72ry = CrlllDull 2yl 2wy + el )
0
> §||DUH%2(U) - C2Hu||%2(U)
& DullF2 ) < Ca(Br(u,u) + ull72)
= CgBL_l(u,u). (438)

Die Gleichungen (4.37) und (4.38) ergeben zusammen eine Abschétzung der
H'-Norm von u:

HUHHl(U) < C4BL,1(U,U) Yu € CSO(U)

Demnach definiert Br_; ein Skalarprodukt auf C°(U), dessen Norm zur
H!'-Norm dquivalent ist. Wir kénnen also die von Bp_; induzierte Norm
benutzen, um die H'-Konvergenz der Reihe >k drwy, zu untersuchen. Nun
ist

BL—l(wk,wl) = BL(wk,wl) + (wk,wl)Lz(U) = ()\k + 1)5kl-

Die wy bilden also auch ein Bj_1-Orthogonalsystem, nur normiert sind sie
leider nicht. Holen wir das nach und definieren wir Funktionen

Wi

Noreus

so haben wir ein By, _1-Orthonormalsystem aus Eigenfunktionen von L gefun-
den.

Vg =



4.8. Eigenwerte und Eigenfunktionen

b) Diese vy, bilden beziiglich der H'-Norm eine Basis von H{(U). Téten sie dies

nicht, so gibe es nichttriviale H&—Funktionen u € (span{vk})l, und dann
gélte fiir alle k:

0= BLfl(ua/Uk)
1
= —B;_1(u,w
NI 1(u, wy)
= \/ﬁ(BL(ufu}k) + (U,Wk)LQ(U))

1
= W(Ak + 1)(U,Wk)L2(U)

= (U,’wk)LQ(U) = 0,

also ist tatséichlich nur die Funktion u = 0 senkrecht auf span{vy}.

¢) Ist nun u € H}(U), so konvergiert demnach

auch in der H'-Norm. v/
zu 2. Sei u € H(U) normiert und Br(u,u) = A;. Dann gilt:
AL = BL(U, u)
-3
k

SN Y Y e
k k >\ >0
)\k:>\1 >\k>>\1 1 =

SR
k
= A

In der Ungleichung muss also die Gleichheit gelten, und das geht nur, wenn dy, = 0
fiir alle k£ mit Ay > A;. Damit ist v aber eine Linearkombination von Eigenfunk-
tionen zum Eigenwert —\; und somit selbst eine. v/
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4. Elliptische Theorie

zu 4.

zu 3.

162

Sei w eine Eigenfunktion von L zu —A;. Sei w normiert. Wir zerlegen w in Positiv-
und Negativteil: w = w™ —w™. Da w € H(U), ist auch |w| € H}(U) und damit
auch wt = 1(w + [wl|) sowie w~ = wt —w. Wir kénnen also By, auch auf Positiv-
und Negativteil von w anwenden und erhalten

)\1 = BL(U), ’U})

= Br(wt —w ,w"

—w”)

= Br(w",wh) — 2 Bp(w,w™) +B(w™,w”)
=0

> )\l(HerH%?(U) + ‘|w7H%Q(U))

= MifwllZ2 @

In der Ungleichung muss also wieder die Gleichheit gelten. Wegen 2 sind dann w™
und w~ Eigenfunktionen von L zu —\q, d.h.

Luwt = = \w™.

Da w als Eigenfunktion nicht identisch verschwinden kann, sei 0.B.d.A. w™ # 0.
Dann ist die Menge
N:={zecU|w(zr)=0}

eine echte Teilmenge von U. Sei x € N. Wihle ein R > 0 klein genug, dass
B(x,R) C U ist. Da w' € C®°(B(z,R)) in z sein Minimum annimmt, folgt aus
dem Maximumprinzip, dass w* = 0 auf B(z, R), also liegt der Ball ganz in N. Die
Menge N ist somit offen. Da w™ stetig ist, muss N iiberdies abgeschlossen sein
— also ist N = (). Und wieder dient die Stetigkeit von w als Argument: w wird
nirgends null, also ist w strikt positiv. v/

Waire die Vielfachheit von A\; mindestens gleich 2, so kénnten wir uns zwei Eigen-
funktionen w,w’ zum Eigenwert —\; wihlen, die L?-orthogonal zueinander sind.
Betrachten wir jedoch die H'-Funktion w - w’, so sagt uns Punkt 4, dass diese
Funktion 0.B.d.A. strikt positiv ist. Damit erhalten wir die Ungleichung

0= (w,w') 2 = /wa/ dr >0. %



A. Anhang

Differentiation unter dem Integralzeichen

Satz A.1
Sei I C R ein Intervall, sei F' : R™ x I — R eine Funktion mit den folgenden FEigen-
schaften:

1. Fiir alle x € R™ ist die Funktion t — F(x,t) auf ganz I differenzierbar;

2. Fiir alle t € I ist die Funktion x — F(x,t) auf ganz R"™ integrierbar;

3. Es gibt eine Funktion G € L'(R"™) derart, dass |%—f(m,t)| < G(x).
Dann ist f(t) := [pn F(x,t) dx differenzierbar und es gilt

ro=[ G

Green’sche Formel

Satz A.2
Sei U C R™ offen mit stiickweise glattem Rand. Seien u,v € C*(U) mit supp uNsupp v
kompakt. Sei v : OU — R™ das dufSere Einheitsnormalenfeld von OU. Dann gilt:

ov

/Uu(x)Av(m) dx = — /U<Du(m),Dv(x)> dx +/ u(z) - a(m) dS(z).

ou
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Glattungsoperatoren

Definition A.3
Sei U C R” offen. Definiere die Funktion n : R” — R durch

1
. |ac|2—
n(z) = C(n)-e Lozl <1,
0, |z| > 1,

wobei die dimensionsabhiingige Konstante C'(n) > 0 so gewihlt ist, dass

/n n(x)dr = /3(0,1) n(x)dr = 1.

Man iiberpriift schnell, dass n € C°(R"™).
Fiir € > 0 setze

1 az
Me(x) = z—:_”n (g) c
Offenbar ist n. € C°(R™) und [, ne(z) dz = 1.
Sei f € LL (U). Definiere in jedem x € U, := {z € U | dist(x,0U) > ¢} die Funktion

fol@) = /B e

Proposition A.4
1. Fir jedes € > 0 ist f. € C*(U,).

2. Fir fast alle x € U gilt
0
fo@) =5 f(@).

3. Ist f € L*(U), so konvergiert f- — f in L*(U).

Beweis.
1. Fir festes x € U ist y — n.(x — y)f(y) integrierbar; und fiir festes x € U

ist x — n.(x — y)f(y) glatt. Ebenso sind alle (auch hohere) Ableitungen von
x — ne(z — y) f(y) nach den z; integrierbar und durch c-| f (y)|Xsupp 5. abschétzbar.
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Mit [A.T] folgt dann die Behauptung.

2. Wir berechnen

fele) - f@)] = /U ne(x — ) f(y) dy — f(z)

= | [ na-prwdy - s | ns(w—y)dy‘
U U

— | [ w00 —f(:v))dy‘

< /U ne(w — )| £ () — £(x)] dy

_ Ein/m)n(””;y)f(y)—f(w)my

—_———
Ssup7n

< e(n)- ]i L = @y

wobei ¢(n) nicht von e abhéngt, wihrend nach dem Lebesgue’schen Differentiati-
onssatz das Mittelwertintegral fiir fast alle x gegen 0 konvergiert, wenn € 0.

3. ohne Beweis.

Satz von Lax-Milgram

Satz A.5
Sei H ein reeller Hilbertraum. Sei B : H x H — R bilinear. Ferner gebe es Konstanten
o, B > 0 derart, dass fir alle u,v € H die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Beschrinktheit: |B(u,v)| < a - ||ul] - ||v]|;
2. Koerzivitit: B(u,u) > B]ul?.

Dann existiert fir jedes beschrinkte lineare Funktional f : H — R genau ein u € H,
so dass fir alle v € H gilt:

f(v) = B(u,v).
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Bemerkung A.6

Ist B symmetrisch, so definiert B ein neues Skalarprodukt, dessen Norm zu ||-|| &quivalent
ist. Damit ist (H, B) ebenfalls ein Hilbertraum, und die Aussage von Lax-Milgram ist
die des Riesz’schen Darstellungssatzes.

Beweis von Satz[A.4..
1. Eindeutigkeit: Seien ug,u; € H so, dass f(v) = B(u;,v) fiir alle v und 7 € {1,2}.
Fiir v = u; — up gilt dann:
Bllvl* < B(v,v)
= B(ul, U) - B(UO, U)
= f(v) = f(v)
=0,
alsov=0. v

2. Existenz:

a) Fiir festes u € H ist die Abbildung H — R vermége v — B(u,v) beschrénkt
und linear. Nach Riesz existiert darum genau ein w € H derart, dass

B(u,v) = (w,v) Yv e H.

Schreibe w =: S(u).
b) Die Abbildung S ist linear, denn fiir alle v € H gilt:
(S(Au1 + Aguz),v) = B(A1ug + Agug,v)
= M B(u1,v) + Ao B(uz,v)
= M (S(u1),v) + A2 (S(u2),v)
= (AMS(u1) + A2S(u2),v).
Ferner ist S beschrinkt, da
allull - [[S(u)[} = B(u, S(u))
= (S(u), S(u))
= [|S(u)|?
= IS < aflu].
c) Wir zeigen, dass S(H) C H abgeschlossen ist. Dazu bemerken wir zunéchst,
dass fiir alle u € H gilt:
Bllul* < B(u,u)
= (5(u),u)
< [ISC)] - [l

= lul < %stu. (A1)
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Sei nun {u;} eine Folge in H mit S(u;) — y € H. Nun ist {S(u;)} beschrankt,
und wegen (A.J]) ist dann auch {w;} beschrinkt. Damit enthilt {u;} eine
schwach konvergente Teilfolge (die wir ebenfalls {u; } nennen) mit dem schwa-
chen Grenzwert x € H. Die Folge {S(u;)} konvergiert dann schwach gegen
S(z), und da wir den Grenzwert von {S(u;)} bereits als y kennen, wissen wir,
dass
y=S(z) € S(H)

liegen muss.

d) Wir zeigen, dass S surjektiv ist. Wenn S nicht surjektiv wére, dann gébe es

ein z € S(H)*\ {0}. Fiir dieses = gilt
0 < Blz|* < B(z,z) = (S(x),2) =0 4

e) Nach Riesz gibt es zu f genau ein w € H mit
f) = (w,v) YveH.

Da S surjektiv ist, finden wir ein u € H mit S(u) = w. Damit gilt:
fv) = (w,v)
= (S(u),v)
= B(u,v) Yv € H. O

Sobolew-R3aume

Definition A.7
Sei U C R™ offen und beschriankt. Fiir u,v € C*°(U) und k € N setze

(u, ) gr vy == Z (D%, D*v) 2y = Z /UDau(aj) - D% (x) dx,

o<k o <k

falls die Integrale existieren. Setze ferner

||U||§{k(U) o= (uvu)H’“(U) = Z ||Da“||%2(U) = ||U||%2(U)-
o<k

Definiere nun die Sobolew-Riume

H*(U) := Vervollstéindigung von {u € C=(U) | [|wll ey < 0o} bzgl. |||l gy
HE(U) := Vervollstindigung von C°(U) bzgl. 1l #2507y -
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Die so definierten H*(U), H}(U) sind separable Hilbertriume mit dem Skalarprodukt
(> )ar)-

Beispiel A.8
Es gilt HO(U) = HJ(U) = L*(U).

Bemerkung A.9
Der Raum O (U) liegt dicht in H}(U). Ferner liegt C°°(U) dicht in H*(U), falls OU
glatt ist.

Bemerkung A.10
Fiir alle u € C*°(U) und ki < ko gilt

[l gt oy < Mll e oy -

Damit besitzt die Identitét
Id: C(U) — C(U)

eine eindeutige beschrénkte lineare Fortsetzung HgQ(U ) — Hg '(U). Wir schreiben:
HP2(U) C HY(U).

Auf dieselbe Weise fassen wir H*2(U) als Teilmenge von H¥1(U) auf. Wir erhalten die
Inklusionen

L*U) = H°(U) > HYU) > H?*(U) > -~ D> C>(0)
I U U U
L(U) = H)U) > HYU) > HAU) > - > CX(U)

Bemerkung A.11

Fiir alle u € C°(U) gilt

ou
31‘2‘

< ull o @y
HF(U)

Deshalb besitzt der Ableitungsoperator

8 (&) (9]
5 1 CE(0) = CEW)
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eine eindeutige beschrinkte lineare Fortsetzung

0
o c HYPY(U) — HY(U).

Ahnlich kénnen wir den Ableitungsoperator auch zu

0

fortsetzen.

Definition A.12
Wir setzen

H~Y(U) := H}(U)* = {beschrinkte lineare Funktionale H}(U) — R}.

Bemerkung A.13
Zu f € L?(U) betrachte das lineare Funktional

Iy Hy(U) C L*(U) — R,
v (f,0) 2 w)-

Die H~'-Norm von I ¢ definieren wir einfach als Operatornorm. Dann gilt:

el -1y = sup |lp(v)|
veH} (U)

”U”HI(U):l

= sup |(f,v)2)l
veH(U)
||U||H1 (U):l

< sup  |flleewy s Mz
veH} (U)
oll g1y =1 ol g1y =1
<[ fllz2@)-
Demnach erhalten wir eine beschrinkte stetige Einbettung L*(U) — H~1(U). Wir
konnen also L?(U) als Teilmenge von H~!(U) auffassen und schreiben fortan f statt ;.
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Bemerkung A.14
Sei f € C>(U). Im Folgenden bilden wir das Supremum iiber alle v € H(U) mit
vl g1y = 1

I3, 7| (5
aﬂji H—l(U) v aﬂfz LQ(U)
= sup gg‘:f vdr

< sup (Hme(U) - 1

ov
&ci

LQ(U)>

< sup (1l 2@y - 1ol ry)
v
= | fllz2@
Der Ableitungsoperator -2 D - besitzt also eine eindeutige beschrankte lineare Fortsetzung

0
8-%'1'

Ist ferner a € C1(U) N L>®(U) und Da € L>®(U), dann ist fiir alle v wie oben:

(o 5c)
8'%'1 LQ(U

(L2(U) - HYU).

835@ ‘

da ov
f <3x,~ 3x~> d
< Hf”L2(U (llaz,vll L2y + llave, | L20r)

< ||f||L2(U (H%ZHLOO HUHL?(U) + HaHLOO(U)HU:mHL?(U))

< fllz2@wy - ¢ Ivllar @)

= chHL2(U)7
also of
a- < fllz2@w
or; H ) )

Somit besitzt auch a - % eine eindeutige beschrankte lineare Fortsetzung

0
aaxi

(LA(U) - HYU).
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Satz A.15 (Spursatz)
Sei U C R™ offen und beschrankt mit glattem Rand. Dann besitzt die Einschrinkung

C>(U) — C>®(9U),
U | oy
eine eindeutige beschrdnkte lineare Fortsetzung

T: H\(U) — L*(0U).

Der Operator T heifit Spuroperator.

Beweis. Sei Y ein glattes Vektorfeld auf U mit Y‘ gy = V duBleres Einheitsnormalenfeld.

Sei u € C*°(U). Dann gilt:
||UH%2(8U) :/ u2 dS
ou

:/ (u®-Y,v)dS
ou

= / div(u?® - Y) dx nach dem Gauf’schen Integralsatz
U

— / ((grad(u?),Y) + v*divY) dz
U

< IVl /U 12 - grad ul d + [[div Y | oo 1l 22 0

< arllull 2 @) IDull L2y + eallulZ2
< es(llull 2y + 1DulZ2r)

= calullF -

Da C*°(U) dicht in H*(U) liegt, folgt die Behauptung. O

Bemerkung A.16
Es gilt H}(U) = ker(T). Die Inklusion ,,C“ lisst sich leicht ablesen, da C°(U) dicht in
HE(U) liegt und fiir u € C°(U) gilt:

Tu:u‘aU:O.

Die andere Inklusion belassen wir hier ohne Bewelis.
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Kompakte Operatoren

Definition A.17

Seien X und Y Banachriume. Ein beschrinkter linearer Operator K : X — Y heif3t
kompakt, falls fiir jede beschrénkte Folge (x)r C X die Bildfolge (Kxy) eine in Y
konvergente Teilfolge besitzt.

Beispiel A.18
Operatoren mit endlichdimensionalem Bild sind kompakt.

Bemerkung A.19
Fiir beschréankte lineare Operatoren L : X — Y gilt:

1. Konvergiert die Folge (zj)r C X gegen = € X, so konvergiert Lz gegen Lz € Y.
2. Konvergiert x; schwach gegen x, so konvergiert Lz schwach gegen Lzx.

Fiir kompakte Operatoren folgt aus der schwachen Konvergenz bereits die herkémmliche
Konvergenz der Bildfolge:

Lemma A.20
Sei H ein Hilbertraum. Sei K : H — H kompakt. Dann ist auch K* : H — H kompakt.

Beweis. Sei (x1), C H beschriankt. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann
zp — x € ‘H. Damit ist

1K — K a]? = (K (g — 2), K (a — )
= (KK*(z — ),z — )
< [[KK*(zg — 2)|| - |og — |-
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Da (zy — x) — 0, geht auch K*(zx — x) — 0. Da K kompakt ist, folgt daraus bereits
KK*(z) —x) — 0, und da ||z — z|| beschrankt ist, erhalten wir

|K*zp — K*z||* — 0,

also K*zp — K*z. O

Satz A.21 (Eigenschaften kompakter Operatoren)
Sei H ein Hilbertraum. Sei K : H — H kompakt. Dann gilt:

1. dim (ker(Id +K)) < oo;
(Id+K)(H) ist abgeschlossen in H;
im(Id +K) = ker(Id + K*)*;

ker(Id+K) = {0} genau dann, wenn im(Id +K) = H;

v o

dim (ker(Id +K)) = dim (ker(Id +K*)).

Bemerkung A.22 (Fredholm-Alternative)

Satz [A.21)/ 14sst sich wie folgt umformulieren: Entweder besitzt u + Ku = f fiir jedes
f € H eine Losung, oder die zugehorige homogene Gleichung v + Ku = 0 besitzt eine
nichttriviale Losung. Damit vermittelt [A.2T]/4 zwischen Eindeutigkeits- und Existenz-
aussagen.

Satz A.23 (Rellich-Kondrakov)
Sei U C R"™ offen und beschrankt mit glattem Rand. Sei k € Ng. Dann ist die Einbet-

tung
H"\(U) — H*U)

kompakt.
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Satz A.24 (Sobolew, Rellich-Kondrakov)
Sei U C R"™ offen und beschrdnkt mit glattem Rand. Dann ldsst sich die Identitdt auf

C>(U) in eindeutiger Weise zu einer beschrinkten Einbettung
B U) = - (@)

fortsetzen. Diese Einbettung ist kompakt.

Bemerkung A.25
Die beschrinkte Einbettbarkeit in Satz [A.24] ist dquivalent zur Abschitzung

ell 1311y < C - Nullpnoy V€ C(D),

wobei die C*-Norm definiert ist durch

lulleew) = ‘Iglfg;sgp\D%\-

Definition A.26
Sei ‘H ein K-Hilbertraum, K € {R,C}. Sei A : X — H ein beschréinkter linearer
Operator. Dann heif3t

op(A) ={AeK|TueH\{0}: Au= Iu}
das Punktspektrum,
p(A):={AeK|A—MNId:H — H ist bijektiv}
die Resolventenmenge und
o(A) :=H\ p(4)

das Spektrum von A.
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Bemerkung A.27

Offensichtlich gilt 0,(A) C o(A) fiir jedes A. Ist dimH < oo, so gilt sogar 0,(A) = o(A).
Fiir dim ‘H = oo ist jedoch das Punktspektrum im Allgemeinen eine echte Teilmenge des
Spektrums.

Beispiel A.28

Sei H = 2. Der Operator A : /2 — (2 sei durch A(e;) = e;11 gegeben. Dieser Operator
ist beschrénkt, linear und injektiv, aber nicht surjektiv. Damit ist 0 € o(A). Wie man
leicht sieht, liegt 0 hingegen nicht in o, (A).

Satz A.29
Sei H ein Hilbertraum mit dimH = oo. Sei K : H — H kompakt. Dann gilt:

1. 0 € 0(K);
2. o(K)\ {0} = 0p(K) \ {0};

3. Entweder ist #0(K) < oo, oder o(K) \ {0} = {\x | k € N} mit A\ LN

Bewess.
zu 1. Wire 0 € p(K), so wire K bijektiv. Damit wire K~! : H{ — H beschrinkt und

linear, weshalb wiederum die Identitit Id = K o K ! kompakt sein miisste — ist
sie aber nicht. 4

zu 2. Sei A # 0, A & op(K). Wir wollen zeigen, dass A € p(K). Wegen A & o,(K) ist
ker(K — A1d) = {0}, also ist K — AId : H — H injektiv. Wir schreiben

K—-Ald=-X (Id—%K)
und sehen nun auch, dass Id —} K injektiv ist. Wegen Satz[A2T)/@ist Id —+ K (und
damit auch K — AId) auch surjektiv. v/

zu 3. Sei o(K) unendlich. Seien Ay € o(K) \ {0} paarweise verschieden mit
A = A € KU {oo}. Wir wollen zeigen, dass A = 0 sein muss.

Da Spektrum und Punktspektrum (bis auf die 0) identisch sind, finden wir fiir alle
kein vy, € H \ {0} mit Kvg = Agvg. Diese vy sind linear unabhiingig, da sie zu
verschiedenen Eigenwerten geh6ren. Setze nun

Hy, := span{vy, ..., v} C H.
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Da die v, zu paarweise verschiedenen Eigenwerten gehoren, sind sie linear un-
abhéngig; und deshalb ist H; C Hjyq fiir alle k. Fiir v = 2?21 ajvj € Hy, k> 2
gilt

k—1
(K = M Id)w = ag(K = A Td)og + > i (K — M\ Id)o;
j=1
k—1
= Oéj(K — A Id)?}j € Hp_1,
j=1 —~

EHi_1

da die v; Eigenvektoren von K sind. Wéhle nun zu jedem k ein uj € Hj mit
llugll = 1, up L Hy_y. Fiir I < k gilt dann

' Ku Kuy; H Kuy, — Apuy, Ku; — A\, ‘
N, = - + up —
Ech—l EHl_lcﬂk_l EHé‘_l EHLCHk_l
> |ugl]
=L (A.2)

Wire nun A # 0, so gébe es ein € > 0, so dass fiir alle k£ € N gélte: |\x| > €. Damit
wére dann
Uk

< L =L
—|Jug] = —.
Ml T € K €

Da K jedoch kompakt ist, miisste eine Teilfolge von <I§Zk ) i konvergent und damit

eine Cauchy-Folge sein. Gleichung (A.2) hingegen sagt uns, dass es keine Cauchy-
Folge sein kann. Demnach muss A = 0 sein.

Da jede tiberabzihlbare Folge auch iiberabzihlbar viele Haufungspunkte besitzt,
wéhrend jede Folge von Figenwerten A lediglich den Haufungspunkt 0 hat, kann
es nur abzéhlbar viele Eigenwerte geben.
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