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Kapitel 1
Supermannigfaltigkeiten

Folgender kleiner Dialog zwischen dem Physiker P und dem Mathematiker M moge
die Betrachtung nichtkommutativer Strukturen motivieren:

P: Ein einfaches Modell fiir Fermionen ist gegeben durch die Lagrangefunktion

L) = / S(B)p(t) di

R
fiir glatte Funktionen ¢ auf R mit kompaktem Tréger.
M: Aber

und daher

fiir alle . Das ergibt doch keinen Sinn!

P: Doch, denn ¢ ist hier antikommutierende Variable, d.h.

P = —Pp
und daher
., 1d
PP # 5 ¥

Was damit gemeint ist, wollen wir verstehen. Die zu Grunde liegende mathematische
Struktur ist die einer Supermannigfaltigkeit, einem Raum mit der mildesten Form
von Nichtkommutativitét.

1.1 Superalgebra

Konvention. Alle Vektorrdume haben, sofern nichts anderes gesagt wird, K = R
oder K = C als Grundkérper. Mit Zs = {0, 1} bezeichnen wir den Korper mit zwei
Elementen.
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1.1.1 Definition. Ein K-Vektorraum V' zusammen mit einer Zerlegung V = Vo GV;
heifit Supervektorraum (oder Zs-graduierter Vektorraum). Die Parititsfunktion ist
die Funktion

p: (VouWi) —{0} — Zs, p(v) =i fiir v e V.
Die Elemente von Vi U V4 heiflen homogen.
Konstruktionen. Seien V und W Supervektorrdume.

1) V@ W erbt eine Supervektorraumstruktur vermoge
VeWw),,=V,eW,;
2) V ® W wird zu einem Supervektorraum durch
VeWw) = VoW
i=j+k

3) Eine lineare Abbildung ¢ : V. — W heifit gerade, falls p(V;) € W;, und
ungerade, falls (V) C Wiy1. Setze

Hom(V,W)o :={¢: V — W gerade},
Hom(V, W)y := {¢: V — W ungerade}.

Dies macht Hom(V, W) = Hom(V, W) @ Hom(V, W), zu einem Supervektor-

raum.

1.1.2 Definition. Eine assoziative Superalgebra A ist ein Supervektorraum, der
gleichzeitig ein assoziativer Ring ist (mit der selben Addition), so dass die Multi-
plikation A x A — A, (a,b) — a - b, gerade ist, d.h. A; - A; C A,; erfiillt, und fur
alle a,b € A und alle A, 1 aus dem Grundkorper gilt (Aa) - (ub) = Ap(a - b).

Besitzt die Algebra ein Einselement, so ist insbesondere p(1) = 0.

1.1.3 Beispiel. 1) A = C ist eine assoziative Superalgebra iiber K = R mit
AO =R und A1 =1R.

2) Sei U ein K-Vektorraum (nicht super). Dann ist die Grafimann-Algebra defi-

niert durch
AU = @PAtU
k>0

mit A als Multiplikation. Durch
(A*U), = P AT,
Jj=0

(AU), = @ Aa¥Hu,

Jj=0
wird A*U zu einer assoziativen Superalgebra.

1.1.4 Definition. Sei A eine assoziative Superalgebra. Der Superkommutator ist
fiir homogene Elemente a, b € A definiert durch

[a,b] = ab — (—1)P@PO) pg

und wird durch Bilinearitét auf ganz A x A fortgesetzt. Die Superalgebra A heifit
superkommutativ (oder graduiert kommutativ), falls [a,b] = 0 fiir alle a,b € A.
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Von den Beispielen ist die Grafimann-Algebra superkommutativ, A = C dagegen
K = R nicht. In jeder superkommutativen Superalgebra A gilt namlich fiir alle
ungeraden Elemente a € Ajy:

2

= =0.
@ =3 [a, a]
Jede assoziative Algebra A iiber K kann zu einer assoziativen Superalgebra iiber K
gemacht werden, indem man Ay := A und A; := {0} setzt. Sie wird genau dann

superkommutativ, wenn sie im iiblichen Sinne kommutativ ist.

1.1.5 Definition. Sei A eine assoziative Superalgebra mit 1 iiber K und M ein
Supervektorraum iiber K. Sei - : A x M — M, (a,m) — a - m, eine Abbildung, so
dass fiir alle a,b € A,m,n € M und k € K gilt

1) (a+b)-m=a-m+b-m

2) a-(b-m)=1(a-b)-m
3)a-(m+n)=a-m+b-n
4) 1-m=m

5) a-(km) =k(a-m)

6) Az MjCMlJrj

Dann heifit (M,-) ein A-Links-Supermodul. Analog definiert man A-Rechts-
Supermoduln.

1.1.6 Ubung. Sei A superkommutative Superalgebra und sei M ein A-Links-
Supermodul. Zeige, dass durch

m-a = (=1)P@Pm) g .m

fiir homogene a € A und m € M eine A-Rechts-Supermodulstruktur auf M definiert
wird. Lediglich Axiom (2) erfordert eine kleine Rechnung. (Beachte, dass A als
superkommutativ vorausgesetzt wird.)

1.1.7 Definition. Sei A eine superkommutative Superalgebra und seien M, N A-
Links-Supermoduln. Eine homogene (d.h. gerade oder ungerade) K-lineare Abbil-
dung ¢ : M — N heifit graduiert linear tiber A, falls fiir alle homogenen a € A und
m € M gilt

plam) = (~1)) ap(m)

Eine inhomogene K-lineare Abbildung ¢ : M — N heifit graduiert linear, falls ihre
homogenen Bestandteile es sind.

1.1.8 Notation. Sind M, N A-Links-Supermoduln, so bezeichne
Homy (M, N) :={p: M — N|p graduiert linear},
Enda (M) := Homa (M, M).
1.1.9 Beispiel. Ist b € A fest, so ist
Ly:M— M, Ly(m)=0bm
eine graduiert lineare Abbildung. Denn ist b homogen, so auch L, und p(Ly) = p(b):

Ly(am) = b(am) = (b- a)m = (=1)POP@) (¢ . bym = (=1)P@DP®) g (bm)
- (,1)p(a)p(b)aLb(m),
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1.1.10 Definition. Sei A eine superkommutative Superalgebra. Ein A-Links-

Supermodul heif3t frei vom Rang r|s diber A, falls M eine A-Basis ey, ..., e,ts besitzt
mit ey,...,e, € My und €,41,...,e,+5s € M;. Eine solche A-Basis nennen wir an-
gepasst . Dass ey, ..., e.45 eine A-Basis bilden, bedeutet, dass es zu jedem x € M

eindeutige a',...,a" " € A gibt mit

r+s

=Y e
xr = ae].
j=1

1.1.11 Proposition. Der Rang r|s eines freien A-Supermoduls ist eindeutig defi-
niert und hdngt nicht ab von der Wahl der angepassten Basis.

Beweis siche [ConGro, S. 14f]. ]

Seien M und N freie A-Links-Supermoduln vom Rang m|n bzw. r|s, sei ¢ : M — N
graduiert linear. Dann ist bzgl. der zugehorigen A-Rechts-Supermodulstrukturen die
Abbildung ¢ im iiblichen Sinn linear, denn

¢ (ma) = (=1)PUP@  Gam)
= (- 1)p(m)p(a)+p(¢)p(a) ap(m)
(—1)Pmp(a)+p(e)p(a)+p(a)p(e(m)

= p(m)a,

da p(p(m)) = p(p) + p(m).
Seien nun ey, ..., €miyn bzw. f1,..., fr4s angepasste Basen von M bzw. N. Definiere

a} € A durch

p(m)a

r+s
ej) = g fiaj
i=1
m-+n r+s
Schreibe z € M in der Form x = E €J$J und p(x E fiyt. Dann gilt
j=1 =1
m—+n m+n r+s m-+n
(z) = E wlej)x! = E g fiasx? also y' = E a;x’ .
j=1 j=1 i=1 j=1
In Matrixschreibweise
1 1 1 1
Y aj U Amin x
yTJrs a71“+5 . a:ntfn :L.ern

Also wird ¢ bzgl. der gewihlten angepassten Basen und der Rechtskoordinaten y°
und 7 wie bei der klassischen linearen Algebra durch die Matrix

1 1
al .« o am+n
Loo | Loy }7“
L = : : =
r+s r+s LlO Lll }5
al “ e am+n
m n

dargestellt. Fiir homogenes ¢ haben alle Eintrige von L;; die Paritdt i + j + p(p).
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Somit ist es sinnvoll, eine Matrix in Blockform

L L
7 — o0 Lo
Ly Lu
homogen mit der Paritit p(L) zu nennen, falls die Elemente in L;; Paritét i+j+p(L)
haben. Die Menge aller dieser Blockmatrizen bezeichnen wir mit

Mat 4 (m|n, r|s)
und falls m = r und n = s auch mit

Mat 4 (m|n)

1.1.12 Bemerkung. Mats(m|n,r|s) erbt von Homyu(M,N) eine A-Links-
Supermodulstruktur, wobei

aLoo aLoy
al =
(—I)P(a)aLlo (_1)p(a)aL11
denn

r+s . r+s '
a - e:) = a-fi-at= _ 5 . a-al.
(a-@)es) =Y a-firah=> (~1plorty ;

i=1 i=1

1.1.13 Definition. Fiir eine homogene Matrix L € Mat4(m|n) definieren wir die
Superspur durch

Str(L) := tr(Lgo) — (—1)P5) tr(Lyy).
Fiir beliebige Matrix L € Mat 4(m|n) schreiben wir L = Ly + L_ mit homogenen
L4 und wir setzen

Str(L) := Str(Ly) + Str(L_).

1.1.14 Proposition. Sei A eine superkommutative Superalgebra. Die Superspur
verschwindet auf Superkommutatoren, d.h. fiir K, L € Mata(r|s) gilt

Str([K, L]) = 0.
Beweis. Es geniigt, homogene K, L € Mat4(r|s) zu betrachten.

Str([K, L])

KooLoo + Ko1L1o +

*
—(=1)PEPE) (Loo Koo + Loi K1o)

= Str
KioLo1 + Ki1L11 +

* ‘ —(=1)PFOPE)N (L1 Koy + L11 Ki1)
= tr(KooLoo — (—1)p(K)p(L)L00K00)
+tr(Ko1 Lig — (—1)PEOPEIFPEL 1 (101
+ tr((fl)p(K)P(L)JrlLOle _ (*l)p(KL)KloLm)
_(_1)p(KL) tr(K11 L1y — (—1)p(K)p(L)L11K11)
Nun gilt
tr(KooLoo — (_1)p(K)p(L)LOOKOO) _ i (kfl; _ (_1)P(kf)p(l§)l§kg ) =0.

3,j=1 .
=k! l%, da A superkomm.

Analog sieht man, dass die anderen drei Spuren ebenfalls verschwinden. O
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1.1.15 Definition. Sei A eine superkommutative Superalgebra und sei M ein frei-
er A-Links-Supermodul vom Rang r|s. Ist ¢ € End (M), so definieren wir die
Superspur von ¢ durch

Str(yp) := Str(L),

wobei L die darstellende Matrix von ¢ bzgl. einer angepassten Basis sei.

1.1.16 Proposition. Die Superspur von ¢ € End (M) ist wohldefiniert, d.h. un-
abhdngig von der Wahl der angepassten Basis.

Str: Enda(M) — A

ist A-linear (d.h. graduiert linear mit p(Str) = 0). Ferner gilt fir alle o, ¥ €
Ends(M):

Str([ip, ) = 0.
Beweis.
a) Seien eq,...,e,45 und €1,..., €4, angepasste Basen und L bzw. L die zu-
gehorigen darstellenden Matrizen von ¢.

r+s
Schreibe €; = Z eit;, t € A, und setze T := (t}) € Mat 4(r]s).
i=1

Da beide Basen angepasst sind, ist 7" eine gerade Matrix.

Einerseits gilt

und andererseits

also ist TL = LT.

Da man analog e; durch die €; ausdriicken kann, ist T" invertierbar und daher
L =T7'LT. Es folgt

Str(L) = Str(T7'LT) = Str (TT'L  + [T7'L,T] )
——

Superkommutator
= Kommutator,

da p(T) =0

= Str(L).
Also ist Str(L) wohldefiniert.
b) Die Additivitdt von Str ist klar. Weiterhin gilt:
aLogo aLoy
St = Str(aL) = St

r(a<P) I'((l ) T <(_1)p(“)aL10 (_1)p(a)aL11>

= tr(aLoo) — (—~1)PD tr ((=1)P@aLy;)
= atr(Log) — (—1)PPatr(Liy)
= aStr(L).
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c¢) Str([p,]) = 0 ist klar wegen Proposition 1.1.14.

O
Sei A = Ay @ A; eine superkommutative Superalgebra und sei (A1) das von A;
erzeute beidseitige Ideal in A, d.h.

<A1> = {Zajbjcj | bj S Al, aj;c; € A}
J

Dann ist A := A/<A1> eine kommutative Algebra.

1.1.17 Beispiel. Wir betrachten wieder die Gramann-Algebra

A= AK", Ao = P AYK", A = P AYTK"
j=0 j=0
= (Ar) = @D A*K"
k>1
= A=ANK"=K

1.1.18 Lemma. Alle Elemente x € (A1) sind nilpotent, d.h. es existiert einm € N,
so dass z" = 0.
Alle Matrizen L € Mat4(r|s), deren Eintrdge in (A1) liegen, sind nilpotent.

Beweis.

m
a) Schreibe z € (A4;) in der Form z = Zajbjcj, b; € Ay und aj, ¢; € A, wobei
=1
a; und ¢; als homogen angenommen werden kénnen.

Nach Ausmultiplizieren von ™! muss in jedem Summanden mindestens ein
b; doppelt auftreten, d.h. alle Summanden sind von der Form db;d2b;d3 mit
homogenen di, do, ds.

Nun gilt:  dibjdabjds = +dy b dads = 0.
~—
=0
b) Gilt a] € (A;) fiir alle Eintriige von L € Mata(r|s), so existiert nach a) ein
N € N, so dass (a])N =0 fiir alle i, j.
In LO+°N tritt in jedem Eintrag wenigstens ein a{ mindestens N-mal auf.
Also L +9°N =0,

1.1.19 Notation. 7: A — A, a+— a+ (A1), sei die kanonische Projektion.

1.1.20 Satz. Eine Matriz L € Mat z(r|s) ist genau dann invertierbar, wenn w(L) €
Mat 4(r + s) invertierbar ist.

Man beachte, dass man in der kommutativen Algebra Mat 4(r+s) den gewéhnlichen
Determinatenbegriff zur Verfiigung hat. Auf ganz Mat 4(r|s) steht dieser nicht zur
Verfiigung.

Bewets.

»=“: Klar: Sei L € Mat 4(r|s) invertierbar mit Rechtsinversem K € Mat 4(r|s).
LK =1€eMata(rls) = w(L)n(K)=1¢€ Mata(r+s).
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,<=“ m(L) € Mata(r + s) besitze ein Rechtsinverses. Dann exisiert ein K €
Mat 4 (r|s), so dass m(L)7(K) =1 € Mat4(r + s).

Fir B := 1 — LK € Maty(r|s) gilt dann 7(B) = 0, d.h. B hat Eintrige
in (A1). Aus Lemma 1.1.18 folgt, dass ein n € N existiert, so dass B" = 0.
Damit:

LK(1+B+ ---+B"Y)Y=1-B)(1+B+---+B")=1-B"=1.
Also ist K(1+ B+ ---+ B"™!) Rechtsinverses von L.
Analog konstruiert man das Linksinverse von L.
O
Loo Lo
Ly Ln

L genau dann invertierbar, wenn Loy € Mat 4, (r) und L1 € Mata,(s) invertierbar
sind.

1.1.21 Korollar. Sei L = < > € Mat(r|s) eine gerade Matriz. Dann ist

Beweis.

L L L 0
L invertierbar <2 m(L) = <7T( 00) 01)) = (W( 00) ) invertierbar

0 7T(L1 1 )

L

1'<1:'2>0 o 0 invertierbar
0 Ln

<= Lgg, L11 invertierbar

1.1.22 Definition. Die Gruppe der geraden invertierbaren Matrizen
GLa(r|s) := {L € Mata(r|s) |p(L) = 0 und L ist invertierbar }

heifit allgemeine lineare Supergruppe vom Rang r|s.
Fiir L € GL4(r|s) heifit

Sdet(L) = det(LOO — LOlLfllLlo) . det(Lfll) € Ay
Superdeterminante oder auch Berezin-Determinante von L.

1.1.23 Satz. Die Superdeterminante
Sdet : GL4(r|s) — A = GL4(1]0)
ist ein Gruppenhomomorphismus in die Einheitengruppe Aj von Ap.

Beweisskizze. Direkt aus der Definition folgt, dass Sdet(1) = 1. Zu zeigen ist
nur, dass Sdet(K) - Sdet(L) = Sdet(K L) fir alle K und L, denn dann folgt mit
Sdet(1pat) = Sdet (K K1) = Sdet(K) - Sdet(K ~1), dass Sdet invertierbar ist in Ag
mit Sdet(K)~! = Sdet(K1).

Definiere

G :={L € GL4(r|s)| Sdet(K L) = Sdet(K) - Sdet(L) fiir alle K € GLa(r|s)}.
Dann wollen wir G = GL 4(r|s) zeigen. Dies folgt aus:

a) G C GL4(r|s) ist Untergruppe.
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b) G enthilt alle Matrizen der Formen

1 0 Lo O 1 Lo
Lip 1) 0 L)’ o 1)/’

wobei Lg; hochstens ein nichttriviales Element enthalte.
c) Diese Matrizen erzeugen GL 4(r|s).
Fiir die Details siche [Manin, S.166f]. B

1.1.24 Definition. Ein Supervektorraum g mit einer bilinearen Abbildung [-, -] :
g X g — g heilt Lie-Superalgebra, falls fiir alle homogenen Elemente a, b, ¢ € g gilt:

1) Antisymmetrie: [a,b] = —(—1)P(@P®)[p q]
2) Jacobi-Identitdt:
[a’a [ba C]] + (71)p(a)(p(b)+p(c))[b, [Ca a]] + (71)p(c)(p(a)+p(b))[c, [a’a b]] =0
1.1.25 Ubung. Sei A eine assoziative Superalgebra. Zeige, dass A mit dem Super-
kommutator aus Definition 1.1.4 eine Lie-Superalgebra definiert.

1.1.26 Ubung. Sei M ecine differenzierbare Mannigfaltigkeit, X ein nichttriviales
glattes Vektorfeld auf M. Betrachte folgende Operatoren auf den Differentialformen:

1) duBere Ableitung: d
2) Kontraktion mit X: ¢x
3) Lie-Ableitung nach X: Lx

Setze Ag := R-Lx, A1 ;= R-dPd R - 1x. Zeige, dass A = Ay ® A; mit dem
Superkommutator eine 3-dimensionale reelle Lie-Superalgebra definiert.

Sei A eine superkommutative Superalgebra und M ein A-Links—Supermodul. Dann
bildet der Dualraum

M* :={p: M — A|p graduiert linear}

wieder einen A-Links-Supermodul.
Ist NV ein weiterer A-Links-Supermodul und ¢ : M — N graduiert linear, so definiere
die Adjungierte

Pr N = MY, ot (x) = (—1)PPPNx 0

fir homogene ¢, x. Die Definition fiir beliebige ¢ und x erh&lt man wieder durch
bilineare Fortsetzung.
Wird ¢ vermoge angepasster Basen ey, ..., enqyn und fi, ..., fr4s durch die Super-

matrix
L L
L=7" 7% e Mata(mln,r|s)
Lig L1

dargestellt, so wird ¢* bzgl. der dualen Basen e7,..., e}, und ff,..., f ,, d.h
ef(e;) = 0i; = f(f;), dargestellt durch

Lst _ LBO (_1)p(L)+1L§O
(=" Ly Ly ’
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die Supertransponierte von L. Hieraus folgt im Fall m = r, n = s direkt:
Str(¢*) = Str(L*") = Str(L) = Str(p)
und

Sdet( LSt = det
= det

(Loo — “”“Lt o(Li) TH(=1)PPILE,) - det ((LE) ™)
(Lo JFL ) LGy) - det ((L31)")

— det (Loo — ((L11 ) L)) Lio) - det (L)

= det(Loo — Lo1 Li7 L1o) - det(Li7")

= Sdet(L)

Beachte bei dieser Rechnung, dass (BC)! = (—1)PBPCCtB fiir homogene Ma-
trizen B, C € Mat4(r]s).

1.2 Garbentheorie

1.2.1 Definition. Sei X ein topologischer Raum und 7x die Topologie von X, d.h.
die Menge der offenen Teilmengen von X.
Eine Garbe G auf X ordnet jedem U € Tx ein Objekt G(U) und jedem Paar U,
V € Tx mit U C V einen Morphismus gp,y : G(V) — G(U) wie in untenstehender
Tabelle zu, so dass fir alle U, V, W, U, € Tx mit U C V C W und U U,=U
acA

gilt:

1) ov,v = idg)

2) ouw = ou,v °ov,w

3) Lokale Bestimmtheit:
Sind f, g € G(U) mit oy, v(f) = ov,.v(g) fir alle « € A, soist f =g.

4) Zusammenkleben:

Sind fo € G(Uyn) vorgegeben mit oy, nu,,v. (fa) = 0v.nu,,u,(fp) fiir alle
a, f € A, dann existiert f € G(U) mit ou, v(f) = fo fir alle a € A.

G Garbe von G(U) G | ouv:G(V)—GU)
abelschen Gruppen abelsche Gruppe {0} | Gruppenhomomorphismus
R-Moduln R-Modul {0} | Modulhomomorphismus
(R fester Ring)

Ringen Ring {0} | Ringhomomorphismus
K-Algebren K-Algebra {0} | K-Algebrenhomom.

(K fester Korper)
K-Algebren mit 1 K-Algebren mit | {0} | K-Algebrenhomom. mit

(K fester Korper) Eins 1y (# Oy, es ovv(ly) =1y

sei denn U = 0))
A-Moduln A-Modul {0} | A-Modulhomomorphismus
(A feste Algebra)
F-Moduln (F Garbe | F(U)-Modul {0} | additiv mit of (a - m) =
von Algebren) Q‘[jv(a’) . ng (m)
Idealen in F (F Gar- | Ideale in F(U) {0} | ety = elvlon

be von Ringen)
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1.2.2 Beispiel. 1) Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, G = C%,
GU) =Cc%U) = CU) = {f : U — R|f stetig} mit op,v : C(V) —
CU), ouv(f) = flu (die Restriktion von f auf U) ist eine Garbe von
R-Algebren mit 1.

2) X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, G = (¥, GU) =
C>(U), ovv(f)= flu,ist eine Garbe von R-Algebren mit 1.

3) X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, E — X ein Vektorbiindel,
G(U) := C>(U, E) := { glatte Schnitte von E|y — U}, ovv(f) = flu.
G ist eine Garbe von F-Moduln, wobei F die Garbe der glatten Funktionen
ist.

4) X eine komplexe Mannigfaltigkeit, G(U) = O(U) = {f : U — C holomorph},
ouv(f) = flu, ist eine Garbe von C-Algebren mit 1.

5) X ein topologischer Raum, Y C X abgeschlossen.
F(U) =C(U) ist eine Garbe von Ringen und
G(U)={f:U — R stetig | fluny = 0} ist eine Garbe von Idealen in F.

1.2.3 Definition. Sei G eine Garbe auf X und p € X. Dann ist der Halm von G

tiber p definiert durch .
Gp = ( U Q(U))/N

UeTyx
peU

wobei G(Uy) 3 f ~ g € G(Uz) genau dann, wenn
U3 € Tx mit p € Uz C Uy N Us, so dass ou,,u, (f) = ous,v, (9)-
Die Restklasse [f], von f in G, heifit Keim von f in p.

Der Halm G, erbt die algebraische Struktur der Garbe. Ist G z.B. eine Garbe abel-
scher Gruppen, so wird vermoge

[flp +1glp == [f + glp

G, auch zu einer abelschen Gruppe. Man iiberpriife die Wohldefiniertheit dieser
Addition!

1.2.4 Definition. Sei X ein topologischer Raum, seien F und G Garben auf X
(vom selben algebraischen Typ). Ein Garbenhomomorphismus ¥ : F — G ordnet
jedem U € Tx einen Morphismus Uy @ F(U) — G(U) zu, so dass fir U, V € Tx
mit U C V das Diagramm

F
ou,v

F(V) —— F({)

w | [

Qg,v
g(v) g()
kommutiert. Hieraus sieht man leicht, dass fiir alle p € X ein Homomorphismus ¥,
auf den Halmen induziert wird:

Uy Fp = Gy, U, ([f]p) = [\PU(f)}p'

1.2.5 Beispiel. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, 7 = G = C$. Sei &
ein glattes Vektorfeld auf X. Definiere ¥ durch ¥y (f) := d¢f.

Dann ist ¥ ein Garbenhomomorphismus von Garben von R-Vektorrdumen, aber
nicht von Garben reller Algebren, da J¢(fg) # O¢f - Ocg.
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1.2.6 Definition. Ein K-geringter Raum besteht aus einem topologischen Raum
X, einer Garbe G von K-Algebren auf X sowie K-Algebrenhomomorphismen

vy Gp = K fiir alle p € X.

Dann heifit G die Strukturgarbe des K-geringten Raumes und vy, heiit der Wert an
der Stelle p. Schreibe auch vg , um den Bezug zur Strukturgarbe zu verdeutlichen.
Sind alle G(U) Superalgebren und die Einschrinkungsmorphismen gerade, so heifit
der K-geringten Raum auch K-supergeringter Raum.

1.2.7 Beispiel. 1) (K =R) X ein topologischer Raum, G = C%, v, ([f],) = f(p)
2) (K =R) X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, G = C5¢, v, ([f],) = f(p)
3) (K= C) X komplexe Mannigfaltigkeit, G = O, v,([f],) = f(p)

1.2.8 Definition. Ein K-geringter Raum heifit lokal, falls fiir alle p € X
m, = kerv,
das einzige maximale Ideal in G, ist.

1.2.9 Bemerkung. Die K-geringten Rdume aus Beispiel (1.2.7) sind lokal.

Wir zeigen dies fiir X ein topologischer Raum mit G = C%.

m,, ist ein Ideal in G, und m, & G,,.

Sei m & G, ein Ideal in G,,. Zu zeigen: m C m,,.

Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann existiert ein [f], € m mit f(p) # 0,
f € C(U). Da f stetig ist, existiert eine offene Umgebung U’ C U von p, so dass
f#0auf U’

1

= — e CcU)

flo
= Ul =Uloh [75] =
= [f]p invertierbar in G,

Fiir jedes [g], € G, gilt dann aber [g], = [g],[f],'[f], € m, dh. m = G,. Wider-
spruch!

1.2.10 Bemerkung. Ist (X, G, v) ein lokaler K-geringter Raum, so ist v durch G
eindeutig bestimmt. Denn sind v und w Auswertungsabbildungen, so gilt wegen der
Eindeutigkeit des maximalen Ideals m, = kerv, = kerw,,. Also induzieren v, und
wy, Isomorphismen

gp/mp i) K

Demnach existiert ein A € K — {0} mit v, = Aw,, aber wegen Aw,(1) = vp(1)
1 =wp(1), ist A =1 und also v, = w,

ol

Seien X, Y topologische Raume, ¢ : X — Y stetig. Sei G eine Garbe auf X. Wir
setzen fiir U € Ty
(9 (U) =G~ (U))

und fir U,V €7y mit U CV

<G ._ G
QU T Qo)1 (V)"

Man sieht leicht, dass hierdurch eine Garbe auf Y definiert wird.
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1.2.11 Definition. Wir nennen ¢, G mit gf.*g die Bildgarbe von G unter ¢.

1.2.12 Definition. Sei F eine Garbe auf X, G eine Garbe auf Y (vom selben
algebraischen Typ). Ein Garbenmorphismus

(0, ¥) - (X, F) = (V,9)

besteht aus einer stetigen Abbildung ¢ : X — Y und einem Garbenhomomorphis-
mus ¥ :G — @, F.

Sind (p1,¥4) : (X, F) — (Y,G) und (p2, V) : (Y,G) — (Z,H) Garbenmorphismen,
so ist die Komposition der Garbenmorphismen

(90’ \II) = (9027\112> o (‘Pla\Pl) : (ij:) - (ZvH)

gegeben durch ¢ = @0 und Uy = ‘Ill,wgl(Z’) oWy z fiir Z' C Z offen. Ein
Garbenmorphismus (¢, ¥) : (X,F) — (Y,G) heiit Isomorphismus, wenn es einen
Garbenmorphismus (¢, ¥’) : (Y,G) — (X, F) gibt mit (¢',¥’') o (¢, ¥) = (id,id)
und (¢, ¥) o (¢, ¥') = (id,id). Wir nennen (¢, ¥)~! := (¢’, ¥’) dann auch den
inversen Garbenmorphismus.

1.2.13 Beispiel. 1) Sei ¢ : X — Y eine stetige Abbildung, F = C} und G =
CY.Ist U € Ty, f € C(U), dann ist

fopeCle™'(U)) = (p.F)U).

Durch
Yy :G(U) = (e F)U), frfop,
wird ein Garbenhomomorphismus G — ¢, F definiert.

Dann ist (p, ¥) : (X,C%) — (Y,CY) ein Garbenmorphismus.

2) Seien X und Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten, ¢ : X — Y eine glatte
Abbildung. Es bezeichne

0% die Garbe der glatten k-Formen auf X,
QF  die Garbe der glatten k-Formen auf V.

Das Zuriickziehen (pull-back) von Formen liefert einen Garbenhomomorphis-

mus
v Q’{, — go*Q];(.

Dann ist (p, ¥) : (X, Q%) — (Y, Q%) ein Garbenmorphismus.
Seien (X, F) und (Y, G) topologische Rdume mit Garben von Ringen. Fiir U € Tx

setze
Mor(U) := {(¢,¥) : (U, Flv) — (Y,G) Garbenmorphismus},

wobei F|y die eingeschrinkte Garbe ist, d.h. fiir U’ € Ty ist
_7_-
(Fl)U)=FU")  wd 6 = ol -
Fiir Uy, U € Tx mit U; C U konstruieren wir eine , Einschréankung*
puy,u : Mor(U) — Mor(U), pu, v (e, ¥) = (¢1, V1)

durch
P1 = 50|U1
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und fiir V € Ty
o F
Y1y = Qo1 (vynune-1(v) © ¥V

Wy

gv) = elFlu)V) = (Flu)le (V) = Fle 1 (V)
\Pl,Vl lgffl(vmul,wfl(m

1 (Flo) (V) = (Flo) (@1 (V) = Fler H(V)) = F(e™ (V)N lh)
Dann ist tatséchlich (¢1, 1) € Mor(Uy ).

1.2.14 Ubung. Zeige, dass Mor mit (... eine Garbe von Ringen auf X ist.

1.2.15 Definition. Ein Morphismus K-geringter Riume (X, F,v), (Y,G,w) ist ein
Morphismus
(0, ) : (X, F) — (Y, 0)

der zugrundeliegenden Garben, so dass fiir alle p € X das Diagramm

[f]t,a(p) —— [\IIU(f)]p
m m

\IIP
gw(p) > Fp

ww(p)\‘ Up
K

kommutiert, wobei f € G(U) fiir eine offene Umgebung U von ¢(p) in Y und

u(f) € (e F)U) = F ' (U)).

offene Umg.
von p

1.2.16 Lemma. Sei (p,¥) : (X, F,v) — (Y,G,w) ein Morphismus K-geringter
Réume und setp € X.

Dann erhilt die auf den Halmen induzierte Abbildung V,, : G,y — Fp die Kerne
der Auswertungsabbildung, d.h.

ker wy,(p) = \Il;1 (kervp).

Beweis.

»D% Sel [flyp) € Uyt (kerwy), d.h.

0 =vp¥p([flom) = W) ([flow)-

Also ist [f],p) € kerwy -

»C“: Sei [flop) € kerwy(p), d.h.

0 = woep) ((flem) = o (Tp([flow))-

Also ist W, ([f]p(p)) € kerv, und somit [f],,) € ¥, (kervy) .

1.2.17 Bemerkung. Der Beweis zeigt auch, dass
U, (ker wy () C ker vy,

Die umgekehrte Inklusion gilt im Allgemeinen nicht. Dazu betrachte:
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1.2.18 Beispiel. Sei X =Y eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, ¢ = id,

dim X

F=0% dh FU) = @ QF(U), mit Auswertungsmorphismus v,
k=0

G = C¥, mit Auswertungsmorphismus w,

¥ die Einbettung Q% =C¥ — Q% C Q%,

vp(wo + w1 + ... ) = wo(p), wobei w; € QY(U).

Dann ist ker v, = kerw, @ Q}(ﬁp @ Qg(yp -

1.2.19 Definition. Sei (X,G,v) ein K-geringter Raum, sei U € Tx. Dann heifit
(U,Glu,v| y g,) offener Teilraum von (X, G, v).

pEU

1.2.20 Bemerkung. Ist (X, G,v) lokal, so auch (U,G|v,v| | g, )-

pEU

1.3 Supermannigfaltigkeiten
Sei U C R™ offen, sei A*R" die Grafimann-Algebra. Wir setzen

Oppn(U) := C=(U) @ A'R™.

Seien 01, ...,0, ungerade Erzeuger von A*R™ z.B. koénnten 61, ...,0, eine Basis
von R® = A'R” bilden. Es koénnten aber auch im Fall n = 3 fiir eine Basis by, ba,
b3 von R? die Erzeuger 61 = by, 0 = by, 03 = bs + by A by A b3 sein. Es ist dann
by =03 — 01 N\ bOa N\ O3.

Wir schreiben von nun an - statt ,A“.

Die Produkte
o7t -0, g; €{0,1},

bilden eine Vektorraumbasis von A*R™. Also 148t sich jedes f € O,,},,(U) eindeutig
schreiben in der Form

f= > feo6r---0,

wobei f. € C®°(U). Wir schreiben auch formal

fla,0) = fe(z)- 0505

1.3.1 Definition. Wir nennen die Elemente von Oy,,,(U) Superfunktionen in m
geraden und n ungeraden Variablen.

Sind V. C U C R" offen, so liefert die Einschrinkung C*°(U) — C°°(V) einen
Morphismus

=Y fe@05 0 fly =D (flv) @050

€
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Man sieht sofort, dass O,,|,, damit zu einer Garbe von reellen superkommutativen
Superalgebren wird. Die Multiplikation in O, (U) ist definiert durch

(FROT - 05)- (RO - 00) = (fg) ®OT -+ 05 - 03 - -0

Die Eins in O, (U) ist

1 fallse = (0,...
1:Zf€®95192", wobei fs{ alls € (07 30)
€

0 sonst.
Fiir p € R™ sei

Up : Om|n,p - ]Ra vp([f]p) = f(O,...,O) (p)

Dann ist v, ein 1-erhaltender Algebrenhomomorphismus. v, ist wohldefiniert, ins-
besondere unabhiingig von der Wahl der (ungeraden) Erzeuger 61,...,60,, da die
homogenen Bestandteile der 65* --- 05 positiven Grad in der Grafmann-Algebra
haben und daher f(, . oy sich bei Wechsel der Erzeuger nicht veréndert (wohl aber
die anderen f.).

.....

1.3.2 Satz. (R™, Oy, v) ist lokaler R-supergeringter Raum.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass m, := ker(v,) das eindeutige maximale Ideal in
Om‘mp ist.

Sei m C Opyp,p ein Ideal mit m ¢ m,. Es ist zu zeigen, dass m = O,,|,, . Dazu
reicht es, ein invertierbares Element in m zu finden.

Sei [f], € m —my, f € On,(U), U offene Umgebung von p. Da [f], & m,, ist
f©0,....00(p) # 0. Da fo,....0) stetig ist, existiert eine offene Umgebung U’ C U von p,
so dass fo,...,0) 7 0 auf U’. Somit ist fio, .. o)lo invertierbar in C°°(U").

Nach Satz 1.1.20 ist flgr € Opn(U’) (aufgefasst als (1|0)-Matrix) genau dann
invertierbar, wenn

!
m(fle) € One) /10, @)y = O
invertierbar ist. (Dabei ist die Projektion m(g) = gqo,...,0))-
Also ist [f], invertierbar. O
1.3.3 Korollar. Ist U C R™ offen, so ist (U, Opnlu,v| y Om‘w) ein lokaler R-
peU
supergeringter Raum.

1.3.4 Definition. Ist U C R™ ein Gebiet, d.h. offen und zusammenhéngend, dann
nennen wir (U, Oy, j,|v) ein Supergebiet der Dimension m/n.

Die kartesischen Koordinaten z1, ..., z,, von U heilen gerade Koordinaten und die
01,...,0, ungerade Koordinaten.

1.3.5 Definition. Sei (X,Ox) ein R-supergeringter Raum. Eine Superkarte der
Dimension m|n von (X,Ox) besteht aus einer offenen Teilmenge U C X, einer
offenen Teilmenge V' C R™ und einem Isomorphismus R-supergeringter Rdume

(90’ \II) : (Ua OX|U) - (Vv Om\n|V)

1.3.6 Bemerkung. Fiir jedes p € X, das im Definitionsbereich einer Superkarte
liegt, ist der Halm Ox , eine lokale R-Algebra, da dies nach Satz 1.3.2 fiir O,
gilt.

1.3.7 Definition. Ein R-supergeringter Raum (X, Ox) heifit Supermannigfaltigkeit
der Dimension m|n, falls gilt:
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1) X ist hausdorffsch,
2) die Topologie Tx besitzt eine abzdhlbare Basis und
3) jeder Punkt von X liegt im Definitionsbereich einer Superkarte.

(Wir werden noch sehen, dass die Differenzierbarkeit der Kartenwechsel in der Garbe
Ox bzw. der Definition der Superkarte versteckt ist.)

1.3.8 Bemerkung. Eine Supermannigfaltigkeit ist ein lokaler R-supergeringter
Raum.

1.3.9 Definition. Ein Morphismus von Supermannigfaltigkeiten ist ein Morphis-
mus der R-geringten Raume.

Man beachte, dass Morphismen von Supermannigfaltigkeiten nicht gerade zu sein
brauchen.

1.3.10 Beispiel. 1) Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Dann ist (M,CS7) eine Supermannigfaltigkeit der Dimension m|0, denn
fiir eine Karte

M>U-5VCR™

und W(f) = fop=p"(f) ist
(o, 0) : (U,Cp) — (V.C¥)
ein Tsomorphismus und
Cr(V) = C=(V)@rR = C®(V') @r A*R? = O, 0(V).

2) Sei ({0}, Og)1) der Superpunkt der Dimension 0]1.
Um ({0}, Og)1) zu verstehen, betrachten wir Morphismen

(6, 9) : ({0}, Ogp) — (M, CE5).

Die zugehorige Superalgebra konnen wir schreiben als

Op1({0}) = C>=({0}) ® AMR'=R® (ROR-)=ROR-6.

Setze ©(0) =: p € M. Schreibe die auf den Halm induzierte Abbildung
Vo:C° = Ogpo=ROR-0

in der Form

Vo(f)=A(f)+B(f)-0, wobei A, B:C° — R R-linear sind.
Fiir Produkte gilt dann

A(fg) + B(fg)0 = ¥o(fg) = Yo(f)¥o(g)
= (A(f) + B(£)0) (A(g) + B(9)0)
A())A(g) + (B()Alg) + (f)B(g))9-
Also ist A(fg) = A(f)A(g) und es gilt A(1) = 1, da Tp(1) = 1. Somit ist

A Cy° — R ein l-erhaltender Algebrenhomomorphismus. Es ist A = vy,
denn

A(f)=A(f - fp) + f(p) = A(f(p)) = f(p).

|
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Fiir B hingegen gilt
B(fg) = B(f)Alg) + A(f)B(g) = 9(p) - B(f) + f(p) - B(9),
d.h. B ist eine Derivation auf C;°. Und somit:
NAXeT,M: B(f)=0xf.
Sind umgekehrt p € M und X € T, M gegeben, so wird durch
{0} =M,  o0)=p
_ ReR-0 fallspelU
Uy : C®(U O (U) =0 ")) = ’
U (U) — ¢ 0|1( ) 0\1(<P (U)) {{0} falls p & U,
Uy(f) = f(p)+0xf-0, fiir U C M offen,
ein Morphismus
(907 \I/) : ({0}7 OO|1) - (M7 CK;)
definiert.
Insgesamt erhalten wir somit eine 1 : 1-Korrespondenz
{Morphismen ({0}, Oq1) — (M,C37)} AL
Morphismus
Abb. 1: Der Superpunkt.
3) Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei E — M

ein Vektorbiindel vom Rang n. Dann ist
NME=ANE®oANE® - - o A"E— M

ein Vektorbiindel vom Rang 2". Wir nennen A*E das von £ — M induzierte
Grafimannbiindel. Setze

Og(U) = {glatte Schnitte in A*E|y — U}.
Op ist eine Garbe von R-Algebren auf M.

Wir konstruieren Superkarten der Dimension m|n:

Jeder Punkt in M besitzt eine offene Umgebung U, iiber der das Biindel
E trivial ist, d.h. es gibt glatte Schnitte ¥1,...,d, von E|y — U, so dass
P (x),...,9,(x) eine Basis von E, bilden fiir alle 2 € U. Nach eventueller
Verkleinerung von U existiert auch ein Diffeomorphismus

p:U—-V, V C R™ offen.
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Fiir eine offene Teilmenge V' C V setze

Uyr: Opn(V') = 0. 0plu (V') = Op(e™ ' (V"))

F= 10705 =Y (feo )0 05,
13 13
wobei 6 - - - 6,, die Standardbasis von R” = A'R™ ist.

Jeder Vektorbiindelhomomorphismus

P

FE —— F

Lo

M —Z M
der faserweise ein Isomorphismus ist, induziert einen Morphismus
(¢, %) : (M,0p) — (M',OF)

der zugehorigen Supermannigfaltigkeiten, definiert durch

Uy : Op(U) — 0.0p(U) = 0p(p™1(U))

Vy(g)(z) = (A7) (g(p(z)) € Eu,

wobei g € Op(U) und x € p=1(U).
Es sind aber nicht alle Morphismen (M,Og) — (M',OF) von dieser Form
(vgl. Bsp. 1.3.10.2).

1.3.11 Proposition. Sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die
mazimalen Ideale in C°(M) sind genau die Ideale

m, ={f € C*(M)|f(p) =0}, peM.
Die 1-erhaltenden Algebrenhomomorphismen
§:C®°(M)—R
sind von der Form 6(f) = f(p).
Beweis.

a)Beh.: Die Ideale m, sind maximal.
Bew.: Sei m C C*°(M) ein Ideal mit m, & m. Wir zeigen: m = C*°(M).

Sei f € m—my, dh. f(p) # 0. Da f— f(p) € m, C m, ist f(p) =
f—(f = f(p) € m. f(p) ist invertierbar in C*° (M), also m = C*°(M).

b)Beh.: Es gibt keine weiteren maximalen Ideale.

Bew.: Sei m & C°°(M) ein Ideal. Wir zeigen: m C m,, fiir ein p € M.
Angenommen, dies wire falsch, d.h. Vp € M 3f, € m mit f,(p) # 0.
OBdA sei f, > 0 in einer offenen Umgebung U, von p in M. Waihle eine
offene Umgebung UZ’) von p, die relativ-kompakt in U, liegt. {U}}pem
bildet eine offene Uberdeckung von M. Da wir M als kompakt voraus-
gesetzt haben, gibt es p1,...,pny € M, so dass M = Uiil Uzlu'
Wihle dazu passende Abschneidefunktionen n; € C*°(M),i=1,..., N,
d.h.
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e n; >0
e =1aufU),
o =0auf M —U,,.
Dann ist 7; - fp, € m, 1; - fp, > 0 auf M und #; - fp, > 0 auf U, . Es folgt

N
O<Zm-fpi6m.

i=1

Damit enthélt m ein invertierbares Element, also m = C*°(M). Wider-
spruch!

c) Sei 6 : C*°(M) — R ein l-erhaltender Algebrenhomomorphismus. Dann ist
ker(d) ein maximales Ideal in C'°°(M). Also existiert ein p € M mit ker(d) =
m,. Fir dieses p gilt

5(f)=0(f—fp)+f) =6(fp)-1) = f(p)-6(1) = f(p)-1= f(p).

emy,

1.3.12 Bemerkung. Fiir nichtkompakte Mannigfaltigkeiten M ist Propositi-
on 1.3.11 nicht wahr. So ist z. B. die Menge der glatten Funktionen mit kompaktem
Triger m = C°(M) in diesem Fall ein echtes Ideal und daher in einem maximalen
Ideal m’ enthalten. Dieses maximale Ideal kann jedoch nicht von der Form m,, sein,
da kein Punkt p Nullstelle aller Funktionen in C'°(M) ist.!

1.3.13 Ubung. In Beispiel 1.3.10.2 hatten wir gesehen, dass die Morphismen
(0, ¥) : ({0},00)1) — (M,C3p) den Tangentialvektoren X € T,M, p € M ent-
sprechen. Sei nun (F, F*) : (M,C$3) — (N,CS) ein Morphismus, F*(f) := fo F.
Dann entspricht dem Morphismus

(F, F7) o (¢, 9) - ({0}, Oopp) — (N, CF)

ein Tangentialvektor Y € Ty N, g € N.
Berechne ¢ und Y.

1.3.14 Satz. Sei (X,Ox) eine Supermannigfaltigkeit. Dann gilt:

1) X besitzt genau eine Struktur als differenzierbare Mannigfaltigkeit, so dass fiir
jede Superkarte
(507 \Ij) : (U7 0X|U) - (‘/a Om|n|V)

die Abbildung ¢ : U — V ein Diffeomorphismus ist.
2) Es gibt genau einen I-erhaltenden Homomorphismus
f:0x = CX
von R-Algebrengarben.
3) FirU € Tx setze
ONU) := {f € Ox(U) | f nilpotent}.
Dann ist die Sequenz

0 — ONU) — Ox(U) 22 c=U) — 0

exakt, d.h. 3 ist surjektiv und ker By = O*(U).

1Ich danke Herrn Martin Schlottmann fiir diesen Hinweis.
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4) Ist (Y,Oy) eine weitere Supermannigfaltigkeit und
(¢, ¥) : (X,0x) — (Y,Oy)
ein Morphismus von Supermannigfaltigkeiten, so ist ¢ : X — Y glatt.

5) Fir jedes V € Ty kommutiert das Diagramm

Ox (p~H(V)) = Oy (V)

ﬁw—l(v)l lﬁv

0= (71 (V) —F— C=(V)
Beweis.
1) Es ist nur zu zeigen, dass fiir je zwei Superkarten

((;013\1/1) : (U; OX|U) - (‘/vlaom|n|V1)
und (g2, ¥2) : (U,Ox|v) — (Va, Opjnlva)

der Homo6omorphismus 9 o gafl : Vi — V4 glatt ist. (Dabei ersetze Uy, Us
durch U :=U; NU3.)

Sei f € C®(Va) C Opyyp(V2). Dann ist fiir p € Vi:

fopao gafl(p) = Y007 (p) ([f]woapfl(p))
=v,((T7' o U2) ot LFT0)
= vp([ (U7" 0 Vo), (f) 1p) glatt in p.
—_—

S OnL\n(@Z O@II(VQ))
= Omn(V1)

Also ist fopyop ! glatt fiir alle f € C(V3), insbesondere fiir Koordinaten-
funktionen. Somit ist @9 o (pl_l glatt.

2) Eindeutigkeit. Fiir die auf den Halmen induzierte Abbildung kommutiert das

Diagramm

B
Oxp : Cg(o,p

Uz‘fx\ /vg?
R
Somit gilt fiir f € Ox(U) und allep € U
Bu(N®) = v~ (1Bu (D) = v (Bl11s) = v (1f1,)-
Dies legt Sy (f) : U — R fest.
Existenz. Fiir f € Ox(U) definiere Sy (f) : U — R durch
Bu (£)(p) = ;> ([fp)-
Fiir eine Superkarte
(507\11) : (U/a OX|U/) - (‘/a Om|n|V) mit p e U/ cU

gilt:
Bu(Hlvor = Bur(flur) = Bur (Yv o Uy (ovr,u(f)))
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Schreibe U (o v (f)) = S f-07" -+ 05, Dann gilt fiir ¢ € U':
g
Bu(Dlorta) = o (W (3 105+ 0:) ) (@)
g
([T,
v n
¢ v zgjfa ! »(@)
_ ,,Ox €1 ... QEn
= Yq (\I/w(q)({zajf891 0y, L(q)))
_ ,Omin €1 ... pen
= Y(a) ([;fa@l On i|(p(q))
= f(o,...,o)(%ﬁ(Q)L
d.h. es ist Bu(f)lvr = fo,...,0) © ¢ und damit glatt auf U’. Da dies fiir jedes
Superkartengebiet in U gilt, folgt Sy (f) € C°°(U).
Diese Rechnung zeigt auch (5).
3) ist klar, wenn U Definitionsbereich einer Superkarte (U, Ox|v) — (V, Opmn|v)

ist, denn

Onu (V) = { D £e05 02,

le[>1

weil spétestens die (n + 1)-te Potenz von Superfunktionen dieser Form ver-
schwindet und umgekehrt sind Superfunktionen mit nichttrivialem fq, . 0)-
Anteil nicht nilpotent, und

B (Y1070 ) = fo..p

Fiir allgemeines offenes U C X zeigen wir ker fyy = OY(U).

,D% Sei f € OYU). Schreibe U = U, Ua, wobei die U, Definitionsbereiche

von Superkarten seien.

ov..v(f) € O'(Ua)

ou..u(f) € ker By,

ov.,u (Bu(f)) = Bu. (ev.,u(f)) =0 fiir alle a.
Bu(f) =0 (lokale Bestimmtheit)

f € ker Oy

P4l

,C“: Sei f € ker By.

= Bu.(ov..u(f)) = ov.v(Bu(f)) =0
= ou,v(f) € ker By,

Nach obiger Uberlegung fiir Superkartengebiete folgt

ou..o (") = (evaw ()" = 0.

Mit der lokalen Bestimmtheit folgt f**! = 0 und somit f € OY(U).
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Bleibt noch die Surjektivitat von Sy zu zeigen.

Seien (o, ¥a) @ (Ua, Ox|v.) = (Va, Omnlv. ), @ = 1,..., N Superkarten, die
M iiberdecken. Sei {p, }o eine zugehorige Teilung der Eins, d.h. p, € C*(M),

Pa > 0, supp(pa) C Uy und 22;1 pa = 1.
Sei nun U C M offen mit f € C°°(U). Dann ist

f= Zpafa mit Supp(paf) €U, NU.

Fiir jedes Superkartengebiet existiert ein Urbild g, € Ox(U, N U) mit
Bu,(ga) = paf, dass wir durch 0 auf ganz U fortsetzen konnen, d.h. fiir
alle a:

Fha € Ox(U) : ou,nv,u(ha) = go und [ha], = 0 fiir alle p & supp(pa f).

N N N
Fiic hi:= Y ho gilt dann By(h) = > Bulhe) = Y paf = .
a=1 a=1 a=1

d

1.3.15 Ubung. Sei (X,0x) := (R, Oy)2) die Supergerade. Welche Gestalt haben
die Garbenhomomorphismen

v (vaﬁo) - (Rv 01\2)
mit fo W =id ?
1.3.16 Satz. Seien (X,Ox) und (Y,Oy) zwei Supermannigfaltigkeiten und sei
X : 0y (Y) — Ox(X)

ein I1-erhaltender Algebrenhomomorphismus. Sei Y kompakt. Dann existiert genau
ein Morphismus

(p 1) 5 (X.0x) = (Y, Oy),
so dass Uy = x.
Beweis.
a)Beh.: Es existiert genau ein l-erhaltender Algebrenhomomorphismus
X: CF(Y) = CF(X),
so dass das Diagramm

Oy(Y) —2— 0x(X)

- [

c=(Y) —X o 0>(X)
kommutiert.

Bew.: Zu f € C*°(Y) wéhle F € Oy (Y) mit Sy (F) = f und setze

X(f) = Bx (x(F)).
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Dies ist wohldefiniert, denn sind Fy, Fo € Oy (Y) mit By (F;) = f,
so ist By (Fy — F») = 0. Wir wissen, dass ker By aus den nilpoten-
ten Elementen Oi(Y) besteht, d.h. F; — Fy ist nilpotent. Da x Su-
peralgebrahomomorphismus ist, ist auch x(Fi — F») nilpotent, somit
X(F1 — Fy) € OL(X) = ker Bx, also

0 = Bx(x(F1 — F2)) = Bx (x(F1)) — Bx (x(F2)).

Aus dem Diagramm liest man nun sofort ab, dass x ein l-erhaltender
Algebrenhomomorphismus ist.

b) Konstruktion von ¢ : X — Y. Sei € X. Dann ist mit den Bezeichnungen
aus Proposition 1.3.11

S0 :C®(Y) =R,  f— X(f)(z)
—~
eC>(X)

ein l-erhaltender Algebrenhomomorphismus. Nach 1.3.11 existiert genau ein
y €Y mit
0z 0 X = 0y.

Setze (x) := y. Wir halten fest, dass fiir f € C°(Y) und x € X gilt:

f(cp(x)) = 5«/}(1)(]‘-)

&
=0
=
I
=
=
&
I

c)Beh.: Sei M eine beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fiir z;, € M ist

lima, =2 < VfeC®M): lim f(z;) = f(x).

11— 00 71— 00

Beh.;,=“ klar, da alle f stetig.
»<=“ (Kontraposition) Konvergiere (x;); nicht gegen z, d.h. es existiert
eine offene Umgebung U von z und eine Teilfolge (x4, );, so dass
z;; ¢ U fiir alle j. Wahle nun f € C°°(M) mit

f()=1 und f=0 auf M —-U.

Dann ist f(x;;) = 0 fiir alle j, d.h. das Bild der Teilfolge konvergiert
nicht gegen das Bild f(z) = 1. Also konvergiert auch (f(x;)); nicht

gegen f(z).
d)Beh.: Die in Teil b) konstruierte Abbildung ¢ : X — Y ist stetig.
Bew.: Sei z; — x eine konvergente Folge in X und sei f € C(Y).
F@(@:) = 0pa (/) Z02,(R(H)  (© nach Det. von )
~ ~ ®
= X(N)(@:) = X(f)(x) = f(p(x)).
Mit ¢) folgt nun ¢(x;) — @(x).
e) Konstruktion des Garbenhomomorphismus
U: 0y — (p*OX mit Uy = X-

Sei V € Ty und sei f € Oy (V). Setze U := =1 (V) C X.



1.3. Supermannigfaltigkeiten 25

Im Allgemeinen kann f (lei-
der) nicht zu einer Superfunkti-
on in Oy (Y) fortgesetzt werden.
Wir kénnen allerdings f mit ei-
ner Abschneidefunktion (existiert
in Superkartengebiet) multipli-
zieren, die auf einer kleinen Um-
gebung von y € V identisch 1 ist
und Trager in V' hat. Durch diese
Konstruktion erhalten wir zu je-
dem y € V ein g, € Oy (Y) und
eine offene Umgebung W, C V
mit

f

|-

I
|
I
|
I
|
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
L
\

I I
I I
[ W

t Y
\ J ]
Vv Y Wy
Abb. 2: f kann nicht stetig auf Y fortgesetzt

werden, aber gy ist auf ganz Y definiert.

wa,Y(Qy) = QWy,V(f)'

Insbesondere gilt fiir y, z € V:

QWyﬂWz,Y(gz) = 0wW,NnWw., W, © QWZ,Y(gZ)
= 0W,NnW,, W, © QWZ,V(f)
= ow,nw.,v(f)
= ow,nw.,w, °© ow,.v (f)
= OW,NnW,, W, © QWy,Y(gy)

= ow,w.,v(9gy)-

Setze hy = oy, x © x(gy) € Ox(Uy), wobei U, = =1 (W,) c U = o~ 1(V).

ov,nu..v, (hy) = ov,nv.,x(X(gy))
= ov,nv..x (x(92)) + ov,nv., x (x(9y — g-))
= ov,nv..v. (X(h2)) + ov,nv., x (X(9y — 92))

II

Fakt: (Beweis spiter) x ist lokal, d.h. fiir k € Oy (Y) mit gy y (k) = 0 gilt

0,1 (v),x (x(k)) = 0.

Mit k£ = g, — g. ergibt sich
I = ov,nv.,x(x(g9y — 92)) = 0.
Mit dem Garben-Axiom 4 (Zusammenkleben) folgt:
Jhe Ox(U): YyeV: oy, v(h)=hy.

Setze
Uy (f):=heOx(U)=0x(p"(V)) = 0.0x(V).

Das Garben-Axiom 3 (Lokale Bestimmtheit) und die Lokalitit von x liefern,
dass Wy wohldefiniert ist, d.h. unabhéngig von der Wahl der g,. Man sieht
dann leicht, dass Wy ein 1-erhaltender Superalgebrenhomomorphismus ist. Es
gilt auch Uy = y, denn in diesem Fall kénnen wir einfach fiir alle y € Y :
gy = [ wéhlen.
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f) Eindeutigkeit von . Nach Satz 1.3.14.5 kommutiert das Diagramm

Oy(Y) —2— Ox(X)

| [

*

C°(Y) —£— C=(X)
Dadurch ist der pull-back ¢* von ¢ und somit ¢ selbst eindeutig bestimmt.

g) Eindeutigkeit von ¥. Fiir V' € 7y muss ¥y erfiillen:

ou, v v (f) =Yw, (ow, v(f)) = Yw, (ow, v (gy))
= ov, x (Uv(gy)) = ev,.x (x(95))
= hy.
Mit der lokalen Bestimmtheit folgt nun, dass Uy (f) dadurch festgelegt ist.
O

1.3.17 Korollar. FEine kompakte Supermannigfaltigkeit (X, Ox) ist durch die Su-
peralgebra Ox (X) bis auf Isomorphie bestimmdt.

Beweis. Ist x : Oy (Y) — Ox(X) ein Isomorphismus von Superalgebren, so exi-
stieren eindeutig bestimmte Morphismen

(907\11) : (Xa OX) - (K OY)
und (¢, 0): (V,0y) — (X,0Ox)
mit Wy =y und V) =yl

Dann ist
(50/7\11/) © (903 \I/) : (X7 OX) - (X7 OX)

ein Morphismus, wobei (¥/ o ¥) = x~! o y = id. Die in Satz 1.3.16 bewiesene Ein-

deutigkeit eines solchen 1-erhaltenden Homomorphismus von Superalgebren liefert
(@', ¥") o (o, ¥) = (id, id).
Analog sieht man (¢, U) o (¢’, ¥’) = (id, id) und somit folgt wie gewiinscht
(¢, ¥) = (o, ¥)7".
|

1.3.18 Korollar. (Spezialfall von 1.5.17) Jede kompakte differenzierbare Mannig-
faltigkeit M ist durch die Algebra C*°(M) der glatten Funktionen auf M bis auf
Diffeomorphie eindeutig bestimmdt.

1.3.19 Bemerkung. Mit obigen Sétzen konnen wir also die differentialgeometri-
sche Fragestellung nach der Struktur einer (Super-)Mannigfaltigkeit {ibersetzen in
die algebraische Fragestellung nach der entsprechenden reellen (Super-)Algebra.

Fiir komplexe Strukturen steht uns dieses Mittel nicht zur Verfiigung:

Ist X eine kompakte und zusammenh#ngende komplexe Mannigfaltigkeit, dann ist
jede holomorphe Funktion f : X — C konstant, da beschrinkt. Somit enthélt die
Algebra

Holx(X) = C
keinerlei Information {iber X.
Der wesentliche Unterschied zum Fall reellwertiger Funktionen besteht darin, dass
wir fiir holomorphe Funktionen keine Abschneidefunktionen, die die Beweise moglich

machten, konstruieren kénnen, denn eine holomorphe Funktion, die auf einer offenen
Teilmenge verschwindet, ist insgesamt null.
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1.3.20 Definition. Sei (X,Ox) eine Supermannigfaltigkeit und U € Tx. Eine
Unteralgebra der geraden Superfunktionen auf U

C(U) CcOx(U)g
heiflt Funktionenfaktor auf U, falls
Bulew) : C(U) — C*=(U)
ein Isomorphismus von Algebren mit Eins ist.
1.3.21 Beispiel. 1) In die (lokalen) Superfunktionen auf U
Opmn(U) =C>(U) ® A"R"
sind die glatten Funktionen auf U auf natiirliche Weise eingebettet:
C(U) = C>(U) @ A°R".
Lokal existieren also Funktionenfaktoren immer.

2) Funktionenfaktoren sind allerdings i.Allg. nicht eindeutig bestimmt, wie fol-
gendes Beispiel zeigt. Betrachte die Supergerade aus Aufgabe 1.3.15:

Ol|2(R)O = COO(U) (&%) COO(U) - 0105.
Fir h € C*(R) setze
CU)={f+h-f 00| f € C®(R)}.

C(U) definiert eine Unteralgebra, die vermoge Gy offensichtlich zu C*°(R)
isomorph ist. Die Abgeschlossenheit unter der Multiplikation sieht man so:

(f +hf'0102)(g + hg'0102) = fg+ h(fg' + gf)0102 = fg+ h(fg) 0105

1.3.22 Bemerkung. Mit dhnlichen Argumenten wie bisher (Teilung der Eins, Ab-
schneidefunktionen, Zusammenkleben, etc.) zeigt man:

1) Jede Supermannigfaltigkeit (X, Ox) besitzt einen Funktionenfaktor C(X) auf
ganz X.

2) Nach Wahl eines globalen Funktionenfaktors C'(X) existiert fiir jedes U € Tx
ein eindeutiger Funktionenfaktor C'(U), so dass

ou.x(C(X)) Cc C(U).

(Im Allgemeinen gilt nicht Gleichheit, da C(U) i.Allg. Elemente enthélt, die
sich nicht global fortsetzen lassen.)

3) Die so induzierte Zuordnung
U~ C(U)
definiert eine Untergarbe von Ox.
4) Fiir jedes f € C(U) ist
supp(f) = supp(Bu (f)),

wobei wir den Trdger einer Superfunktion definieren durch

supp(f) :=={z € U|[f]s # 0}.
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1.4 Der Satz von Batchelor

Wir erinnern uns an Beispiel 1.3.10.3 Seite 18:

Sei X eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei £ — X ein
Vektorbiindel vom Rang n. Dann ist (X, Of) eine Supermannigfaltigkeit der Di-
mansion m|n, wobei O die Garbe der glatten Schnitte im Gramannbiindel

ANME=ANEaANE® - -®&A"E

ist. Superkarten wurden konstruiert aus klassischen Karten ¢ : U — V von X
(U € Tx, V C R™ offen, ¢ Diffeomorphismus), iiber denen das Biindel E trivial ist,
d.h. es gibt glatte Schnitte ¥1,...,9, von E|y — U, so dass ¢1(x), ..., 0, (z) eine
Basis von E, bilden fiir alle € U. Fiir eine offene Teilmenge V' C V ist dann

Wy : Opia(V') = Ople™ (V1)

F= fe07 05 = > (foo )it 05
I £

wobei 6 - - - 6,, die Standardbasis von R” = A'R" ist.

Ferner ist C(U) := C®(U,A°E) = C°(U) ein Funktionenfaktor. Der Garbenho-
momorphismus

Pu : O(U) — C=(U)
ist gegeben durch die Projektion auf A°E, also ist

ker By = O'(U) = C=(U, P A"E).

k>1

1.4.1. Satz (Batchelor 1980). Sei (X,Ox) eine Supermannigfaltigkeit der Di-
mension m|n und sei C(X) C Ox(X) ein Funktionenfaktor.

Dann existiert ein Vektorbiindel E — X wvom Rang n, so dass (X,Ox) isomorph
ist zu (X, Og). Das Vektorbiindel E ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und
héingt nicht von der Wahl des Funktionenfaktors C(X) ab. Unter dem Isomorphis-
mus (X,Ox) — (X, 0g) der Supermannigfaltigkeiten wird C(X) auf C*(X,AE)
abgebildet.

1.4.2 Bemerkung. Da jede Supermannigfaltigkeit einen Funktionenfaktor besitzt,
erhalten wir eine 1 : 1-Korrenpondenz

Vektorbiindel vom Rang n iiber
m—dim. diff.baren Mannigfaltig-
keiten mod. Isomorphie von Vek-
torbiindeln.

der Dim. m|n mod. Iso-

{Supermannigfaltigkeiten } »
morphie von Supermgfen.

Vorsicht: Morphismen zwischen Supermannigfaltigkeiten werden im Allgemeinen
nicht durch Vektorbiindelhomomorphismen induziert! (D.h. man erhilt keine Kor-
respondenz der Kategorien.)

Zwar induziert — wie in 1.3.10.3 beschrieben — jeder Vektorbiindelhomomorphismus

ELF

Lo

M —2 M
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der faserweise ein Isomorphismus ist, einen Morphismus (o, ¥) : (M,0p) —
(M',OF) der zugehorigen Supermannigfaltigkeiten, es sind aber nicht alle Mor-
phismen (M, Og) — (M’,Op) von dieser Form (vgl. Bsp. 1.3.10.2 Seite 17).

Bevor wir den Beweis von Satz 1.4.1 angehen, wollen wir sehen, wie man Vek-
torbiindel mittels der Angabe von glatten (Basisschnitt—) Transformationsabbil-
dungen beschreiben kann. Diese Sicht auf Vektorbiindel ist implizit in der Physik
recht gebréduchlich.

1.4.3 Lemma. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit offener Uber-
deckung (Ug)o und seien

gop : Ua NUg — GL(n,R)

glatte matrizwertige Abbildungen. Fir alle o, 3, v gelte auf Uy, NUg NU,, die Ko-
zykelbedingung

Gap * 9y = Gary-

Dann existiert ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmtes Vektorbiindel E — X,
das auf U, durch glatte Basisschnitte eq1,...,€q,n trivialisiert wird, so dass fir
alle o, B und alle x € U, NUpg gilt:

Zgaﬁ(z)z‘jeﬁ,j(z) = €a,i(T).

1.4.4 Bemerkung. Aus der Kozykelbedingung folgt unmittelbar

Joafaa = Jaa, &S0 gaa =1 und g;gl = 9Ba-
Beweis von Lemma 1.4.3.

a) Eindeutigkeit. Sind E, E — X zwei solche Vektorbiindel und €q,i DZW. €q
die entsprechenden Basisschnitte auf U, so definiere

®:FE—FE durch @ <Z cieaﬂ-(:n)) = ZCZEOM-(:E).
i=1

i=1

® ist wohldefiniert, denn fir x € U, N Upg gilt:

ea,i(®) = 32, gap(a)ijes,;(@)
€a,i(T) =22, 9ap(2)ij€s, ().

Offensichtlich ist @ glatt, fasernweise ein Isomorphismus und das Diagramm

E _*, E
N /
X

kommutiert, d.h. ® ist ein Vektorbiindelisomorphismus.

b) Existenz. Definiere

E::UUQXR"/N
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wobei
Ug xR" 5 (z,0) ~ (y,w) € Usg x R"

genau dann, wenn z = y und w = gog(x)"v.
Aus der Kozykelbedingung (beachte die Bemerkung 1.4.4 oben) folgt, dass die
Relation ,~“ eine Aquivalenzrelation ist. Durch

7 B — X, 7([z,v]) = x,

wird ein Vektorbiindel iiber X definiert. Fiir x € U, und die Standardbasis
€1,...,e, des R™ setze
€a,i(®) := [z, €]

Diese en,; haben die gewiinschte Transformationseigenschaft, denn fiir z €
Uo NUg gilt:

i gop(T)ijep.i(x) = {Ug ; z": 9ap(@)ij 63}

g_alﬂ(z)il
L)

gaﬂ(z)in
= [2,9ap(@)"es]

= z s €i] = €qi(T)

UCY

1.4.5 Ubung. Anwendung des Lemmas auf S2.

Uberdecke X = 52 durch zwei Kappen
Ui und Uy, wobei U; die siidliche He-
misphéire mit einem kleinen Rand nérd-
lich des Aquators und Uy die nordliche He-
misphére mit einem kleinen Rand siidlich
des Aquators sei.

Beschreibe 7'5? durch

Abb. 3: Uberdeckung der S2 durch
zwei Kappen U; und Us.

gi2 : U1 NUy — GL(Q,R).

Beweis von Satz 1.4.1.

a) Sei C(X) C Ox(X) ein Funktionenfaktor. Nach 1.3.22.2 existiert dann fiir

U C X offen ein eindeutiger Funktionenfaktor C(U) mit py x (C(X)) C C(U).

Sei wie zuvor O} (U) = ker By das Ideal der nilpotenten Elemente in Ox (U).
Bezeichne das von O (U)-O*(U) in Ox (U) erzeugte Ideal mit O?(U). Offenbar
ist O*(U) c OY(U). Sei

Ferner setze

ou: C¥(U) — CU) COx(U),  ov = (fulow))
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Definiere fiir f € C°°(U) und ¢ € O'(U):
f’@iZUU(f)'SDy

wobei p = ¢+ O?(U) die Restklasse von ¢ in £(U) bezeichne. Da O!(U) und
0O?%(U) Ideale sind, ist dies eine wohldefinierte Multiplikation. Dadurch wird
E(U) zu einem C*°(U)-Modul.

b)Beh.: Ist U C U’ in einer Superkarte enthalten, so ist £(U) ein freier C*°(U)-
Modul vom Rang n. Fiir eine Superkarte
(0, 9) : (U, Ox|vr) = (V', Omjulv)
ist B
0;:=Vyb; + O*(U), V=9pU)cCV,
eine C°(U)-Basis, wobei 61, ..., 0, Erzeuger von A*R"™ seien.

Bew.: Es geniigt, in O,,|,,(V) zu rechnen, da mit Hilfe der Superkarte alles nach
Ox (U) iibertragen werden kann. Die zu betrachtenden Ideale kénnen wir
in Koordinaten beschreiben:

Ohyn (V) = { D 107 03,

le|>1
Ohn V) ={ 3 0703},
e]>2

Der Quotient ist

E(V) = 071”‘"(‘/)/(92 (V) o { Z 105" ..gfln} - { iflez}

m|n
je[=1

Dann ist £(V) ein freier C*°(V)-Modul vom Rang n fiir die durch

feyp:=f-¢  fir feC®V)und €Ol (V)

m|n

gegebene C'°(V)-Modulstruktur. Fiir f € C>(V) ist Syov(f) = f nach
Definition von oy, d.h.

ov(f) =f+wv(f),

wobei vy (f) € O}nln(V) der nilpotente Anteil sei. Wir sehen nun, dass

die von C(U) induzierte Modulstruktur auf £(V) mit der durch ,e“ de-
finierten iibereinstimmt:

fo=ov(f)-v=Fd+w(f)-v=Fv=fei.
—_——

m
ot.ot

c¢) Konstruktion des Vektorbiindels £ — X. Uberdecke X durch Superkarten

((paaq/a) : (UozaOX|Ua) - (Vaa0m|n|Va)'

Wiihle fiir die 6; € O,,),(V,) die Standardbasis des R™, d.h. die Standarder-
zeuger von A*R"™. Setze

On,i = Vo v.0; + O*(Uy,) € E(U,).
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Im Schnitt U, N Ug von zwei Superkartengebieten gilt:

Zgaﬁ ZJHB,J ), (*)

wobei die Koeffizienten gqs(-);; der Basisdarstellung im Modul (U, N
Ug) Elemente von C*°(U, N Ug) sind. Die so erhaltenen Matrizen gos €
GL(n,C>(U, N Ug)) von glatten Funktionen koénnen gleichzeitig aufgefasst
werden als glatte Abbildung U, N Ug — GL(n,R), so dass wir uns der Situa-
tion des Lemmas n&hern. Es ist noch nachzurechnen, dass auf U, NUg N U,
die Kozykelbedingung

oy = Gap * 98y
erfiill ist. Nun gilt aber auf U, NUg N U,, einerseits (Anwendung von () fiir

a und 7): ~
T) = Zgav(x)ikev,k(x)a
k

und andererseits (Anwendung von (x) erst fiir & und g3, dann fiir 8 und ~v):

x):Zga@( w)ij0p,5(x Zgaﬁ )13 96 (%) 10,k ().
J

Mit Koeflizientenvergleich (Basisdarstellungen!) folgt die Kozykelbedingung.
Sei £ — X das nach Lemma 1.4.3 von den g, bestimmte Vektorbiindel
vom Rang n iiber X. E wird auf U, durch glatte Basisschnitte eq 1,...,€q,n
trivialisiert.

Konstruktion des Garbenisomorphismus ® : Op — Ox; zunichst fiir offene
Teilmengen U von X, die in einer Superkarte enthalten sind. Fiir V' C R™ offen

gilt
OV GB V)] o3t v
wobei Oﬁlln(V) das von Omln(V) e O}nln(V) erzeugte Ideal sei, also
k-mal
oLy ={ 3 o0},
le|>k
Fiir O’Tfﬂn( )29 =25k 901" - - 05 bezeichnen wir mit
le|=k

die Restklasse von g. Identifiziere g(*) mit Z g:07" - 05
le|=k

Sei U C U, fiir eine Superkarte (¢o, Vo) : (Us, Ox|v.) — (Va, Omjnlv,) von
(X,0x) und sei V := ¢, (U) C V,. Wie oben bemerkt, ist E|y, — U, trivial
mit lokalem Rahmen e 1,...,€eq,n. Wir definieren

Opu.a : CF(U A E) — O% (U)/OK(U)

F= 3 gty Vo (3 ooty 0i )

le|=k le|=k

(k)
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Man rechnet mit Hilfe der Ubergangsfunktionen nach, dass fiir U € Uy, N U 3
gilt

S0 =Prups-
Damit erhalten wir fiir U, die in einer Superkarte enthalten sind, einen Iso-
morphismus

(I)LU : OE( ) COO U A E @OX O]H_l( ), (I)l,U = Z(I)k’U.

Nun liefert jede Superkarte (o, ¥) : (U,Ox|y) — (V, Opnlv) einen Isomor-
phismus

k=0

m|n
Allerdings héingt dieser Isomorphlsmus von der Wahl der Superkarte ab. Mit-
tels einer Uberdeckung durch Superkarten und einer untergeordneten Teilung

der Eins koénnen wir mit den Einschrinkungen vertréigliche Isomorphismen
konstruieren

o @Ox )0 (U) — Ox(U).

Wir erhalten dann den gesuchten Garbenhomomorphismus
®:0g —0x, Py=0p0P1y

zumindest fiir ,kleine“ U, d. h. fiir solche, die in einer Superkarte enthalten
sind.

Konstruktion des Garbenisomorphismus ® : O — Ox fiir beliebige offene Teil-
mengen U von X. Dies ist ein allgemeingiiltiges Argument fiir beliebige Gar-
ben. Hat man eine Familie von Homomorphismen ®y : F(U) — G(U) fiir
alle U aus einer Basis der Topologie von X konstruiert, die mit den Ein-
schriankungsmorphismen vertréglich sind, so setzt sich diese Familie in ein-
deutiger Weise zu einem Garbenhomomorphismus fiir alle offenen Teilmengen
U C X fort.

Ist ndmlich U C X eine beliebige offene Teilmenge, so schreibe U = U,U,
als Vereinigung von Elementen aus der Basis. Fiir f € F(U) setze g, :=
@y, (pu,,u(f)) und beachte, dass fiir alle & und 3 gilt

PULAUS U (9a) = Pu.nvs(pULnUs UL (fa))
= Py, nus(puanusu(f))

S, U, (PULAUS U5 (f5))

= pUaﬁU/j,U/j(gﬁ)'

Somit gibt es ein eindeutiges ¢ € G(U) mit py,,v(g9) = go. Dann leistet
Oy (f) := g das Gewiinschte.

Eindeutigkeit von E. Die Garbe der glatten Schnitte in A*E legt das Alge-
brenbiindel bis auf Isomorphie fest. Dann ist auch E festgelegt, da

_PArE
=N e
k>2

wobei D~ A*E das Ideal der nilpotenten Elemente und P k>2 A¥E das von
Produkten zweier nilpotenter Elemente erzeugte Ideal ist.

d
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1.5 Vektorfelder

1.5.1 Definition. Sei A = Ag ® A; eine superkommutative Superalgebra iiber K.
Ein § € Endg(A) heiit Superderivation auf A, falls die homogenen Bestandteile 7
von §

n(f - g) =n(f) g+ (=1)PDPM f . p(g)

erfiillen fiir allen homogenen f, g € A. Schreibe Der(A) fiir den K-Vektorraum der
Superderivationen auf A.

1.5.2 Lemma. Der(A) wird vermdge
(f-0)(g) :=f-d(g)
zu einem A-Links-Supermodul.

Beweis. Seien f, g, h € A und § € Der(A) homogen. Dann gilt, da A superkom-
mutativ ist,

(f-0)g-h)=1Ff-6(g-h)
=f-8(g) b+ (1O f g 5(h)
=f-6(g) - h+(— )p(é)p(g)ﬂ?(f)p g)g f-8(h)
= (f-0)(g) - h+ (=1)POFPDIPE) g (. 5)(h).
Also ist f - d eine Derivation der Paritét p(d) + p(f). 0

1.5.3 Ubung. Zeige, dass Der(A) mit dem Superkommutator eine Lie-Superalgebra
bildet.

Sei ab nun wieder (X, Ox) eine Supermannigfaltigkeit der Dimension m/|n. Schreibe
fir U € Tx

Der(U) := Der(Ox (U)).

1.5.4 Lemma. Superderivationen sind lokale Operationen, d.h. sind g € Ox(U)
und § € Der(U), so gilt fir V C U offen:

ovu(9) =0 = ovu(d(g)) =0.

Somit gilt supp(d(g)) C supp(g).

Beweis. OBdA sei § homogen. Sei p € V. Wilhle eine Funktion ¢ € C*°(U), die in
einer offenen Ungebung W; C V von p verschwindet und konstant 1 ist auf einer

offenen Menge Wy DU — V.
\ j )

p H/]

W2 W2

Abb. 4: Ausschneidefunktion ¢ um p.
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Setze ¢ := oy () € Ox (U)o, wobei oy die Einbettung eines Funktionenfaktors ist.
Dann ist auch @ = 1 auf W, denn

owa, 0 () = 0 1y (ou (9) = ow, (i () = ows (Lo wy) = Loy (wa)s
also
ow,.U (P 9) = own,u(P) - 0w, U (9) = 0w, U (9)-

Ferner
ovu(@-g) =ovu(®) - ovulg) =0=ovu(g).
——
=0

Aus dem Garben-Axiom 3 der lokalen Bestimmtheit folgt ¢ - g = g. Da § Superde-
rivation ist und ¢ gerade, folgt hiermit:

ow, 0 (0(9)) = ow,,u(6(2 - 9)) = ow,.v (6(@) - g+ @ 0(g))
= ow, v (8(9)) - ow,,u(9) + ow, v (¥) -owy,u(0(9))
=0 =0
—0.

Dies gilt fiir alle p € V. Also ist py,(d(g)) = 0. a
Mit diesem Lemma haben wir gezeigt, dass eine Derivation auf Ox (U) fiir p € U
auch eine Derivation auf dem Halm Ox ), induziert.

Wie im Beweis von Satz 1.3.16 konstruiert man Einschrankungsmorphismen
oy.p : Der(U) — Der(V),

die durch
ov.u(0)(evu(f)) = ovu(3(f))

charakterisiert sind. Dadurch wird
U — Der(U)
zu einer O x-Supermodulgarbe Der Ox .
1.5.5 Definition. Die Garbe Der Ox heiit Garbe der Supervektorfelder auf
(X,0x).

Wir bestimmen die Supervektorfelder auf (R™, O,,,|,). Fiir geraden Koordinaten ;,
it =1,...,m setze

%(foe?--ﬂff) = gijeil...gin.

Alle a— sind gerade Supervektorfelder. Wir nennen 6% auch gerades Koordinaten-
feld. Fiir ungeraden Koordinaten 6, j =1,...,n setze

0 1 en ) . 81 £j-1p0€1 ¥ En
%(zejfaéh gn) Zfa g - toteio1ge 00

Damit werden ungerade Supervektorfelder % definiert, die ungeraden Koordina-
J
tenfelder.
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Bemerkung. Es gilt:

0 0 0

0
87]_1'1' = (Sij, 8—9]1'1 = O, 91' = O, —91 = (Sij.

dx; 90,

1.5.6 Lemma. Der O,,,,(V) ist ein freier Oy, (V)-Supermodul mit angepasster
Basis

9 0 9 0
91’ Dz 0017 00,

Der Superkommutator von je zweien dieser Koordinatenfelder verschwindet.
Insbesondere st

9 \2
(_89j) =0, firalle j=1,...,n.
Beweis.

a) Die Aussage iiber die Superkommutatoren ergibt sich direkt aus der Definition.

b) Lineare Unanhéngigkeit der Koordinatenfelder. Schreibe &; :== z;, i = 1,...,m,
§m+j = Gj, j = 17...,71. Sei

m—+n

0
Z fka_fk =0, Jr € Oppn(V).
k=1

Dann folgt mit obiger Bemerkung

m-+n

0
0= —& = furalle j=1,...,m+n.
;fkagk‘fj [ J

c¢) Koordinatenfelder erzeugen alle Superderivationen. Sei § € Der O,,),,(V). Setze

PR N ol T
k=1 "o,

Wir zeigen ¢’ = 0. Wir wissen, wieder aus obiger Bemerkung, dass ¢'(§;) =0
fiir alle j = 1,...,m + n. Da ¢’ eine Superderivation ist, verschwindet ¢’ also
auf allen Polynomen in &1,...,&n+rn. Nun gilt

O (D050 ) =30 (007 0+ S 805 0) )

=0, da polynomial

D ICAAUEN A3

Man beachte, das wegen C°(V') C Oy, (V)0 hier keine Vorzeichen auftreten.
Es reicht nun zu zeigen, dass ¢'(f) = 0 fiir alle f € C®(V) C Opp(V).
Schreibe das Bild von f in Basisdarstellung mit Koeffizienten 2 (f):

§'(f) =) 0L(OT - 05
Da fiir g, f € C*°(V) einerseits gilt

O'(f-g) =10 () +5'(f)-g=D (f-0Llg)+0L(f) - g)65" --- 03,

€
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und andererseits

§'(f-g) = 0L(f )05 05,

folgt mit Koeffizientenvergleich, dass 6. : C°(V) — C>°(V) fiir alle ¢ eine
Derivation auf C*° (V') ist. Fiir diese wissen wir aber aus der Differentialgeo-

metrie I, dass sie von den (geraden) Koordinatenfeldern % erzeugt werden.
Also verschwinden alle 8. auf 1, ..., Z,, und somit sind alle §. = 0.
O
—
1.5.7 Bemerkung. Man schreibt statt % auch % fiir die Ableitung von links
J J

—

zur Unterscheidung von 6%1’ der Ableitung von rechts, die man definiert durch

—

(Zfae? . gzn)a% — fo cgj - (—1)Fttengsy, éj\i e,
€ J €

1.5.8 Bemerkung. Ist (¢a,¥a) : (Us, Ox|v.) — (Va, Omjnlv,) eine Superkarte,
so definiert man die entsprechenden Superderivationen auf Ox (U), U C U, offen,
und bezeichnet sie mit demselben Symbol. Mit V' := o(U):

Ox(U) = Opu(V)

o

9 _o_
CI3% o9&y,

Ox(U) X Opu(V)

o

Fiir jedes offene U C X, das in einer Superkarte enthalten ist, ist Der(U) ein freier
Ox (U)-Links-Supermodul vom Rang m|n mit durch die Superkarte induzierten Ko-
ordinatenfeldern als angepasster Basis. Man beachte, dass folglich die Schreibweise

m—+n

k=1

immer eine Kartenwahl voraussetzt.

1.6 Differentialrechnung

Sei (V,Oyyjnlv) ein Supergebiet mit Koordinaten z1 = &i,...,%p = &n, 01 =
Ematse ey 0n = Emgn. Sei (W, 0, 5|w) ein weiteres Supergebiet mit Koordinaten
YL =T, Yr =Ny TL = Nrg1s- -5 Ts = Tps- S€I

(907 \I/) : (Vva Om|n|V) - (VV7 Or\le)
ein gerader Morphismus. Setze
Uy = Uy (k) € Oppn(V), k=1,...,r+s.

1.6.1 Lemma.
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Beweis. Definiere

. XK vy, 0
Di = a& O\I/W — ; 8«51 (\I/W e} a—nk)

und berechne die ,,Derivationsregel lings Wy “:

Di(f - g) = Di(f)  Twl(g) + (—1)PPIPDTy (f) - Dy(g),

wobei f, g € O,s(W) homogene Superfunktionen seien und p(D;) := p(&;). Es gilt
ferner

r+s
ov ko
Di(n;) = djr) = 0.
i) = ag, i~ 2 g, L)
=5k
Mit der Derivationsregel langs Wy folgt, dass D; auf allen Polynomen in 7y, ..., 04
verschwindet. Ahnlich wie im Beweis von Lemma 1.5.6 folgt dann D; = 0. O

Wir schreiben die Aussage von Lemma 1.6.1 in Matrixschreibweise:

Fir f € O, 5(W) beliebig gilt:

B\I,T S 6
5= Uw(f) %\gf T o ‘I’W(a_nfl)
Ie ov OV, af
o Yw () dens  wes) \Ywiz)

Insbesondere gilt dies im , klassischen Fall“, d.h. im Fall n = s = 0. Dann ist diese
Matrix die Transponierte der Jacobimatrix von ¢.

1.6.2 Definition. Die Supertransponierte

6‘111 - B\IIT+S st
651 651
Jp W)= : € Mato,,,,(v)(m|n,7|s)
oV, L O¥gs
6€m+n 6€m+n

heifit Jacobimatriz des Morphismus (p, V).

1.6.3 Bemerkung. Die Jacobimatrix ist eine gerade Matrix. Im Detail sieht sie so
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aus:

st

oy 9% g1 OWrys
6I1 6I1 6Z1 6I1
0%y . 0¥y ey OVrys
OTm 0T m 0T m Oxm
J(p, V) =
ov, .. oV, OVrpr . OVrgs
064 004 004 064
oy, 9%, OWrys | OWrys
96, 00, 00, a0,
ovy, oy I R U
Ox1 T m, 001 90,
0¥, .. 0¥, _ov, .. _ 0¥,
N Oz 0T m 001 00,
oV, 1 L. oV, 1 oV, 1 . oV, 1
Oz 0T m 004 00,
OVrys . OVWrgs OVrys . OVorgs
Oz 0T, 001 90,

1.6.4. Satz (Kettenregel). Seien

(01,%1) : (V, Opnlv) — (W, Opslw)
und (2, ¥2) : (W, O0p15lw) — (Q, Opqlq)

Morphismen. Dann gilt:

I ((p2, ©2) 0 (01, ¥1)) = W1 (J (02, U2)) - T (1, ¥1)

Ende des Satzes Beweis. Wir verwenden Koordinaten wie oben, wobei die Koordi-
naten auf (Q, Op4lq@) mit ¢, I =1,..., p+q bezeichnet seien. Wir benutzen Lemma

1.6.1:

) sy )
o \I/LW @] \1127 = E — . (‘Ill,W O ——2O0O \1127 )
9&i © — 0% onp, @

r+s p+q
v v
_ 0 1,k.<\1117WO 0 2’l~<\I/2Qo 8))

= 0 & O, @° 5,
S OV o¥a, 0
:;(; 9 .\Ill’W( ony, ))'WLWO\IIZQOa—Q

Damit folgt:

J((p2,¥2) o (1, ‘111))5t = J(1,01)*" - Uy (J (g2, ‘Pz))St-
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Die Supertransposition dieser Gleichung liefert die Behauptung. (Jetzt ist klar,
warum wir die Super-transponierte in der Definition der Jacobimatrix gewéhlt ha-
ben! So kommen die Vorzeichen richtig hin.) |

1.6.5. Satz (Umkehrsatz). Sei (¢, V) : (V,Opjnlv) — (W, Opjnlw) ein Mor-
phismus und sei p € V.. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) (p,®) ist nahe p ein Isomorphismus, d.h. es gibt eine offene Umgebung W'
von p(p) in W, so dass fiir V' := =Y (W') die Einschrinkung

((P; \II)|(V’,Omm|V/) : (V/a Om|n|V’) - (Wla Om\nlW’)
ein Isomorphismus ist.
2) Die Jacobimatriz im Punkt p, J(p, ¥)(p) € Maty«gn(m|n), ist invertierbar.

Beweis. Die Richtung ,1) = 2)“ ist eine simple Folgerung aus der Kettenregel: Ist
némlich (o1, ¥1) = (0, ¥)|(v7,0,, 1,1y, und (p2, ¥2) = (1, U;)~1, dann gilt:

Lypn = J(id,id) = 1w (J (02, ¥2)) - J (1, ¥1)
und analog

Lijn = Yo v (J (@1, ¥1)) - J (02, ¥2),
also

1m|n = \Ijl,W/(].m‘n> = \I/LW/ (\1127\// (J(@l, \Ill>) . J(5027 \112))
= J(p1,¥1) - V1w (J(gag, \I/2>)

Also ist J(¢1, 1) invertierbar in Mato, (v (m[n) mit

J(p1, 1)~ = Uy i (J (2, ¥2)).

Dann ist auch J(¢1, ¥1)(p) invertierbar in Matp-gn (m|n) mit
-1
(J(p1, W1)(p)) = W w (I (92, P2))(p).

Fiir die nichttriviale Richtung ,1) = 2)* konsultiere man [ConGro S.198ff]. m|

1.6.6 Bemerkung. Nach Satz 1.1.20 ist die Matrix J(p, V) € Mato,,  (v)(m|n)
genau dann invertierbar, wenn sie nach Annulation des nilpotenten Anteils inver-
tierbar ist, d.h. wenn

By (J (¢, ¥)) € Matceo (v (m|n)

invertierbar ist. Dementsprechend ist J(p, ¥)(p) € Matp«gn(m|n) invertierbar ge-
nau dann, wenn

0 (T (0. 1) = By (J(, 9)) (p) € Mt (m|n)
invertierbar ist.

1.6.7 Bemerkung. Lemma 1.6.1 liefert die Transformationsformel fiir Koordina-
tenfelder: Sei (X, Ox) eine Supermannigfaltigkeit und seien

(1,%1) : (U,0x|v) = (V, Opmnlv)
und (o2, %) : (U,Ox|v) — (W, Opjnlw)
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zwei Superkarten. Der Deutlichkeit halber wollen wir fiir den Augenblick die auf

Ox (U) induzierten Koordmatenfelder mit [‘Z“ resp 66 bezeichnen und sie dadurch

von den Superderivationen -2 T auf O, |v bzw. W auf O, |w unterscheiden. Sie
sind so definiert, dass die beiden Teildiagramme kommutieren:

Onin(W) 220 Ox(U) 2 0,1 (V)

o

5 | = 2
ony, anyg | 9¢; 98

Om|n(W) T OX(U) — Omln(v)

Setze
((P; \I]) = (@25 \112) o ((1017 \Ijl)il : (Va Om|n|V) - (VV7 Om\n|W)7

dh. o =00t und Uy = \Ilf%, o ¥y . Dann ergibt folgende Rechnung:

die Transformationsformel

5§z < 08 Onk

1.6.8 Bemerkung. Der Umkehrsatz hat dhnliche Konsequenzen wie in der , klas-
sischen Analysis“:

® Satz iiber implizite Funktionen
® gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten

® Submersionen

1.7 Mechanik von Punktteilchen mit Spin

1.7.1. Lagrangeformulierung der klassischen Mechanik von Punkt-
teilchen. Gegeben sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M, genannt Konfi-
gurationsraum, und eine glatte Funktion

L:TM — R,
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die Lagrangefunktion. Zu gegebenen ty < t; und pg, p1 € M betrachte das Wir-
kungsfunktiononal

L Q:={ceC™([to,t1], M) | c(to) = po, c(t1) =p1} — R,

t1

Wir suchen die , kritischen Punkte“ von
L, d.h. diejenigen Kurven ¢ € Q, fiir die

d

EE(CS) s=0 =0 Cs P1
fiir alle glatten Variationen cs von ¢ in €2,
d.h. fiir alle s € (—¢,¢) ist Do

cs€Q, cg=c M

und die Abbildung Abb. 5: Variation der Kurve ¢ mit festen

Endpunkten pg, p
(—e,€) x [to, 1] — M, (s,t) = cs(b), v
ist glatt.

1.7.2. Sind z1,...,z, lokale Koordinaten einer Karte x : U — V C R™ von
M, dann schreibt sich jeder Tangentialvektor X mit Fulpunkt in U in eindeutiger
Weise in der Form

- 0
j=1 J

Dann bilden z1,...,Zm,y1, - - -, Ym lokale Koordinaten von T'M . Schreibe also lokal

L:L(xla--'axmayla"'aym)'

Fiir eine Kurve ¢ mit Koordinaten zi(t),...,zm,(¢f) hat ¢ die Koordinaten
21(t)y ..oy (t), 21(), ..., & (t). Fiir eine Variation ¢, setze

vi(t) == %xj(s,t)

s=0
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und berechne

e = /%L(ml(s,t),...,xm(s,t),jrl(s,t),...,j:m(s,t)) o
[ (X 52 t.a0) - 0+
NPy 9 0
;a—J(:c(t), (1) - 5555 1) ro)dt
05 (1)
[ 3 (5 (a(0.60) — - 5 (0,50 - (0 s
DI CORIOIIC

Wegen v;(to) = v;(t;) = 0 folgt

/Za% )(0) = G ((0,50) ) vy (0t

Ein Standardargument liefert, dass eine Kurve ¢ € €2 genau dann kritisch ist, wenn
die Euler-Lagrange-Gleichungen

d oL . oL . .
Ea_y](x(t)am(t)) 81']( (t) m(t))’ J= L...,m.

gelten.

1.7.3. Beispiele.

1) Sei der Konfigurationsraum eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g)
und die Lagrangefunktion L sei

1
LX) =35 Zg]k )Y Y-
]k 1

Dann ist die Euler-Lagrange-Gleichung genau die Geodétengleichung

\V
Ye=o.
&’

2) Modell fir Punktteilchen der Masse mg im Gravitationspotential V. Sei M
eine riemannsche Mannigfaltigkeit, V : M — R glatt, R 3 mo > 0 und

(X, X) - V(r(X)),

L:TM —R,  L(X)=-

wobei 7 : TM — M die Fuflpunktabbildung sei. Dann ist die Euler-Lagrange-
Gleichung

mO%c( t) = —grad V(e(t)).
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1.7.4. Seinun L € OO|2n({O}), d.h. L ist ein Polynom in den ungeraden Variablen
01,...,0n,m,...,0,. Wir nehmen an, dass der Grad von L nicht grofler als n ist.
Betrachte nun L als Abbildung

L:(AR™); x - x (A'R™); — A*R™.

2n

Desweiteren betrachte

L:Q — A'R”
£(c) = /L(cl(t),...,cn(t),él(t),...,c'n(t)) dt,

wobel

Ql = {C = (Cl, e ,Cn> S Coo([to, tl], (A*Rn)l X oo X (A*Rn>1) ‘ mit
C(to) = Po; C(tl) = pl}a
und po,p1 € ((A*R™);)" fest. Wir suchen wieder die kritischen Punkte. Bei der
Berechnung im klassischen Fall 1.7.2 haben wir die Produktregel angewendet. Wir

wollen kurz iiberlegen, wie es sich dabei mit der Differentiation von Superfunktionen
verhilt. Seien p;, i = 1,...,k glatte Kurven in ((A*R™);)". Dann gilt

——(P1 oK) =P 1 PE 1Py Pk P Pk

=01 2Pk — @y P2 ot (1) Tk o g

da wir die ungeraden Koordinatenfelder é%, gerade so definiert hatten, dass die
J
auftretenden Vorzeichen iibereinstimmen.

Nun berechnen wir die kritischen Punkte des obigen Wirkungsfunktionals £ analog
zu 1.7.2:

d
gﬁ(cs)

Lo e ®) o an() b (B), - an (D))

Somit ist ¢ € ; genau dann ein kritischer Punkt, wenn
t1
oL . d oL . _
[ o) (G5 et e60) = G (o). c00) ) e =0
to

fir alle glatten v; : [to, 1] — (A*R™); mit v;(to) = v;(t1) =0, j = 1,...,n. Die
Euler-Lagrange-Gleichungen

d OL . oL . .
i, C0-E0) = 5 (e, é(0), F=1

J
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sind hierfiir sicherlich hinreichend. Sie sind aber auch notwendig. Da ndmlich L als
Polynom hochstens Grad n hat, haben die partiellen Ableitungen von L hochstens
Grad n— 1. Somit nimmt der Ausdruck EL,(t) := g_eLj (c(t),é(t)) — % 66_771;' (c(t), ()
seine Werte in @Z;& AFR™ an. Wire nun ein EL;(#') # 0 fiir ein t' € [to,t1],
so kénnten wir ein v) € A'R™ finden mit EL;(t') - v] # 0. Dann setzen wir
v;(t) := x(t)v, wobei x eine nichtnegative Abschneidefunktion mit x(¢) = 1 und
hinreichend kleinem Triger um ¢’ ist. Dann wiéire aber auch Lil v;(t)EL;(t)dt # 0.

1.7.5 Beispiel. Sei n = 3 und seien by, b2, b € R. Setze
1 3
L= 5 Zl 91771 + b19293 + b29391 + b39192.

Fiir die Euler-Lagrange-Gleichung berechnen wir:

doL, .. 1
%a—m(c(t)vc(t)) =750 und
L 1
OL (), ét)) = Léy — bacy + bacs,
o0, >
oL

1
8_92 (C(t), C(t)) = 502 + blcg — bgCl,
oL

. L,
8_93 (C(t), C(t)) = —C3 — blcg + bgCl.

2

In Matrixform lautet die Euler-Lagrange-Gleichung also:

1 0 —b3 b2 C1

c | = b3 0 —b1 C2

ég 7b2 bl 0 C3
=:B

Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung ¢ = Bc hat die Losung
c(t) = exp(tB) - (0),

wobei exp die Exponentialabbildung fiir Matrizen ist. Da B schiefsymmetrisch ist,
d. h. B € s0(3), der Liealgebra von SO(3), ist exp(tB) € SO(3). Diese Lagrange-
Superfunktion beschreibt den Spin eines Punktteilchens.

Jetzt kénnen wir (mit ¢ = ¢, ¢ = ¢ und L(c, ¢) = (¢, ¢)) auch den Eingangsdialog
zwischen dem Mathematiker M und dem Physiker P, der derzeit als Motivation
diente, verstehen.

1.7.6. Betrachte nun Superfunktionen auf einer Supermannigfaltigkeit (T M, O7ay)
der Dimension 2m|2n, wobei

OT]M(U) = COO(U) X AR
sei. Wir fassen L auf als Abbildung

L:TU x (A*R™)1 x --- x (A"'R"); — A*R"

2n
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und erhalten fiir die kritischen Punkte

C: [to,tl] — U x (A*Rn)l X X (A*Rn)l

n

durch Kombination der vorherigen Situationen die Euler-Lagrange-Gleichungen

d 0L

- = y 2 = 7 - p=1,...
it O, (x,d,c,¢) o2, (x,2,¢,¢), i LM
d OL oL

oy @hed =g @aed,  j=l.n

1.7.7 Beispiel. Sei M der euklidische Raum R3, V : R® — R glatt, m > 0 und
=
b = (b1, b2, b3) : R — R3 ein Vektorfeld. Wir setzen:

.3
<y, y> - V(x) + % Z Hknk + Z(b1 ($)9293 + bg(l‘)@gel + bg(x)0192)
k=1

m
L(mayvevn) = 5

Die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen lauten:

mi = — grad V+ Z(grad b1 ($)9293 + grad bQ ($)9391 + grad bg (1‘)9192)
_ 0 7b3($) b2($)
0= b(z)x0=B(x)-0 mitB(x):=| bs(x) 0 —bi(x)
1.8 Das Berezin—Integral

Das Ziel dieses Abschnittes ist, zu zeigen, wie man ein Integral auf Superman-
nigfaltigkeiten einfithrt. Zun#chst wollen wir Superfunktionen auf Supergebieten
integrieren.

1.8.1. Heuristische Voriiberlegungen. Sei (U, O,,,|v) ein Supergebiet mit ge-

rade Variablen z1,...,x,, und ungerade Variablen 64, ...,60,. Wir wollen folgende
Relationen fiir realisieren:

/1d9 = 07 /9d9 = 1, 91' dHJ = —dejei, 91 dl‘j = —dl‘jei.

Dann gilt fiir das Integral iiber den ,, Top-Grad® f(;,.. 1)01 -+ 0y:

.....

/f(l,___,l)($1, N 7$m)91 N 971 dl‘l e dl‘m d91 N dﬁn
U
:(_1)nm/f(1 ,,,,, D@1y m) oy dpby -0, d6y .. dO,

:(_1)nm+—"<";“/f(1 ,,,,, (@1, T) dzy - A0y By .0, O,

n(n—1)
= (—1)7”’”+ 2 /f(l """ 1)(.1'1,...7.1'7”) dl‘l dl‘m
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Auflerdem gilt fir € # (1,...,1):

/fs(zl,...,zm)Qil <0 dry ... dogy, dOy ... dO,
U

:i/f&-(,@l,...,xm)d.’ﬂl... dmmH? d019ff db,,
U
:0,

denn da wenigstens ein ¢; = 0, kommt ein Faktor 1df;, vor, und wir wollten
J1df; = 0. D.h. wir kinne das Integral der Superfunktion f auf das gewdhnli-
che Lebesgue-Integral von f(; . 1) zuriickfithren.

1.8.2 Definition. Sei (U, O,),|v) ein Supergebiet wie oben und
€
Dann heif3t

/fd(m,e)z(—1>nm+—z’ /f(1 ,,,,, (@1, ) der . o,
U

Berezin-Integral von f.

1.8.3. Satz (Transformationsformel) Seien (U, Op,jp|v) und (V, Opnlv) 2wei
Supergebiete mit Koordinaten x;, 0; auf U und y;, n; auf V. Sei

(507\11) : (U7 Om\n|U) - (Vv Om\n|V)

ein Isomorphismus. Sei weiter f € Op, (V) eine Superfunktion mit kompaktem
Tréager in V. Dann gilt:

/fd(y,n) = :t/\Il(f) - Sdet (J(cp, \I/)) d(z, 0).
v U

Dabei gilt 4, falls ¢ orientierungserhaltend und ,—*“, falls ¢ orientierungsum-
kehrend ist.

1.8.4 Bemerkung. Die Kompaktheitsvoraussetzung an den Tréger von f ist wich-
tig. Dazu betrachte man das folgende

1.8.5 Beispiel. Als Supergebiet betrachten wir (U, Opnlv) = (V,Opplv) =
((0, 1),01‘2|(071)), also das offene Intervall (0,1) auf der Supergeraden. Sei ¢ =
id(p,1) und ¥ sei gegeben durch

m — 013

N2+ 02
und fo(y) — fo(z) + f(z)0102 fur fo € C’OO((O, 1))

Wir berechnen die Jacobimatrix von (¢, ¥). Die Koordinatenfunktionen lauten
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Dann ist
[EAEY oV, o, 1
O T 90, 00, —02 01
J \I/ = 8\112 6‘112 8\112 =
(v, ) dx 90, 00, 0 L0
oy oV 9y

Nun kénnen wir leicht Sdet (J(p, ¥)) berechnen:

Sdet (J(p, ¥)) = det ((1)4702,91) <1 O) :

0 1 1(8))«1&(; (1)>_11'

Wihle f € O1)2((0,1)) definiert durch f(y) = y. Offenbar ist

fd(y77717772) =0.
(0,1)

»2Anwendung“ der Transformationsformel ergibt hingegen:

/ U(f)Sdet (J(p, W) d(z, 01, 02)
(0,1)

= / (ZL'+0192) '1d(£l?,91,92)
(0,1)

= / 9192 dx d91 d92
(0,1)

=— / ldx = —1.

(0,1)

Ist nun unsere Transformationsformel falsch? Natiirlich nicht, denn obiges f hat
nicht kompakten Triger in (0,1).

1.8.6 Bemerkung. Man kann ein Konzept von ,,Supervolumenformen* auf Super-
mannigfaltigkeiten einfithren, die sich bei Kartenwechsel wie in der Transformati-
onsformel vorgegeben transformieren. Deren Integral kann mittels Teilung der Eins
auf das Integral von Superfunktionen auf Superkarten zuriickgefithrt werden.



Kapitel 2

Nichtkommutative Topologie

Jede Supermannigfaltigkeit (X, Ox) ist festgelegt durch die Superalgebra Ox (X).
Ab jetzt nehmen wir eine (méglicherweise sehr nicht-kommutative) Algebra als Aus-
gangsobjekt und tun so, als ob dies die Algebra der auf dem zu beschreibenden
Raum definierten Funktionen sei. Wir wollen darauf achten, wie sich topologische
Eigenschaften in algebraischen Eigenschaften widerspiegeln.

2.1 (C*—Algebren

2.1.1 Definition. Sei A eine assoziative C-Algebra, sei || - || eine Norm auf dem
C-Vektorraum A, sei * : A — A, a — a*, eine C-antilineare Abbildung. Dann heif3t
(A, ]| - |I, %) eine Pri-C*-Algebra, falls fiir alle a, b € A gilt:

1) a* =a (x ist eine Involution)
2) (ab)* =b*a*
3) |labl| < |lall 0] (Submultiplikativitit)
4) |la*| = |lal] (x ist Isometrie)
5) |la*all = ||al? (C*—FEigenschaft).
Ist ferner (A, | - ||) vollstindig, dann heifit (A, || - ||, *) eine C*-Algebra.
2.1.2 Beispiel. 1) Sei (H, (+,-)) ein Hilbertraum, sei A = L(H) die Algebra der
beschrinkten Operatoren auf H. Sei || - || die Operatornorm, d.h.
Jall == sup [acl.
llzll=1

a* sei der zu a adjungierte Operator, d.h.
(az,y) = (z,a”y) fiir alle z, y € H.

Die Axiome 1) bis 4) rechnet man leicht nach. Unter Verwendung der Axiome
3) und 4) und der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung zeigen wir nur Ax. 5):

||a||2 = sup ||a:r||2 = sup (az,ax) = sup (z,a"ax)
llzll=1 llzll=1 l|lzll=1
( o)
< ”51”1P1 ]| - la*az| = [la*al| < [la*|| - [lal]l = [lal®.
Trll=

Also gilt bei beiden Ungleichungen Gleichheit, d.h. ||a|? = [|a*al|.
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2) Sei X ein lokal-kompakter Hausdorffraum. Sei
A=Cy(X):={f: X — C stetig| Ve > 03K C X kompakt, so dass
Vee X — K :|f(x)] < e}

Wir nennen Cy(X) die Algebra der stetigen Funktionen, die im Unendlichen
verschwinden. Falls X kompakt ist, ist A = Co(X) = C(X). Alle f € Co(X)
sind beschrénkt und wir kénnen definieren:

I£1:= sup [f(z)];
auflerdem sei f*(z) := f(x).
Dann ist (Co(X), || - ||, *) eine kommutative C*—~Algebra.
3) Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Sei
A=C(X):={f: X — Cglatt | Ve > 03K C X kompakt, so dass
Vee X — K :|f(z)] < e}

Wir nennen C§°(X) die Algebra der glatten Funktionen, die im Unendlichen
verschwinden. Norm und #-Abbildung definieren wir wie im vorigen Beispiel.
Dann ist (C§°(X),|| - ||, *) eine kommutative Pra—C*—Algebra.

2.1.3 Definition. Ein Element a einer Pra—C*—Algebra heifit selbstadjungiert, falls
a=a".

2.1.4 Bemerkung. Eine Pria—C*—Algebra A besitzt hochstens ein Einselement 1,
denn ist 1’ ein weiteres, so gilt

1=1-1"=1".
Nun ist fiir allea € A

und analog sieht man al* = a. Also ist auch 1* das Einselement, d.h. das Einsele-
ment ist selbstadjungiert. Ferner ist

1Ll = f=1) = [P,
also ||1|| = 1 oder ||1]] = 0. Im zweiten Fall ist 1 = 0 und damit A = 0. Diesen Fall

werden wir ignorieren und somit ||1]] = 1 annehmen.
2.1.5 Beispiel. 1) Im Beispiel 2.1.2.1 besitzt A = L(H) mit 1 = idy ein Eins-
element.

2) A = Cy(X) besitzt das Einselement f =1 genau dann, wenn Cy(X) = C(X),
d.h. genau dann, wenn X kompakt ist. Hier haben wir also schon eine topolo-
gische Eigenschaft von X, die wir iibersetzen konnen in eine Eigenschaft der
zugehorigen Algebra.

2.1.6 Proposition. Sei (4, ||| a,*) eine Pri—C*-Algebra ohne 1. Wir definieren
auf A:=C x A fir a € C und a, b € A folgende Strukturen:

(a,a) + (B,b) = (+ B,a +b)
B, a) == (Ba, Ba)
(a,a) - (B,b) := (af, ab + Ba + ab)
(a,a)" := (@, a”)
(e, a)]l 5 == sup [[ab + abl| 4.
lIb]la=1
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Dann ist (A, || - | 1, %) eine Pri-C*-Algebra. Die Algebra A kann mit der Unteral-
gebra {0} x A C A (mitsamt allen Strukturen) identifiziert werden.

War (A, || -||a, %) eine C*-Algebra, d.h. (A, | -||4) vollstindig, so ist auch (A, |- Il 5)
vollstindig, d.h. (A, | - | z,%) eine C*-Algebra.

Beweis.

a) Man rechnet leicht nach, dass A wicder eine assoziative C-Algebra ist. Ferner
ist klar, dass * eine C-antilineare Abbildung ist, und 1) und 2) gelten.

b) Wir zeigen, dass | - || ; eine Norm auf A definiert.

bl) Homogenitit.
18(c, @)l 7 = |(Bev, Ba)|l 7 = Hbs”up ) | Bab + Bab||
e
=18 - ” sup [lab+ablla = |3] - ||, a)]| 5-

blla=1

b2) Positivdefinitheit. Es gilt stets ||(a, a)|] > 0. Sei ||(v,a)|| = 0. Es ist zu
zeigen, dass @ = 0 und a = 0 folgt. Ist & = 0 und nehmen wir an, a # 0,

so folgt
0= [[(a,@)|| = [[(0,a)[| = sup |ab]|
Io]l=1
> |la- HZ*II | = ||a1*” laa™|| = |la*[| = |-

Da wir aber wissen, dass die Norm auf A positiv definit ist, folgt hieraus
a = 0 im Widerspruch zur Annahme. Also war die Annahme a # 0 falsch,
d.h. aus a =0 folgt a = 0.

Sei nun « # 0. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit (Homogenitét ist
bereits gezeigt) sei & = 1. Einfache Uberlegungen ergeben:

0= a)l= sup. [[b+ ab]]

lloll=
= b+ab=0 fir allebe A, |b|| =1
= b+ab=0 firallebe A
= b= —ab firallebe A
= b* =b*(—a") fir allebe A
= b=0b(—a") fiir alle b € A,
insbesondere gilt ¢* = —aa* = a. Damit folgt aber, dass A mit —a = —a*

ein Einselement besitzt. Widerspruch!

b3) Dreiecksungleichung.

(a1, a1) + (a2, a2)|| = [[(a1 + a2, a1 + a2)|
= ”Shlp (a1 + a2)b+ (a1 + a2)b||
bl|l=1
< Sup (Il(arb + a1l + [lazb + asb||)
bll=1

< sup (||(a1b1 + a1b1H + ||042b2 + a2b2||)
b1 [[=]b2]|=1

= [[(e1; a1)[ + [[ (a2, az)]-
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¢) Submultiplikativitat.

(a1, a1)(az, a2)|| = (12, a1as + asa1 + aiasz)||

= sup ||aiazb+ ajazxb+ asai1b+ ajazb||
[[bl|=1

= sup ||a1(agb+ azd) + a1 (b + agd)|]
llb]l=1

< sup [Jazb+ azb| - [[(a1,a1)]]
[16]

= [[(az,a2)ll - [|(ca1, a1)]|-
d) s« ist Isometrie.

(e, a)[|* = sup ||ab + ab]*

llell=1

(i) *— ® ok

= sup ||(b*a+b*a*)(ab+ ab)||
llell=1

< sup ||b*]] - ||aab + @ab + a*ab + a*abl|
llell=1

= [l(,@)" - (e, a)|

o)
<l a)*|l - (e, @)
= |(o,a)] <[l(a,a)*].

Durch Vertauschen der Rollen von (o, a) und («, a)* erhélt man

(e, @)l = [[(a; a)"]].
e) C*-Eigenschaft.
(e, a)l|* < [l )" (ev, )l wie in d) gezeigt
< (e @)} - [[ (e a) |
= ll(a, a)]?
= e a)l* = (o, a)" (e, )|

f) Einbettung von A in A und Vollstandigkeit von (A, ]| - ), sofern (A,]| - |)
vollstandig. Es gilt

[[(@, 0)[| = sup [lab] = sup. o - (1ol = |-

llbll=1 llbll=
Auflerdem
[(0,a)|| = ”ihlgl lad]| < |lall und 10,a)[| > fla- g2 1l = llal,
also  [[(0,a)|| = [la.

Sei nun A vollstandig. Setze

=1 > 0.
¢:= inf |(1,a)l| 2 0

Es gilt 6 > 0, denn wiére § = 0, so gébe es a, € A mit ||(1,a,)|| — 0 fiir
n — oo. Insbesondere wire (1, ay, ), eine konvergente Folge, also insbesondere
eine Cauchyfolge in A. Wegen

llan = am|l = 10, an — am)|| = [[(1,an) = (1, am)||
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wire (an), eine Cauchyfolge in A und wiirde wegen der Vollstindigkeit von
A konvergieren. Sei a := lim,_, a,. Damit erhalten wir

1L an)ll = 11(1;a) = (0,0 = an)| = (1, @)l = [[(0,a = an)]|

= (L a)l| = [la — an|
—_——— ——
>0 —0

im Widerspruch zu ||(1,a, )| — 0. Also ist ¢ > 0. Wir sehen fiir o € C:

laf -6 = inf |[(o, 0)|| < [[(, car)|| = (e, a2)]-
acA (ag € A bel. fest)  (ag — aaj € A bel.)
Sei nun (o, ay), eine Cauchyfolge in A. Es folgt:
”(anvan) - (am,am)H = ||(O‘n — O, G — am)” >4 |0‘n - Om
= ot — ] <t 02) — (00,00

0

Also ist (am,), eine Cauchyfolge in C. Sei a ihr Grenzwert. Auch (an), C A
ist eine Cauchyfolge, denn

llan — amll = 11(0,an — am)ll = [|(an, an) = (qm; am) = (@n; 0) + (am, 0)|

< ||(a’ma’n) - (am;am)H + |CYn - am| .
—

(an,an)n Cauchyf. (am)n Cauchyf.

Also existiert a € A mit a,, — a. Nun kénnen wir den Grenzwert von (o, an )n
zusammensetzen:

(e, @) = (an, an)l| = [[(@ = @n, 0) + (0,0 — an)|| < |a — an[ +[la —anl| =0,

und somit (ay,,a,) — (o, a) € A.
O

2.1.7 Definition. Ist A eine Pra—C*—Algebra ohne Eins, so heifit A die Vereinsung
von A.

2.1.8 Bemerkung. Sei X ein lokal-kompakter Hausdorffraum mit Topologie 7.
Wir setzen
X = X U{oo},

wobei oo ein Symbol fiir ein Element ist, dass nicht in X enthalten ist, und
T :=Tx U{{c} U(X — K)| K C X kompakt}.

Dann ist (X ,T¢) ein kompakter Hausdorffraum. ()A( ,T5) heifit  Ein-Punkt-
Kompaktifizierung von (X, Tx).

2.1.9 Ubung. Zeige, dass H/@, die Ein-Punkt-Kompaktifizierung des R",
homdomorph zur Sphére S™ ist.

2.1.10 Ubung. Sei X ein nicht kompakter lokal-kompakter Hausdorffraum. Zeige,
dass

e~

C(X) = Co(X)
f e (1(00), (f = F(00))x)
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einen Algebrenisomorphismus liefert, der || - || und * erhélt.!

Sei A eine C*—Algebra mit 1. Schreibe A* fiir die Menge der invertierbaren Elemente
in A. Ist a € A, so ist auch a* € A*, denn

a (@) = (aa) = 1" = 1,
und ebenso (a=1)* -a* =1, also (a*)~! = (a=1)*.
2.1.11 Definition. Sei A eine C*—Algebra mit 1. Fiir a € A heifit
ra(a):={AeCl|A-1—ae€ A"}
Resolventenmenge von a und
oala) :==C—ra(a)

heifit das Spektrum von a.

Fiir A € r4(a) heifit
A-1-a)yteAa

die Resolvente von a in A. Ferner heifit
pa(a) :=sup{[Al|A € 0a(a)}
der Spektralradius von a.
2.1.12 Beispiel. Sei X ein kompakter Hausdorfiraum und A = C(X). Dann ist

AX = {f € C(X)| f(x) #0 fir alle z € X}
oox)(f)=f(X)cC
rox)(f) =C— f(X)
pcx)(f) = I1flls-

2.1.13 Proposition. Sei A eine C*—Algebra mit 1 und seia € A. Dann ist o4(a) C
C eine nichtleere kompakte Teilmenge und die Resolvente

ra(a) — A, A= (A-1—a)™t,
ist stetig. Ferner gilt
1 1
=1 "|n = inf ||a™]||» < .
pa(a) = lim fla®| = inf fla™(|> < |lall
Bewets.
a) Sei Ao € ra(a). Fiir A € C mit

A= ol < [[(Aol —a)~ |7 (%)

'Es wird gezeigt, dass die Vereinsung der Algebra Cp(X) der stetigen Funktionen auf einem
nicht kompakten, lokal-kompakten Raum X, die im Unendlichen verschwinden, isomorph ist zur
Algebra C(X) der stetigen Funktionen auf der Ein-Punkt-Kompaktifizierung des zu Grunde lie-
genden Raumes. Wir hatten zuvor schon beobachtet, dass Co(X) genau dann eine Eins enthélt,
wenn X kompakt ist. Die Entsprechung von Vereinsung und Kompaktifizierung tragt die ange-
strebte Charakterisierung topologischer Eigenschaften von X durch algebraische Eigenschaften
von Cp(X) also weiter.
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konvergiert die so genannte Neumann—Reihe

Z Aof )\017(1) m—1
m=0

absolut, denn
1o =A™ (Aol = a) ™71 < Ao =A™ - [[(Aol = a) ™
- Aol —a)7H[\m
Ow] — a1 - ( I€ )

100 =0 (=

<1 wg.(x*)
Die Neumann—Reihe wird somit majorisiert durch die geometrische Reihe,
ist also absolut konvergent. Da A als vollstindig angenommen wurde (fiir
den Pré—C*—Algebra—Fall kénnten wir so nicht schliefen!), konvergiert die

Reihe auch im gewohnlichen Sinne in A. Sie konvergiert gegen die Resolvente
(Al —a)~t, denn

A =a) Y (o= A" (Al —a)™""
m=0
= [(A=20)1+Nl=a)] > (A= N)"(Nl—a)y"!
m=0
= —Z(}\O_)\)m+1()\01_a -m= 1+Z )\O_ )\Ol_a’) "
m=0 m=0
= 1.

Damit ist A € ra(a) gezeigt fiir alle A, die (x) erfiillen. Also ist r4(a) offen
und o4(a) als dessen Komplement abgeschlossen.

b) Stetigkeit der Resolvente. Wir schétzen die Differenz der Resonvente von a in
Ao und in A ab, wobei wir zur Abschitzung der Resolvente in A wieder die
Neumann—Reihe von oben verwenden.

(A=)~ = (Ml — a) 1||_HZ Ao — )™ (Aol — a)~™" 1—()\01—a)_1H

< E Ao =A™ [(Aol —a)~H[™*!
Vor. wie in Teil a): geometri- ( m=1
sche Reihe konvergiert

—\l- 1—q) !
:H()\Ol . a)—1|| . |)‘0 )‘l H()‘O a) ”

L—=1{Xo = Al [[(Aol — )|
[(Aol —a)”!|?

L= X0 = Al [[(Aol = a) 71

—0 fir A— X

=[Ao — Al

Also ist die Resolvente stetig.

¢) Wir zeigen pa(a) < inf,, [la”|| < liminf,_ |a®]|%. Sei n € N fest und sei
A" > ||a™||. Jedes m € Ny schreibt sich eindeutig als m = pn + ¢, p, ¢ € No,
0 < q <n —1. Die Reihe

@GS (R)
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konvergiert absolut, also konvergiert sie und zwar gegen (Al — a)~!, denn

()\1 _ a) . (i )\—m—lam) — i A" Me™ — i )\—m—lam-l—l -1
m=0 m=0 m=0

und analog

( ioxm—lam) ‘(M —a) =1,

d.h. fiir [A|™ > [|a™|| besitzt (Al — a) ein Inverses und damit ist A € r4(a).
Damit folgt fiir den Spektralradius:

pa(a) < inf [[a”||* < liminf[ja™|".
neN n— o0

d) Wir zeigen pa(a) > limsup,, .. ||a"|* =: p(a).

1.Fall:

2.Fall:

pla) =0. Wire a € A*, so wiire wegen
=[] = fla"a™"] < [la™][ - [la="|

1 < p(a)-p(a=t) = 0. Widerspruch! Also ist a ¢ A*. Damit ist 0 € o4(a),
d.h. das Spektrum von a ist nicht leer. Dann ist der Spektralradius p 4 (a)
durch 0 nach unten beschrénkt, und damit wie gewiinscht

pla) =0 < pa(a).
p(a) > 0. Sind a, € A Elemente, fiir die
R,:=(1—a,) !

existieren, so gilt
ap,—0 <& R, —1,

denn, wie wir in Lemma 2.1.14 zeigen werden, ist die Inversenabbildung
A* — AX a v a~! stetig. Setze

S:={AeC||N > pla)}.
Wir wollen zeigen, dass S ¢ ra(a), denn dann existiert ein A mit
[A| > pla) und X€ogu(a)

und somit
pa(a) = Al = pla).

Angenommen, es wire S C r4(a). Sei w € C eine n—te Einheitswurzel,
d.h w™ =1. Fiir A € S existiert dann
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Wir berechnen

(- S mte ) = 2 5 (e - ) (-5

k=1 l=1
1L k=D gl
=YY
k=1 1=1
1~ d! 1k
==Y w7 2@
1=1 k=1
—_———
Ofallsl > 2
nfallsl =1

und analog folgert man Ry, (a, \)(1 — i—:) = 1. Somit ist

n\ -1
R,(a,\) = (1—?\7) ) Ae S Crala).

Ferner gilt fiir A € S:

0-5) - (-5

pla)"
~ wka -1 wkay -1
2055 -5

B
Il
—

(1-5) (-5 -5 -50)

(-0 (- 5+ ) (G-

wk wk wk

I
S
M=

>
Il
—

I
S
M=

B
Il
—

IA
=

~

a) = Al - [lall - sup [[ (21 —a) ~H]*.
zES

Das Supremum ist endlich, denn z +— (21 —a)~? ist stetig auf r4(a) D S
nach b) und fiir |z] > 2 - ||a|| gilt:

1 & ) 1
1—a)?! —§ <— -
(21 —=a)""[| < E =TS Tl

Auflerhalb des Ringes By)jq)(0) — p(a)( )

ist ||(21—a) ™| also beschrénkt durch HaH '
und auf dem kompakten Ring ist sie als

stetige Funktion sowieso beschrankt.

Definiere
C = |lall- sgpl\(zlfa) .
Damit gilt:
[Rn(a, pla)) — Ru(a, N)|| < C-[p(a) — Al
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fiir alle n € N und alle A € S. Mit A = p(a) + % erhalten wir

n n

(- 5e) - (1 G+ e ) =5

| ———

—0 fiir n—oo

—1 fiir n—oo
n

a —1
- 1imsupH<1—~ ) 71H§9, fiir alle j € N
n—o00 P a)" ]
a” \~1!
- 1imsupH<1—~ ) f1H:0
n—o00 p(a)"
a™ N\l
= (1 — ~—) — 1 fir n — oo
pla)”
an
N Il
pla)”

Aber das widerspricht der Definition von p(a), denn

a7 < fal| 75 - flan| T

= ||a]| 7 - [|a™|| "D - [|am| ¥
< lal|7 - [|a]| " FEFD - [lan||
= [la"~

Also ist die Folge (||a”||%) N monoton fallend und damit
ne

pla) :limsupHakH% < ||a”|\% fiir alle n € N.

k—o0

Dann gilt aber

fiir alle n € N.
Widerspruch!
e) Das Spektrum ist nicht leer. Denn wére o(a) = ), dann wire
pa(a) = —o0

im Widerspruch zu
. 1
pa(a) = lim [a]= >0
n—oo

2.1.14 Lemma. Sei A eine Pri—C*—-Algebra. Dann sind die Abbildungen

AxA— A, (a,b) — a+b,
CxA— A (oa)— aa,
AXA— A, (a,b) — a-b,

A — AX, a—at
stetig.

Beweis.
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a) Die ersten beiden Abbildungen sind in allen normierten Vektorrdumen stetig,
wie man leicht aus der Dreiecksungleichung und der Homogenitéit der Norm
folgert.

b) Stetigkeit der Multiplikation. Seien ag, by € A. Dann gilt fiir a, b € A mit
lla — ao|| <& und ||b— byl < e:
[lab — agbol| = ||ab — apb + agb — agbo||
< lla = aol| - [[6]] + [laol| - [[b— boll
< e([1b—boll + [Iboll) + llaol| - €
<e(e+[boll) + llaol -

c) Stetigkeit der Inversenabbildung. Sei ag € A*. Dann gilt fiir alle a € A* mit

la—aoll <& < llag*| "
la™" —ag || = [la™ (a0 — a)ag ||
< lla™l - llao — all - [lag ||
< (la™ —ag 'l +llag ') - € - llag |
= (I—elag'll) lla™t —ag'll <e-llag'|
—_———
>0, da e<[lag '||-1
= la™" —ag '] < Jlag I
1- || 1—ellag’||

2.1.15 Definition. Sei A eine Pra-C*—Algebra mit Eins. Dann heifit a € A
normal, falls aa™ = a*a,
Isometrie, falls a*a = 1 und
unitdr, falls a*a = aa* = 1.

Bemerkung. Insbesondere sind selbstadjungierte Elemente normal. In einer kom-
mutativen Algebra sind alle Elemente normal.

2.1.16 Satz. Sei A eine C*-Algebra mit Eins und sei a € A. Dann gilt:
1) oa(a*) = o4(a)
2) Fallsa € A*: o4(a™t) =0oa(a)™t.
3) Falls a normal: pa(a) = |al|.
4) Falls a Isometrie: pa(a) = 1.
5) Falls a unitir: o4(a) C S* C C.

6) Ist a selbstadjungiert, so gilt oa(a) C [—|al,||lal] und ferner oa(a®) C
[0, llal?].

7) Ist P(z) ein Polynom und a € A beliebig, so gilt

oa(P(a)) = P(oa(a)).

Beweis.
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Zu 1):

Zu 2):

Zu 3):

Zu 4):

Zu 5):

Zu 6):

A ist nicht im Spektrum von a genau dann, wenn (A1 —a) invertierbar ist und
dies ist genau dann der Fall, wenn (Al — a)* = Al — a* invertierbar ist, d.h.
genau dann, wenn A nicht im Spektrum von a* ist.

Falls a invertierbar ist, so ist 0 weder im Spektrum o4(a) von a noch im
Spektrum o4 (a!) von a~!. Ferner gilt fiir A # 0:

(Al —a) = Aa(a™! = X711)
und A —ahH=x"1a"a— M)
Also ist (A1 —a) genau dann invertierbar, wenn (A~'1 —a~!) invertierbar ist.
Sei a normal. Unter Verwendung der C*~Eigenschaft erhalten wir (induktiv):
1> 1% = [[(a*)*a®" || = [[(a*)*" a*"|| = [[(a*a)*" |

n—1 n—1 n—1
=(@a)® (a"a)* | =|(@a)?* |?
selbstadj. ™~

= ... = |a*q|

IS

> = o)™

n 1
ik

= pala)= lim [a*"|% = lim_a] = |a.

Sei a Isometrie. Dann gilt:
la™|* = ll(a™)"a"™ ]| = ll(a*)"a"|| = 1| = 1.

= pa(a) = lim [|a"|= = 1.

Sei a unitédr. Zum Einen gilt nach (4):
oala) C{AeC||A <1}

Zum Anderen gilt

oala) ) oala*) =oca(a™1) = oala)

Beides zusammen ergibt: o4 (a) C S?.

Sei a selbstadjungiert. Zu zeigen ist o 4(a) C R. Wihle A € R mit A= > ||a]|.
Dann ist 1 +4iAa = A(A~! + ia) invertierbar. Setze

U:=(1—iXa)(1+ira)" ",

Dann ist
U*U = (1—iXa)™' - (1 4+ida)(1 —ida)(1 +ida)~*
(1 —iXa) (1 —iXa)(1 +iXa)(1 +ixa)™*
1

und analog ist UU* = 1, d.h. U ist unitir. Dann ist nach Teil 5) o4 (U) C S*.
Eine kleine Fingeriibung im Rechnen mit komplexen Zahlen zeigt, dass

(1 —idp)(1+idp) =1 <= peR,
also ist

(1 —idu)(1+4i )~ -1 —U invertierbar, falls 4 € C — R.
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Wegen
(1 — i) (1 +idu)~t-1-U
= (1+i )" (1 — i) (1 +iAa)l — (1 +idp) (1 —ida)) (1 + ida) !
= 2\(1 +idp) " a — pl) (1 +idp) !

ist (@ — pl) invertierbar fiir alle p € C — R, d.h. g € ry(a) fur alle p € C—R
und also g4 (a) C R.

Die Aussage iiber 04(a?) folgt dann aus Teil 7).

Zu T7): Zerlege das Polynom P(z) — A in Linearfaktoren:
P(z)f)\:owH(aj—z), a, a5 € C.
j=1
Wir setzen ein Algebraelement a € A ein:
Pla)— A=« H(ajl —a).
j=1

Da die Faktoren in diesem Produkt kommutieren, ist das Produkt invertierbar
genau dann, wenn alle Faktoren invertierbar sind.? In unserem Fall bedeutet
das
A€oa(P(a)) <= mind. eine Faktor ist nicht invertierbar

<= «a; € 04(a) fiir ein j

< A=P(a;) € P(oa(a)),
da die ¢;’s sdmtliche Nullstellen von P(z) — Al sind.

O

2.1.17 Korollar. Sei (A, | - ||,*) eine C*—Algebra. Dann ist die Norm || - || durch
A und * eindeutig festgelegt.

Beweis. OBdA habe A eine Eins; sonst gehe zur Vereinsung A iiber.3 Es gilt fiir

a € A, dass

2.1.16.3

lal* =1 a’a | pala”a)
—~~

selbstad.

nur von A und * abhéngt. a
2.1.18 Definition. Seien A und B C*—Algebren. Ein Algebrenhomomorphismus
m:A— B

heiflt «—Morphismus, falls fiir alle a € A gilt:
m(a*) = m(a).

Eine Abbildung 7 : A — A heifit x—Automorphismus, wenn sie ein invertierbarer
*-Morphismus ist.

2Dies folgt aus einer ganz allgemeinen Uberlegung fiir Algebren mit Eins: Sei b = a1 ---an
mit kommutierenden Faktoren. Dann ist b invertierbar, falls alle Faktoren invertierbar sind: b~ =
a;l . -a;l. Ist umgekehrt b invertierbar, so ist a;l =p! -Hﬁéi a;, wobei wir die Kommutativitét
der Faktoren verwendet haben.

3(A, *) wird festgelegt durch (A, *). Bestimme |- || auf A und schréinke diese auf A = {0} x A C A

ein.
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2.1.19 Korollar. Seien A und B C*-Algebren (mit Fins). Jeder (einserhaltende)
x—Morphismus m: A — B erfillt

[m(a)] < llal|
fiir alle a € A. Insbesondere ist 7 stetig.
Beweis.
a) Betrachte zunéchst den Fall, dass A und B eine Eins haben. Fiir a € A* gilt:
n(a)r(a™) = m(aa™) =7(1) =1

und analog m(a~!)m(a) = 1, also ist w(a) € B> mit 7(a)™! = n(a™!). Ist nun
A € rafa), soist

A —7(a) =n(Al —a) € m(A*) C B”,

d.h. A € rp(w(a)). Also ist ra(a) C rp(m(a)). Dann gilt fir die Spektren die
umgekehrte Inklusion op(m(a)) C oa(a). Daraus erhalten wir fiir die Spek-
tralradien die Ungleichung

p(m(a)) < pa(a).

Nun konnen wir, da 7 eine *—Morphismus ist, die Norm folgendermafien
abschétzen:

I7(a)]* = | w(a)*n(a) | = p5(7(a)*(a)) = pr(n(a*a))
——
selbstadj.
< pa(a*a) = ||a]*.
b) Haben A und B keine Eins, so definieren wir zwischen den Vereinsungen A
und B folgende Abbildung
7:A— B, 7((a,a)) == (a,7(a)).

Dann ist 7 ein einserhaltender #-Morphismus. Also gilt

Im(a)llz = 11(0,7(a))ll 5 = [I7(0,a)ll 5 < 10, @)l z = llall -
a

2.1.20 Korollar. Sei A eine C*—Algebra (mit Eins). Dann erfillt jeder (einser-
haltende) x-Automorphismus w: a — A fiir alle a € A:

(@)l = llall

Beweis.
Im(@)]l < llall = == (w(@)) || < [I=(a)]-

d

2.1.21 Bemerkung. Ist A eine C*—Algebra ohne Eins und a € A, so schreiben wir
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2.1.22 Bemerkung. Sei A ein Banachraum, d.h. ein vollstindig normierter Vek-
torraum iiber C. Betrachte den Dualraum der stetigen, linearen Funktionale

A* :={u: A — C linear und stetig}

mit der Operatornorm

el := sup [u(a).
acA
flal=1
Dann ist (A*, || - ||) wieder ein Banachraum.

A* trigt eine weitere wichtige Topologie, die schwach—«—Topologie: Zu pg € A*,
a€ A, 6> 0 setze

Ulpo, a,6) :={n € A"[|p(a) — po(a)| < 6}.

Die schwach—«—Topologie ist die von den U (g, a, d) erzeugte Topologie auf A*, d.h.
die offenen Mengen der schwach——Topologie sind beliebige Vereinigungen endlicher
Schnitte von Mengen aus*

S :={U(po,a,8) | po € A*, a € A, § > 0}.
Die Norm—Topologie wird erzeugt durch die Mengen

V(po,6) i= {1 € A" [l — poll < 6}.
Diese Normen sind nicht dquivalent, denn fiir eine Folge (u;)ien in A* gilt

wi — p bzgl. Norm—Topologie < p; — u gleichméBig (als Funktionale)
wi — p bzgl. schwach—+Top. <&  p; — p punktweise.

2.1.23 Definition. Sei A eine C*—Algebra. Ein p € A* heifit Charakter, falls
p#0  und  p(ab) = p(a)u(b)
fur alle a, b € A. Die Menge
M (A) := {Charaktere von A} C A*

zusammen mit der von der schwach——Topologie kommenden Relativtopologie heif3t
Gelfand—-Spektrum von A.

2.1.24 Beispiel. 1) Sei A = Matc(n), n > 2. Dann ist M(A) = 0 (Matc(n)
ist sozusagen charakterlos), denn fiir einen Ringhomomorphismus p: A — C
muss gelten:

p(a™ ba) = p(a) ™ u(b)p(a) = p(d),

d.h. p ist konstant auf Konjugationsklassen. Deshalb 148t sich p ausdriicken
in elementarsymmetrischen Funktionen der Eigenwerte. Nun soll u aber linear
sein, also muss

w(a) = const - tr(a)

gelten, was aber nicht multiplikativ ist fiir const # 0.

48 heift (topologische) Subbasis der erzeugten Topologie



64

Kapitel 2. Nichtkommutative Topologie

2) Sei A = Cp(X), wobei X ein lokal-kompakter Hausdorffraum sein. Fiir p € X

ist pp(f) := f(p) ein Charakter. Die Abbildung
X = M(Co(X)),  pr>pp
ist injektiv und stetig:

Injektivitat. Seien p # g € X. Weil X lokal-kompakt ist, kann man in Co(X)
Punkte trennen, d.h. es existiert f € Co(X) mit f(p) # f(q). Wegen u,(f) =
F®) # 1(@) = ng(f) ist pp 7 pq-

Stetigkeit. Ist p; — p eine konvergente Folge in X, so gilt fiir jedes f € Co(X):
i (f) = f(pi) — f(p) = pp(f),
d.h. pp, — pp konvergiert punktweise, also in der schwach—+—Topologie.

Tatséchlich ist die Abbildung ein Homéomorphismus, wie wir in 2.1.33 sehen
werden.

2.1.25 Bemerkung. Sei A eine C*—Algebra mit Eins. Dann gilt fiir alle 4 € M (A)
und alle a € A:

p#0 und  p(a) = p(la) = p(1)p(a),

d.h. Charaktere sind ,,automatisch® einserhaltend:

w(l) =1.

Wire u(a) € ra(a), so wire p(a)l —a € A, also

C—{0} =C" > u(4") 3 p(u(a)l — a) = p(a)u(l) — p(a) = 0.

Widerspruch! Also gilt fiir alle a € A und p € M(A):

p(a) € oa(a).

Hieraus folgt einerseits

ln(a)] < pala) < all,

und nach Definition der Operatornorm folgt daraus

[l < 1.

Andererseits gilt

[ull = sup [p(a)| > |p(1)] =1,
llafl=1

somit:

el =1

2.1.26 Bemerkung. Sei A eine C*~Algebra ohne Eins. Sei A die Vereinsung von
A. Ist 1€ M(A), so ist

wi=qila € M(A) oder f|a=0.

Im letzteren Fall gilt

So erhalten wir eine Bijektion

M(A) — M(A)U{0},  fir fila.
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2.1.27 Lemma. Sei A eine C*—Algebra. Dann ist M (A) ein lokal-kompakter Haus-
dorffraum. Besitzt A eine Eins, so ist M (A) kompakt.

Beweis.

2)

b)

Beh.: M(A)U {0} ist schwach—«—abgeschlossen in A*.
Bew.: Wir kénnen M (A) U {0} folgendermafien schreiben:

M(A)U{0} = {p e A" | u(ab) — p(a)p(b) = 0 fiir alle a, b € A}.
Seien a, b € A. Dann ist die Funktion

D, A" — C, D p(p) := p(ab) — p(a)p(d)

stetig in der schwach—+—Topologie. Mit obiger Charakterisierung von
M(A) U {0} gilt

Qo bl ar(ayugoy =0
und aus der Stetigkeit folgt

(I)aab|M(A)U{O} =0.

Hieraus folgt M(A) U {0} = M(A) U {0}, also die Behauptung,.

Nach dem Satz von Banach—Alaoglu ist die Einheitssphire in A* in der
schwach—+—Topologie kompakt. Als abgeschlossene Teilmenge ist M (A) U {0}
ebenfalls kompakt.

Mit der schwach—«—Topologie ist A* hausdorffsch, denn fiir p; # ps € A*
wéhle ein a € A mit py(a) # po(a). Setze

1
5 1= Sl (a) — po(a).
Dann sind U(p1,a,d) und U(us, a,d) disjunkte Umgebungen von pq bzw. ps.

Lokal-Kompaktheit. Sei u € M(A). Wihle disjunkte offene Umgebungen U;
von p und Uy von 0 in M (A) U {0}. Dann ist wegen

welU C M(A)U{0} —Uy C M(A)

kompakt

M(A) U {0} — U, eine kompakte Umgebung von p in M(A). Also ist M(A)
lokal-kompakt.

Die Algebra A besitze eine Eins. Betrachte die Funktion
M(A)uU {0} — C, w— u(l).

Sie ist stetig und es gilt

um={§z€fM)

Also muss 0 isoliert in M (A) U {0} liegen. Mit b) folgt, dass dann auch M (A)
kompakt ist.
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2.1.28 Definition. Sei A eine C*—Algebra. Fiir a € A setze
a:M(A) — C, a(p) = p(a).

Die Abbildung
G:A— Cy(M(A), a— a,

heifit Gelfandtransformation.

2.1.29 Bemerkung. Da M (A) die schwach—«—Topologie triigt, ist a stetig. Ferner
setzt sich @ stetig auf M(A) U {0} fort vermoge

a(0) = 0(a) = 0.

Sei nun € > 0. Dann existiert eine offene Umgebung U = U(0, a,¢) in der schwach—
x—Topologie, so dass
la(p)| < e fiir alle p € U.

Weil U offen und M (A) U {0} kompakt ist, ist dann
K :=(M(A)u{o})-U
kompakt und K C M(A). Dann gilt
la(p)| < e fiir alle p € M(A) — K =U — {0}.
Somit verschwindet @ im Unendlichen, a € Co(M (A)).

2.1.30 Lemma. Sei A eine kommutative C*-Algebra. Sei a € A und A € o4(a).
Fualls A eine Eins hat oder falls X # 0, so existiert ein p € M(A) mit

ula) = A
Beweis.
a) Zunichst habe A eine Eins. Da A € g4 (a), ist
(Al —a) ¢ A%,
und daher ist
(M —a)AG A
ein echtes Ideal.
Beh.: Es gibt ein maximales, echtes Ideal

InGA mit (Al—a)ACb\.

Bew.: Wir streben eine Anwendung des Lemmas von Zorn an. Dafiir brauchen
wir eine partiell geordnete Menge, in der jede aufsteigende Kette eine
obere Schranke besitzt. Setze

J:={I ¢ Aldeal| (A1 —a)A C I}.

J ist partiell geordnet durch die Inklusion ,, C“. Betrachte eine aufsteigene
Kette

IjEJ, LCclLCcl3C---.
Setze I := jen Lj- Im Allgemeinen ist beliebige Vereinigung von Idealen
kein Ideal, aber I ist ein Ideal in A, denn ist a € A, b, by, by € I, oy,
ag € C, so exisitiert ein j € N mit b, by, by € I;. Somit ist

otbi+agbpel; I und a-bel; CI.
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Jedes I; ist ein echtes Ideal in A, also ist 1 ¢ I; fiir alle j € N. Dann ist
die Eins aber auch nicht in I, d.h. I ¢ A ist ein echtes Ideal und damit
in J enthalten. Da nach Konstruktion I; C I fiir alle j € N, haben wir
die gesuchte obere Schranke gefunden.

Anwendung des Lemmas von Zorn liefert nun, dass J ein maximales
Element enthilt, d.h. es gibt ein maximales, echtes Ideal, das (A1 — a)A
enthélt. Dies sei Iy.

b)Beh.: I, ist abgeschlossen in A.

Bew.: Der Abschluss I ist ein Ideal in A, da die Algebraverkniipfungen nach
Lemma 2.1.14 stetig sind. Da I aber maximal ist, folgt I = I oder
In = A. Wir zeigen I, ¢ A.

Ist b€ Amit ||b]| <1,soist 1 +be A, denn
oaA(l1+b)=140a(b) C1+ Bc(0,1) Z0,
weil pa(b) < ||b]| < 1. Wire I = A, dann wire I, C A dicht, somit
0 # IxNBa(1,1) C Iy N A*

und daher I, = iim Widerspruch zur Definition von Iy. Also ist I G A
und somit Iy = Iy.

¢) Nun ist 4/ T, eine kommutative C-Algebra ohne nichttriviale Ideale. Sonst
wire ndmlich das Urbild eines nichttrivialen Ideals unter

AHA/I)@ ar a+ 1y,

ein Ideal I mit Iy & I & A im Widerspruch zur Maximalitét von . Somit
ist jedes Element # 0 in A/ T, invertierbar, da es andernfalls ein nichttriviales

Ideal erzeugen wiirde. Daher ist A/[/\ ein Korper.
A/ T, erbt eine submultiplikative Norm durch
b+ TylLaya, = int [1b-+ cla

Wegen der Abgeschlossenheit von Iy (Teil b) das Beweises) definiert dies eine
Norm auf 4/ Ty

Die Diskussion, die uns zu der Aussage ,Das Spektrum eines Elementes einer
C*—Algebra ist niemals leer® gefiihrt hat, benutzt * nicht und gilt daher auch
fiir Algebren mit submultiplikativer Norm.

Sei b+ I, € A/[)\. Wiéhle v € 047, (b + 1)), d.h. v1 — (b + I)) ist nicht
invertierbar in A/])\. Da dies ein Kérper ist, folgt v1 — (b + I) = 0, also
b+ I = v1 und somit A/])\ = C. Die Projektion

uw:A— A/I)\ ~C
ist ein Algebrenhomomorphismus mit (1) = 1 und

0= p(Al —a) = Au(1) — p(a).
el
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Also haben wir den gesuchten Charakter p mit

p(a) = A
gefunden.®

d) Seinun A eine C*—Algebra ohne Eins. Wir gehen zur Vereinsung A iiber und
erhalten z € M(A) mit 11((0,a)) = A. Dann ist

H= /7|{0}><A

ein Charakter von A 2 {0} x A, da A # 0 und somit u # 0.

2.1.31 Korollar. Sei A eine kommutative C*—Algebra. Sei a € A. Dann gilt

[al| = pa(a).
Beweis.
lal| = sup [a(u)]= sup |u(a)|= sup [X = pa(a),
HEM(A) neEM(A) A€oa(a)

wobei das vorangehende Lemma in der vorletzten Gleichung Anwendung findet. O

2.1.32. Satz (Gelfand—Naimark). Sei A eine kommutative C*-Algebra. Dann
ist die Gelfandtransformation

G:A— Cy(M(A))
ein isometrischer x—Isomorphismus.

Beweis.

a)Beh.: G ist *-Morphismus.

Bew.: Sei a € A und p € M(A). Setze ay := 1(a* + a) und ag = L(a* — a).

Dann sind a; und ay selbstadjungiert und a = a; + tas.
a*(p) = p(a*) = plar — ias)
= plar) — iplaz) = plar) +ip(az)
—— ——

€oa(a1)CR €R
da a; selbstadj.

= p(a) = a(p) = (@) (w).

)

b)Beh.: G ist isometrisch und injektiv.
~ vkl D s —=p 2.1.31 *
Bew.: [[al|” = [|(@)*al| = |la*a@]| = [la*al| "=" pa(a*a) = |la*al| = [lal*.

c)Beh.: G ist surjektiv.

Bew.: G(A) C Cop(M(A)) ist vollstindige Unteralgebra (wegen b)) und damit
abgeschlossen. Nun gilt fiir diese Unteralgebra:
(iii) G(A) trennt Punkte, d.h. sind g1, pa € M(A) mit py # po, so
existiert @ € A mit p1(a) # p2(a), d.h. a(pr) # a(us2).

5Um den Algebrahomomorphismus p zu bestimmen, haben wir zuerst seinen Kern, das Ideal
I, konstruiert.
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(iii) G verschwindet auf keinem Punkt von M (A) identisch, d.h. fiir alle
w € M(A) existiert ein a € A mit a(u) = p(a) # 0 (sonst wire =0
und damit kein Charakter)

(iii) G(A) ist abgeschlossen unter komplexer Konjugation, d.h. unter .

Nun koénnen wir den Satz von Stone—Weierstral anwenden und folgern:
G(A) = Co(M(a)).
a

2.1.33 Bemerkung. Zu jedem lokal-kompakten Hausdorffraum X erhalten wir
die kommutative C*~Algebra Cy(X). Zu jeder kommutativen C*—~Algebra erhalten
wir den lokal-kompakten Hausdorfifraum M (A). Die Zuordnungen Cop(-) und M ()
sind invers zueinander (bis auf *-Isomorphie bzw. Homdomorphie). Denn:

Satz 2.1.32 besagt, dass Co(M (A)) *-isomorph zu A ist.

Sei umgekehrt ein lokal-kompakter Hausdorffraum X gegeben. Sei X zunéchst kom-
pakt. Betrachte:

X - M(C(X)),  p+>pp, wobeip,(f)=f(p)

Diese Abbildung ist, wie wir in 2.1.24.2 gesehen haben, injektiv und stetig. Gébe es
einen weiteren Charakter y € M(C(X)), d.h. fiir alle p € X: p # 1, dann wéren

{pplpe X} und  {u}
disjunkte, kompakte Teilmengen von M (C(X)). Wihle stetige Funktion

F(up) =0 firallep e X,
F(p)=1.

Aus Satz 2.1.32 folgt, dass ein f € C(X) existiert mit F' = fA Fiir alle p € X gilt

F:M(C(X))—C  mit {

~

0= F(up) = flup) = up(f) = f(p),

also f = 0 und daraus F = f = 0 im Widerspruch zu F(pu) = 1. Damit ist
X — M(C(X)) stetig und bijektiv. Da X kompakt und M (C(X)) hausdorffsch ist,
folgt, dass X — M (C(X)) eine Homomorphismus ist.

Ist X nicht kompakt, so betrachte folgendes Diagramm, wobei X die Ein—Punkt—
Kompaktifizierung von X ist:

X —> MORX) ~ M(Go(X) ~ M(Co(x)) u{0}

U U

X » M(Co(X))

2.1.34 Bemerkung. Ist ¢ : X; — X3 stetig und eigentlich, d.h. Urbilder kompak-
ter Mengen sind kompakt, so erhalte

7Ty : Co(X2) — Co(X1),
fr=foe
T, ist ein *-Morphismus.
Umgekehrt: Ist m: As — A; ein *—Morphismus, 7 # 0, so erhalte
pr s M(A1) — M(Az)
= pom.

g ist stetig und eigentlich.
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2.1.35 Ubung. Zeige, dass ¢ — T, und 7 — @, invers zueinander sind.

2.1.36 Bemerkung. Die Zuordnungen M (-) und Cy(-) liefern das ,, Wérterbuch

Topologie Algebra
lokal-kompakter Hausdorffraum | kommutative C*—Algebra
kompakter Hausdorffraum kommutative C*—Algebra mit Eins
1-Pkt.-Kompaktifizierung Vereinsung
stetige und eigentliche Abbildung | *—Morphismus
Homdoomorphismus *—Isomorphismus
Punkt Charakter

2.2 Nichtkommutative Tori

Fixiere € R. Betrachte den komplexen Hilbertraum H := L?(T?,C), wobei T2 =

RQ/Z2 der 2—dimensionale Torus ist. Sei L(H) die C*—Algebra der beschrinkten
Operatoren auf H, vgl. Beispiel 2.1.2.1 Seite 49.

Wir definieren V' € £(H) durch
(VE)(x,y) == ™" - &(x,y +0),
wobei ¢ € L2(T?,C) als Z?-periodische C—wertige Funktion auf R? aufgefasst wird.
Es gilt fiir alle &, n € L?(T?,C)
(VE&nn = /Vﬁ(%y) -n(x,y) da dy
T2

= [ ey +0) g dedy

T2

= /E(:v, y+0)-e2miw . n(x,y) drdy
T2

v'yre / E(e,y) e e,y — ) da dy’
T2

= (ga Vﬁln)H

Also ist der adjungierte Operator V* = V=1, d.h. V ist unitéir. Definiere ein weiteres
unitéres Element U € L(H) durch

(U&)(z,y) =™ - {(x,y).
Wir berechnen
(VU§)(@.y) = ¥ (UE) (. +6)
_ eQTrix . 627ri(y+9) . 6(1‘7 Y+ 9)
— p2mi(y+6) | VE(x,y)
=20 (UVE)(z,y).

Es gilt also

\ VU = *™UV. \
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Die von U und V in L(H) erzeugte C*~Unteralgebra mit Eins, d.h. der Operator-
normanschluss der von 1, U, U* = U~!, V und V* = V! erzeugten Unteralgebra,
bezeichnen wir mit

Ay C £(H)

2.2.1 Bemerkung. Fiir k£ € Z gilt Agr = Ay. Desweiteren ist Ay genau dann
kommutativ, wenn 6 € Z.

2.2.2 Proposition. Die C*-Algebren Ag und C(T?) sind isomorph, in Zeichen
Ag = C(T?).
Beweis. Betrachte die Abbildung
O(T?) — L(H)  f+ My, wobei Ms(¢)=f-¢.
Sie ist ein x—Morphismus. Insbesondere gilt
Mgl ey < [ fllere)-

Sei f € C(T?) und sei (x,y) € T? ein Punkt in dem das Maximum von |f| ange-
nommen wird, d.h. [f(z,y)| = || f|lc(r2). Sei € > 0. Sei U eine Umgebung von (x,y)
in T2, so dass

f@ 0 = 1flees) - firalle (2',y) € U.

Wiéhle € € H mit ||€||g = 1 und supp(§) C U. Dann ist

Ml 2y > 1M - €Il
:/|f(x/’?/)|2- £,y )P da’ dy’
T N—
g 2(|Llfl||f—U5)2 auﬁefhoalb U

2
> (I flloe=) —<)” - lEl7 -
~——
=1

Also ist

IMsllzcery = N fllees) —€ fiir alle € > 0.
Mit € \, 0 folgt

Mgl zcery = 1 fller
und also

Myl ey = I fllore)-

Somit ist f — M ein isometrischer *—Morphismus, insbesondere damit injektiv.°

Es bleibt zu zeigen, dass das Bild

{M;| f € C(T*)} = Ao.

6Sei C(T2) > f # 0. Dann ist Il fll¢(r2y # 0. Unter dem *—Morphismus wird f deshalb abgebil-
det auf My mit ||[My|| # 0. Dann ist aber auch My # 0. Also ist der Kern des Morphismus trivial
und damit als Abbildung injektiv.
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Da 0 = 0, gelten
My =1, Moo=V, Mgz 2=Vt Marny, =U, Mg 2:y=U"".
Die Erzeuger von Aq sind also im Bild enthalten und damit
Ag C{M;| f e C(T?)}.
Umgekehrt: Fiir jedes f € C(T?) existiert die gleichmiifiig konvergente Fourier—

Reihe
f _ Z Ao e27ri(na:+my).

n,mezZ
Dann ist wegen der Stetigkeit von f +— My

Mp= 3" anmV"U™ € Ay

n,mez

und somit folgt
Ao = {M;| f e C(T?)}.

|

2.2.3 Proposition. Sei 0 € Q, 0 = -, n € Z, m € N teilerfremd. Dann ist Ay
x—isomorph zur Algebra der stetigen Schnitte in einem Algebrenbiindel iber T? mit
Faser Matc(m).

2.2.4 Lemma. Seiw: E — M ein Vektor- oder Algebrenbiindel. Sei T eine endliche
Gruppe, die auf M durch Diffeomorphismen wirkt, so dass wann immer fir v €
I ein x € M existiert mit yx = x, folgt v = 1. Ferner wirke I' auf E durch
Diffeomorphismen, so dass fiir alle v € I' das Diagramm

E 1 . FE
M2 M

kommutiert und die Abbildung |, : E; — E,. sei Homomorphismus fiir alle
x €M und alle y e T.

Dann wird 7' : Efp — M/ in eindeutiger Weise ein Vektor— bzw. Algebrenbiindel,

so dass
E —— Ef

wl l“/
M —— M/I‘

kommutiert und faserweise ein Isomorphismus ist. Ist s ein Schnitt von E/F — M/F,
so existiert genau ein Schnitt s von E — M, so dass

E— . Ep

q T “

M —— My
kommutiert. Es gilt fiir alle x € M und alle v € T die Aquivarianzbedingung

v 8(yx) = 5(2). (A)
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Umgekehrt: Ist s ein Schnitt in E — M, der (A) erfillt, dann existiert genau ein
Schnitt s von Efp — Mfp, so dass (x) kommutiert.

Es gilt
se CF(M/r, Bp) < 5eC*(M,E).

2.2.5 Beispiel. Sei M = S' CcC, E = S!xRund I' = Zy = {1, —1}. Die Wirkung
von I' auf M sei die komplexe Multiplikation

{L_l}xsl_’Sla (772)’_)72:7
und die Wirkung von I auf F sei
{13 71} X Sl X ]Ra (77270 = (*Za 7t)'

I' wirkt faserweise durch Vektorraumhomomorphismen (keinesfalls Algebrenhomo-
morphismen!). Wir erhalten ein Vektorbiindel vom Rang 1 iiber S 1/{*

ST xR

—7

~J  identifiziere

identifiziere

\\qu/(/ (727 7t)

© Sl/r =~ Gl der Linge 7

Abb. 6: Konstruktion eines Mébiusbandes aus trivialem Gradenbiindel iiber S?1.

Beweis des Lemmas (Skizze).

Aus den Bedingungen an die Wirkung
von I auf M folgt, dass M/ in eindeu-
tigen Weise eine Mannigfaltigkeitsstruk-
tur triagt, so dass die Quotientenabbil- AN BN
dung M — M/p eine endliche Uberlage- <9 <

rung wird (I' war n.V. endlich). Die Kom-

mutativitit des Diagramms <> <>

E 2. F

|k ONO

M- M
liefert die Wohldefiniertheit der Abbil-
dung
E/F — M/l", [e] — [71'(@)] Abb. 7: Gruppenoperation liefert endliche

Uberlagerung des Quotienten.
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Die Abbildung
~er yerl

ist surjektiv. Dann ist auch £, — (E/F) (2] surjektiv. Die Abbildung ist auch injek-
tiv, denn gilt fiir ey, ex € E,, dass [e1] = [e2], so ist ea = ey fiir ein v € T. Fiir
dieses ist x = w(e2) = w(ye1) = yw(e1) = vz, also v = 1 und somit e; = es.

Wir versehen (E/F) (#] mit der eindeutigen Vektorraum- bzw. Algebrastruktur, die
die Abbildung E, — (E/F) ] 20 einem Isomorphismus macht. Da

E, —— E

J /m

(/) (2]

kommutiert und v : E; — FE,, ein Isomorphismus ist, hingt die Vektorraum- bzw.
Algebrastruktur nicht von der Wahl des Reprisentanten ab. Lokale Trivialisierung
von E — M und lokale Diffeomorphismen von M — M/p liefern lokale Trivialisie-
rungen von £ — M/p. Die Eigenschaften fiir Schnitte folgen leicht. o

Beweis der Proposition 2.2.5. Sei wie in der Proposition 6 € Q, 6 = -, n € Z,
m € N teilerfremd.

a) Wir wenden Lemma 2.2.4 an mit M := T2, E := T? x Matc(m), T' = Z/y, x
Lfy,. Auf M =T2 = IRQ/Z2 wirkt T" durch

(p, @) - (x,y) = (x +pb,y — qb).

Zur Beschreibung der Wirkung von I' auf F setze

1
627ri9
R o220
eQTri(m—l)G
0 - ... 0
0 0 0
S =
0 :
0 1 0

S und R sind unitéir, S™ = R™ = 1y und RS = 2™ SR.
Die Gruppenwirkung von I' auf E definieren wir durch:
P, q) - ((z,9),A) := ((x +pb,y — ¢0), RISPASTPR™? ).
= SPRIAR™IS™P

Die Voraussetzungen von Lemma 2.2.4 fiir Algebrenbiindel sind erfiillt, so dass
wir ein Algebrenbiindel £/ — M/p erhalten.
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Wie wir im Lemma gesehen haben ist die C*—Algebra der stetigen Schnitte
F(M/F, E/I‘) isomorph zu

{s € (M, E) stetig|Vp € MVy €T : v 's(yp) = s(p) }.

In unserem Fall ist das (beachte, dass E = T2 x Matc(m) das triviale Biindel
ist):

{s : T? — Matc(m) stetig| V(z,y) € T? ¥(p,q) € T :
s(z + pb,y — qf) = RISPs(z,y)S"PR™? }.

Aquivarianzbedingung

Es bleibt zu zeigen, dass diese C*—Algebra s—isomorph zu Ay ist, denn

M/F - TQ/Z/mZ X Lz, = S x Sl/Z/mZ X Lz,
= (" 2hug) % (5 2yg) =5 < 51 =T
Fourier—Zerlegung fiir s : 7% — Matc(m):

s(z,y) = Z i +BY) A 5 wobei Ang € Mate(m).

a,BEL
Einerseits: s(z+pb,y —qb) = Z eQWi(a(HpoHﬁ(y*qQ))Aaﬂ
a,B
— Z e2rilaw+By) | p2milap—Ba)0 4 5.
a,B
Andererseits: R1SPs(z,y)S PR 1 = Z il BY) RIGP A 3 S PRTY,
a,B

Durch Koeffizientenvergleich sehen wir, dass die Aquivarianzbedingung genau
dann erfiillt ist, wenn fiir alle o, 8 € Z und alle p, q € Z/y,7,:

RISPA,38 PR = e2wi(ap+ﬁq)0Aa5_
Speziell fiir p = 1 und ¢ = 0 erhalten wir
SAQQS71 _ e27rio¢t9Aaﬂ
und fiir p =0, ¢ = 1 haben wir
RAagR_l = 6_2”*6914&5.

Aus diesen beiden Spezialfillen folgt wieder die allgemeine Bedingung. Wir
haben somit gezeigt:

s(a,y) =Y e*merting,,
e

erfiillt genau dann die Aquivarianzbedingung, wenn fiir alle o, f € Z:
SAagsil = €2ma0Aag und RAagRil = 6727”.&014&5.

Dies ist eine Eigenwertgleichung im Vektorraum Matg(m).
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c)Beh.: Fur A € Matc(m) gilt
SAagsil = 627rmeAag und RAagRil = ewiiﬁGAaﬂ

genau dann, wenn

A=z R S8 -eC.

Bew.: Direktes Nachrechnen unter Verwendung von RS = 2™ SR zeigt, dass
R~*S75 die beiden Relationen erfiillt. Ferner sind die Matrizen R~*S5~5,
«, B =0,...,m — 1 linear unabhéngig, und bilden daher eine Vektor-
raumbasis von Matc(m). Sie sind somit die simultane Eigenvektorbasis
fiir die beiden linearen Abbildungen Matc(m) — Matc(m), A — SAS™!
resp. A+— RAR™!.

d) Durch die eben gewonnene Charakterisierung der Aquivarianzbedingung ge-
winnen wir wiederum eine neue Charakterisierung der C*—Algebra der stetigen
Schnitte im Algebrenbiindel £/ — M/p:

r(Mjp, B) =
~ {s:T? — Matc(m) stetig| s(z,y) = Z e2rilas+By) 5 5. RS A}
a,BEL
— .2 ; — a, B
= {s: T? — Matc(m) stetig|s(z,y) = Z Za,p - v U},

a,BEL

wobei v 1= e>™*R~! und u := €2"%S~L. Es folgt, dass I'(M/p, £1) als Alge-
bra von uw und v erzeugt wird. Fiir diese gilt
v = 627ri(a:+y)R71S71 _ e?ﬂ'i(az+y) (SR)71
— eQwi(z+y) (e—QWiQR‘Sr)—l — e27ri(z+y)627ri95—1R—1
271'1'9,[“}-

=€

Der durch U — u, V +— v festgelegte Algebrahomomorphismus bildet also”
einen x—Isomorphismus

2.2.6 Definition. Sei A eine Algebra. Dann heifit
Z(A)={ac A|Vbe A:ab=ba}
das Zentrum von A.
2.2.7 Beispiel. 1) Esgilt Z(A) = A genau dann, wenn A kommutativ ist.

2) Z(Matc(m)) = {2z lmat | 2 € C}. In einem solchen Fall bezeichnet man das
Zentrum als trivial.

2.2.8 Korollar. Ist § € Q, so ist Z(Ag) isomorph zu C(T?) = Ao.

Beweis. Ap = T(T? ), wobei € ein Algberenbiindel iiber T2 mit Faser Matc(m)
sei. Fiir s € Z(Ap) muss gelten: s(z,y) € Z(Eq,,y)) = Z(Matc(m)) = C- 1. Also
ist s(x,y) = z(x,y) - lg,,, mit einer stetigen Funktion z : 7% — C. Somit ist
Z(Ag) = O(T?). O

“vgl. Box S.70
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2.2.9 Bemerkung. In Bem.2.2.1 hatten wir festgestellt, dass Ag, = Ap, wenn
01 = 03 mod Z. Nun liefert die Abbildung U — V| V + U, einen Isomorphismus

Ap — A_y = A1_p. Im Wesentlichen lduft 6 also in [0, %] :

Man kann zeigen, dass die Ay fiir 6 € [0, %] paarweise nicht isomorph sind.

2.2.10 Ubung. Zeige, dass fiir § € R — Q gilt: Z(Ag) = C.

2.3 Vektorbiindel

2.3.1 Definition. Sei A eine Algebra mit Eins. Ein A-Rechtsmodul P heifit pro-
jektiv, falls fiir alle A—Rechtsmoduln E, G, alle A-linearen Abbildungen ¢ : R — G
und alle surjektiven A-linearen Abbildungen 1 : E — G eine A-lineare Abbildung
1 P — FE existiert mit 1oy = ¢, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

P
v 7
L e
©
E — G
2.3.2 Beispiel. Jeder freie A-Rechtsmodul, insbesondere jeder Vektorraum, ist

projektiv. Ist ndmlich B C P eine Basis, so wihle fiir jedes b € B ein e, € E mit
n(es) = ©(b) (existieren, da n surjektiv). Dann tut’s die Abbildung

w(Zb-ab) = Zeb-ab.
beB beB
(Man beachte, dass wir es mit Rechtsmoduln zu tun haben.)
2.3.3 Proposition. Sei J eine beliebige Indexmenge und sei
r=pp
jedJ
direkte Summe von A-Rechtsmoduln. P ist genau dann projektiv, wenn alle P;
projektiv sind.
Bewets.

=" Sei P projektiv, n : E — G surjektiv und A-linear. Sei jy € J beliebig und
o ¢ Pj, — G A-linear. Fiir alle j € J, j # jo setze ¢; := 0 und definiere

¢ : P — G durch
P(D_pi) =D 2ip)
jeJ jeJ
Da ¢ offenbar A-linear ist, existiert ¢ : P — E mit no ¢ = ¢, denn P ist
projektiv. Nun gilt
nolp, = elp, = @5
Also ist Pj, projektiv. Da jo beliebig war, folgt die Behauptung.

»<=" zeigt man in dhnlicher Weise.
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2.3.4 Proposition. Sei P ein A—Rechtsmodul. Dann sind dquivalent:
1) P ist projektiv

2) Jede kurze exakte Sequenz
0— FE 3G _111» P — 0

von A-Rechtsmoduln spaltet, d.h. es existiert eine Abbildung x : P — G mit
Y ox =idp. Insbesondere ist dann G = o(E) ® x(P) 2 E® P.

3) P ist direkter Summand eines freien A—Rechtsmoduls, d.h. es existiert ein
A-Rechtsmodul Q, so dass P ® Q frei ist.

4) Es gibt einen freien A—Rechtsmodul F und € € End4(F) mit €2 = ¢, so dass
P>e(F).

Beweis.

(i) = (ii) Sei P projektiv und sei

0oES e P oo

E’X\ Tid P
P

eine kurze exakte Sequenz. Da P projektiv ist, existiert y : P — G mit
Yoy =idp.

(ii) = (iil) Sei{p;|j € J} C P ein Erzeugendensystem von P. Wéhle einen freien Modul
F mit Basis {f;|j € J}. Betrachte die A-lineare Abbildung

n:F — P gegeben durch n(f;) =p; firallejeJ

n ist surjektiv. Zusammen mit der Inklusion des Kerns von n in F' erhalten
wir also eine kurze exakte Sequenz

0—>kern<—>F—n»P—>0.

Nach (ii) existiert x : P — F mit nox = idp und F = kern@®P.
~—~—
:;Q

(iii) = (i) Sei P @ @ frei, also projektiv nach Beispiel 2.3.2. Nach Proposition 2.3.3 ist
dann P projektiv.

(iii) = (iv) Sei F := P & Q frei. ¢ sei die Projektion von F auf P mit Kern Q.

(iv) = (iii) Sei F frei und € idempotenter A-Endomorphismus von F mit P = (F'). Setze
Q := (id —¢)(F). Jedes Element f € F' schreibt sich als

f=@d=e)(f) +e(f).

Also ist F' Summe von P und . Fiir die Direktheit dieser Summe ist noch
zu zeigen, dass PNQ = {0}. Seinun f € PNQ, d.h. f=¢e(f1) = (id —¢)(f2).
Dann ist, da ¢ idempotent ist, einerseits e(f) = €2(f1) = &(f1) = f und
andererseits

(id—e)(f) = (id —e)?(f2) = (id* —¢ — e + %) (f2) = (id —¢)(f2) = [.
Damit ist f = (id—e)(f) +e(f) = f + f, also f = 0. Somit ist F' = P @ Q.
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d

2.3.5 Beispiel. Sei A = Matc(m). P = C™ = {(z1,...,2m)|z; € C} ist ein
Matc (m)-Rechtsmodul vermége Matrixmultiplikation von rechts. F' := Matc(m)

ist ein freier Matc(m)-Rechtsmodul vom Rang 1.
1

Sei ¢ € Enda(F) = Endytat.(m)(Matc(m)) die Linksmultiplikation mit 0

0
¢ ist Matc(m)-linear und es ist €2 = e. Fiir das Bild von ¢ gilt:

1 ayq o a1m

E(F): aijE(C

>~ p,
Mit Proposition 2.3.4.4 folgt, dass P projektiv ist.

Bemerkung. Im Folgenden werden wir Vektorbiindel iiber topologischen R&um-
en betrachten. Wir verallgemeinern dafiir das Konzept von differenzierbaren Vek-
torbiindeln iiber Mannigfaltigkeiten in naheliegender Weise: Man ersetze in der
Definition iiberall , differenzierbar® durch ,stetig“. Es gilt dann

@® Jedes stetige Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M ist (stetig-) iso-
morph zu einem differenzierbaren Vektorbiindel iber M.

® Zwei differenzierbare Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit sind genau
dann stetig isomorph, wenn sie differenzierbar isomorph sind.

Betrachten wir Isomorphieklassen von Vektorbiindeln iiber Mannigfaltigkeiten,
so besteht also kein Unterschied zwischen stetigen und differenzierbaren Vek-
torbiindeln.

Nach Definition von Vektorbiindeln ist ihr Rang lokal konstant. Mehr wollen wir
aber auch nicht verlangen, d.h. wir lassen zu, das der Rang eines Vektorbiindels
nicht global konstant ist. Er kann auf verschiedenen Zusammenhangskomponenten
von M unterschiedlich sein.

Desweiteren wollen wir nur Vektorbiindel mit endlichdimensionalen Fasern betrach-
ten, d.h. der Rang sei iiberall endlich.

2.3.6 Lemma. Sei M ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann spaltet jede kurze
exakte Sequenz von Vektorbindeln tiber M

0—E & BE-% E" - o
Insbesondere ist E = E' © E".

Beweis. Benutze eine Teilung der Eins, um eine stetige riemannsche bzw. hermite-
sche Metrik auf E zu konstruieren.® Sei nun E”” C E das orthogonale Komplement

8Fiir den differenzierbaren Fall haben wir dies in der Vorlesung Differentialgeometrie II durch-
gefiihrt.
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zu @(E'") C E beziiglich dieser Metrik. Dann ist ¢|g» : E”' — E’ ein Isomorphis-
mus. Definiere

X = (¢|E”’)_1 B - E" C E.

d

2.3.7. Lemma (Existenz eines trivialisierenden Komplements) Sei M ein
kompakter Hausdorff-Raum. Dann existiert ein Vektorbiindel E' — M, so dass
E ® FE’' trivial ist.

Beweis. Wiihle eine endliche offene Uberdeckung {U;}ic,, von M, so dass E
trivial ist fiir alle s =1,...,m, d.h.

Ui

m
M=JU U; C M offen  und Ely, 2 U; x C™,

i=1
wobei n; der Rang von E iiber U; ist. Wéahle Basisschnitte sf von E|y,,j=1,...,n4
i=1,...,m. Sei {0i}iem eine {U;}icm untergeordnete Teilung der Eins. Setze g;s]
stetig durch 0 zu einem Schnitt 57 auf ganz M fort fiir alle ¢ € m, j € n;. Definiere
nun

P MxCuttnm o B
) m nq o
(@ @) iem) = DD ().
Jeni i=1 j=1
1 ist surjektiv. Setze N := nj + ... + n,,. Dann erhalten wir eine kurze exakte
Sequenz
0 — kergp  MxCN L% E — 0.

Nach Lemma 2.3.6 spaltet diese Sequenz und es folgt M x CN 2 E@ F'. O

2.3.8 Bemerkung. Sei M ein kompakter Hausdorff-Raum. Sei £ — M ein kom-
plexes Vektorbiindel. Dann bildet

I'(M, E) = {stetige Schnitte in E}
einen C'(M)-Modul vermoge
I'(M,E)x C(M) —-T(M, E), (s,f)— f-s,
wobei (f - s)(x) := f(x) - s(x) sei.
2.3.9 Lemma. I'(M, E) ist ein endlich erzeugter projekiver C(M)—Modul.
Beweis.

a) Sei E’ ein trivialisierendes Komplement von E und E @ E’ habe den Rang N.
Dann gilt:

I'(M,E)®T(M,E")=T(M,E®FE")~T(M,M x CN) = C(M)N
und C(M)¥ ist frei. Mit Proposition 2.3.4.3 folgt, dass I'(M, E) projektiv ist.

b) Seien e1,...,exn Basisschnitte in M x CN = E@Q E’. Sei m: M x CN — E die
Projektion mit Kern E’. Dann bilden 7eq, ..., mey ein endliches Erzeugenden-

N
system, denn einen Schnitt s € T'(M, E) kénnen wir schreiben als s = Z fiei
i=1
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und damit ist

d

2.3.10 Bemerkung. Seien E, F' — M komplexe Vektorbiindel und ¢ : E — F ein
Vektorbiindelhomomorphismus. Dann erhalten wir eine C'(M )-lineare Abbildung

Tp:T(M,E) —T'(M,F)
durch
(I‘(p) (8)(z) = cp(s(a:))

Ist umgekehrt h : T'(M, E) — I'(M, F') eine C'(M)-lineare Abbildung, so existiert
ein Vektorbiindelhomomorphismus ¢ : E — F mit 'y = &, den man folgenderma-
Ben erhalt:

Wihle ein trivialisierendes Komplement E’ von F und definiere
H:=h®0:T(M,E)®T(M,E") —T(M,F).

Da E @ E' trivial ist existierten globale stetige Basisschnitte s1,...sy von E @ E.
Schreibe nun e € E,., x € M, in eindeutiger Weise als e = > a;s;(x). Setze

ple) = Z a; H(s;)(x).

Dann gilt fir s € (M, E), s =Y, fisu:

() ()(x) = o (s(2) = o D fiw)silx))

Also ist I'p = h.

2.3.11 Proposition. Sei M ein kompakter Hausdorff-Raum und sei P ein endlich
erzeugter projektiver C(M)—-Modul. Dann ezistiert ein Vektorbindel E — M, so
dass P 2T (M, E).

Beweis.

a) Da P endlich erzeugt ist, existiert ein surjektiver Homomorphismus 71 :
C(M) — P. Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0 — kern — C(M)N U—»/P — 0.
~N -

h

Da P projektiv ist, spaltet diese Sequenz, d.h. es existiert h : P — C(M)N
mit 7o h = idp. h ist injektiv und deshalb ist P = h(P) C C(M)".
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b) Sei oBdA P C C(M)" ein Untermodul. Fiir € := hon € Endc(ar) (C(M)N)

gilt
e?=honohop=hon=c und e(C(M)N)=P.
~——
id
Sei e der Vektorbiindelhomomorphismus M x CY — M x CV mit T'e = ¢.

Dann gilt e? = e. Die Abbildung M — Ny, x — range,, ist unterhalbstetig.
Genauso ist « — rang(1 — e,) ebenfalls unterhalbstetig.

Esgilt (1—¢e)?=1—-e—e+e?=1—ec. AuBerdem
{z} x CN =im(e,) +im(1 — ey).
Ist v € im(e;) Nim(1 — ey), so ist
v=re,v=(1—¢€y)e,v=e,v— eiv =0.
Also ist im(e,) Nim(1 — e;) = 0 und damit obige Summe direkt, d.h.
{z} x CN =im(e,) ®im(1 — ey).

Folglich ist
rang(e;) +rang(l—e;)= N ,
——— —_—— =

oberhalbstetig  unterhalbstetig konst.

also ist x +— rang(e,) stetig und somit lokal konstant. Daraus folgt, dass
E = e(M x CN) ein Untervektorbiindel von M x C¥ ist. Dieses ist das
gesuchte, denn

I(M,E) ={eos|se(M,M x C")}
= {e(s)|s € T(M, M x CN)}
e(T(M, M x CM))
s(MatC(M)(N))

Wir fassen zusammen:

2.3.12. Satz (Serre—Swan) Sei M ein kompakter Hausdorff~Raum. Dann liefert
die Zuordnung E — T'(M, E) und ¢ — Ty eine Aquivalenz zwischen der Kategorie
der C—Vektorbindel iber M und der Kategorie der endlich erzeugten projektiven

oM

)—Moduln. a

2.3.13 Bemerkung. Wir konnen unser Worterbuch ergénzen:

Topologie Algebra

C—Vektorbiindel endlich erzeugte projektive Moduln

Vektorbiindelhomomorphismen | Modulhomomorphismen
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2.4 Topologische K-Theorie

2.4.1 Die Grothendieck—Gruppe oder die Einfithrung der
negativen Zahlen

2.4.1 Definition. Sei (M, +,0) eine abelsche Halbgruppe. Auf M x M definiere
die Aquivalenzrelation

(m,n) ~(m',n') = IpeM: m+n' +p=m'+n+p.

Setze
S(M) = M x M.,
[(m, )] + [(m/, n)] = [(m +m',n + )],
OS(M) = [(0,0)],
—[(m,n)] == [(n,m)].

2.4.2 Bemerkung. Mit diesen Bezeichnungen ist das Tripel (S(M), +, OS(M)) eine
abelsche Gruppe. Die Abbildung

s: M — S(M)
s(m) = (m,0)
ist ein Halbgruppenhomomorphismus.
2.4.3 Definition. Die Gruppe S(M) heiit Grothendieck—Gruppe von M.

2.4.4 Beispiele. 1) (M,+,0) = (No,+,0), (S(M),+,0) = (Z,+,0) und die
Inklusion s : Ny — Z.

2) (M,+,0) =(Z—{0},-,1), (S(M),+,0) = (Q — {0},-,1) und die Inklusion
s:Z—{0} — Q- {0}.

3) (M,+,0)=(Z,-,1), (S(M),+,0) = ({1}, -,1), die triviale Gruppe.
Die Grothendieck—Gruppe S(M) hat die folgende universelle Figenschaft:

2.4.5 Lemma. Fir jede abelsche Gruppe G und jeden Halbgruppenhomomorphis-
mus f 1 M — G existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus
s(f): S(M) — G, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

M—>S

JNM

Beweis. Eindeutigkeit: Sei s(f) ein Gruppenhomomorphismus fiir den das Diagramm
kommutiert. Dann gilt

fm) = s(f)(s(m)) = s(f)([(m,0)])
Folglich gilt fiir alle [(m,n)] € S(M)

s()([m,n)]) = s(£)([(m, 0)] = [(n, 0)]) = f(m) — f(n).

Zum Nachweis der Existenz benutze man diese Formel zur Definition von s(f) und
iiberpriife die Wohldefiniertheit. O

2.4.6 Bemerkung. Diese universelle Eigenschaft charakterisiert S(M) bis auf Iso-
morphie.
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2.4.2 Die Gruppe K(X)

In diesem Abschnitt sei X stets ein kompakter Hausdorff-Raum und M (X) be-
zeichne die Menge aller Isomorphieklassen komplexer Vektorbiindel iiber X:

M (X) := {Isomorphieklassen komplexer Vektorbiindel iiber X}

Wir setzen voraus, dass der Rang eines komplexen Vektorbiindels lokal, aber nicht
notwendig global, konstant sei. So kann der Rang auf verschiedenen Zusammen-
hangskomponenten von X unterschiedlich sein.

Die Whitney—Summe @ von (Isomorphieklassen von) Vektorbiindeln macht M (X)
zu einer abelschen Halbgruppe. Die Grothendieck—Gruppe von (M (X),®, [{0}])
bezeichne als die (topologische) K -Gruppe von X, in Zeichen

K(X) = S(M(X)).

Fiir ein Element [(E, F')] € K(X) schreibe anstatt der eben verwendeten Notation
zukiinftig
[E] - [F] € K(X).

2.4.7 Satz. 1) Jedes Element von K(X) kann in der Form
[E] - [C]
geschrieben werden, wobei C" das triviale Biindel vom Rang n bezeichne.
2) Fir alle natirlichen Zahlen n, m sowie Vektorbindel E und F dber X gilt:
[E]-[CY=[F]-[C" <= 3k: EeC"*=FgpC*

3) Fiir alle Vektorbiindel E, F iber X gilt:
[E]=[Fl€e K(X) <= 3k: EaCt=FocCt
Beweis.

zu 1) Betrachte ein Element [E] — [F] € K(X). Nach Lemma 2.3.7 existiert ein
trivialisierendes Komplement F’ von F. Damit ist

[El-[Fl=[EoF]-[FoF]=[EeF]-[C].

zu 2) Sei einerseits [E] — [C"] = [F] — [C™]. Dann existiert ein komplexes Vek-
torbiindel G mit E e C"™ @ G = F & C" & G. Fiir ein trivialisierendes Kom-
plement G’ von G gilt dann

EaeClolGeG =Fol" aGad' .
~—— ~——
(O c*
Die andere Implikation der Aquivalenz ist klar.
zu 3) Dies ist ein Spezialfall von 2).
a

2.4.8 Beispiel. Sei X = S" die n-Sphire und E = TcS™ ihr komplexifiziertes
Tangentialbiindel. Dann ist F fiir n ¢ {1,3,7} nicht trivial. Aber die zugehorige
Aquivalenzklasse in K (S™) ist trivial, denn das komplexifizierte Normalenbiindel
ist ein triviales Geradenbiindel C iiber S™ und daher

TeS" ®C=TeR™ g, =C L =C" & C.

Folglich gilt
[TcS™] = [C] € K(S™).
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Betrachte nun eine stetige Funktion f : X; — X5, d.h. einen Morphismus der
kompakten Hausdorff-Rdume X; und Xs. Durch das Pullback von Vektorbiindeln
wird eine Abbildung

f* : M(Xg) — M(Xl)
induziert, die aufgrund der universellen FKigenschaften der zugehorigen
Grothendieck—Gruppen K (X2) und K(X;) (siehe Diagramm) einen Grup-
penhomomorphismus f* : K (Xs2) — K(X;) induziert:

M(Xs) — 0 M(xy)

| \ [

K(X2) = K(X1)

Trivialerweise sind die folgenden Eigenschaften erfiillt:
1) Wenn X; = Xo und f =idy, ist, so ist f* = idg(x,)-
2) Sind X3, Xo, X3 kompakte Hausdorff-Réume und f, g stetige Funktionen

X1 L Xo 7, X3,

so gilt
(go f) = [froyg"

Wir haben also einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der kompakten
Hausdorff-Réume und stetigen Abbildungen in die Kategorie der abelschen Grup-
pen und Gruppenhomomorphismen konstruiert.

2.4.9 Beispiel. Der Raum X := {pkt} bestehe aus nur einem Punkt. Die Isomor-
phieklasse eines Vektorbiindels F iiber diesem Punkt héngt nur vom Rang von F
ab. Daher ist M ({pkt}) = Ny und folglich K ({pkt}) = Z.

2.4.3 Reduzierte und relative K-Theorie

2.4.10 Definition. Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum mit Basispunkt = € X,
der Inklusion ¢ : {2} — X und der induzierten Abildung

G K(X) — K({z}) 2 Z.
Die reduzierte K -Gruppe von X in x ist der Kern dieser Abbildung, in Zeichen
I?(X7 x) := ker(1¥).

Wenn X zusammenhéngend ist, so ist K (X, x) unabhéngig von der Wahl von z.

2.4.11 Definition. Sei Y C X eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge und X/y
der Quotientenraum mit Basispunkt Y /y:
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@X
@

| |

Yiy
Xy
Xy

Dann heifit K(X,Y) := I}(X/Y, Y/Jy) relative K-Gruppe.

2.4.12 Definition. Seien (X, z) und (Y,y) zwei Rdume mit Basispunkten. Dann
heift

0

Y

XANY =X xY/x o oh Uz} xY
ihr Smash—Produkt.

Mit den kanonischen Basispunkten heiffit das Smash—Produkt mit einer 1-Sphére
EX =5'AX
reduzierte Einhdngung und
YPX =3 2X)
heilt n-te reduzierte Einhdngung.
2.4.13 Beispiel. (Vergleiche rechtes Bild oben)
gl =gt A S =5t x Sl/Sl x {y} U {z} x §!
=IXTrxoryu (@1 x 1)
=Ixljgx 1)=5>
2.4.14 Bemerkung. Fiir die n-te reduzierte Einhéngung gilt
Y'X =8N ASTAX =8S"AX.
gn
2.4.15 Definition. Fiir n € Ny sei
K(X,z):= K(X"X)
K™M(X,Y) = K" (Xfy) = K(2" (X))
K™"(X) = K"(X,0) := K™"(X U {oc}, 00) = K (2"(X U {0})),
wobei X U {oco} die Einpunktkompaktifizierung von X sei.
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2.4.16 Bemerkung. Wenn f : X; — X5 eine stetige Funktion mit f(xz1) = x2
ist, dann existiert eine stetige Funktion X" f = idg» A f : X" X7 — X" X5. Diese
induziert eine Abbildung

()0 KXy, 1) = K(5"X5) — K (X1, 1) = K(2"X)).
zwischen den reduzierten K-Gruppen. Analog fiir relative K-Gruppen.

2.4.17 Beispiel.
5(S'U{oo}) = 5" x (S"U (oD /151 o) U ({2} U L U {oo})

2.4.4 Kohomologische Eigenschaften der K-Theorie

2.4.18 Satz. (Lange exakte Sequenz) SeiY C X eine abgeschlossene Teilmenge.
Dann ezistiert eine natiirliche exakte Sequenz

KX, Y) 25 KOx) 5 koY)
A 5

KX, Y) 2 k1(x) 25 K*l(Y)—)

A 5
T KX L K(Y) 2

wobei i : Y — X und j: (X,0) — (X,Y) die Inklusionen sind.
Beweisskizze.

a) Es ist hinreichend, die folgende exakte, aus fiinf Termen bestehende Sequenz
zu konstruieren:

EY(x) 5 RY(y) % KX, Y) 2= KO(x) -5 KO®y)
Denn ersetzt man X durch X" X und Y durch XY, so erhélt man die lange

exakte Sequenz der reduzierten K-Theorie.

Ersetzt man andererseits X durch X U {oco} und Y durch Y U {00}, so erhilt
man die lange exakte Sequenz fiir die unreduzierte K-Theorie.

b) Exaktheit in I?O(X). Definiere i* als die Einschriankung von X nach Y und j*
als das Pullback entlang X — X/y. Die Behauptung folgt aus den Definitionen
und einigen technischen Uberlegungen.

c¢) Konstruktion von § und Exaktheit in K°(X,Y).

Betrachte das Paar (X Uy CY, X), wobei cY
CY den Kegel iiber Y bezeichne.

Mit Teil b) erhalten wir die kurze exakte Sequenz
K(X Uy CY,X) ™5 K(X Uy CY) 45 K(X),

wobei m und k die Inklusionen bezeichnen. Da der Kegel CY zusammenzieh-
bar ist, folgt, dass die Abbildung p : X Uy CY — X Uy CY/cy eine Bijektion

induziert. Da aber (X Uy CY)/cy = X/y ist, erhiilt man den Isomorphismus

P I}(X/y) = K(X Uy CY).
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Mit K (X/y) = K°(X,Y) setzt man folgendes Diagramm zusammen:

K(X Uy CY,X) —™— K(X Uy CY) —— K(X)

K=Y(Y) — KYX,Y)
Nun ist
K(X Uy CY,X) = K(X Uy CY/y)
= K(CYJy)
und weil I x {y} C CY/y zusammenziehbar ist:

= KN /(1 )

K(ZY) =K (V).

IR

Zur letzten Zeile betrachte

IXY [0y x Yy U1y x Y UT x {y})

:Slxy/{O}quslx{y}

=S'AY =3%Y.
Definiere schliefilich § := (p*)~! o m* o 0, womit direkt die Exaktheit folgt.

d) Exaktheit in IN(_l(Y). Man verwende das Paar

CY

((X Uy CY) Ux CX, X Uy CY) /Y

/
und &hnliche Argumente wie zuvor. cx

O
2.4.19 Korollar. Wenn Y C X ein Retrakt ist, d.h. wenn eine stetige Abbildung
r: X —Y mit le:idy

existiert, dann ist

K™X) 2 K"(X,Y)® K~"(Y).

Beweis. Unter Verwendung der Retraktions—Abbildung r spaltet die exakte Se-
quenz:

K™X,Y) 25 K~(X) = K~"(Y).
Folglich ist

K"X)=7"K "X, Y)or K "(Y).
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2.4.20 Korollar. Sind X; und X zwei Rdume, so induzieren die Projektionen
X1 X Xo — X; Isomorphismen

I?_n(Xl X XQ) = I?_n(Xl /\Xg) (&) I?_n(Xl) (&) I?_n(XQ)

Beweis. Einerseits ist X1 = X7 x {2} C X1 x X5 ein Retrakt, andererseits ist Xo C
X1 x Xo/x, ein Retrakt. Fiir beide wird das vorangehende Korollar angewandt:

K™™(X1 x X2, X1) ® K~"(X1)

K~ (X1 x Xa) /Xl)@K " (X1)

K" (X1 x Xa)/x,, X2) @ K "(Xs) & K ™(X1)
K~"(X1 A Xa) ® K "(X1) ® K~ "(Xa)

I?_n(Xl X XQ)

1%

2.4.5 Bott—Periodizitit

Wir betrachten Tensorprodukte in folgendem Sinne:

KO(X1)®KO(X2) — KO(XlxXQ)
[E] ® [F] —  [EXF],

wobei (BN F) (4, o) = By @ Fy, ist
Analog bildet man

K%(X)) @ K°(X,) — K°(X1 x X3) — K°(X; A X5).
Ersetzen von X7 und Xs durch XX resp. ¥X5 ergibt

K~"(X1)® K ™(X3) — K°(E"X AX"X5) = KO(S™ A X1 A S™ A X))
= K°(Z"™ (X1 A X))
— I?_n_m(Xl A\ XQ)

Ersetzen von X; durch X; U {001} =: Xfr und X5 durch X5 U {002} =: XQJF7
X+ /\X+ (X1 x Xo)T, ergibt

[K"(x0) © K~7(Xa) — K" (X, x Xa))

2.4.21 Satz. (Bott-Periodizitit) Die Gruppe K—2({pkt}) = K(S?) = Z wird er-
zeugt durch

[Hopf) — [C]
Fiir alle X und alle n € N ist die Abbildung
K2({pkt}) @ K"(X) — K "*(X)
ein Isomorphismus. Insbesondere ist K—""2(X) & K "(X).

2.4.22 Bemerkung. Der Satz besagt, dass die gesamte K-Theorie 2-periodisch ist!
Im Gegensatz zur hier betrachteten komplexen K-Theorie ist die reelle K-Theorie
8-periodisch.
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Beweisskizze. Die lange exakte Homotopiesequenz von
U 1 _ o2nt1
41 /gy =5

liefert die Isomorphie

m(U(n)) — m(U(n+1)).

Wir schreiben die 2-Sphére als S? = D% Ug: D2.

Jedes Biindel iiber S? ist trivial auf D3 und D2, D%
also isomorph zu D3 x C™ resp. D2 x C", da D} ‘
und D? zusammenziehbar sind. Daher ist jedes

Biindel iiber S? bestimmt durch eine Abbildung <

" St
S — U(n,C), die das Biindel iiber dem Aquator v )
D=

beschreibt. Dabei ergeben homotope Abbildungen
isomorphe Biindel.

Nun sind Homotopieklassen von Abbildungen S!' — U(n) nichts anderes als Ele-
mente von m1(U(n)). Somit sind Biindel iiber S? charakterisiert durch Elemen-
te von m1(U(n)). Das Hopf-Biindel entspricht dabei einem der zwei Erzeuger von
T (U(l)) = 7.

In der langen exakten Sequenz der K-Theorie entspricht Tensorproduktbildung mit

K~2({pkt}) einer Verschiebung der gesamten Sequenz um 6 Terme nach links. O

Fiir positive n > 0, n € N, definiert man induktiv K™ := K"~2, sowie K™ := K"~2.
Dann nimmt die lange exakte Sequenz folgende Form an:

-

K%X,Y) —— K%X) ——— KOY)

I Js

KY(Y) «—— KY(X) —— K'(X,Y)

2.4.6 Weitere kohomologische Eigenschaften

Homotopieinvarianz. Sind f; und f; homotope Abbildungen X — Y, so ist
fi = f5 beziiglich der K-Theorie. Sind insbesondere X und Y homotopieédqui-
valent, so haben sie dieselbe K-Theorie.

Ausschneidung. Sei Y C X eine abgeschlossene Teilmenge, U C Y offen und
7: X — [0,1] stetig mit U C 771(0) und 771([0,1]) C Y. Dann ist

KX -UY —-U) — K"(X,Y)
ein Isomorphismus.
Mayer—Vietoris—Sequenz. Sei X = X; U X5. Dann existiert eine exakte Sequenz

v
K (X)) ——

K™(X)) @ K™(Xy) 92, Kn(XmXQ)j
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2.4.7 K-Theorie versus Kohomologie

2.4.23 Satz. (Atiyah—Hirzebruch) Sei X eine kompakte differenzierbare Mannig-
faltigkeit (oder ein endlicher CW—-Komplex). Dann existiert ein Ringisomorphismus

ch: K"(X)®@Q — @ HY(X,Q),

k=n mod 2

der sogenannte Chern—Charakter.
2.5 Algebraische K—Theorie

2.5.1. Ziel: Finde eine Kohomologietheorie fiir nichtkommutative Raume.

2.5.2. Algebraisierung der K—Theorie. Sei stets A eine assoziative C—Algebra
mit Fins. Vektorbiindel entsprechen endlich erzeugten projektiven Rechtsmoduln
e+ A", wobei e € Mat 4(n) mit e? = e. (Schreibe auch eA™.)

2.5.3 Notation. Identifiziere
a 0
Mat 4(n) — Mat4(n + 1), a <0 )

und setze

Mat 4(00) := [j Mat 4 (n).

Beachte, dass Mat 4(c0) eine Algebra ohne Eins ist.

Fiir idempotente Matrizen schreiben wir
Qa(n) :={e € Mata(n)|e? = e},

Qa(o0) := ] Qa(n) C Mat (o).
n=1
Fiir invertierbare Matrizen identifiziere

GL4(n) — GLa(n + 1), a— (g (1)>

und setze
oo

GLa(o0) == | GLa(n).

n=1
Beachte, dass GL 4(00) eine Gruppe ist, allerdings keine Teilmenge von Mat 4(c0).

Setze ferner fiir e € Q 4(0)
e-A® =e- A",

wobei n so gewiihlt sei, dass e € Q a(n). Diese Definition ist unabhiingig von der
Wahl von n.

2.5.4 Lemma. Seien e, f € Qa(co). Dann gilt:
eA® = fA® &  Fa € GLa(co) mit aea™! = f.

Beweis.



92 Kapitel 2. Nichtkommutative Topologie

,<" Seia € GL4(00) mit aea™ = f. Withle n mit e, f € Qa(n) und a € GL4(n).
Dann ist

e A =e- A"=aq-e - A"=f-a-A"=f-A"=f A,
An

wobei der Isomorphismus zwischen e - A™ und a - e - A™ gegeben ist durch die
Linksmultiplikation mit a.

2=" Sel eA>® = fA> und sei n so, dass e, f € Qa(n). Sei p : eA” — fA"
Isomorphismus. Es gilt eA” @ (1 —e)A™ = A" = fA" B (1— f)A™. Setze ¢ auf
(1 —e)A™ durch 0 fort zu einem Homomorphismus ¢ : A™ — A™, und setze
o1 auf (1— f)A™ durch 0 fort zu einem Homomorphismus y : A™ — A™. Wir
betrachten ¢ und y als Elemente in Mat 4(n). Es gilt

vx = f, Y = ve = f1,
Xy = e, x=xf=ex

Setze

a:= < ¥ 1_f> und berechne a~ = < X 1—e>.
1—e X 1-f P

Fiir dieses a € GL4(2n) gilt:
RN [ [
aea” " =
1—e X 0 0 1-f ¥
_ e 0 X 1—e)\ (vx e — e’
“\le—¢2 0/ \1—f o ] \o 0

2.5.5 Bemerkung. Wir definieren
vals(4) .= Qal)

wobei e ~ f genau dann, wenn ein a € GL 4(00) existiert, so dass aea™! = f.

Zue, f € Qa(c0) setze
e 0
avn (s 9]

Es gilt [e] + [f] = [f] + [e], denn

6 3))-[6 )]
()6 2602

Valg(A) bildet mit ,+“ eine abelsche Halbgruppe.

2.5.6 Definition. Die Grothendieck-Gruppe K(A) zu V*8(A) heiBt algebraische
K -Gruppe von A.
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Im Fall A= C(M), M ein kompakter Hausdorff-Raum, ist V28(A4) & Vt°P(M).
2.5.7 Proposition. Ist M ein kompakter Hausdorff-Raum, so gilt
K°(M) = Ko (C(M)).

2.5.8 Bemerkung. Ist ¢ : A — B ein 1-erhaltender Algebrenhomomorphismus, so
induziert dies fiir jedes n € Ny (und damit auch fiir n = 00) eine lineare Abbildung

¢ : Mata(n) — Matp(n), (aij)ij = (plaij)),;-
Fiir diese gilt ¢(Qa(n)) C Qp(n) und ¢ : GLa(n) — GLp(n). Seien e, f €
Qa(o0) mit e ~ f, d.h. es existiert ein a € GLa(c0) mit aea™ = f. Nun ist
o(f) = plaea™) = p(a)p(e)p(a)™t, da ¢ ein Algebrenhomomorphismus ist, und
o(a) € GLp(00). Also gilt p(e) ~ p(f) in Qp(oo). Wir haben damit gezeigt, dass
¢ einen (wohldefinierten) Halbgruppenhomomorphismus
o VIE(A) = VIE(B), e = [p(e)]
induziert. Dieser induziert wiederum einen Gruppenhomomorphismus
¢« 1 Ko(A) — Ko(B)
der zugehorigen Grothendieckgruppen.

2.5.9 Ubung. Sind M, N kompakte Hausdorff-Riume und ist f : M — N stetig,
dann liefert Pull-Back einen Homomorphismus

f*:K°%N) — K°(M).
Zuriickziehen von Funktionen liefert einen 1-erhaltenden Algebrenhomomorphismus
p:=f":C(N)— C(M), ur—uo f.

Zeige, dass das Diagramm

KON = Ky(Cv)
lr [
K1) = Ko(Cn)

kommutiert.
2.5.10 Beispiel. Sei A = C. Dann ist V8(C) = Ny, denn endlich erzeugte kom-
plexe C—Moduln sind endlichdimensionale C—Vektorriume, deren Isomorphieklasse

durch ihre Dimension bestimmt wird. Somit ist K(C) = Z.

2.5.11 Proposition. Seien A und B assoziative Algebren mit Eins. Sei n € N.
Dann gilt

1) Ko(A x B) =2 Ko(A) ® Ko(B)
2) Ko(MatA(n)) = KO(A)

Beweis.
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zu 1) Fiir die involvierten Algebren gilt:

Mat 4« p(00) 2 Mat 4(00) x Matp(c0),
Qaxp(00) = Qa(00) x Qp(c0),
GLAxpB(00) 22 GL4(00) x GLp(c0).

Daraus folgt fiir die Quotienten modulo ~
Vas(A x B) 2 V8(A) @ VE(B)
und damit fiir die zugehorigen Grothendieck—Gruppen
Ko(A x B) 2 Ko(A) @ Ko(B).

zu 2) Setze A := Mat 4(n). Unterteilung der Matrizen in Mat 4 (c0) in n x n-Bldcke
liefert einen Isomorphismus

Mat 4 (00) = Mat 4(00).

Man mache sich klar, dass dies in der Tat ein Algebrenisomorphismus ist, d.h.
dass auch die Multiplikation mit diesem Isomorphismus vertréglich ist. Dabei
wird @ 4(c0) isomorph auf @ 4(co0) abgebildet. Genauso sieht man

GLA(00) =2 GL 4(00).

Daraus folgt wie oben V#8(A4) = Valg(A) und damit

2.5.12 Beispiel. 1) V?&(Matc(n)) = V&(C) 2 N,
= Ko(Matc(n)) = Ko(C) = Z.

2) Ko(Matg(ni) x -+ x Matc(n,))
2.5.13 Bemerkung. Man kann das algebraische Aquivalent zur Einhéngung topo-

logischer Rédume definieren und damit auch hthere K—Gruppen K, (A) konstruieren.
Es gilt dann wie im topologischen Fall Bott—Periodizitét:

Knia(A) = Kn(A).

2.6 Penrose—Kachelungen

2.6.1 Definition. Eine Kachel ist eine zusammenhéngende, kompakte Teilmenge
K CR?mit K = K.

Eine Kachelung (oder ebene Pflasterung) aus den Kacheln Ky, ..., K, ist eine Zer-

legung .
R2 = U Ay,
k=1

so dass
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2.6. Penrose—Kachelungen
1) fiir alle k € N existiert ein j € {1,...,n} und ein ¢ € Isom(R?) mit p(Ag) =

K;.

9) Ay A, = 0 fiir alle k, [ € N mit k # L.
Beispiel. Badezimmerkachelung aus
Kachel K = [0,1] x [0, 1].

der

2.6.2

Abb. 8: Badezimmerkacheln

2.6.3. Penrose—Kachelungen
Die Kacheln:

(Drachen)

Abb. 9: Penrose-Kachelung: Drachen und Pfeil.

Eine Penrose-Kachelung ist eine Kachelung aus den Kacheln D und P, so dass sich
je zwei Kacheln nur in gleich langen Seiten und in gleichfarbigen Ecken treffen.

Wir berechnen 7 fiir den Drachen:
Nach dem Sinussatz gilt:

1
sin(#)  2sin(Z)cos(E) cos (X
i o sin(%) = 2eos (3)

T= .
2

—t—

0 11

2.6.4 Bemerkung. Dies ist der so genannte Goldene Schnitt

.

~||>—-|H
\
—_
I
A=

Wir ziehen in die beiden Kacheln orientierte Seiten ein

2.6.5.
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Dadurch ergibt sich aus der Penrose-Kachelung eine sogannante Typ—A-Kachelung
mit den Kacheln

mit den Eigenschaften
® nur gleichlange Seiten werden aneinandergelegt,
® nur gleichfarbige Ecken werden aneinandergelegt und

® nur gleichorientierte Seiten werden aneinandergelegt.

2.6.6. Konstruktion einer Folge von Kachelungen.

Wir starten mit einer Typ—A-Kachelung Ky. Was kann sich an diese Seite von K3
anschlieffen?

Wir erhalten zwei Moglichkeiten:

D

1) Dreieck vom Typ Gfi:

2) Dreieck vom Typ K,

Da man hier keine der Kacheln mehr anbringen kann, muss an dieser Seite ein
Dreieck vom Typ G; angelegt sein.
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Also: Entfernen der Seiten mit Lange 1 und Versehen mit farbigen Enden von kleinen
Dreiecken (vom Typ K1) liefert neue Kachelung vom Typ B aus den Kacheln

mit denselben Eigenschaften, nur ohne Orientierung.

Eine #hnliche Argumentation liefert: An jeder Seite von Ky der Lange 7 mit blauen
Enden @ muss eine Kachel vom Typ G2 anliegen.

147=12
G3 = und K3 .= Gy =

T

Wir erhalten eine Kachelung aus Kacheln G3, K3. Diese Kacheln sind die selben
Kacheln wie G; und Kj, nur multipliziert mit 7 und vertauschten Farben.

Iterieren wir diese Prozedur, so erhalten wir eine Folge von Kachelungen IC,,, ab-

wechselnd vom Typ A und vom Typ B.

2.6.7. Die assoziierte Folge einer Penrose—Kachelung. Wir starten mit einer
Penrose-Kachelung Ky und gehen iiber zur ersten Typ—A-Kachelung. Nun wihlen
wir einen Punkt p im Inneren eines der Dreiecke. Setze

)1, falls p fiir die Kachelung K,, in einer Kachel vom Typ K, liegt,
"0, falls p fiir die Kachelung /C,, in einer Kachel vom Typ G, liegt,
und setze (2, )n =: F(Ko, p).

Jede kleine Kachel K, geht in der néchsten Kachelung in einer grofien Kachel G, 11
auf, d.h.
Ty =1 = Tpt1 = 0. (*)

Eine Folge x : N — {0,1}, die () erfiillt, nennen wir zuldssig.

Wir haben also jeder Penrose—Kachelung K und jeder Wahl von p eine zuléssige
Folge F(K, p) zugeordnet. Man zeigt nun unschwer das folgende

2.6.8 Lemma. 1) Ist ¢ € Isom(R?), so gilt
F(K,p) = F (oK, ¢(p))-

2) Fir je zwei Startpunkte p, q existiert ein ng € N, so dass F(K,p) und F(K, q)
ab dem ng—ten Glied tibereinstimmen.
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3) Zu jeder zulissigen Folge (xy,), existiert eine Penrose—Kachelung K und ein
Startpunkt p mit
(xn)n = .7:(IC7p)
Das Paar (K, p) ist bis auf Isometrie eindeutig durch F(KC,p) bestimmt.

2.6.9 Definition. Zwei zuldssige Folgen (z,), und (y,), heiflen dquivalent,
(Tn)n ~ (Yn)n, falls ein ng € N existiert mit x,, = y,, fiir alle n > ny.

2.6.10 Ubung. Zeige: Es gibt iiberabziihlbar unendlich viele Aquivalenzklassen
von zuldssigen Folgen.

2.6.11 Korollar. FEs g¢ibt dberabzihlbar unendlich wviele Isometrieklassen wvon
Penrose—Kachelungen.

2.6.12 Bemerkung. Zu jeder zuliissigen Folge (x,), betrachte die reelle Zahl
t € [0,1] mit Bindrentwicklung t = 0, z129z3... = Y 0, 107 “z;. Diese Zuordnung
(zn)n — t ist injektiv, denn wegen der Zuliissigkeitsbedingung tritt 1 als Periode
nicht auf. Wir betrachten die Menge X aller zuléssigen Folgen als Teilmenge des
reellen Intervalls [0, 1]. Dadurch erhilt X eine Topologie.

2.6.13 Lemma. 1) X ist kompakt

2) Die Quotiententopologie auf X/N ist die Klumpentopologie®. Insbesondere sind
alle stetigen Funktionen auf X/N konstant.

Beweis.

a) Es ist zu zeigen, dass X C [0, 1] abgeschlossen ist. Seien ¢; € X mit ¢t; — t €
[0,1]. Zu zeigen: t € X. Angenommen, t ¢ X, d.h. es existiert ein n € N mit
Tp = Tp41 = 1;
t= 0, T1X2 .. .xn_111$n+2 N

Fiir hinreichend grofles ¢ hat aber ¢; dieselben Binérziffern bis n + 1 im Wi-
derspruch zu t; € X.

b) Zu zeigen: Fiir t € X ist die Aquivalenzklasse als Teilmenge [t] C X dicht.
Schreibe t = z1xox3 ... und nimm s = yyy2ys ... € X beliebig. Setze

tn ==

0,%1%2 . - - YnTnr1Tng2 - - . falls y, =0
0,192 - - - YnYnt1Tnt2Tny3 ... falls y, = 1.

Dann gilt: ¢, € [t] und ¢, — s fiir n — oo.

2.6.14. Fazit. Fs gibt eine natiirliche Bijektion
{Isometrieklassen von Penrose—Kachelungen} AEN X/,

Der Raum X/N tragt eine natirliche Topologie, aber diese ist trivial.

2.6.15. Konstruktion der C*—Algebra Apenrose-
Zu einer abziihlbaren Menge Y sei [2(Y) der separable Hilbertraum

PY):={f:Y = Clllfllizey < oo},

9st Y eine Menge, so ist die Klumpentopologie = {}, Y'}. Sie wird auch indiskrete Topologie
genannt. Als topologischer Raum ldsst sich Y dann durch stetige Funktionen nicht von einem
einpunktigen Raum unterscheiden, ist also topologisch trivial.
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wobei die Norm auf [2(Y') gegeben sei durch

117y = D 1F @)1

yey

Die Elemente a von Apenrose werden jeder Aquivalenzklasse [t] € X/N einen Opera-
tor a([t]) € L(I?([t])) zuordnen.

Wir fithren nun einige Notationen ein. Fiir n € N setze

Xy ={(z1,...,zn) |z €{0,1}, 2 =1 = x41 = 0}
XS::{(xl,...,xn,l,O)EXn}
X} ={(z1,...,20-1,1) € X,,}
dp = #X° und d, = #X].

Es gilt:

#Xn :dn"'d{m
do=d =1, d=dy,  doy1=dn+d,.

Es folgt, dass dp4+1 = dy, + dp—1 und d; = 1. Setzen wir noch dy := 1, so steht die
Fibonacci—Folge da.

Auf X definieren wir eine Aquivalenzrelation ~,, durch
tps & ViZ>n: t;=s;.

Offenbar folgt aus t ~,, s, dass t ~, 1 s. Auflerdem ist ¢t ~ s dquivalent zur Existenz
eines n € N mit t ~,, s. Sei nun

@ € End(C*") x End(C¥») 2 Matc(d,,) x Mate(d.,).

Fiir f, g € 12([t]) definiere

@D gy = S F(TW)@E- enren),

s,u~npt

. . L . e . .
wobei ey, e, die zu s bzw. u gehorigen Basisvektoren von CXnYXn = CX» sind. Sei

weiter

Ap:={alac End((CXSL) X End((CXTIL)}
= Mat(c(dn) X Mat(c(d;).

Die Einbettung A,, < A,,4+1 entspricht unter dem Isomorphismus mit Matc(d,,) ¥
Matc(d),) der Einbettung

Matc (dn) X Matc(d%) — Matc (dn_;,_l) X Matc(d;wrl)
-~ a 0) _
(a1,az) — ( (O 62> ,al)

Es gilt ||la([t])|| = ||@|| fir alle [t] € X/ und a € A,,. Setze

—— I

||a|| = ”Eiuv APenrose = U An
n=1
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2.6.16. K—Theorie von Apenrose-
Wir wissen aus Proposition 2.5.11, dass
Ko(A,) = Ko(Matc(dy) x Mate(d,,)) = Z x Z.
Die von der Einbettung i : A,, < A,+1 induzierte Abbildung
iv: Ko(An) —— Ko(Ant1)
2l 2l

7 X7 — ZX7Z
11
(o)
ist invertierbar iiber Z. Man kann auflerdem zeigen, dass Ky mit projektiven Limites

vertauscht. Daher ist
KO(APenrose) =27 X Z.

Allgemein fiir eine assoziative C-ALgebra A mit Eins sei Koy(A) das Bild der
kanonischen Abbildung
VAE(A) — Ko(A).

Dann kommutiert das folgende Diagramm:

No x Ng 2 Ko+(4,) C Ko(4,) XZXZ

L(; ) l l gl(; )

No x No = Kot (Ant1) C Ko(Apt1) 2Z X Z

IR

Wir berechnen

oo o) 11 -n
KOJr(APenrose) = ﬂ KO+ (An) = ﬂ (1 0) (NO X NO)
n=1 n=1

0 1)
li N N
1111 <1 1) (No x Np)

n—oo

= lim (—1)" (dnl d") (No x No)

n—0oo *dn dn+1

Die Vektorenpaare (d_n ‘i"’l) , (‘ij’g;) begrenzen einen Quadranten im R?. Seine Be-

grenzung konvergiert gegen die Grade mit Steigung

o dy 1++5
lim =7= .
00 dy iy 2
)
1 —_— —_—
R"" n+1
Ry - (g) n — 0o
]R+ 'n. 1

Abb. 10: Von R - (djiﬁ) und Ry - ( n n1> aufgespannte Quadranten des R? fiir n — oo.
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Nichtkommutative
Differentialgeometrie

3.1 Spektraltripel

3.1.1 Lemma. Sei M eine zusammenhdingende Mannigfaltigkeit und seien p, q €
M. Dann lisst sich die riemannsche Abstandsfunktion d wie folgt beschreiben:

d(p,q) = sup{f(q) — f(p)| f: M — R glatt,| grad f| < 1}.

Beweis.

a) Sei ¢ eine glatte Kurve mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢, sei f € C*°(M,R) mit
| grad f| < 1. Dann gilt

f<q>f<p>/1§ (Foe) jgradf,

0
/|gradf| c\dt</|c|dt

= f(q) — fp) < d(p,q)

b) Sei ¢ > 0. Betrachte die Funktion fy : M — R, fo(z) := d(p,x). Diese
Funktion ist Lipschitz-stetig auf M mit Lipschitz-Konstante 1. Man kann fj
nun durch eine glatte Funktion f. approximieren, so dass |fo — f:| < € und die
Lipschitz-Konstante von f. ist < 1+¢. Fiir f := ﬁfa gilt dann | grad f| <1

und
(1+e)(fle) = f(p) = [fela) — fe(p)
> d(p,q) —e —d(p,p) —
= d(p,q) — 2.
Also gilt f(¢) — f(p) > 1—_1%(1(177 q) — 1+E Der Grenziibergang ¢ \, 0 liefert die
Behauptung.

d

3.1.2 Definition. Ein Spektraltripel ist ein Tripel (A, H, D), wobei A eine Pri—
C*—Algebra ist, H ein Hilbertraum, D ein selbstadjungierter (i. Allg. unbeschrank-
ter) Operator auf H und A hat eine *—Darstellung auf H, d.h. es existiert ein
s—Morphismus A — L(H) (d.h. A wirkt auf ) mit den Eigenschaften
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1) Fir alle @ € A ist der Operator [D,a] auf einer dichten Teilmenge von H
definiert und beschriankt und setzt sich damit zu einem beschriankten Operator
auf H fort.

2) Fiir alle A € C — R ist (D — \)~! kompakt.

3.1.3. Einschub: Erinnerung an den Dirac-Operator. Sei M eine n-—
dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit. Falls M eine Spinstruktur besitzt, so
existiert das Spinorbiindel XM — M. XM ist ein hermitesches Vektorbiindel vom
Rang 2!%1.

Der Levi—-Civita—Zusammenhang von M induziert einen metrischen Zusammenhang
V auf X M. Ferner existiert die Clifford—Multiplikation

TM @XM — XM, XQp—X-p
mit der charakterisierenden Eigenschaft
Y X p+X YV -p=-2(X,Y)p
Der Dirac—Operator
D:C*(M,XM)— C®(M,XM)

kann lokal beschrieben werden durch

n

Dy := Zei - Ve, p,

i=1

wobei ey, ..., e, lokale Orthonormalbasisschnitte von T'M seien. Man zeigt, dass D
nicht von der Wahl der Basis abhéngt.

Eigenschaften des Dirac—Operators:

@® D ist formal selbstadjungiert, d.h. fiir ¢, ¥ € C°°(M,XM) mit kompaktem
Trager gilt

(Do, )2 = /(D(p,z/)) dvol = (¢, D) 12

M
® D ist elliptisch
Ist M zusétzlich kompakt, so gilt:
® D ist wesentlich selbstadjungiert im Hilbertraum L?(M,XM).

® Das Spektrum des selbstadjungierten Abschlusses von D, den wir wieder mit
D bezeichnen, ist reell.

® Ist A € C — R, so ist die Resolvente (D — \)~! kompakt.
® Es existieren A\; € R, j € Z und ¢; € C°(M,XM), so dass

© D(p] = )‘j@j fiir allej cZ

©® {p;}; bildet eine Hilbertraum—Orthonormalbasis (Orthonormalbasissy-
stem) von L?(M,XM),

© das Spektrum
—00 <A1 S A < Ajpp <-r > F00

ist beidseitig unbeschréinkt und jedes A tritt nur endlich oft auf,
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© fiir N(A) = #{j | |A;] <A} gilt die Weyl’sche Eigenwertasymptotik

N(A) Ao e(n) - vol(M) - A™,

on/2]

wobei C(n) = W

3.1.4 Beispiel. Sei M eine kompakte riemannsche Spin—-Mannigfaltigkeit. Betrach-
te folgendes Tripel:

A=C>(M,C)
H = L*(M,SM)
D = Dirac—Operator.

A = C*(M,C) wirke auf H = L?(M,XM) durch punktweise Multiplikation. Wir
berechnen fiir a € C*° (M, C) und ¢ zunichst im Definitionsbereich von D:

[D,a]e = D(ap) —aDg
= Z (ei Ve, (ap) —a-e; - Veiga)

:Z(ei-aeia-go—&—ei-a-veitp—a-ei-Veigo)

=grada - .

[D,a] wirkt also durch Clifford-Multiplikation mit grada. Da grada ein glattes,
beschriinktes Vektorfeld ist, hat [D,a] eine eindeutige Fortsetzung zu einem be-
schrinkten Operator auf ganz L?(M, X M).

Das Spektraltripel (A,H,D) = (C*(M,C),L*(M,~M),D) heifit kanonisches
Spektraltripel der riemannschen Spin—Mannigfaltigkeit M.

Frage: Kann man aus dem kanonischen Spektraltripel die Mannigfaltigkeit M
rekonstruieren?

Wir iibersetzen Lemma 3.1.1 fiir den vorliegenden Fall: Fiir alle p, ¢ € M gilt:
d(p, q) = sup{la(p) — a(q)| |a € A, ||[D,d]|| < 1}.

Also legt das kanonische Spektraltripel den metrischen Raum (M, d) (bis auf Iso-
metrie) fest.

Im folgenden Lemma 3.1.5 sehen wir, dass dann M auch als riemannsche Mannig-
faltigkeit durch (A, H, D) festgelegt wird.

3.1.5 Lemma. Seien (M, g1) und (Ma, g2) zusammenhingende riemannsche Man-
nigfaltigkeiten und seien dy, do die zugehirigen riemannschen Abstandsfunktionen.
Ist

@ (My,dr) — (M2, dp)

eine Isometrie metrischer Rdaume, so ist ¢ auch eine Isometrie der riemannschen
Mannigfaltigkeiten, d.h. ¢ ist glatt und ¢*gs = g1.

Beweis.
a) ¢: I — M ist genau dann eine Geoditische mit |¢| = a, wenn
d(c(t),c(s)) =a-|t—s| fiir t und s hinreichend nahe beieinander.
Da ¢ eine Isometrie der metrischen Réume ist, gilt also
c: I — M; Geoditische mit |¢| = «

= @oc:I— M,y ist Geodédtische mit |%(<poc)‘ =a.
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b) Sei nun p € My und q := ¢(p) € My. Wéhle r > 0 mit » < injrad(p). Dann
bildet ¢ den Ball B(p,r) C M; homdomorph auf den Ball B(g,r) C M2 ab.

Zu X € T, M, ist t +— exp,(tX) =: ¢(t) eine Geodétische in M; mit |¢] = |X].
Anwendung von Beweisteil a) liefert, dass ¢ — ¢(exp, (X)) eine Geodétische
in My mit |%(gﬁ oc)| = |X] ist. Daher existiert ein eindeutig bestimmtes
X e TyMy mit  p(exp,(tX)) = equ(t)? ) (Eindeutigkeit der Losung der
Geodéitengleichung). Setze

i+ TyMy — Ty Mo, p«(X) = X.
Es gilt damit

p(exp,(tX)) = exp,(tp. X)  und [, (X)] = [X].

c) Fir X, Y € T,M; gilt

d(exp, (tX), exp,(tY))
t
d(p(exp, (tX)), p(exp, (tY)))

= lim
t—0

i d( exp, (Lo« (X)), exp, (o« (Y)))
t—0 t

= [« (X) — @u(Y)-

Wir haben damit gezeigt, dass ¢, : T,M; — T;M> eine nullerhaltende Iso-
metrie euklidischer Rdume ist. Also ist ¢, orthogonal, damit insbesondere
linear.

d) Auf B(p,r) gilt wegen r < injrad(p)

@zequogp*oexpgl.

Also ist ¢ glatt in p mit orthogonalem Differential dy|, = ¢.. Somit ist ¢ eine
Isometrie riemannscher Mannigfaltigkeiten.

d

3.1.6 Beispiel. Wir konstruieren den ,einfachsten nichtkommutativen Fall“. Be-
trachte
Y ={1,2}, A=C(Y)=CxC.

Seien H; und Hs endlichdimensionale Hilbertriume. Setze H := Hi © Ha. Sei
M € Hom(H1,Hz). Setze
D.— 0 M
M 0
A wirke auf H vermoge

0 = (a1, a2) > (audn1 0 ) .

0 as id'H2

Da die betrachteten Hilbertrdume endlichdimensional sind, stellen die funktio-
nalanalytischen Bedingungen keine zusétzlichen Bedingungen dar. Wir berechnen
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[D,a] firaec A=CxC:
0 M* a1 0 0 agM*
Da = =
M 0 0 ag alM 0
al 0 0 M* 0 alM*
aD = =
0 ag M 0 (IQM 0

= [D,a] = (az — a7) (—(])\4 Ag*>

= |I[D;dl|l = laz — ax| - [ M]].

Den kommutativen Fall imitierend, betrachten wir den ,nichtkommutativen Ab-
stand“:

d(1,2) = sup{|azs — a1] ‘ acCxC, ||[D,d]] <1}
_ 1
| M]]

3.1.7 Definition. Sei (A, H, D) ein Spektraltripel. Eine Graduierung von (A, H, D)
ist ein Operator I € L(H) mit

1) I'* =T
2) I'? =idy
3) DI'+TD =0
4) Fiir alle a € A gilt I'a = ol
(A, H, D) heifit gerade, falls es eine Graduierung besitzt, sonst ungerade.

3.1.8 Beispiel. Sei M kompakte riemannsche Spin—Mannigfaltigkeit mit gerader
Dimension n. Dann zerféllt das Spinorbiindel

YM=X"TM®X M.

Eine Graduierung des kanonischen Spektraltripels (C°>°(M,C), L?(M,XM), D) ist

gegeben durch
I idy+ 0
0 —idy-a )

Genauere Beschreibung von I':

Zu p € M wahle eine positiv orientierte Orthonormalbasis eq,...,e, von T,M.
Dann ist
_ v+ -
M =Y Me&X M

die Eigenraumzerlegung zum Operator, der gegeben ist durch Clifford—
Multiplikation mit i%e; - es - ... - e,. Dies ist unabhiingig von der Wahl der Basis
€1,...,€En.

3.1.9 Beispiel. In Beispiel 3.1.6 liefert

o (i 0
0 —idp,

eine Graduierung.
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3.1.10 Bemerkung. Wegen der Weyl’schen Eigenwertasymptotik
N(A) “Z e(n) - vol(M) - A™

(M sei stets kompakt) sind dim(M) = n und vol(M) durch das Spektrum des
Dirac—Operators auf M bestimmt. Allerdings gibt es Beispiele kompakter riemann-
scher Spin-Mannigfaltigkeiten M; und M>, die nicht isometrisch sind, deren Dirac—
Operatoren jedoch dasselbe Spektrum haben. Zur Festlegung der Geometrie von M
wird somit das ganze Spektraltripel (A, H, D) benétigt.!

3.1.11 Notation. Sei H ein separabler Hilbertraum. Fiir?
T € K(H) := {kompakte Operatoren auf H}

schreibe fiir die Eigenwerte von |T|

(T Z po(IT) = ps (7)) = -

Setze nun

L) (H) = {T € K(H) | 1;(|T]) = O(%)}.

J

3.1.12 Beispiel. Betrachte eine kompakte riemannsche Spin—Mannigfaltigkeit M
mit invertierbarem Dirac—Operator D. Aus der Weyl’schen Eigenwertasymptotik
folgt in diesem Fall

T:=D" e L5)(L*(M,XM)).

3.1.13 Bemerkung. Fiir T € L) (H) gilt
e (T, v
ui(T) = sup ing (LLE:0)

ev ,
diﬁCvH:j i#O (,0)

wobei das Supremum angenommen wird fiir
V = Spann der Eigenvektoren zu puq(|T), ..., u; (|T])-

Dort wird das Infimum vom Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert von |T'| ange-
nommen und das ist u;(|T|), da das Spektrum monoton fallend notiert war.

Hieraus folgt fiir B € L(H)

i (ITB)) < 1Bl (IT')

pi(|BT]) < B - i (IT1)-
Also sind fiir T € £ (H) und B € £(B) auch BT und TB € £1>°)(H). Somit
ist L0:°°)(H) ein beidseitiges Ideal in L(H).

3.1.14. Dixmier—Spur.

Um eine Verallgemeinerung der Spur zu finden, wollen wir die Reihe der Eigenwerte
zum Konvergieren ,,zwingen“. Wir suchen daher eine geeignete Verallgemeinerung
des Konvergenzbegriffs (Stichwort fiir Kenner: Ultrafilter).

Fiir T € L) (H) ist i. Allg.

> (1T = o,

IDie Spin-Struktur iiber M kann allerdings nicht aus (A, H, D) alleine rekonstruiert werden.
2Ein Operator heifit kompakt, wenn Bilder beschrinkter Mengen relativ kompakt sind.
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Allerdings ist fiir geeignete Konstanten C, C’

. 1 Lo,
v (T < gD <0
j=1 j=1
Setze
N
on (IT)) == > m(IT)
j=1
on(|T
w(ir1) o= 20ED

3.1.15 Lemma. Es gelten die Abschdtzungen
on(ITh| +1T2]) < on(IT1]) + on(|T2]) < oan (|T1] + [T2).
Beweis.
a) Man sieht leicht, dass
on(|T])= sup tr(Pyo|T|oPy),
VCH
dim V=N

wobei Py : 'H — V die Orthonormalprojektion auf V ist. Dabei wird das
Supremum angenommen vom Vektorraum, der von den Eigenvektoren zu den
Eigenwerten p1 (|T),. .., un(|T|) aufgespannt wird.

b) Sei V der Spann der Eigenvektoren zu 1 (|T1| + |T2]), ..., un (|T1] + [T2]).

= O'N(|T1|+|T2|) =tr (PVo(|T1|+|T2|)OP\/)
=tr (PV o|Ty]o PV) + tr (PV o |T3] oPV)
<on(IThl) + on (|T2]).
¢) Sei V;, i =1, 2 der Spann der Eigenvektoren zu 1 (|T;|), ..., un (|7i]). Wihle

V CH mit dimV = 2N und Vi, Vo C V (ergénze die Summe V; + Vs, sofern
diese nicht direkt ist).

= on(|Th]) + on (|T2]) = tr (Py, o |T1| 0 Py;) +tr (Py, o [T2| o Pyy)
S tr (PV e} |T1| OPV) +tr (PV e} |T2| (e} Pv)
= tr (P o (|T1] +|T2[) o Py)

< oon (|T1] + |T2])-

3.1.16 Folgerung.

In(2N)
In N
—

W (|T1] + [T2]) < v (|T]) + v (|T2]) < Yon (IT1] + |T2])

1112 N—oo

14+ 22 1
T

Falls die Folgen (yn) fiir N — oo konvergieren, so folgt

Jm oy ([T + [T2]) = Jim yw (|T1]) + lim oy (|T2]).
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Wiéhle eine stetige Linearform w : [*°(N,R) — R auf dem Banachraum der be-
schrinkten Folgen, so dass fiir alle (an)y € I®°(N,R) gilt:

1) w((an)n) = Nlim an, falls (an)n konvergiert,
2) w((aN)N) >0, falls ay > 0 fiir alle N € N,

3) w((agN)N) = w((aN)).
Setze fiir T € £L1:°°)(H) selbstadjungiert und 7> 0:

Tr,(T) := w(('yN(T))N).

Dann gilt fiir alle selbstadjungierten und nicht negativen 7', Ty, T € £(1°°)(H) und
a€R,a>0:
TI‘w (Tl —+ TQ) = TI‘w (Tl) + TI‘W (TQ)
Tr,(aT) = a - Tr,(T).

Nun kann Tr,, in eindeutiger Weise linear auf ganz £(1:°)(H) fortgesetzt werden:

Man kann 7' € £(1°)(H) in seinen selbstadjungierten Anteil 7; und seinen anti-
selbstadjungierten Anteil iT5 zerlegen, so dass T = T + 15 ist mit 717, T5 selbst-
adjungiert. Diese Zerlegung ist eindeutig. Sei also o0BdA T selbstadjungiert. Zerlege
dieses wiederum in 7' = 71 —7T_ mit Ty selbstadjungiert und 73 > 0. Setze sodann

Try, (T) := Try, (Ty) — Tro,(T-).
Tr,, heiflit Dizmier—Spur.

3.1.17 Beispiel. Die 1-Sphiire (der Linge 27r) M = S* = Rjp 7 besitat zwei Spin—
Strukturen. Fiir die erste Spin—Struktur hat der Dirac—Operator die Eigenwerte k,
k € Z, jeweils mit Multiplizitdt 1. Fiir die zweite Spin—Struktur hat der Dirac—
Operator die Eigenwerte k+ %, k € Z, ebenfalls alle mit Multiplizitdt 1. Wir wihlen
die zweite Spin—Struktur, denn dann ist D invertierbar. Dann hat

T :=|D|™' € L) (L2(S', £5Y))

das Spektrum (k%) ( 1 ) , alle Eigenwerte mit Multiplizitat 2.
2 jEN

kENoi J_%
N N
2 2 1 2
Tr,(ID|"1) = ( ) =2 i ( )
(D7) =w 1n2Nj;2jf1 N N 1n(2N)j;2j*1

V2N

3.1.18. Satz (Connes). Sei M eine kompakte riemannsche Spin—-Mannigfaltigkeit
der Dimension n. Sei der Dirac—Operator D invertierbar. Dann gilt fir f € C(M):

T, (£+1D]") =arn) - [ favol
M

wobei ¢1(n) 1=
Ohne Beweis.

1
nQ[n,/Z]—lF(g),ﬂ-n/Q .
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3.1.19. Nichtkommutative Integration. Ist (A, H, D) ein Spektraktripel mit
invertierbarem D, so dass |D|™" € £(1:>°)(H), so setze fiir alle a € A:

/i(z = LTrw (a-|D|™™).

c1(n)

Bemerkung. Wir kénnen unser Worterbuch ergénzen, dass nun die Sprache der
Geometrie tibersetzt:

Geometrie Algebra
kompakte riemannsche Spin—-Mannigfaltigkeit | Spektraltripel
Volumenelement |D|—™
Integral Tr,,

3.1.20 Definition. Ein Spektraltripel (A, H, D) heifit n—summierbar, n > 0, falls
D invertierbar ist und |[D|™" € £(1°°)(H). Dann existiert obiges Integral auf A.

3.1.21 Beispiel. 1) Das kanonische Spektraltripel einer kompakten riemann-
schen Spin-Mannigfaltigkeit der Dimension n ist n—summierbar.

2) Das Spektraltripel

0o M*
A=CxC, H=H1DHs, D=
X 1D Ho <M 0)

aus Beispiel 3.1.6 ist O—summierbar, da H endlichdimensional ist.

3.1.22 Definition. Sei (A, H, D) ein n—summierbares Spektraltripel. Eine reelle
Struktur ist eine antilineare Isometrie

J:H—="H
mit den Eigenschaften

1, n=0,1,6,7 mod 8,

{ —1, sonst.

L,
-1

1) J? =¢&(n) - ids, wobei g(n) :

n=0,2,3,4,6,7 mod 8§,

2) JD =¢'(n)DJ, wobei &'(n) := { .
sonst.

3) [a,b°] = 0 fiir alle a, b € A, wobei b° := Jb* J*.

4) [[D,a],b°] = 0 fiir alle a, b € A, wobei wieder b" := Jb*J*.
Trégt (A, H, D) eine Graduierung I, so fordert man ferner

5) JI = i"TJ.

3.1.23 Beispiel. Die Klassifikation der reellen Clifford—Algebren zeigt, dass es fiir
das kanonische Spektraltripel einer kompakten riemannschen Spin—Mannigfaltigkeit
ein solches J gibt, induziert durch einen antilinearen Vektorbiindelisomorphismus
auf XM. Dann ist b° = b. J wird in der Physik auch Ladungskonjugation genannt.
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3.1.24. Produkte von Spektraltripeln

Seien (A1, Hi, D I'1) und (Asg, Ha, D2) Spektraltripel, das erste mit einer Graduie-
rung I';. Setze

A=A ®c Az
H = Hl@CHQ
D = D; ®id+T ® Do,

wobei ®¢ das Tensorprodukt im Sinne von Hilbertrdumen sei, d.h. H ist die Ver-
vollstiéindigung des algebraischen Tensorproduktes H1 ®c Hz. Dann bildet (A, H, D)
ein Spektraltripel. Es gilt

D? = D} ®id+DiTy ® Dy +T1D ® Dy + T3 ® D3 = D} ®id +id®D3.
3.1.25 Ubung. Zeige: Sind (A;, H;, D;) n;—summierbar, i = 1,2, so ist (A, H, D)

(ny1 + ng)-summierbar.

3.1.26. Aquivalenz von Spektraltripeln

Seien (A1, H1, D) und (Ay, Ha, D2) Spektraltripel. Sie heiflen dquivalent, falls es
einen *—Isomorphismus ¢ : A; — Ay und eine unitéire Abbildung U : H; — Hs
gibt, so dass

1) UaU* = p(a) fir alle a € Ay und
2) UD,U* = Ds.

Tragen die Spektraltripel Graduierungen I'y bzw. I'g, so fordere ferner
3) UI'hU* =T%.

Tragen sie reelle Strukturen J; bzw. Js, so fordere

4) ULU* = J.
3.2 Differentialformen

3.2.1. Generalvoraussetzung. A sei eine assoziative C—Algebra mit Eins.

3.2.2. Universelle 0— und 1-Formen.

Den Fall kanonischer Spektraltripel im Hinterkopf behaltend setzen wir:
%A .= A.
Sei p: A®c A— A, pla®cb):=a-b. Setze
Q'A:=kerp C A®c A.

Q%A = A ist in natiirlicher Weise ein A-Bimodul. Fiir Y, a; ®c b; € Q'A, d.h.
Zi ;- bz =0€ A, gllt

M((zi:ai@)(cbi) 'C) Z,U(zi:ai@cbi'c) :zi:ai'(bi'c): (zi:ai'bi) e

=0-¢c=0.
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Aus der analogen Uberlegung fiir die kanonische A-Linksmodulstruktur auf A ®c A
folgt, dass Q' A ebenfalls ein A-Bimodul ist.

Definiere (im Hinterkopf: Analogon zur dufieren Ableitung)
5:0%4 — A, da:=1®ca—a®cl.

3.2.3 Lemma. 0 ist C—linear und erfillt
d0(a-b)=a-0b+da-b und 01=0.

Beweis. Die C-Linearitét ist klar. ¢ ist eine Derivation, denn

a-0b+da-b=a(l®cb—b®cl)+ (1®ca—a®cl)b
=a®cb—a-bRc1+1Qca-b—a®cbh
=0d(a-b)
Wie fiir alle Derivationen auf Algebren mit Eins (und mit Char. # 2) ist 61 = 0,

denn

§1=06(1-1)=1-61+01-1=2-61

a

3.2.4 Lemma. .

QA= { > a;-ob;|ai, bi € A, n €Ny}
i=1

Beweis.

,D" klar, da §(A) C Q'A und Q' A ist A-Linksmodul.

ZC“ Sei Y, a; ®c b; € Q' A. Dann ist

Y ai@chi =) ai(l®cb) = a;i(db+ b ®c1)
i i O

a

3.2.5. Proposition (Universelle Eigenschaft von Q' A). Sei M ein A-Bimodul
und sei A : A — M eine C-lineare Abbildung mit A(a-b) = Aa-b+ a-Ab. Dann
existiert ein eindeutig bestimmter Bimodul-Homomorphismus o @ QA — M, so
dass

QLA
5]
Sy
A L M
kommutiert.
Beweis.

a) Eindeutigkeit. Sei Y, a; - 0b; € Q' A. Dann wird ¢ durch A festgelegt, denn

o( Y ai-db) =Y ai-e(db) = Y ai- Ab
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b) Existenz. Definiere C-lineare Abbildung
01: A®cA—M durch pi1(a®cb):=a-Ab

und setze
0 = Q1|QlA : QlA — M.

Dann kommutiert das Diagramm, denn
o(da) =0(1®ca—a®cl)=1-Aa—a-Al = Aa,

da A eine Derivation ist und somit Al = 0. Um zu zeigen, dass o ein Bimodul-
Homomorphismus ist, miissen wir noch die A-Bilinearitéit zeigen:

Sei >, a; ®c b; € Q' A und ¢ € A. Dann gilt
Q((Zai Qc bi) 'C) = Q(Zai Qc bi-c)
= Zai~A(bi~c)

:Zai'(Abi-C—Fbi'AC)

i

:Q(Zai®Cbi) 'C+Za¢'bi~Ac
‘ L:T)_/

fiir die A-Rechtsmodulstruktur und fiir die A-Linksmodulstruktur gilt:
Q(C' (Zai ®Cbi)) = Q(Zc'ai ¢ bi) = Zc-ai-Abi :C'Zai'Abi
=c: Q(Zai &c bi)-

O
3.2.6 Lemma. Sein € N. Es gibt einen kanonischen Isomorphismus
(A@cA) @4 (ABcA)@a:- @4 (ABcA) — A@cA&c---AcA
RN
n-ma n+1l-mal
(a1 ®cb1) ®a-+®a(an ®cby) +— a1 ®@cbr-az®c - ®c bp-1-an Qc bn.
Beweis. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch
1Q®cC2®c - QcCny1 +— (1Qcc2)®4(1Qccs) @4+ ®a (1@ Cnt1)-
O

3.2.7 Definition. Setze

D"A:=NAR4 - 44 — AQCA®c - -®c A

n—mal n+1-mal

Definiere

§:0'A 5 Q%24 fir w:ZaiQ@Cbi:Zai-ébiteA
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durch
dw : :Zéai ®4 0b;
i(l@caim@cl)@A (1®cb; —b; ®c 1)
22(1®cai®cbi—1®cai'bi®c1—ai®c1®cbi+ai®cbi®cl)

v ZZ ai‘b»L:O

= (m1 — ma + m3)w,

wobel m; : A ®c A — A ®c A ®c A durch tensorieren mit 1 an der i—ten Stelle
gegeben ist.

3.2.8 Bemerkung. 5% : Q°A — Q2?A ist die Nullabbildung, denn

52a:5(1~5a):\5l/®,45a:0.
=0

3.2.9 Definition. Wir setzen ¢ fiir Formen hoheren Grades mit Hilfe der Leibnitz—
Regel fort:

§:Q"A - QLA

n
W1 QA Q4 wn = Z(*l)iﬂwl ®A- - ®40w; R @4 Wn.
1=1

3.2.10 Bemerkung. Man sieht leicht, dass 62 = 0 fiir alle Grade.

3.2.11 Definition. Die Algebra
0 A:=Para
n=0
zusammen mit den §’s heif3t universelle Algebra der Formen tiber A.
3.2.12 Ubung. Berechne die Kohomologie des Komplexes
0— 004250420242
3.2.13 Lemma. Sein € N. Dann ist

O"A = {Zb0i~5b1i a4 5bni‘bji € A}-

Beweis. Induktion iiber n.
n = 1. Haben wir in Lemma 3.2.4 gezeigt.

n — n + 1: Die Inklusion ,,D* ist klar. Zeige die Inklusion ,,C“:

Betrachte wy ®4 -+ - ®4 wni1 € Q"1 A, Nach Induktionsannahme kénnen wir
W @A DAWpg1 = ;G- 0€1; @A -+ @4 0ep; und wy = f; - 6g; schreiben.
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Dann ist

UJ1®A"'®Awn+1:ij'6gj®ACi'6eli®A"'®A5€ni

4,9

:ij'59j i ®a0e1; @4 @4 Oen;
i,J

- Zfi - (6(gj - ¢j) — gj - 0¢i) ®ader; @a - @4 den
i,J

= Z (fj ~0(gj - €i) ®ader; ®a -+ @4 Oepi+
i,J

—fi g;-0ci®ader; ®a---®a 66,”-).

d

3.2.14. Proposition (Universelle Eigenschaft von Q* A). Sei (I'*, A) eine gra-
duierte Differentialalgebra, T'* = @ZO:O I'™, und sei p: A — T ein einserhaltender
Algebrahomomorphismus. Dann existiert ein eindeutiger graduierter Algebrahomo-
morphismus 0 : Q*A — T, so dass 0° = o und

a4~
Js Ja
Qn+1A FH Fn-‘,—l

kommutiert fir alle n € Ng.
Beweis.

a) Eindeutigkeit.
@”(Z boi - 6b1; @4 - @4 5bm') =Y °(boi) - 8" (8b1s) - - 0 (Sbns)

= Z 0(boi) - Ao(b1:)) - - - A(o(bni))-

b) Existenz. Benutze diese Formel zur Definition von g und weise die Wohldefi-
niertheit sowie die gewiinschten Eigenschaften nach.

|

3.2.15 Bemerkung. Ist A eine Pré—C*—Algebra, so erbt 2*A eine Involution x*
vermoge

(6a)* := —d(a™)
(apda; @4« ®4 0ap)* 1= d(an)* - (da1)*ag.
Schreibe fiir das Produkt ,® 4“ in Q2*A von nun an einfach ,,-“.

3.2.16 Beispiel. Sei M ein kompakter Hausdorff-Raum, A = C(M).

AGc- @ A O(M x - x M)
—————— —
n+1-mal n—+1-mal

f1®c - ®¢ fag1— (@1, zag1) = fi(z1) - fag1(Zng)).
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Fir f € Aist
(0f)(x1,22) = (1 ®c f — f @c 1)(x1,22) = f(x2) — f(21).

Also verschwinden alle Funktionen der Form }_; g;0 f; auf der Diagonalen {(z,z) €
M x M|z e M}

Um 6 : Q' A — Q2A zu berechnen, schreibe
f(w1,22) = Z(fz ®c gi)(x1, x2) Zfz r1)g:i(22)

7

mit Y. figi = 0. Dann gilt

(0f)(x1, 22, 23) = <5Zfi59i> (w1, x2,23)

(Z 0fi ®a 69i> (z1,22,73)
> (0fi)(wr,x2)(8gi) (w2, 25)

= Z(fi(xz) = fi(z1))(gi(23) — gi(z2))
= > (filwa)gi(ws) = filwa)gi(wa) = fi(w1)gi(ws) + fi(w1)gi(w2))
; —
liefert O
= f(x2,23) — f(z1,23) + f(21,22)

§ fiir hohere Grade: Sei f = F1 ®4 --- ®4 F, mit F; € Q'A. Dann ist

(6f)(x13 R axn+2) =
= (5(F1 XA R4 Fn)(xl,---,xn_,_g)

= Z(—l)iHFl R4 RAOF; @4 @4 Fn(x1, ..., Tnia)
i=1

= Z(_l)i+1Fl($1,$2)F2($2, x3) - Fioa(zio1, @) -
i=1

(Fi(@is1, Tig2) — Fi(@i, Tiga + Fy(@i, Tig1)) Figa (Tig2, Tigs) -+ Fp(Tng1, Tnga)

(=) Py (z1,20) -+ Fim1 (i1, ) Fi(@ig1, Tig2) Fie1 (Tig2, Tigs) - Fo(@ng1, Tng2)

I
M:

.
Il

't'1= i

@
Il
N

(=) Py (21, 20) - - Fio1 (w1, 2) Fi(2, 2i12) Fip1 (Tigo, Tig3) - F(Tns1, Tngo)

(=)™ Py (w1, 20) -+ Fym1 (i1, @) Fi (T4, 0351 ) Fie1 (Tig2, Tigs) - Fo(Tng1, Tng2)

+
'M:

s
Il
-

= F1($2;$3)"'Fn($n+1;$n+2)

+ Z(*l)iFl (w1, 22) - Fio1(wi1, 20) Fy (2, Ti2) Fig1 (Tiga, igs) -+ Fo(Tot1, Tnt2)
i=1

(1) (21, 22) - Fa(@n, Tng)

n+1

= Y (-'f(@1, .. Big1s . Tnga)

=0
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Das Produkt Q"A ®4 Q™A — Q"™ A ist gegeben durch

(f-h) (@1, s Zngme1) = f(@1, 0 Tng) - M@yt Topmet)
Die A-Bimodulstruktur ist gegeben durch
(gf)(mla oo ,.Z'n+1) = g(xl)f(mla s ,.Z'n+1)

(fo) (@1, s ng1) = f(@1,0 0 Tps1)9(Tns)
= g(@nt1)f(@1,- s Tngr).

fiir g € A und f € Q™A. Man beachte, dass selbst in diesem einfachsten Fall die
Links- und Rechtsmodulstruktur verschieden sind.

3.2.17. Universelle Differentialformen und Spektraltripel.

Sei nun (A, H, D) ein Spektraltripel. Dann ist A : A — L(H), Aa := [D,a], eine
Derivation, denn

A(ab) = D(ab) — abD = [D, a]b + aDb — (a[b, D] + aDb) = (Aa)b + aAb.

Nach der universellen Eigenschaft von Q' A (Proposition 3.2.5) existiert ein eindeu-
tig bestimmter Bimodulhomomorphismus

QA - L(H) mit 7tod = A.

A —2 . 0A

sl

=
L(H)

Wir setzen m! multiplikativ auf Q*A fort, d.h.

7" QA — L(H)

T (w1 - wy) =T (wr) T (W), wobei w; € Q' A,

Der Homomorphismus

T QA — L(H)
ist gegeben durch

ﬁ”(Zam . 50,11' . 5am) = ZGJOZ'[D,G,M] e [D,am-].

3.2.18. Das Miillideal. (engl. ,junk ideal®)
Setze fiir n € Ny

Jy = ker (7T|QnA QA — E(H)),

J() = @ Jg,
n=0

J = Jy+ 6Jy, das Miillideal,
JE = Jg 465"

3.2.19 Lemma. J ist ein zweiseitiges Ideal in Q*A mit §J C J.
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Beweis.
a) 5J:5J0+52J0 =dJy C J.
~—
=0
b) Sel w =w; + 0wy € J, wi € JJ, wy € Jgil. Sei ferner n € Q™ A.
w-n=wi-N+dws N
=wi-n+0(wa-n) — (=1)""'wy - oy
= (w1 N+ (=1)"wy - 1) +6( we-n )€ J™.
~——

+m n+m—1
J[Z’ m Jo

Analog zeigt man n-w € J*™,

3.2.20 Definition. Die graduierte Differentialalgebra
OpA = XA/
heifit Algebra der Connes—Formen fiir das Spektraltripel (A, H, D).
Wegen §J C J induziert ¢ eine Abbildung
d:QBA — QLA d([w]) = [6w].
d ist eine Derivation und d? = 0.

3.2.21 Bemerkung. Sei (A,H,D) ein Spektraltripel. OBdA sei die Darstel-
lung von A auf H treu, dh. A — L(H) sei injektiv (sonst ersetze A durch

Afer(A — L(H)))-

® O-Formen.
J%=J0 =ker(A — L(H)) =0
QA =04=A.
® 1-Formen.
JV=J3 +6J8 = J} = ker(z' : Q'A — L(H))
QLA=DAL el A) € L(H)

- {ZaOi[D,au] ‘ aj; € A}.

® 2-Formen.
JZ = ker(r? : Q*A — L(H))
2

_ {3, a0i[D, ay;][D, az;] ’aji €A}
{ 22D, bodl[D, bui] | bji € A, 3, bos D, bui] = 0}

® n—Formen.
Q%A =~ W(QnA)/Tr(éjg)zfl)

~ {ZiQOi[D;ali]"'[D,ani]|0,ji EA}
XD, boil - [Dybp1] [ bji € A, Y2 b0i[D, by - - [D, b1 i) = 0}
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3.2.22 Satz. Sei M eine kompakte riemannsche Spin—Mannigfaltigkeit. Sei
(A, H,D) = (C*°(M),L*(M,~M),Dirac) das kanonische Spektraltripel von M.
Dann st

(QpA,d) = (2" (M),d).

Beweisskizze.

a) Die Darstellung der Cliffordalgebra CI(R™) auf ¥,,, v : CI(R") — End(X%,,) ist
injektiv und liefert die Cliffordmultiplikation

C*(M,CI(TM)) — C°(M,End(XM)).
Setze

Clm(Rn> = {Z’Uﬂ e Uimg,

%

vij € R", m; <m, m; =m  mod 2}.

Dann gilt

® CIR") = Uz CI™(R™),
® CI™(R") C CI™+2(R™),
® CI™(R")-CI"™2(R™) C CI™*t™2(R").

Es gibt einen kanonischen Isomorphismus
CIE / em-2(mm) - AER" = AZ((R")")
[V1 . o] = V1AL A Uy
b) Fiir den ,,Zéhler* des Quotienten Q75C>° (M) gilt:

r(Qmee(M {ZaoZ [D,a1i] -+ [D, am | azi € COO(M)}

- { > anigrad(ary) - .. grad(am) |a: € C’OO(M)}
=C™(M,CI™(TM)).

c¢) Es bleibt noch zu zeigen, dass
m(8J3 1) = C®(M,CI™ (T M)).

Fiir den Fall m = 2 geben wir dies als Ubung.

3.2.23 Ubung. Zeige: n(6.J3) = C°(M).

3.2.24 Bemerkung. (Verallgemeinerung des L2-Skalarproduktes fiir Connes—
Formen) Sei (A, H, D) ein n—summierbares Spektraltripel, d.h. wir kénnen wie in
3.1.19 ein Integral fiir a € A erklidren, wobei |D|™™ € L(H) existiert und dem
Volumenelement entspricht. Fiir 77, To € Q™ A betrachte nun das Funktional

Tr,, (W(Tf)|D|7n7T(T2)).

Man kann zeigen, dass fiir das kanonische Spektraltripel einer kompakten n-—
dimensionalen riemannschen Spin—-Mannigfaltigkeit M unter dem Isomorphismus

nQrA) = P ooV

0<j<m
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gilt:

T, (n(T)IDI™"7(12) = 3 elnm—2j)- / (") {2 dvol,
0<5<

o3

M

wobei Ti(k) der k-Formenanteil von T; ist.

3.3 Eichtheorie

3.3.1 Definition. Sei (A, H, D) ein n—summierbares Spektraltripel. Sei E ein end-
lich erzeugter projektiver A—Rechtsmodul von A. Ein Zusammenhang ist eine C—
lineare Abbildung

V:iE—FE®u QbA,

so dass fiir allen € Fund allea € A
Vin-a)=Vn-a+n®ada.

3.3.2 Definition. Eine hermitesche Struktur auf E ist eine C—sesquilineare Abbil-
dung
(w):ExE— A

mit den Eigenschaften

1) (n-a,&-b) =a*(n,&)b

2) n, 8" =(&m)

3) (n,m) >0, d.h. (,n) = a*a fir ein a € A.
4) (n,n) =0<n=0.

3.3.3 Definition. Ein Zusammenhang V heifit metrisch fir (-, -), falls

d(€,m) = (V& n) + (& Vn),

wobei die hermitesche Struktur folgendermaflen fortzusetzen ist:

(,): (E®aQpA) x E—QpA,  (n®@aw,§) = —w"-(1,€)
<'a > t B X (E XA QbA) - QlDAv <na§ @A w> = <na §> tw

3.3.4 Definition. Sei V ein Zusammenhang auf F. Wir erhalten

VI:E®a0LbA - E®i03A4,
Vip®@aw) == Vi - w +1n®4dw,

m m
1
E®a QLA Q2pA
—————
m
E®AQQDA

wobei V7 - w zu einem Element aus E ® 4 Q%A wird, indem man den Q}, A-Anteil
von Vn € F® QBA mit w € Q}:)A multipliziert im Sinne von Connes—Formen.

Dann heif3t
O:FE— E®1Q%5A, Q:=V!ioV,

Kriimmung von V.
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3.3.5 Bemerkung. Man zeigt, dass es ein F' € Q% A gibt mit

Q(n) =n®a F.

3.3.6. Yang—Mills—Funktional.
YM(V) := Tr, (F*|D|7"F)

3.3.7 Beispiel. Wir betrachten wieder den ,einfachsten nichtkommutativen Fall*
aus Beispiel 3.1.6 sowie dessen Ergénzungen in 3.1.9 und 3.1.21.2, d.h. es sei

Y={1,2}, A=CxC, H=H &Ho,

D= <]8[ j\g ) ,  wobei 0 # M € Hom(H1, Ha).

Sei nun E = A der zu betrachtende freie Modul vom Rang 1. Sei e := (1,0) € A.
Dann ist e, 1 — e eine Basis von A = C x C. Mit Lemma 3.2.4 folgt, dass e - de,
(1 —e) - de eine Basis von Q' A bildet. Fiir a = (a1,a2) € A = C x C gilt damit

da = d0(are,as(l — e)) = a1de — azde = Aa - de,

wobel Aa 1= a1 — as.

Diese Eigenschaften der universellen Formen {iibertragen sich auf die Connes-
Formen (mit d anstelle §), denn fiir alle n = Xe - de + u(l —e) - de € QLA, A,
we C, gilt

m(Aede + u(l —e)de) = Xe[D, e] + u(1l — e)[D, ¢]
_ 10 n 00 0o —-M*
“looo) Mo 1))\ o
(0 —AM*
B uM 0 ’
d.h. n € kerm genau dann, wenn A = p = 0, d.h. 7 ist injektiv und damit ist
QYC x C) 2 Q}(C x C). Insbesondere ist d ein Zusammenhang.
Fixiere ¢ € C und betrachte das ,,Potential“

3 0 M
V= —Ge-de+ ol —e¢) - de = .
e detp(l—e)-de <¢A4 0 )

Definiere einen Zusammenhang durch
Ve :=d+V.
Die Kriimmung von V¥ berechnet sich zu

F=dvV +V?
= 7(|gp+ 1% - 1)de'de

—~M*M 0
=— 17 -1
(lo+1i )< 0 —MMJ
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Da (A, H, D) nach 3.1.21.2  O-summierbar ist und die betrachteten Hilbertraume
endlichdimensional waren, also Dixmier—Spur und gewdohnliche Spur iibereinstim-
men, lautet das Yang—Mills—Funktional einfach

YM(V?) = tr(F?) = 2(Jp + 1> = 1) tr (|M*M|?).

Die Menge der gesuchten absoluten Mini-
ma von ¢ — YM(V¥) ist ST — 1.

Abb. 11: Graph von ¢ — YM(V¥)

3.3.8 Beispiel. Sei X eine kompakte 4-dimensionale riemannsche Spin—
Mannigfaltigkeit —mit zugehorigem geradem  kanonischen  Spektraltripel
(Ax,H,Dx,I'x). Sei (Ay,Hy,Dy) das soeben in Beispiel 3.3.7 diskutierte
Spektraltripel. Wir betrachten das Produkt

A:=Ax ®c Ay = Ax ®¢c (C x C) = C*(X) x C*(X)
H=Hx®cHy = (HxR®cH1) ® (HxRcH2)

Dx®id Ty ®M*>

D:=D,®id+Tx @ Dy =
Xy <FX®M Dx ®id

Fiir f = (f1, f2) € A berechne

D [(Pxei Txem) (feid o
O \xe M Dx®id )’ 0 fo ®id
B Dxfi®id foil'x @ M* 7 fiDx ®id fil'x @ M*
filx®M Dxfs®id foI'x @M  foDx ®id

[ dheid —Afx®M*
\AfTx oM dfs ® id

wobei Af = f; — fo. Wir erinnern uns daran, dass der ,,nichtkommutative Abstand*“
fir p, ¢ € X XY gegeben ist durch

dist(p, q) = sup {|f(q) = f(p)| | f € A= C=(X) x C=(X), |I[D, f]|| < 1}.

Falls p1, ¢1 € X x {1}, so ist dist(p1,q1) = distx(p1,¢1), denn ein optimales f ist
von der Form f = (f1,0). Analog ist fiir p2, g2 € X x {2} ein optimales f von
der Form f = (0, f2), also dist(pa, g2) = distx (pe, ¢2), d.h. liegen zwei Punkte auf
,demselben Exemplar von X “, so stimmt ihr nichtkommutativer Abstand mit ihrem
riemannschen Abstand auf X iiberein.

Falls p = (s,1) und ¢ = (s,2), so ist ein optimales f von der Form f =
(consty, consts). Dann ist

dist(p, q) = T

In Beispiel 3.1.6 war dies der Abstand von 1 und 2.
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& L L xx{»
1
IW
X X X X x{1
P2 q2 q { }

Abb. 12: Zwei Exemplare der Mannigfaltigkeit X; Abstandsmessung.

Das nichtkommutative Standardmodell der Elementarteilchentheorie & la Connes—
Lott wird aus einer riemannschen 4-Mannigfaltigkeit und Produkt mit Y gebildet.
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Q% | Garbe der glatten k-Formen auf Tr,(7T), Dixmier-Spur........... 108
X o 13 Tx, Topologie von X ............. 10
Omin(U), Superfunktionen auf U . 15
(Ompn(U)1) oo siehe (A;) (U, Opjnlv), Supergebiet.......... 16
Ofn‘n(V) .......................... 31 (U.Glu, v Ung), offener  Teilraum
PeE
Ofn‘n(V) .......................... 31 von (X,G,v) ..o 15
Oﬁl‘n(V) .......................... 32 U(po,a,0), Subbasiselement  der
Ongpeeveeereernaenaees siehe Gy schwach—x-Topologie.. . .. 63
p, Paritédtsfunktion................. 2 Vo, UVR der geraden Elemente in Su-
©*, Adjungierte, wobei ¢ grad. lin. petVRV ... 2
Abb. ... 9 Vi, UVR der ungeraden Elemente in
o O D 17 SuperVR V............... 2
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VAB(A) . ..o 92
Vp, vg , Auswertungsabb........... 12
Vp : Omnp = R 16
ng ........................ siehe v
’UI?X ........................ siehe vg
(X, 08) oo 28
X, Ox), Supermannigfaltigkeit ... 16
) ; DUpP! g g
(X,G,v), geringter Raum ......... 12
(X,7%), Ein-Punkt-Kompaktifizie-
TUNE . oo e e i 53

YM(V), Yang-Mills—Funktional . 120

Z(A), Zentrum der Algebra A....76
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Index

x—Automorphismus, 61
x—Morphismus, 61

Adjungierte (einer graduiert linearen
Abb.), 9

Algebra der glatten Funktionen, die
im Unendlichen verschwin-
den, 50

Algebra der stetigen Funktionen, die
im Unendlichen verschwin-

den, 50

algebraische K-Gruppe, siehe K-
Gruppe

allgemeine lineare Supergruppe vom
Rang r|s, 8

angepasste Basis, 4
Atiyah—Hirzebruch, 91
Ausschneidung, 90

Badezimmerkachelung, 95

Banachraum, 63

Batchelor, Satz von, 28

Berezin-Determinante, siehe Super-
determinante

Berezin-Integral, 47

Bildgarbe, 13

Bott—Periodizitét, 89, 94

C*—Algebra, 49
Charakter, 63
Chern—Charakter, 91
Connes—Formen, 117

Dixmier—Spur, 108
Drache, 95
Dualraum, 63

ebene Pflasterung, siehe Kachelung
eigentliche Abbildung, 69
Ein-Punkt-Kompaktifizierung, 53
Einhédngung, siehe reduzierte Einhén-
gung
Euler-Lagrange-Gleichungen, 43-46

Fibonacci—Folge, 99
frei vom Rang r|s iiber A, 4
Funktionenfaktor, 27

Garbe, 10
— Isomorphismus von ~n, 13
— Morphismus von ~n, siche
Garbenmorphismus

Garbenhomomorphismus, 11

— auf Halme induzierter, 11
Garbenmorphismus, 13

— inverser, 13

— Komposition von, 13
Gelfand—Naimark, Satz von, 68
Gelfand—-Spektrum, 63
Gelfandtransformation, 66
gerade Koordinaten, siehe Superge-

biet

gerade lineare Abb., 2
geringter Raum, 12

— lokaler, 12

— Morphismus von, 14

— offener Teilraum, 15
Grafimann-Algebra, 2
Grafimannbiindel, 18
graduiert kommutativ, 2
graduiert linear {iber A, 3
graduierter Vektorraum, 2
Graduierung von (A, H, D), 105

— gerade, 105

— ungerade, 105
Grothendieck—Gruppe von M, 83

Halm, 11

hermitesche Struktur, 119

homogen mit der Paritéit p(L), 5

homogene Elemente (eines Supervek-
torraumes), 2

Homotopieinvarianz (K-Theorie), 90

idempotent, 91

Isometrie, 59

Isomorphismus von Garben, siehe
Garbe, Isomorphismus von
~n

Jacobimatrix des Morphismus (p, ¥),
38

Kachel, 94
Kachelung, 94
kanonisches Spektraltripel, 103
Keim, 11
Kettenregel fiir Superfunktionen, 39
K-Gruppe

— algebraische, 92

— topologische, 84
Klumpentopologie, 98
kompakter Operator, 106
Konfigurationsraum, 41
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Koordinatenfeld, 37
— gerades, 35
— ungerades, 35
Kozykelbedingung, 29
Kriimmung von V, 119
kritischer Punkt (eines Wirkungs-
funktionals), 42

Ladungskonjugation, 109

Lagrangefunktion, 1, 42

Lange exakte Sequenz der K-Theorie,
87

Lie-Superalgebra, 9

Miillideal, 116
Mayer—Vietoris—Sequenz, 90
metrisch, stehe Zusammenhang

normal, 59
n—summierbar, 109

Operatornorm, 49, 63

Paritéatsfunktion, 2
Penrose-Folge, 97

— Aquivalenz von, 98

— zuléssige, 97
Penrose-Kachelung, 95
Pfeil, 95
Pra—C*—Algebra, 49
projektiver Modul, 77, 78

reduzierte K-Gruppe, 85
reduzierte Einhdngung, 86
- n-te, 86
reelle Struktur, 109
relative K-Gruppe, 86
Resolvente, 54, 54
Resolventenmenge, 54
Retrakt, 88

schwach—+—Topologie, 63
selbstadjungiertes Element einer Pra—
C*—Algebra, 50

Serre-Swan, Satz von, 82
Smash-Produkt, 86
spalten (kurze exakte Sequenz), 78
Spektralradius, 54
Spektraltripel, 101

— Aquivalenz von, 110
Spektrum, 54

— in Algebra ohne Eins, 62
Spin eines Punktteilchens, 45
Strukturgarbe, 12
Subbasis, 63

Superalgebra, 2

— Lie-Superalgebra, 9
Superderivation, 34
Superdeterminante, 8
Superfunktion, 15

— Tréager von, 27
Supergebiet, 16
Supergerade, 23, 47
supergeringter Raum, 12
Superkarte, 16
superkommutativ, 2
Superkommutator, 2
Supermannigfaltigkeit, 16

— Morphismus von, 17
Supermodul, 3
Superpunkt, 17
Superspur

— einer Matrix, 5

— eines Endomorphismus, 6
Supertransponierte, 10
Supervektorfelder, 35
Supervektorraum, 2

topologische K-Gruppe, siehe K-
Gruppe

Transformationsformel fiir das
Berezin—Integral., 47

Transformationsformel fiir Koordina-
tenfelder einer Superman-
nigfaltigkeit, 40

trivialisierendes Komplement, Exi-
stenz eines, 80

Umkehrsatz fiir Superfunktionen, 40

ungerade Koordinaten, siehe Super-
gebiet

ungerade lineare Abb., 2

unitar, 59

universelle Algebra der Formen, 113

universelle Eigenschaft der Grothen-
dieck—Gruppe, 83

Variation (einer Kurve), 42
Vektorbiindel

— stetige, 79
Vereinsung, 53

— eines x—Morphismus, 62

Wérterbuch Geometrie vs. Algebra,
109

Worterbuch Topologie vs. Algebra,
70, 82

Wert (einer Strukturgarbe), 12

Weyl’sche Eigenwertasymptotik, 103,
106
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Whitney—Summe, 84
Yang-Mills-Funktional, 120

Zentrum (einer Algebra), 76
zuléssig, siehe Penrose—Folge, zuléssi-
ge
Zusammenhang, 119
— metrisch fiir (-,-), 119
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