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Vorwort

Dies ist das Skript zu der Vorlesung iiber geometrische Analysis, die ich im Win-
tersemester 2007/08 an der Universitit Potsdam gehalten habe. Ziel der Vorlesung
war es, Methoden der nichtlinearen Analysis zu entwickeln, die bei der Behandlung
geometrischer Probleme von Nutzen sind. Urspriinglich war geplant, zunéchst das
Yamabe-Problem zu besprechen und anschliefend harmonische Abbildungen zu unter-
suchen. Dies hat sich bald als im gegebenen Zeitrahmen zu ambitioniert erwiesen. Daher
habe ich mich auf zwei Teile beschréinkt; einen ersten, in dem analytische Grundlagen
wie z.B. Sobolev-Raume auf Mannigfaltigkeiten entwickelt werden, und einen zweiten,
in dem das Yamabe-Problem ausfiihrlich untersucht wird.

Neben den {iblichen Grundvorlesungen iiber lineare Algebra und Analysis wurde
lediglich ein wenig Funktionalanalysis vorausgesetzt, ndmlich das Konzept von Banach-
und Hilbertrdumen. Daher war die Vorlesung fiir Studierende der Mathematik ab dem

5. Semester geeignet.

Mein herzlicher Dank geht an Christian Becker, der die Erstversion dieses Skriptes in
hervorragender Qualitdt verfasst hat.

Potsdam, Mai 2011,

Christian Bar
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Vorbemerkungen

Ziel der Geometrischen Analysis ist, geometrische Probleme durch analytische Methoden
zu losen. Zur Illustration diskutieren wir folgendes

Paradebeispiel

Suche auf einer vorgegebenen, geschlossenen Mannigfaltigkeit (d.h. kompakt und ohne
Rand) eine besonders schone riemannsche Metrik.
Fiir dim(M) = 2 hat das Problem eine Losung: Jede geschlossene Fliche besitzt eine
riemannsche Metrik konstanter GauB-Kriimmung,.

e Auf M = S? gibt es eine riemannsche Metrik mit K = 1.

e Auf M = T? = R?/7? gibt es eine riemannsche Metrik mit K = 0.

o Auf F, g > 2, gibt es eine riemannsche Metrik mit K = —1.



Inhaltsverzeichnis

Fiir dim(M) > 3 gibt es verschiedene Verallgemeinerungen der Frage nach Metriken
konstanter Kriimmung. Je nachdem, welchen Kriimmungsbegriff man zugrunde legt,
haben sie mehr oder weniger interessante Antworten:

e Konstante Schnittkriimmung: es gibt Mannigfaltigkeiten, die gar keine Metriken
konstanter Schnittkriimmung besitzen kénnen. Z.B. ist eine Metrik mit K < 0 auf
M = S"~1x 8! nicht moglich, da in diesem Fall der Satz von Hadamard implizierte
M = R"; es ist aber M ~ S" 1 x R. K =1 ist nach dem Satz von Bonnet-Myers
ausgeschlossen, da 71 (M) = Z nicht endlich ist.

e Konstante Riccikriimmung: Metriken konstanter Riccikriimmung, so genannte
FEinstein-Metriken, existieren nicht auf allen Mannigfaltigkeiten der Dimensionen
3,4. Fiir dim(M) > 5 ist die Frage offen.

e Konstante Skalarkriimmung: Zur Suche einer Metrik konstanter Skalarkriimmung
4

betrachten wir folgenden Ansatz: fiir eine gegebene Metrik g auf M setze § = pn—2
mit ¢ € C*°(M), p > 0. Fiir die Skalarkriimmung § der neuen Metrik g ergibt sich:

- 24n n—1
S:SDQ—” <4n_ AggD—FSQD) .

2

Yy(9)
Das geometrische Problem, eine Metrik konstanter Skalarkriimmung § = C zu
finden, iibersetzt sich so in das analytische Problem, die nichtlineare Eigenwert-

gleichung
+

n+2
Y(p)=C-pn=

fiir den Operator Y zu losen.

Dieses Problem wollen wir daher im ersten Teil der Vorlesung studieren.



1 Analytische Grundlagen

1.1 Sobolev-Raume

Im Folgenden sei M eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit, und o : M — R
sei eine positive glatte Funktion (,, Gewichtsfunktion®).
Fiir p > 1 und 8 € R setze:

Lg(M, 0) := q u: M — Rmessbar HuHLg = /]g_ﬁu]pg_"dvol < o0

Offensichtlich ist Lg(M ,0) = LP(M, o= #P~"dvol). Ferner gilt fiir die gewichtete LP-Norm
die folgende Holder-Ungleichung (8 = 1 + fe, % + ]% =1):

: — " ‘
s UHL% @ "uv LY(M,o="dvol)
— —B1,, ,—B2
e ue Y LY(M,p~"dvol)
< o - HQ%U
LP(M,o~™dvol) Lr* (M,o="dvol)
= ol ol )

Typische Beispiele fiir Gewichtsfunktionen:
1. (M, g) = (R™, geux1), o(x) = |z|, auBerhalb eines Kompaktums.
2. (M, g) riemannsche Mannigfaltigkeit, z € M beliebig, o(z) = dist(-, x).

3. (M, g) Inneres einer kompakten Mannigfaltigkeit mit Rand, o(z) = dist(z,0M)
auflerhalb eines Kompaktums.

oM



1 Analytische Grundlagen

Definition 1.1.1.

||U||L§° ‘= ess— sup ‘g_'gu(az)‘
zeM
L%O(Ma 0) = {u : M — R messbar ||u||L%o < oo}

Wie iiblich werden Funktionen u,u’ : M — R identifiziert, falls u — «' = 0 auflerhalb
einer Nullmenge.

Bemerkung 1.1.2. Ist [Jul| < oo, so ist loPu|l < C,d.h. |u| < C-0% dh.u=0(").

Bemerkung 1.1.3. Ist M kompakt, so gibt es ¢1,co < 0 so dass ¢; < 0 < ¢g. Damit ist
VB € R die gewichtete Norm ||-| 17 dquivalent zu ||||Lr, somit also

Li(M,0) = LP(M) Vp € [1,00),¥3 € R.

Lemma 1.1.4
Die Menge
CX(M) :={u: M — R glatt | supp(u) kompakt}

liegt dicht in Lg(M, o) fiir p € [1,00),V8 € R.

Beweisskizze.
a) Zunéchst fiir o =1, d.h. LP(M):

al) Seien K1 C K2 C K3 C --- C M kompakte Mengen mit (J;2, K; = M.
Fiir u € LP(M) setze u; := xk, - u, (Wobei xk;, charakteristische Funktion
von Kj). Dann ist der Tréger von u; in K enthalten, also kompakt, und
uj € LP(M), da offensichtlich |ju;||z» < |Ju|pe. Ferner gilt |u; — ul? 0
punktweise. Damit erhélt man

Juj — ul” < (lug] + [ul)” < (2Jul)” .
———

integrierbar



1.1 Sobolev-Raume

Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert dann
luj —ulf, = / lu; — ul? dvol — /Odvol =0,
M M

also uj — w in LP(M). Wir haben gezeigt, dass LP-Funktionen mit kompak-
tem Tréger in LP(M) dicht liegen.

a2) Sei nun u € LP(M) mit kompaktem Tréger K := supp(u). Wéhle eine glatte
Funktion ¢ : R — R mit ¢ > 0, supp(¢) C [-1,1] und [, ¢(|z|)dz = 1. Mit

der Substitution z = =¥ dx = e "dy folgt e ™" [, ¢ <‘x°€+y‘2) dy = 1.

£

d(z.y)*
£2
liegt in der e-Umgebung von K. Damit hat man fiir hinreichend kleines &,

dass u. € C3°(M ), und man kann zeigen, dass u. =9 uin LP(M).

Setze nun: u.(x) == " [, ¢ ( > u(y) dvol(y). u. ist glatt und supp(ue)

b) Fiir 3, 0 beliebig: Sei u € Lg(M, 0) = LP(M, o~ PP~"dwvol), also QBJr%u € LP(M).

Nach a) Jv; € CZ(M) so dass v; RN 96+%u. Setze u; := 9767%2}]- € CX(M).
L (M,0)
Dann folgt: u; — wu. O

Das Lemma bedeutet: Wir hitten Lj;(M, o) auch als Vervollstindigung von CZ°(M)
bzgl. der Norm ||-|| 7 definieren koénnen.

Bemerkung 1.1.5. Fiir p = oo gilt das Lemma nicht: Die Vervollstindigung von
C° (M) bzgl. ||| Ly liefert einen Raum, der nur aus stetigen Funktionen besteht.

Ubung 1.1.6 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung)
Seien p,q,r > 1 mit % = % + % und 8 = B1 + Be, B; € R. Dann gilt fiir alle messbaren
Funktionen u,v : M — R:

lu-olizy < ulley - lvlleg - (1.2)

Ubung 1.1.7
Seien 1 < p < qund 8 = By + P2, B; € R. Dann gilt:

q9—p
rq

< _n_ﬁlp__q . .
U(M/ T PE ) fullgg,

Insbesondere gilt fiir o = 1:

a—p
[ullLr < vol(M) #a - [|ul|La -



1 Analytische Grundlagen

Ubung 1.1.8
Sei M = R", o(x) = |z| auBerhalb eines Kompaktums. Sei 1 < p < ¢ und ' < 8. Dann
gibt es eine Konstante C' > 0 so dass gilt:

lull 2, < €~ flul s,

Lemma 1.1.9 (Gagliardo-Nirenberg)
Fiir alle uw € C°(R™) gilt:

Beweis. Exemplarisch fiir n = 3: Sei p = (0, Y0, 20) € R? beliebig. Dann ist nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

xo
ou
u(xo, Yo, 20) = %(UCWO,ZO)CM
Ooau
= - a—x(%ymzo)dﬂﬁ-
xo

Hier haben wir benutzt, dass u kompakten Tréager hat, so dass keine Randterme bei £00
auftreten. Es folgt

Zo

lu(xo, Yo, 20)| < /

—00

dzx

ou
%(% Yo, Zo)

und

dz .

o0
ou
[u(z0, Yo, 20)| < / ‘%(:ﬂayOaZO)
o
Zusammen genommen erhélt man also:

dz.

AL
ten o)l < 5 [ [Getem)

—00



1.1 Sobolev-Raume

Analog verfihrt man mit der y- und z-Variable und erhélt

)
[/

dw)
1kt (]

1
2
dy) / dz) dxg .
CSU

< | [ [ |%%(0,y:20)|dydxo I [ 1%%(%0,y0,2)|dzdxo
oy Oz
— 00— 00 — 00— 00

Njw

|u(zo, Y0, 20)|

()'(J

[un

0
8_Z(x’ Y0, 20)

NI

N

—00

(/ g—Z(ﬂﬁm%%) dy) (/ %(ﬂﬁoaym@ dz)

—00

Integration iiber zq liefert:

Njw
NI

0
8_Z(x’ Y0, 20)

7 1
/\u(ﬂcoayo,zo)’g dxg < <—>

2

NI

0
8_3(1.072/07 Z)

(S

Nl

Integration iiber yq liefert:

oo o0

3
//\u(xmyo,zo)\Q dxo dyo
1

) (ferles)
77 emele)

3
1\?2 ou
< -
< (3) (/aym,y,zo) dydx)
RQ
3
dxdyo)

.YJ y720

NI

SIS

O 0,10, 2)
f‘)z 05 Y0,

/

: (/'gz(xoyyo’z)

RS

dz dxo) dyo

1

2
dz dxg dyo)

S

: (/‘?;(907?/0720)
e
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Integration iiber zg liefert schlieflich:

3
|u(xo, yo, 20)| 2 dxo dyo dzg

R3

3

1\ 2

< <§> /‘ (x,y,2)|dzdydz
/ g—;(w,y,Z) dx dy dz (z,y,2)
RS
Also erhalt man:

|| H 5 6u oul|3
Y 0z

NI

dxdydz

Bemerkung 1.1.10. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhilt
man wie im obigen Beweis, dass das Lemma von Gagliardo-Nirenberg auch im Fall n =1

gilt, wenn man L7T als L™ liest:

e < 5|5

u oo — || .

L - 2 d.%' 1

Aus der trivialen Abschiitzung |Vul? = 6:1:1|2 .+ |am"|2

|8“ | < |Vu|Vj und damit

1 1
el 2y < SlIValll = 5190l

Proposition 1.1.11

Sein > 2. Fir alle C°(R™) und alle p,q > 1 mit % = % — L gilt:
p n—
fulze < 22 [0l

% |2 erhilt man
Zj



1.1 Sobolev-Raume

Bewess.
a) Idee: Wir wollen [|lg||  » < Vel 11 anwenden mit ¢ = ]u\pnT_l.

Der Tréger supp(y) = supp(u) ist zwar kompakt, aber ¢ ist i. Allg. nicht iiberall
differenzierbar. Setze daher fiir ¢ > 0:

n—1 n—
oo i= (Jul? +6)* 7 -85 e co(RM).
Es gilt also:
1
el e < 5 Vel - (1.3)

b) Fiir die linke Seite von (L3) erhélt man nach dem Satz iiber die majorisierte

Konvergenz:
n—1
loell oy = \R/ oI (@)da
n—1
=9 \R/cpnnl(x)dx
n—1

- \R[ \uprdw

pL
[l

c¢) Fiir die rechte Seite von [[.3] erhilt man, wiederum mit majorisierter Konvergenz:

1 1
IVl = 5 [19pdds
Rn
1 —1 pn—1_
_ 5/%”n (Juf? + ) 8“5 2] - [Vulde
R?’L
n—1 pn=1_1
S N /(|u|2+6)2" ] - |Vulde
R?’L
_1 n—
== /|u|pnll-|Vu|dx
n
Rn
_ p.n-1 pit—1 ‘
o e |1 ul | |
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d) Bisher haben wir demnach erreicht:

pr= p n—1 n—1_
iy < B |
Holder -1 _
p n n=1l_
< 5 P e IVl

wobei ¢* so gewdhlt ist, dass 1 = % + qi* gilt. Mit

1 1 1 -1
forl)-rfi-d D)ot
q q n.p n

finden wir fiir den u-Term der rechten Seite:

1
q*
e
q
L n
1
L
= /\u]pdac
n
p

[l

q

= |ullf,
n=1_1
= ullp,"
pi=l-1
Kiirzen von |[ju||},” = liefert schlieBlich:
p n—1
lullze < 5 - ——IVullza.

— n—2 alSO p= % gllt somit:

9 2n n-—1 2
ol < (22 2 IVl

n—1\2
— (253) Ivuls.

Sei nun o, die optimale Konstante in dieser Abschéitzung, d.h.

lel?
Ln=2

Op:i= Ssup ———rs—
" uece®n) ([ Vulle

Es gilt also:

2
n—1
HuHL%g on - ||Vullrz und an§<n_2> .

10



1.1 Sobolev-Raume

Definition 1.1.12. o, heifit Sobolev-Konstante von R™ in Dimension n > 3.

Nun iibertragen wir diese Abschétzungen vom R™ auf Mannigfaltigkeiten.

Satz 1.1.13
Sein > 2, und sei M eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Dann gilt:

(i) Fir alle p,q > 1 mit 1—1) = é % gibt es eine Konstante C7; > 0 so dass gilt:

lull, < PIVUl, + Crllulfe VueC™(M). (1.4)

(ii) Im Spezialfall n > 3,q = 2 haben wir: fiir alle e > 0 gibt es ein C3 > 0 so dass
gilt:

||u||i% < (A+e)on||Vulia + Callullza Yuel®(M).  (L5)

Beweis.

a) Sei 0 < 0 < 1. In riemannschen Normalkoordinaten um einen Punkt in M gilt
9i;(0) = 4;;, d.h. alle Eigenwerte der symmetrischen Matrik (gij(O))m sind 1.
Nach evtl. Verkleinerung der Koordinatenumgebung liegen fiir alle z aus dieser
Umgebung alle Eigenwerte der symmetrischen Matrix (gij (x))” in dem Intervall

[1—0,149]. Fiir das riemannsche Volumenelement in dieser Koordinatenumgebung
gilt dann (1—-6)% < y/det g;;(z) < (1+6)%. Fiir einen beliebigen Tangentialvektor
Y=>", 0 % gilt ferner:

(1=08)[nf* < g(¥,Y) =D gyn'n’ < (140)n*,
j=1

also: ) )
(1=0)z[n <Yy < (1+06)>n|.
Analog kénnen wir fiir die inverse Matrix g% erreichen:

(L=8)Inl> <> g7 mm; < (1+6) Inl>. (1.6)
j=1

11



1 Analytische Grundlagen

b) Uberdecke M durch riemannsche
Normalkoordinatensysteme wie in
a). Da M kompakt ist, geniigen @
N < oo solche Koordinatensysteme
(Ul, (131, Vi), ey (UN, q)N, VN), um
M zu iiberdecken.
Waéahle eine zugehodrige Teilung

der 1, d.h. Funktionen ay, € C*°(M)
mit supp(ag) C Uk, o > 0 und

Wihle die Funktionen a4 so, dass in allen Nullstellen von ay, auch alle Ableitungen

1
von ay, verschwinden: Dann sind mit «y auch die Funktionen o glatt.

c¢) Fir u € C*°(M) gilt nun:

g q
q ’ q2 !
lullzr = |ul? dvol = |u|?a dvol
M M
— q
= 7,
N N
= et < > et
k=1 .5 k=1
q
N p
D
= Z /(ak|u|q)qdvol
=1\ g7,
N . CPAL
= Z /(a,g [ulP) o @, - \/det g;;” dx
k=1 \y, -
<(1+446)2
q
P

IN
—

-+
s

SIE

(1=
<\
/N

Q
TS
=
]

N——

[¢]

A
pag
=

U

S

!Dies folgt aus dem Satz von Taylor: Ist z.B. o : R* — R glatt und verschwinden alle Ableitungen bei
t = 0, so liefert die Restgliedabschitzung aus dem Satz von Taylor «(t) = O(t™) fiir jedes m. Fiir
den Differenzenquotienten von «'/? findet man daher bei hinreichend grof gew#hltem m:

a(t)s —0
t—0

1 a1
ottt O gagnas g

Also ist a7 in 0 differenzierbar mit Ableitung 0. Analog fiir die hoheren Ableitungen.

12



1.1 Sobolev-Raume

N

= (1+6)% Z

k=1

1
ay [ul

q

Lo(Rn)

d) Wir betrachten zuerst den Fall (i), also fiir allgemeines g. Wir kénnen die

Abschitzungen im R™ anwenden und erhalten:

q

1
\Y <Oélz . u> o q)k
La(R™)

1 1
V(aéo®k>-uo@k+<algo®k>-v(uo@k)
1\ ¢
2q<pn 1) max(
2n

—1\¢ 1

< () (|7 (e om) e
n L4(Rm)
n—1\1 q %

< (» - C-||uo<1>k||Lq(Vk)+ af o® |-V (uody)

Fir den ersten Term erhalten wir:

q

La(Rn)

<04;€1 9] (I)k> -V (uofbk)

q

IN

)

)
q
Li(R™)

1
‘V <Oélgo(13k> -uofbk

q

1
oo e

q
La(Vy)

hwo @4ty = /\u’qo@k(m)dx
Vi

< 1-0)F [ fulro @io)ydetgs(o) do
Vi

= (1-0)72 /]u\qdvol
U

< (1-6)=2 /]u\qdvol
M

= (-7 ullLyg,-

Fir den zweiten Term erhalten wir:

l

q

(a,g o ¢k> V (uo ®y)

~ (o) @) [Tlwo @)|(o)1ds

<(1-6)" 2|Vu|goPy

<(1-6"3 / (ar|Vull) o By (x) da

Vie

La(R™)

13



1 Analytische Grundlagen

<(1- 5)_Q+Tn / (o [Vul) o Br(z)/det gij(x) da
Vi
=(1- 5)_q+_n / (o [Vul?) dvol .
U

Hierbei haben wir geméf (LL6]) folgendermafien die Ableitung von u in der Metrik g
gegen ihre euklidische Lénge abgeschétzt:

ou Ou ;; "L ou\?
g7 >(1-46 — .
Z (9:61(956] = )Z<ax]>
Beide Terme zusammen genommen ergeben also:

5)e0

—1\¢ n
< (pnn > (1—5)7% C(l—d)% HUH%Q(M)—l—/ak\Vuyqdvol

<1 Uk

q

La(R™)

Summation iiber k liefert daraus:

||uH(ip(M)

ng —1\¢ ntg o
< (1446)2 2 (p nT> (1 —5)_% Z C- HuHLq(M) —i—/ak\Vu]q dvol
k=1 Uy,
ng —1 g n
= (146)% <p”T> (1=05)" 2" [ N-C-|ul?, /\Vu]qdvol

M

Wihlen wir nun d > 0 so klein, dass

(1+5)3_§.(1_5)—n7ﬂ<< n >q

ist, so folgt (7).

14



1.1 Sobolev-Raume

e) Im Fall ¢ = 2 wihlen wir die Abschitzungen im R™ mit optimaler Konstante o,
statt (p n nl) und erhalten daraus:

H <a% u) ° (I)k‘ ;(Rn)

o oien,

1 1 2
6o (00

L2(Rn) L2(Rn)

ofwn(obm)enf e Dlemd)enl,)
< ((1 +8) || (atvu) o, .+ fus @\\%2<Rn>)
< o,(1+6% (1—5)_%7/ak|Vu| dvol + C'(6)(1 —6) 2 ||uH%2(M).

Uk
Summation iiber k liefert:
lulloqary < (14 8)% (14 8%)(1 = )75 oul| Vull3agpy + C"(6) - N - o l[ul 22 -
Zu vorgegebenem e > 0 wihle nun ¢ > 0 so klein, dass
(14+6)% (1+62)(1—06)"" <1+e.

Damit ist (ii) gezeigt.

Fiir u € C*°(M) setze

und induktiv:

15



1 Analytische Grundlagen

Beispiel 1.1.14. Fiir i = 2 berechnen wir den Ausdruck in lokalen Koordinaten unter
Verwendung der Einstein’schen Summenkonvention A :

ou
v2 _v 7
v= <8xid$>

ou ou

= Va5 ®dz' +a—$v(d ")
0%u ou
J i Z l k
ajazdaz ® dr D F dr' ® dx
d%u ou ) )
<3x33x’ ok )dx ®d’,
denn
=94,
insb. IZ(Jo’nst
= _F;k‘ dﬂ?l,
also

Vdz' = —T, da' @ da®

Wir betrachten jetzt die punktweise gebildeten Normen

|V0u|2 = |u|2
ou ., ;, Ou Ju Ou ou Ou
2 _ i 2T ) = J gl
Vel (amid o ) o 97 ¥ () = 559
2 2 0%u o Ou 9%u ou ; P y
|V u{ = [axiaxj i &rk} [axilaxj F]Z O <d:6 ® dr’,dr* ® dx >
gjj’.gn"

2Die Einstein’sche Summenkonvention wird von Leuten geschitzt, die viel in lokalen Koordinaten rech-
nen, z. B. von vielen Physikern. Sie besagt, dass man einen Index, der in einem Ausdruck doppelt
vorkommt, einmal oben und einmal unten, immer als Summationsindex auffasst, das entsprechende

Summenzelchen aber wegldsst. Man schreibt also z. B. statt > 7, g“l dx’ elnfach a“ ~dx’.

16



1.1 Sobolev-Raume

Definition 1.1.15. Sei k£ € Ny, 1 < p < co. Die Normen

k
.: j
el g ]§:OI IV7ulls

heiflen gewichtete Sobolevnormen (zur Gewichtsfunktion p). Damit definiert
man die gewichteten Sobolev-Riume:

Iglg’p(M, 0) = Vervollstindigung von CZ°(M) bzgl. ||-|| k.0
8

Hg’p(M, 0) := Vervollstindigung von C*°(M)N {u| llwll grp < oo} bzgl. |||l g.r -
8 8

Bemerkung 1.1.16. Nach Definition und wegen Lemma [[L.T.4] gilt
HYP(M, o) = HyP(M, 0) = L5(M, o).
Ubung 1.1.17
Folgende Normen sind dquivalent:
Ll = flull e
2. lull2 == maxj—o..i [ Vull,
—J

k )
3. |lulls == (Z HVJUHZP )
j=1 B=j

Bemerkung 1.1.18. Sind (X, ||| x) und (Y, || - ||y) normierte Vektorrdume, ist U C X
ein Untervektorraum und U C Y ebenfalls ein Untervektorraum, und ist ¢ : X — Y eine
stetige lineare Abbildung mit ¢(u) = w fiir alle u € U, dann gibt es ein C' > 0 so dass
gilt:

[e(@)ly <C-zllx  VzeX,

insbesondere

lully <C-lullx YuecU.

17



1 Analytische Grundlagen

Umgekehrt gilt: Sind (X, || - || x) und (Y,] - |ly) Banach-Riaume, ist U C X dicht und

gibt es ein C' > 0 mit
Jully <C-Jullx  VuelU, (1.7)

dann setzt sich idy stetig linear auf X fort: Fiir gegebenes z € X wihle u; € U mit
U X 2. Dann ist (u;); eine X-Cauchyfolge, also mit (7)) auch eine Y-Cauchyfolge. Da
Y vollsténdig ist, gibt es ein y € Y mit u; R y. Setze nun ¢(x) :=y.

o Wohldefiniertheit: Ist u) eine weitere Folge in X mit ] X z, so ist (u; — u}) eine

Nullfolge in X, also auch in Y, d.h. v} R Y.

. e ; . . X X
e Linearitit: Zu z,2’ € X und «, € R wihle Folgen u;, v} in X mit u; = z, u, = 2.

. Y, Y . X
Dann gilt u; — ¢(z) und u; — «(2') sowie au; + Su; = ax + B2/, so dass:

au; + fu] (o + pa’)
ly
oul) + Bu ()
o Stetigkeit:
@y = ||v = lim ()
1—00 Y
= lim fJuglly
11— 00

IN

C lim ||lug| x
1— 00

1—00

= Clzllx-

CHX — lim (u;) .

o Injektivitit von ¢ ist dquivalent zu: Jede || - || x-Cauchyfolge in U, die || -||y-Nullfolge
ist, ist auch || - || x-Nullfolge.

In diesem Fall identifizieren wir X mit ¢(X) und schreiben X C Y.

Bemerkung 1.1.19. Die Aussagen von Proposition [LT.TT] und Satz [[LT.13] kann man
demnach so formulieren: Ist (M, g) = (R"™, geux1) oder (M, g) eine kompakte riemannsche
Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2, so gilt:

HY(M) c LP(M)

und die Inklusionsabbildung ist stetig fiir alle p, ¢ > 1 mit % = %—%. Denn die Injektivitét
ldsst sich aufgrund der bewiesenen Abschéitzungen leicht nachpriifen: Ist u; eine LP-Null-

folge, so ist (nach Ubergang zu einer Teilfolge) u; — 0 punktweise fast iiberall. Ist u;
HY (M Li(M
eine H'9-Cauchyfolge, so gibt es ein w € H9(M) mit u; —(> ) u, also auch u; L>) u,

also u; — u punktweise fast iiberall. Damit ist v = 0 und w; eine H"9-Nullfolge.

18



1.1 Sobolev-Raume

Proposition 1.1.20
Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimensionn > 2, g € [1,n). Firp; > 1

mit + = L
P1 @

— % setzen wir voraus, dass wir stetige Inklusionen

HYY(M) c LPY(M)
oder  HY(M) C LP'(M)

haben. Dann gilt fir alle k,l € Ny und alle p; > 1 mit 1711 = % —

L.
=
HkJrl,q(M) C Hk’pl(M)

baw.  HM(M) < HFP(M)

und die Inklusionen sind stetig.

Beweis.
a) Der Fall [ = 0 ist trivial.

b) Betrachten wir zunsichst [ = 1. Sei u € C®°(M) N HY(M) bzw. u € C°(M). Fiir
e > 0 setze . = /|Viu]2 +e2 —e € C®°(M) bzw. C°(M). Dann berechnen wir

fiir den Gradienten:
2 (W, Vi)

2y/|Viu|? + &2
_ <Vﬂ'+1u L>
\/ | Viu)? 4 €2

]

\/ | Viul? + 2

Fiir . besagen nun die Einbettungssitze, dass H“4(M) c LPY(M) bzw.
HY(M) C LP*(M): Es gibt ein C' > 0 so dass gilt:

VSDE =

V| < |Vl

< {Vj+1u| .

lecllzn < O lgellma = O (llgellzo + 19l -

Da ¢, =9 |V7u| punktweise, folgt mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz:
LP1 ;
lecll o — ijuHLPl
L1 i . i
leella — HVJUHLQ, hmsélpHvSDs”Lq < Hv]JrluHLq .
E—

19



1 Analytische Grundlagen

Zusammen genommen folgt also:
[97u]l o < @ (I970ll 0 + 197 ] ) -

Summation {iber j = 0...k liefert schlieBlich: |lu|/ g, < 2-C - ||ul| gr+1,e und
damit die Behauptung fiir [ = 1.

¢) Induktion iiber [ liefert:

ch+l,q(M) — H(k+l—1)+1,q(M)
1 1 1
c HMELPA) fir — = - - —
pr g n
1 1 1 1 2
c HFTER(M) O fir —=——-—=-—=
p2 p1r nm q N
1 1 1
c HEYP(M) o fir —=-——.
g n

Wir haben damit bewiesen:

Satz 1.1.21 (Sobolev’scher Einbettungssatz, 1. Teil)

Sei (M, g) = (R™, gewr) oder (M, g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 2. Dann haben wir fir alle k,l € Ny, p,q € [1,00) mit % = % — %

stetige Inklusionen

H*M(M) ¢ HRP(M). (1.8)

Bemerkung 1.1.22. Ist M kompakt und 1 < p’ < p, so ist nach Ubung [0
LP(M) C LP' (M), also auch H*P(M) c H*? (M). Somit ist

1 l
H*ba(AMy ¢ HRPY(M) € HRP(M) - fiir p < py, doh fiir = > = — —.
p

—_

n

Q

In den beiden folgenden Abbildungen wird fiir % = % bzw. fiir % = % der Bereich in

der ¢-p-Ebene rot markiert, fiir den wir die stetigen Inklusionen H*T44(M) ¢ H*P(M)
haben.
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1.1 Sobolev-Raume
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Nun wollen wir die Einbettungssétze auf gewichtete Sobolev-Rdume erweitern:

Satz 1.1.23

Sei o : R™ — R eine glatte, positive Gewichtsfunktion mit ||V o|eo < 00, und sein > 2.

Dann haben wir fir alle B € R, k,l € Ng, p,q > 1 mit % = % — % stetige Inklusionen

HE(R™, o) € HEP (R™, 0) -

Beweis. Fiir [ = 1 betrachten wir 1. := Q_BH_% ‘e mit e := /|VIul2 +e2—¢, £ >0
und berechnen fiir den Gradienten:

Ve

. n —B4j—1 1 —B4j—
<—ﬂ+]—p—1>-@ P75 (Vo) e + 0 TV,

_ +'_£_1 _ +‘_L
Cr-o "V g 4 o T |V
< Oy TR e 7T [0

V|

IN
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1 Analytische Grundlagen

Proposition [LT.11] liefert daher:

||S06||L§1, = ||7/)e||Ll71
—J

n—1
n (%) 19wl

—B+j—2 -1
Oy (HQ P,

IN

—B+i—3r . Wj+1u| ‘

)

o)
Co (I¥ully + 197y )

Summation iiber j liefert die Behauptung fiir [ = 1, und Induktion nach [ beendet den
Beweis. O

Lq+HQ

Im Grenzwert € — 0 konvergiert diese Abschitzung gegen

IN

[V7ull < ol ™A 9 [ e
—J

Satz 1.1.24

Sei o : R™ — R eine glatte, positive Gewichtsfunktion, o(x) = |x| auferhalb eines
Kompaktums. Dann liegt C2°(R™) dicht in ng’p(Rn, o) firk e N, p € [1,00), B € R;
d.h. HiP(R", o) = Hy"(R", ).

Beweis. Sei u € C*°(R™) N Hg’p(R", 0). Sei x : R — R eine glatte Funktion mit Werten
in [0,1] und x(¢) =1 fiir t < 1 und x(¢) = 0 fiir ¢t > 2. Setze u;(x) = X(%) ~u(z), so
dass u; = u auf B;(0) und u; = 0 auf By;(0). Insbesondere ist dann u; € C2°(R™) und

u; — u punktweise. Zeige also: u; — u in Hg’p(R", 0).
a) Im Fall k£ = 0 gilt

0T (u—u) =0 " (1 —Xxo° <u>> w30 punktweise.
Ferner ist N p n P
o5 )| <2 (6 ful)
———
integrierbar,

da nach Voraussetzung u € Lg(R",Q). Der Satz iiber majorisierte Konvergenz
liefert also ||u — ujHLg — 0.
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1.1 Sobolev-Raume

b) Fiir k = 1 betrachten wir nur hinreichend grofle j, fiir die o(x) = |z| fiir alle |z| > j.
Nun berechnen wir fiir den Gradienten:

V(u—uj) = Vu—XOCJ%‘)Vu—X'o(%‘)-v“.’-u

J
0, lz| < j
IV (u—uy) ()] < {IVu(@)|+ Slul@)], j<|z[<2)
|Vu(z)l, |z| > 25
Daraus erhalten wir:
|0 (= uy) (@)
0, lz| < j
< Qe V()| +2C) 0 u(x)|, 5 < ol = ofx) < 2)
o 7T Vu(a)), 2| > 2j
< ‘Q_B—H_%vu(x)‘ +2C ‘Q_ﬁ_%u(x)‘ .

Also ist

0TV (1 = wy) ()

< 2P ( ‘Q*W*%Vu(x) (p + (207 (gfﬁfﬁu(x) ‘,, ) O

integrierbar integrierbar,

da nach Voraussetzung u € Hé’p (R™, 0). Der Satz iiber majorisierte Konvergenz

liefert dann [ ]Qiﬁﬂ*%V(u —u;)(@)P = 0, also [Vu;| — [Vul in Lj | (R", o).
R”
Mit a) folgt also u; — u in Hé’p(R", 0).

c) Fiir k > 2 verfdhrt man ganz analog unter Benutzung von

e ()<
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1 Analytische Grundlagen

1.2 Kompaktheit

Proposition 1.2.1
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) (X,d) ist iiberdeckungskompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von X enthilt
eine endliche Teiliiberdeckung.

(ii) (X,d) ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

(i4i) (X, d) ist vollstindig und prikompakt, d.h. Ve > 0 Fw1,..., 25 € X mit
X = UL Be(a).

Beweis.

(i) = (19):

Angenommen, (zy)gen ist eine Folge in X ohne H#éufungspunkt. Dann gilt: Vy € X
Fry > 0 mit #{k|zx € By, (y)} < 0. (B, (y))yGX ist eine offene Uberdeckung von X,
nach (i) gibt es also y1,...,ym mit X = U2, By, (yi). Damit ist #{k |z € X} < o0
im Widerspruch zur Annahme, dass (xj)ren eine Folge in X ist.

(i3) = (iid):
a) Sei (zy)ken eine Cauchyfolge in X. Nach (ii) besitzt (zx); einen H&ufungspunkt
in z € X; also zp, "% 4. Damit ist die Vollstiandigkeit von (X, d) gezeigt.

b) Seie > 0 so, dass keine endliche Auswahl von e-Béllen X tiberdeckt. Wahle z; € X
beliebig. Wahle induktiv xx11 € X — (Bg(xl)u. ..UB; (xk)) Nach Konstruktion ist
d(z;,x;) > e firalle i # j. Insbesondere besitzt die Folge (2 )ken — im Widerspruch
zu (ii)— keinen Haufungspunkt. Damit ist die Prikompaktheit gezeigt.

(#i1) = (i):
Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von X. Setze
N::{YCX\YC Uu = ny:oo}
jeJ
und zeige: X ¢ N. Ist nun Y € N, so gibt es zu jedem ¢ > 0 und jeder Uber-
deckung X = U@']\L(f) wie in (iii) durch e-Bélle um zfj, ... ,CE“}:V(E) ein i € {1,...,N(e)}
mit Y N B.(z;.) € N.
1

Nehmen wir also an, X € AN. Dann wihle fiir ¢ = 7z induktiv Punkte zj so, dass
Yy =Bi(z1)N...N B% (zr) € N. Wiihle ferner beliebige Punkte y € Yi. Fiir k < [ ist
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1.2 Kompaktheit

dann yg,y; € Yi C Bi(zy), also d(yx, y1) < % Damit ist (yx)ken eine Cauchyfolge, und
k

nach (iii) gibt es ein y € X mit yi oo y. Wihle ¢y mit y € U,,. Fiir hinreichend grofle
k gilt dann wegen % + d(y,yx) — O:

Y. C B%(xk) C B% (yk) C B%+d(y7yk)(y) C Uio-

Somit ist Y; ¢ N fiir hinreichend groBes k, Widerspruch. O

Definition 1.2.2. Ein metrischer Raum heit kompakt, falls er eine (und damit alle)
der Eigenschaften (i), (ii), (ii7) aus Proposition [[2.]] hat. Eine Teilmenge A C X
heifit kompakt, falls (A,d| Ax ) kompakt ist.

Bemerkungen 1.2.3

1.

Kompakte metrische Riume sind beschriinkt: In Uberdeckungen durch konzentri-
sche Bille (Bk(xo)) ren gentigen bereits endlich viele.

Kompakte Teilmengen sind abgeschlossen: Die Grenzwerte ihrer Folgen gehoren
nach (ii) zu den Teilmengen.

Ist (X, d) vollstandig, so gilt:

A C X prikompakt & A C X kompakt .

. Ist (X, d) kompakt und A C X abgeschlossen, so ist A kompakt.

Satz von Heine-Borel: in (X,d) = (R", deuk) gilt:
A C R"™ kompakt & A abgeschlossen und beschrénkt .

In unendlichdimensionalen normierten Vektorrdumen gilt die Implikation < i. Allg.
nicht.

Satz von Hopf-Rinow: Ist (M,d) eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit,
so gilt ebenfalls

A C M kompakt & A abgeschlossen und beschréinkt ,

denn jede abgeschlossene, beschrinkte Teilmenge liegt in einem — kompakten! —
geodétischen Ball.
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1 Analytische Grundlagen

Ist M ein kompakter metrischer Raum, so ist C°(M) mit der Norm

[ulleo = [lullzoe = sup |u(z)| = max |u(z)]
xeM zeM

ein Banachraum.

Satz 1.2.4 (Arzela-Ascoli)
Eine Teilmenge A C CO(M) ist kompakt < A ist abgeschlossen, beschrinkt und gleich-
gradig stetig, d.h. Ve >0 30 > 0 mit:

lu(z) —u(y)| <e  Va,y: dz,y) <d VYuecA.

Beweis.

=-: Es ist klar, dass A abgeschlossen und beschriankt sein muss. Zu ¢ > 0 wihle eine

Uberdeckung A C Uﬁ(f ) B (u:). Wahle § > 0 so, dass fiir die endlich vielen stetigen
(und damit gleichméBig stetigenﬁ) Funktionen uf, ..., ufy,, gilt: |u§ (x)—us(y)| < e
wann immer d(x,y) < 6. Zu u € A wihle i. so dass |lu — u§_|| < e. Dann gilt fiir
alle z,y € M mit d(z,y) < ¢:

u(e) —u(y)] < |u(@) =i (2)] + [uf, (@) —ug ()] + |ui (v) —uly)| < 3e.

~~

<e <e fir d(z,y)<s <e

Somit ist A gleichgradig stetig.

: Da A beschrénkt ist, existiert eine Konstante C' > 0, so dass ||ul|co < C fiir alle

u e A. Sei n > 0. Wihle t; € R, so dass [-C,C] ¢ U, (t; — n,ti + n). Wihle
ferner Punkte z; € M, j=1,...,m,sodass M = U;n:1 By (x;). Fiir jede Abbildung
m:{l,...,m} —{1,... k} setze
Ar i ={ue Allu(z;) =tz <n Vji=1,...,m}.
Dann gilt: A = (J,, Ar. Wihle nun beliebige u, € Ay, falls Ar # 0. Zuu € A
wihle ein 7 mit u € A,. Zu x € M wihle j so, dass x € By(x;). Dann gilt:
u(z) — ux(z)]
< Ju(e) — ul@y)] + [ulzy) = te)| 4 [tri) — tn(@s)| + |un(z;) — ur(2)]

<n, da ued, <n, da ureA,

o+ sup (supwy)—v(z)r)
d(y,z)<e \veA

IN

= e(n).

3 M ist kompakt!
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1.2 Kompaktheit

Damit ist [[u — uzllco < &(n), also A C U, Begy) (ur). Fiir n — 0 gilt e(n) — 0
wegen gleichgradiger Stetigkeit. Damit ist also A priakompakt. A ist vollstdndig
als abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen metrischen Raumes. U

Proposition 1.2.5
Sei T" = R™/T" ein flacher Torus, und p € [1,00). Sei A C LP(T™) beschrinkt. Dann
ist A C LP(T™) kompakt, falls Ve >0 35 > 0 mit

/\u(x+h)—u(x)\pdx<€ Vue A, Yh mit |h] <9. (1.9)
T?’L

Bemerkung 1.2.6. Gilt die Abschitzung (LY) fiir alle u € A, so auch (mit einem
geeigneten ¢’ > 0) fiir alle u € A: Zu u € A wihle v’ € A mit ||u — v/||z» < . Dann gilt:

() +0)
< (@ +n) = (+n)| (O +n) -w

<e <el/p

T o =l ,

<e

= 24P,

Beweis. Wegen obiger Bemerkung kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass A abgeschlossen ist in LP(T"), A = A.

a) Zu e > 0 wéhle 0 > 0 wie in der Bedingung fiir gleichgradige Stetigkeit. Zu u € A

setze ug(x) = 067" [, ¥ <d(gg+2y)2) u(y)dy mit ¢ € C°(R) wie in der Beweisskizze

zu Lemma [[.T4] also supp(¢) C [—1,1], ¥ > 0 auf (—1,1) und [, ¢(|z|*)dz = 1.
Dann ist ug € C>°(T™) C CO(T™).

b) Wir berechnen:

s —ae) = |57 [0 (T2 o) - ute)

AN
1
3
<
N
S8
—
o 8
NS
N~—
no
~
=
—
NS
N—
|
<
—
8
=
QU
N
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1 Analytische Grundlagen

= 6" / ¢<|h|>‘u:v—|—h —u(z {dh
{Ihl<d}

Fiir die LP-Norm gilt also:

[ 1us(e) = u(@) da
Tn

o (12 ’
< ¢< >‘(u(m+h)—u(m))‘dh dz
™ {jni<s)
Holder ( - <\hy2>> e 7
< " dh
T/n {hé&}
%p
[ oo (B e+ - uwran | | as.
{Ihl<s}

it L —1-1 gls — Lyx — 1.
mit - =1— 7, also (1 —)p* =1:

_ // "1/1(' |2>]u(m+h)—u( P dhda

™ {|h|<d}
Fubini n ’ ‘2
= 0" lu(z 4+ h) — u(z)|P de dh
{In|<o}yT™
\h!2
= |u x4+ h) —u(x)|P dxdh
{In|<o}

<supjp) < [u(()+h)—ull]p

< sup Jlu(() +R) —ullf,
|h|<d

< €.

1
Somit ist ||us — ul|z» < er. Damit ist us — w in LP(M) fiir 6 — 0 gezeigt.

c) Zu fixiertem § > 0 setze As := {us|u € A}. As ist beschrinkt in C°(T™), denn

/% u(z+h)d

|lus(x
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1.2 Kompaktheit

< s - u(() + @)l

< slle - lul() +h)l e
=|lullzr

< C(9).

d) Aj ist gleichgradig stetig: Mit us(z) = [, ¥s(x — y)u(y)dy ist

Vug(z)| < / Vs(z — v)| - Ju(y)|dy
J
S Cl((s)’

und daher

lus(x) — us(z')| =

1
d
/E (tr + (1 —t)z') dt
0

(Vua)(tH(l t)a’)-(z—a')

< / |(Vug) (tz + (1 —t)a’)| - |x — 2/|dt
0

< C'(0) |z —2|.
e) Nach Arzela-Ascoli ist somit As € C°(T™) prikompakt. Sei (u;);en eine Folge in
A. Zeige also: (u;)ien besitzt eine konvergente Teilfolge. Zu e = % wiéhle d so
dass analog zu b) gilt: ||u — us||» < €. Fiir jedes solche 0y, ist A, prékompakt,
daher existiert zu ((u;)s, ), oy i CO(T™) eine konvergente Teilfolge. Thren Grenzwert
bezeichnen wir mit uy k.

Diese konvergenten Folgen konnen wir auch als Regularisierungen sukzessive

gewihlter Teilfolgen von (u;);ey wihlen: zu einem k sei (ugk))ieN eine Teilfolge

von (u;)ien so dass ((ugk))gk)ieN konvergiert. Zu k + 1 wéhlen wir §; wie oben

und eine Teilfolge (ugkﬂ))ieN von (ugk))ieN, so dass ((ugkﬂ))gkﬂ)ieN konvergiert.

Schreiben wir diese sukzessive Auswahl von Teilfolgen als Folge (indiziert durch k)
von Teilfolgen von wu;, so ist die Diagonalfolge ul(f) eine weitere Teilfolge von wu;,
die insbesondere die Konvergenzbedingungen fiir die §x-Regularisierung fiir alle &

erfiillt.

Uy, uz, Uz,

ugl), ugl), ugl), mit (ugl)) ) i PG
u§2)7 uéz), ui(f), mit (ugz)) ) s A
uf mit (uf*)s, =5 ol
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1 Analytische Grundlagen

Zeige nun: Die Folge der Grenzwerte (ué’é))keN ist eine Cauchyfolge in LP. Fixiere
dazu k, wahle | > k; dann gilt fiir hinreichend grofes j:

B B) () G) G)
Hu&} - u((x?‘ b < Hugo) = (u;")sy v + H(uj o = u; ‘ Lr
<3 <%
], o2,
<3 <%

<

T

Dabei haben wir benutzt, dass fiir Mannigfaltigkeiten endlichen Volumens — also
auch fiir kompakte Mannigfaltigkeiten und insbesondere fiir 7" — die Abschéitzung
vl e (ar) < vol(M)V/P . [vllcoary gilt. Da LP(T™) vollstéindig ist, gibt es also ein

Uso Mit ugf,) g Uso In LP(T™). Zeige nun, dass fiir die oben konstruierte Folge
(ugj))jeN gilt: uy) % s in LP(T™). Zu vorgegebenem & > 0 wihle k so grof,

dass |[uco — ug]z)H r» <eund 1 < &. Dann gilt fiir hinreichend grofes j:

Huoo - u§j)‘ = Huoo a ug;)‘ wt Hug;) a (Ugj))(sk w “<u§])>5k B uy)‘ Lr
;re <e <V%
< 3e. O

Definition 1.2.7. Seien X,Y metrische Rdume. Dann heifit eine stetige Abbildung
f X — Y kompakt, falls fir jedes beschrinkte A C X die Bildmenge f(A) C Y
prakompakt ist.

Ubung 1.2.8

Seien X,Y metrische Rdume, f : X — Y eine stetige Abbildung und Y vollsténdig.
Dann ist f : X — Y kompakt < fiir jede beschrénkte Folge (zx)ren hat die Bildfolge
(f(xk))ken eine konvergente Teilfolge.
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1.2 Kompaktheit

Bemerkungen 1.2.9
Seien X,Y,Z Banachriume und f : X — Y, g : Y — Z stetige lineare Abbildungen.
Dann gilt:

1. A C X beschrinkt = f(A) C Y beschrankt.

2. A C X prikompakt = f(A) C Y priakompakt.

w

. Ist f oder g kompakt, so auch go f.

W

. Falls dim(Y") < o0, so ist nach Heine-Borel f kompakt.

Proposition 1.2.10
Seit T™ = R"/T" ein flacher Torus. Fir jedes q € [1,n) und jedes p > 1 mit % > % —
ist die Einbettung H“9(T™) C LP(T™) kompakt.

1
n

Beweis.

a) Setze pil = %— % Nach Satz[[.T.13]und Bemerkung [[.LT.T9 haben wir fiir 1 <p < p;
eine stetige Einbettung HY9(T™) C LP(T™). Zu zeigen ist also: fiir 1 < p < py ist
die Einbettung kompakt. Sei also A C HY9(T™) beschriinkt. Dann ist auch A
auch in LP(T™) beschrinkt. Es gibt also ein C1 > 0 so dass [[ul|p»(rn) < C1 und
1wl grra(rny < O fiir alle u € A.

b) Wir iiberpriifen das Kompaktheitskriterium aus Proposition [[2.5] zunéchst im Fall
p = 1: Fiir alle u € C®°(T") gilt:

/\u(m+h)—u(x)\dx . /
e

Tn

dx

1
d
/Eu(x +th)dt
0

1
< T[g/((vu)(erth)-h dt do

IN

1
\hy//((vu)(m+th) dt da
T 0

Fubini |h|/1/((vu)(:c+th) dx dt

0 7n
= |hl-IVullpi g
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1 Analytische Grundlagen

q—1
[of - vol(T™) @ - [[Vul| Lazny

IN

g—1
< bl vol(T™) - flull gy -
In der resultierenden Ungleichung
)+ B) = 2y < 101+ Co -l (1.10)

sind beide Seiten stetig bzgl. der HY“9-Norm, denn HY4(T") < LY(T"). Da
C>®(T™) < HYY(T™) dicht ist, gilt die Abschiitzung (LI0) auch fiir alle
u e HY(T™). Fiir alle u € A gilt folglich [[u((-) + h) — ul g1y < |b] - Cy - Ch.
Nach dem Kompaktheitskriterium aus Proposition ist daher A C LY(T")
prikompakt.

Sei nun p € (1,py1). Setze r := p2=L > p > 1 und ' := p’;l%ll > p > 1. Dann

p1—p
gilt % + % = 1 und nach der verallgemeinerten Holder-Ungleichung somit fiir alle
u € LP(T™):
1 1
P I s
Lp
(w) 1 _1
= ]

1

1 "
=l - /|u|(1—%)r,
Tn
1 Pl
= lull;y - Nl g -

Sei nun (u;);en eine Folge in A. Diese konvergiert (nach evtl. Ubergang zu einer
Teilfolge) in L'(T™). Dann gilt:

A\
B
|
I
=
$|H
B
|
N
=
SRV
S

lwi = wjl| e

da A C LP1(T™) beschrénkt. Folglich ist (u;);en eine LP-Cauchyfolge, also konver-
gent.

O

Nun iibertragen wir die vorstehende Proposition von M = T™ auf beliebige kompakte
Mannigfaltigkeiten:
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1.2 Kompaktheit

Proposition 1.2.11
Sei (M, g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Dann

1 1

ist fir jedes q € [1,n) und jedes p € [1,00) mit % > + — o die Einbettung
HY(M) C LP(M) kompakt.

q

Beweis.

a)

Wir iiberdecken M durch Karten (Uj,®;,V;), j = 1...N, die ihrerseits Ein-

schrinkungen von Karten (U}, ®,V)), j = 1... N, sind mit U; € Uj, V; € V]

und ®; = @ . j = 1...N. Dann sind die Koordinatengebiete V; C R™ be-
j .

schrankt, und die Funktionen gli]l) sowie alle ihre Ableitungen sind beschrinkt

auf Vj, j = 1...N. Es gibt also ein C; > 0 so dass fiir alle u € LP(U;) bzw.

we HY(M), j=1...N, gilt:

1
o luo@illovyy < ullzew,) < Ci-lluo @yl (1.11)

1
c |uo @l gracyy)

IN

lullmraw;) < Cr-llue @5llpia;) - (1.12)

Sei (aj)jzl___N eine der Uberdeckung (Uj)jzl___N zugeordnete Teilung der Eins auf
M, d.h. oj € C*°(M) mit supp(e;) C Uj, 0 < a; <1 und Z;Vzl a; = 1. Wihle ein
Gitter I' C R" so grof}, dass U;VZI V; C F fiir einen Fundamentalbereich F.

Sei nun (u;)ien eine beschrinkte Folge in H%4(M). Dann ist gibt es ein Cy > 0
mit H’LLZ‘HHI,q(M) < CQ, 7 € N, also auch ein Cg > 0 mit HOéj . UZ’HHl,q(M) < CQ,
i € N,j=1...N. Mit der Abschitzung (LI2]) gilt dann (nach Fortsetzung von
(aju;) o @5 durch 0 auf F bzw. R"/I'):

[(ejui) © Rl a1y = [(egui) © Rl ragvyy < Crllajuillpra,) < Cr-Cs.

Proposition [ZI0 liefert nach N-maligem Ubergang zu einer Teilfolge:

(aju;) o @ L@ vj, 7 = 1...N. Mit supp((ojju;) o ®;) C V; ist auch
supp(vj) C V;. Setze wvj o <I>j_1 durch 0 auf ganz M fort und setze dann

=N w0 @71 € LP(M). Dann gilt offenbar (aju;) % v;0®>! und folglich
vi=) i qv;0 @ € LP(M). Dann gilt offenbar (aju;) —" vj0®; " und folglic

N LP (M) -1 _
dje1 QiU — vjo @ =w.
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Satz 1.2.12 (Rellich-Kondrakhov, 1.Teil)
Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Dann ist fir

jedes p,q > 1, k € Ng und | € N mit % > % — % die Einbettung H*b9(M) c H*P(M)
kompakt.

Beweis. Die Proposition [L2.1T] liefert bereits den Spezialfall k =0, [ = 1.

a) Betrachte zunéchst den Fall k € Ny beliebig, I = 1. Sei (u;);en eine beschrinkte
Folge in H*+14(M). Dann sind also u;, Vu, ..., VFu; € HY(M) beschriinkt.

Nach Ubergang zu Teilfolgen konvergieren also wu; Lﬂ) v, . Vhy, Lﬂ) vk,
Daher ist (u;);en eine Cauchyfolge in H*P(M), folglich konvergent.

b) Seien nun k € Ny und [ € N beliebig. Dann gilt:

HkH’q(M) Stectig Hk+l—1,p1(M) fiir 1 = 1.1
P q n
teti 1 1 1 1 2
secg Hk+lf2,p2(M) fir —=— — - =- -2
p2 P n qg n
£ .ti 1 1 -1
TCE R fir —— = - —
Pi—1 q n
k kt 1 1 1 1
ompa. Hk,p(M) fiir = = __
b D q n

Nach Bemerkung [[L2.9]ist die Verkettung stetiger Abbildungen mit einer kompak-
ten wiederum kompakt. O

Bemerkung 1.2.13. Der Satz  von  Rellich-Kondrakhov  ist  falsch  fiir
(M,g) = (R", geu1). Als Gegenbeispiel wéhlen wir etwa uw € C(R") mit
supp(u) C B1(0) und u # 0. Setze dann u;(z!,...,2") = u(z! — 24,2%,...,2™). Wegen
der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes in R" ist |[u;l| gkpmn) = ||l grpmny filr
alle j € Ng. Daher ist die Folge (u;);en beschrankt in HFEP(R™) fiir alle k, p. Da die u;
disjunkten Tréger haben, gilt andererseits fiir ¢ # j:

lots = % g :/|ui |7 da :/|ui|qu+/|uj|qu: 2full% gy > 0.
R™ R™ Rn

Daher ist keine Teilfolge von (u;);eny Cauchyfolge in L4(R™), folglich auch in keinem der
Sobolev-Riume Hb(R™).
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Bemerkung 1.2.14. Fiir geeignete gewichtete Sobolev-Riume auf R” gibt es dhnliche
Kompaktheitssitze wie Satz [[.2.12]

1.3 Der GauB3’sche Divergenzsatz

Sei w eine differenzierbare 1-Form. In lokalen Koordinaten schreibt sich w dann als
w(z) = w;j(x)da.

Definition 1.3.1. Das Kodifferential von w ist die Funktion, die in lokalen Koordi-
naten gegeben ist durch

1 d i
d(w) = —m%<\/det(g) -gjw]> , (1.13)

wobei det(g) = det ((gz’j)z’,jzl...n)-

Beispiel 1.3.2. In kartesischen Koordinaten auf (M, g) = (R", geux1) ist

n
Bwi

ozt
i—1

O(w)=—

Ubung 1.3.3
Zeigen Sie, dass d(w) wohldefiniert ist, also unabhéngig von der Wahl der Koordinaten.

Bemerkung 1.3.4. Ist (M, g) eine beliebige riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M, und
sind 2!, ..., 2" riemannsche Normalkoordinaten um p, so gilt:

gij(@) = 8;+0 (l2])
= ¢'(z) =07+ 0(|z%)
= det(g) = 1+ O(|z|*)
" Ow;

= () =->550).
=1
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Lemma 1.3.5
Seien g, g konform dquivalente riemannsche Metriken auf der n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M, d.h. g = f%-g mit f € C*°(M), f > 0. Dann gilt fir alle differenzier-

baren 1-Formen w:
Sgw = f2 <5gw —(n—2) <v—f,w> ) .
fo/

Beweis. Wir berechnen in lokalen Koordinaten: g;; = f?- gij = §7 = f2. 4% und

Vdet(g) = f™ - y/det(g). Daraus erhalten wir:
1 0 .
0z = —— det(g)g” w;
gw \/Faxz < et(9)g Wj)

- )

_f" 22 (V/det(g)g"w)) + \/det(g) g w; 2 [ 2
[/ det(g)
= [0 fg e (n = 2) " oS
= 20w — FHVF,w)g). O

0

Definition 1.3.6. Fiir u € C2(M) setze Au := ¢ Vu. A heifit Laplace-Operator.

In lokalen Koordinaten ist der Laplace-Operator gegeben durch:

Au = 0; ( det(g ij(?u).
\/det Z R
Hierbei und im Folgenden setzen wir immer 0; = %
In kartesischen Koordinaten von (M, g) = (R", geu1) ist Au=—>"" 8(m2)2 Wie oben

gilt daher auch auf einer beliebigen riemannschen Mannigfaltigkeit in riemannschen Nor-

malkoordinaten um p: (Au)(p) = — > i, %(0) Aus Lemma [[.3.5] folgt direkt:
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Lemma 1.3.7
Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Ist g = f2-g, f € C°(M), f >0, so ist

fiir alle uw € C2(M):
Agu= f2 (Agu— (n—2)<v—f,Vu> > .
! g

Satz 1.3.8 (Gauf3’scher Divergenzsatz)

Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand und v das duflere Einheits-
Normalenfeld.

Dann gilt fiir alle stetig differenzierbaren 1-Formen w mit kompaktem Trdger:

/5w dvol = — /w(l/) dvolgyy .
M

oM

Beweis. Betrachte Karten (U,®,V = (0,a)"), die Einschrinkungen von Karten
(U',®", V') sind, so dass [0,a]® C V. Im Fall UNOM # () seien 22,...,2" Koordi-
naten auf M, so dass gilt: ®({0} x [0,a]" ") = U NOM und %(O,wz, oz L oM,
|%(O,x2,...,m”)| =1.

L2y.ooyIp

<

x1

37



1 Analytische Grundlagen

In diesen Koordinaten hat dann die Metrik langs des Randes OM die Gestalt
10 e 0

(gij)i,jzl...n =

. (gij)z‘,j:z..n
0

Hierbei ist (gij)m:g___n die von g induzierte Metrik des Randes.

Eine endliche Auswahl (U;, ®;,V;), i = 1... N solcher Karten iiberdeckt bereits supp(w).

Mittels einer Teilung der Eins zu dieser endlichen Uberdeckung von supp(w) kénnen wir

w zerlegen in w = Zgzl wy mit supp(wy) C Ug. Da die Integrale additiv sind, geniigt

es, die Behauptung fiir den Fall zu beweisen, dass supp(w) C U fiir eine solche Karte

(U, ®,(0,a)"™). Dann gilt:

1 i n
A[&w dvol = [ /] —m& < det(g) - gjwj) Vdet(g) dzt ... dx
0,a]™

= — / 0; ( det(g) -gijwj> da'. .. da"

[0,a]"
= — / < det(g)-gijwj)ai det...dzi ... da".
[07a]n—1 o

Liegt U im Innern von M, so verschwindet w an den Randkomponenten z; = 0 und z; = a

von [0, a)”, und es folgt [,, dw = 0. Im anderen Fall haben wir (mit w; = w(d1) = —w(v)
langs OM):
/5w dvol = / det(g) - g¥w; dz?. .. dz"
M [07a}n—1
= / wiy/det(g?M) dz? . .. da"
[07a}n71
= - / w(v) dvolgyy . O
oM
Lemma 1.3.9

Seiu € CH(M) und w eine stetig differenzierbare 1 — Form. Dann gilt:

(u-w)=u-dw— (w, Vuy. (1.14)
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1.3 Der Gauf’sche Divergenzsatz

Beweis. Wir berechnen in lokalen Koordinaten:

1 i
(u-w) = —m 0; ( det(g) - g* -uwj)
1 ) — 0w
= —m u 0; < det(g) ‘QJWJ) g7 w;0;
= ud(w)— (w,Vu). O

Folgerung 1.3.10 (Green’sche Formeln)

Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand und dufSerem FEinheitsnormalen-
feld v. Seiu € CYH(M), w eine stetig differenzierbare 1-Form und supp(u) N supp(w)
kompakt. Dann gilt:

/u - dw dvol = /(Vu,w) dvol — / u - w(v) dvolgyy . (1.15)
M M oM
Seiu e CH(M), v € C*(M) und supp(u) Nsupp(v) kompakt. Dann gilt:
/uAv dvol = /(Vu, V) dvol — / u - Vyvdvolgyy . (1.16)
M M oM
Seien u,v € C?(M) und supp(u) Nsupp(v) kompakt. Dann gilt:

/uAv dvol = /vAudvol + /(v -Vyu —u - Vyu)dvolgyy . (1.17)
M M oM

Proof. (LI5) erhilt man durch Integration von (LI4]) aus dem Divergenzsatz. (LI6])
folgt aus (LID) mit w = Vu. [LI7) folgt aus (LI6) durch Antisymmetrisieren in wu
und v. O

Bemerkung 1.3.11. Die Anwendung einer der Formeln (LISHLIT)) bezeichnet man als
partielle Integration.
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Lemma 1.3.12
Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, seien u,v € C2(M) und f € C*°(R).
Dann gilt:

Alu-v) = uw-v—2(Vu,Vo)+v-u (1.18)
A(fou) = (fou) Au—(f"ou)-|Vul? (1.19)

Beweis. Fur (II8]) berechnen wir mit Hilfe von (TLI4]):

Au-v) = §(V(u-v))
= 6((Vu) - v+u-Vv)
= d(Vu)-v—(Vu,Vo) +u-6(Vv) — (Vu,Vv) .

Fiir (II9) erhalten wir ganz analog, ebenfalls mit (L.I4):

A(fou) = §(V(fou)
= 0((f'ou)- Vu)
= (ffou)-6(Vu) —(V (f ou),Vu)
(ffou)-8(Vu) = {(f" ou) - Vu,Vu) . O

1.4 Holder-Raume

Definition 1.4.1. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, ¢ : M — R eine
positive glatte Funktion (Gewichtsfunktion) und f € R (Gewicht). Fiir u € C*(M)
setze

k
hulley := > sup 7 |V7u| (@)
7=0
ch(M,0) = {uech (M) |fulley < oo} .
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Bemerkung 1.4.2. Ist u € Cg(M, 0), so ist u = O(o?) fiir o — oo0.

Bemerkung 1.4.3. (C’B‘“(M, 0), H||C§) ist ein Banachraum.

Ubung 1.4.4
Beweisen Sie die Aussage [L4.3] fiir k = 0.

Definition 1.4.5. Seien g,  wie in [L4T} ist zusétzlich 0 < o < 1, so setze fiir
u € Ck(M):

lullgra = |lulles + sup {min{oe(z),o(y)
B B zeM

-
YEBi()

} -kt |72 VFu(@) — VFu(y)] }

C5°(M,0) = {uec’%(M,gH||u||c;;,a<oo}.

Hierbei ist Bi*nj(z) := Binj(z)(z) — {z} der grofite punktierte Ball um z, auf dem rie-
mannsche Normalkoordinaten existieren, und 77 bezeichnet die Parallelverschiebung

von x nach y ldngs der eindeutigen kiirzesten Geodétischen.
Funktionen in C%®(M) heiflen a-Hdélder-stetig.

Bemerkung 1.4.6. (Cg’a(M, 0); ||lul| k. ) ist ein Banachraum.
5

Proposition 1.4.7 (Poincaré-Ungleichung)
Sei (M,qg) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n, sei
0 < oo < inj(M) und sei g > n.

Dann gibt es ein C > 0, so dass fiir alle 0 < o < oo, fir
jedes x € M und fir jede kompakte Teilmenge K C By(x)
mit positivem Volumen gilt:

u(zx) — vol}K) /u(z) dvol(z)| < W || Vul| e

fiir alle uw € C*(M).
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Beweis. Sei ¢, : [0,1] = M die eindeutige kiirzeste Geodéatische von z nach z, parame-
trisiert auf dem Einheitsintervall. Wir berechnen:

_ VO&K) [[ (u(z) — u(z)) dvol(2)

< VO&K) IZ () — u(z)| dvol(2)

_ VO&K) ;[ 0/1 %u(cm(t))dt dvol(2)
< VO&K) ;[ 0/1 (Vo epnéal)| dt dvol(2)

1
CSU 1
= VOI(K)//WUOC%Z" ¢zz|  dtdvol(z)
K 0 ~

=d(z,2)<e
1
< VOl?K) //|Vuocx,z|dtdvol(z)
K 0
1
Fubini VOI?K)//NUO%’Z’dUOZ(z) dt
0 K
Setze nun K; = {c;.(t)|z € K}. In riemannschen Normalkoordinaten um z ist
P : 2 ¢y .(t) gegeben durch ¢ — ¢ - (. Setze nun ¢’ := t - (. Fiir die euklidischen
Volumenelemente gilt dann d¢ = ‘det(j—éﬂ ~d¢" =t . d{’, also fiir die riemannschen

Volumenelemente ®.dvol < C; -t~ "dvol. Mit dem Transformationssatz erhalten wir also:

/\Vu(cx,z(t))]dvol(z) < Cq -t_"/{Vu(z'){ dvol(2")
K K

Holder 3 Vg
< Gt V| pogiy) - (vol(KG) )
——
<C2-t™-vol(K)

<Gyt ol (BT |Vl aqan
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und schlieBlich:

1
1 * *
&) /u(z) dvol(z)| < o-Cs- (vol(K))~1F/a /t_"+"/q dt - ||Vul| e
K

0

(@) = vol

1
= 0-Cs- (vol(K))l/q/t"/q dt || V| La

_
<oo,daq>n
Q
= Oy —2 |V L. O
4 vol(K)1/4a IVulza

Bemerkungen 1.4.8
Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit.

1. Fiir jedes hinreichend kleine € > 0 definiert
{Tgvku(az) — Vku(y){
d(z,y)*

[uller + sup
Ay

d(z,y)<e
eine zu || - ||ck.o dquivalente Norm. Denn fiir z,y € M mit d(z,y) > ¢ gilt:
‘Tgvku(az) - Vku(yﬂ
d(z,y)*

< 870{ -2 ||VkuHco S 670[ -2 HUH(jk .

2. Fiir 0 < ¢ < o < 1 haben wir stetige Einbettungen C**(M) c C**' (M), denn

{T%Vku(:v)—vku(y)‘ B {Tgvku(x)—vku(y)|. o )a—a
d(z, y)* B d(z,y)* Av)
TIVFu(z) — VFu
< dam(a Y ;u) y)Z wl

Satz 1.4.9 (Sobolev’scher Einbettungssatz, 2. Teil)

Sei (M,g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Seien
k,l € Ny, sei 0 < a <1 undl < g < oo mit % < Z_TO‘ Dann haben wir stetige
Einbettungen

HF (M) ¢ cbe(M) .
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Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den Fall n # 2. Fiir n = 2 sieche Ubung [LZ.10

a) Es geniigt, den Fall k¥ = 0 zu betrachten, denn Aussage fiir £ > 0 folgt durch
Anwendung des Falles k = 0 auf u und Vu,..., VFu.

b) Es geniigt ferner, die Aussage fiir [ = 1 zu beweisen, dann nach Satz [[LT.2T] haben
wir dann eine Verkettung stetiger Einbettungen

1 1 1
HY(M) < H7W (M) fiir — =~ — =
q1 qg N
' 1 1 1-1
c HY-1(M) fiir — = - — ——
Q-1 q n
1 1— 11—
c che fiir — < — % b fir - < — &,
qi—-1 n q n

c¢) In riemannschen Normalkoordinaten um =z gilt fiir » = d(x, z) = |z|:

A(TQ)’J:() = - Z g((szsz

ij=1

= —2n.

Damit ist also A(r?) = —2n + O(r). Fiir « € R ist also

A = A(rH?)
- % . (742)&/2*1 CA(r?) — % <% _ 1) ) (rz)a/zfz ‘V(TQ)‘Q
= St (camr o) - 5 (5 1) et

= —an-r* 24 O(Tafl) —ala—2)- P2

= —an+a-2)r*2+ O(ro‘*l) )

Speziell fiir « = 2 — n ist also:
A(r*") = 0(r' ™) (r \, 0) (1.21)
d) Fixiere nun 0 < ¢ < inj(M) und einen Punkt xy € M. Fiir

0 < e < psetze A. := B,(z¢) — Be(o) Fiir u € C®(M)
mit supp(u) C B,(xo) liefert (LI6):

/ u-V,r? " dvolgs, = /(Vu, V2™ dvol — /uATQ_" dvol (1.22)
0A: Ae Ae
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d;) Wir berechnen:

/ uV,r2 " dvolpa, = / UV _gradr p2n dvolyp, (z)
0A: OBe (o)
= / uw-(2—n)rt . (=1) dvolap, (z)
OB (x0)
= (n—2)-&™. / u dvolyp, (zy)
OB (x0)
— ¢ - u(wo) (1.23)

An dieser Stelle ist es wichtig zu bemerken, dass ¢, # 0, da n # 2.
do) Weiterhin ist

IN

/(Vu, Vr?™™) dvol /\Vu] |2- n)rl_"‘ dvol
£ AE

IN

In —2[ - [[Vullpaca,) - Hrl_nHLCI*(AE) '
Nun ist

[Py = [ ) ool

Ae
4

< C1-/(7"1_")q* Ly

€
o

€

beschrénkt fiir € \, 0, da (n — 1)(1 — ¢*) > —1 wegen % < 1. Es folgt
/(Vu, VrE™) dvol| < Co - ||Vul|La (1.24)

mit einer Konstanten C5, die nicht von ¢ abhéngt.

ds) Analog ist

/u-A (r* ") dvol| < Cs- /u'rln dvol
~——
e O(Tl_n) :
< Gy ullze - |77 or )
< G5l (1.25)
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Einsetzen von (L23)), (L24) und (L25) in (L22) und der Grenzwert € \, 0 liefern:
u(zo)] < Co - [lullpra-

Man beachte, dass es hier wichtig war, dass wegen n # 2 die Konstante ¢, in (L.23])
nicht verschwindet.

Sei nun u € C*°(M) ohne Bedingung an supp(u). Wihle eine glatte Abschneide-
funktion y : R — R mit x(t) = 1 fir t < 1, 1 > x(¢t) >0 fir £ <t < 1 und

x(t) =0 fiir t > 1 und setze u(zx) := X(d(m—g’mo)2 -u(x). Damit erhalte2n wir:
u(zo)l = lalzo)l < Co-llallpa < Cr-fluflgra.
Maximieren iiber g € M liefert also
[ulleo < C7 - [Jull oo - (1.26)

Sei nun v € HY(M). Wihle u; € C*®°(M) mit u; — u in HY9(M). Dann ist
(u;)ien eine Cauchy-Folge in HY(M), also mit (L26) auch eine Cauchy-Folge
in CO°(M). Da C°(M) vollstindig ist, gibt es also ein v € C°(M) mit u; — v in
C°(M). Die Konvergenz u; — v ist gleichmiiflig, also inbesondere auch punktweise.
Andererseits konvergiert u; in H%9(M), also auch in L4(M) gegen u, und dies
inpliziert punktweise Konvergenz fast iiberall. Damit ist © = v fast tiberall, mithin
besitzt u einen stetigen Repriisentanten. In diesem Sinne ist H%4(M) C C°(M) als
Untervektorraum. Die Ungleichung (.26]) gilt fiir alle Funktionen in dem dichten
Teilraum C>°(M) C HY(M), also wegen der Stetigkeit der Norm auch fiir alle
u € H»9(M). Damit haben wir die stetige Einbettung

HY (M) c C°(M)
erhalten.

Wegen Bemerkung [[48l2 geniigt es nun, eine stetige Einbettung
HY(M) c (M) fiir das a mit 2 = =2 zu finden. Fiir dieses o suchen
wir also eine Schranke C, so dass fiir alle u € C*°(M) und fiir alle z # y mit

d(z,y) < WM g

< C-lufgra-

Sei also u € C*°(m) und seien z,y € M mit d(z,y) < % Verbinde z und y
durch die (bis auf Reparametrisierung) eindeutige kiirzeste Geodétische c. Sei xq
der Mittelpunkt von ¢, also d(z,zy) = d(zg,y) = 2d(z,y). Setze nun ¢ = d(z,y)

und benutze die Poincaré-Ungleichung fiir K := B,/(w0) C B,(o). Es gilt also:

‘u(m) - vol%K) /u(z) dvol(z)
K

=uK

< _Co
~  vol(K)l/4

IVullza -




1.4 Hoélder-Raume

Damit erhalten wir:

ju@) —uly)] < fule) = uc| + uxe = uly)

2-C-p

< — ||V

~  vol(K)l/4 IVullza
c’-

< —Ivulles

< gl

= " d(@,y)" -l s

Ubung 1.4.10
Fiihre den Beweis des Satzes fiir n = 2: Ersetze dazu im Beweisschritt d) die Funktion
r2=" durch In(r).

Lemma 1.4.11
Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit, sei k € Ny, und seien
0 <a<da <1. Dann ist die Einbettung

che'(M) < cRe(M)

kompakt.

Beweis. Wie zuvor geniigt es, den Fall & = 0 zu betrachten. Sei also (u;);en eine be-
schrinkte Folge in C%. Fiir ein C; > 0 ist dann

|ui(z) —wi(y)| < C1 - d(z,y)*
fiir alle ¢+ € N und fiir alle  # y mit d(z,y) < % Insbesondere ist also (u;)ien
gleichgradig stetig (und nach Voraussetzung auch beschrinkt in C°(M)). Der Satz von
Arzela und Ascoli [LZ4] liefert also eine konvergente Teilfolge in C°(M), die wir wieder
mit (u;)ien bezeichnen.
Fiir die Differenzen w := u; — u; berechnen wir nun:

[w(z) —wiy)] _ me—wwgwwwmw_wwwﬂw

d(x,y)~ d(z,y)™
< wllpo.er - (2fw]leo) /e
< Oy fwlb®
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Wegen 1 — 2 > 0 ist also (u;)ien eine Cauchy-Folge in C%*(M). O

Bemerkung 1.4.12. Insbesondere ist dann auch die Einbettung C*(M) c CF(M)
kompakt. Denn zu 0 < a < 1 withlen wir o/ mit 0 < o/ < o und erhalten:

che(My T ek kompakt
c  cHm) stetig .

Satz 1.4.13 (Rellich-Kondrakhov, 2.Teil)
Sei (M,g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Seien

k,l € Ng und sei 1 < g < 0o, so dass % < Z_Ta Dann st die Finbettung

Hk-l—hq(M) C Ck,oz(M)

kompakt.

Beweis. Wihle o/ € («,1) mit % < lfTa, Dann ist

H e (0 L3 ch(M)  kompakt
[CZ41T
c b stetig . O

Bemerkung 1.4.14 (Lokaler Sobolev’scher Einbettungssatz). Sei (M,g) eine
n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit, K C M kompakt und Q C M offen mit
K cqQ.

Q
1. Fir % > % — % gibt es eine Konstante C' > 0, so dass gilt:

lullgrry < C-llull grtrag) - (1.27)
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2. Fir = > FTO‘ gibt es eine Konstante C' > 0, so dass gilt:

1
q

[ulleray < Clull grriagq) - (1.28)

Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass € kompakt ist. Bette nun €2 isome-
trisch in eine geschlossene Mannigfaltigkeit X ein (z.B. die Verdoppelung von 2).

~~

Q

1. Wihle eine Abschneidefunktion xy € C*>°(X) mit x|x = 1 und, supp(x) C € und
x > 0. Dann gilt:

lullger ey < lxc- ull gerx)
< C-lx - ullgrriacx)
= O |Ix - ull grsrogo)
< O ull grria) -
2. Die Abschétzung der Holder-Norm zeigt man ganz analog. O

1.5 Das Maximum-Prinzip

Proposition 1.5.1 (Schwaches Maximum-Prinzip)

Sei (M, g) eine zusammenhdngende kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand
OM # (). Sei h € C®°(M) mit h > 0. Dann gilt fiir jedes u € C*(M) mit (A+h)u <0
und u £ 0:

gg\%[(u(x) = max u(z) .

Fiir jedes v € C2(M) mit (A + h)v >0 und v # 0 ist

min v(z) = min v(x).
zeM() zeaM()

Ist h =0, so sind die Voraussetzungen u £ 0 bzw. v # 0 dberflissig.
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Beweis.

a) Sei zunéchst (A + h)u < 0 auf M. Falls max . y; u(z) # max,ean u(z), so gibt
es ein y im Innern von M mit u(y) = max ¢y u(z) > maxgzepn u(x). Dann ist
Vu(y) = 0 und V2u(y) negativ semi-definit. Da nun A = 0 oder v ¢ 0 und damit
u(y) = max,y; u(xz) > 0 gilt, haben wir in jedem Fall h(y)u(y) > 0. Folglich gilt:

0 < —tr(VQu) (y)
Au(y)

—h(y)u(y)
0,

IN A

also 0 < 0, Widerspruch.

b) Sei nun (A + h)u < 0. Wihle f € C®°(M) ohne kritische Punkte, d.h. Vf(z) # 0
fiir alle x € M. (Dass ein solches f existiert, zeigen wir unten in Lemma [[.5.2])
Dann gibt es C1,Cy > 0 so dass

IV /]
|AS]

Fiir ein hinreichend grofles v > 0 und ein hinreichend kleines ¢ > 0 setze
us = u + ¢ - €7f. Berechne nun:

1 auf M

>
< Oy auf M .

A(evf) = ~velAf =2 V)2
erf ('ng — 72(3’12)

IN

2CH

< —’}/'CQ'GWf fir WZF.
1

Dann ist fiir hinreichend grofles ~:
(A+hu. = (A+h)u+e(A+h)e!
0+¢e-(=y-Co+|h]co) - eVt

<
< 0.
Wegen u. > u ist mit u £ 0 auch u. £ 0. Nach a) ist dann

B vel) = gy e

also im Grenzwert € \, 0 auch max,cy; u(z) = maxzecon u(x).

c¢) Die Behauptung fiir v folgt aus der fir u := —wv.
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Lemma 1.5.2

Sei M eine kompakte zusammenhdingende Mannigfaltigkeit mit Rand OM # (). Dann
gibt es eine Funktion f € C>°(M) ohne kritische Punkte.

Beweis. Verdoppele M zu einer geschlossenen Mannigfaltigkeit X.

Wéhle h € C*(X) mit isolierten kritischen Punkten (z.B. eine Morsefunktion).
Da X kompakt ist, ist Crit(h) = {r € X|Vh(z) = 0} endlich. Sei also
Crit(h) N M = {x1,...,7}. Wihle einen Diffeomorphismus ®; : X — X, so dass
®1(z1) € X — M und ®4(y) = y fiir alle y € Crit(h) — {ml}H

Induktiv erhalten wir einen Diffeomorphismus ® = ®p 0 --- 0 P; : X — X mit

4 Solch einen Diffeomorphismus erhilt man z.B. als Fluss eines Vektorfelds, dessen Tréger in einer
Tubenumgebung einer Kurve liegt, die den Punkt 21 mit einem Punkt in X — M verbindet und alle
anderen Punkte y € Crit(h) meidet. Ist das Vektorfeld tangential zu dieser Kurve, so verschiebt der
zugehérige Fluss den Punkt x; nach X — M.
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®(Crit(h)) € X — M. Damit ist ho ®~! € C>°(X) und
Crit(h o ®1) = ®(Crit(h)) c X — M.

Also hat f := ho ®~ 1| € C*°(M) keine kritischen Punkte. O

Folgerung 1.5.3

Sei (M, g) eine zusammenhdngende geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei
heC>®(M), h>0 und h #0.
Dann gilt fiir jedes u € C*(M) mit (A +h)u < 0:

u=0 oder u<0 aufM.
Fiir jedes v € C2(M) mit (A + h)v >0 gilt:

v=0 oder v>0 aufM.

Beweis.

a) Sei w € C*>(M) mit (A +h) < 0und u # ¢ € R. Wihle 9 € M mit
u(zg) = mingeps u(zx), also insbesondere u(xg) < max,ens u(x).

—

Fiir ein hinreichend kleines o > 0 ist dann auch

max u(xr) < maxu(x). 1.29
2B (z) < maxu(z) (1.29)

Das Maximum-Prinzip [L5.1] angewandt auf M — B,(xp), liefert v < 0 auf
M — B,(zg) oder

max u(z) =  max u(z)
€M —By(z0) 2€I0By(x0)

IN

max u(z)
xE€By(z0)

< max u(x) . (1.30)

52



1.5 Das Maximum-Prinzip

Aus (L29) und (L30) folgt der Widerspruch maxzens u(xr) < maxgens u(z). Also
ist u < 0 auf M — By(xo). Da dies fiir jedes hinreichend kleine p > 0 gilt, ist auch
u < 0 auf M — {x¢}. Da die Funktion u in z¢ ihr Minimum annimmt, ist also auch
u < 0 auf ganz M.

b) Sei nun u = ¢ € R konstant. Dann ist zu zeigen: ¢ < 0. Sei 1 € M mit h(zy) > 0.

Dann ist
0 > ((A+h)u)(x)
= h(x1)-c,
~——
>0
also ¢ < 0.

c¢) Die Behauptung fiir v folgt mit v := —wv.

Bemerkung 1.5.4. Im Fall h = 0 gilt: falls Au < 0, so ist

0o > /Audvol
M

= /1 - Au dvol
M

= /(Vl, Vu) dvol
M

0.

Somit ist Au = 0. Es folgt

uAu dvol

(Vu, Vu) dvol ,
—_———
[Vul?

I
Se— S~

also Vu =0, somit u = ¢ € R.
In diesem Fall sind somit folgende drei Aussagen dquivalent:

1. Au<O.
2. Au=0.

3. u konstant.
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1.6 Differentialoperatoren und elliptische Regularitat

Definition 1.6.1. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine lineare Abbil-
dung L : C®°(M) — C*>(M) heiit Differentialoperator der Ordnung < k, falls es
Homomorphismenfelder A; € C*°(M,Hom(T"M ® --- ® T"M,R)) fiir j > 1 und

Ay € C*(M) gibt, so dass L von der Form ;
k
Lu = Z A; (VVu)
j=0
ist.

Bemerkung 1.6.2. In lokalen Koordinaten auf U C M ist

Lu = Z aal,...,anD?l . Don
mit ag,,.. a, € C*(U) und D; = 0

Beispiele 1.6.3
1. Ein Operator der Ordnung k = 0 ist offensichtlich von der Form Lu = Ag - u fiir
ein Ay € C*(M).

2. Jeder Operator der Ordnung k£ < 1 ist von der Form Lu = Vxu + Ag - u fiir ein
glattes Vektorfeld X.

3. Wir diskutieren hier insbesondere zwei Operatoren der Ordnung & = 2, nédmlich
den Laplace-Operator

Lu=Au=—trVu

mit Ag =0, A1 =0, Ay = —tr und den Yamabe-Operator

-2
Lu:Yu:Au—Fhscalg-u

mit Ay = 4(7:1—__21) scalg, A1 =0, Ay = —tr.
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Lemma 1.6.4
Sei (M, g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit und L ein Differentialoperator
der Ordnung < k. Dann setzt sich L eindeutig zu stetigen linearen Abbildungen

H*baM) —  HY(M)
cHlm) — cl(M)
Ck—l—l,a(M) N Cl,oz(M)

fort.

Beweis.

a) Wir suchen Konstanten C' > 0 so dass fiir alle u € C*°(M) gilt:
HLUHHl,q < C- “U”Hk+l,q . (131)

Da M kompakt ist, gibt es Konstanten Cj,, > 0 so dass |[V™A;| < Cj,, auf M.
Fir 0 < m <[ berechne nun:
77 (4; (V7))

e = V7" (VA) - Va4 (V) ||,

m

> (") (v (v )

1=0

La

)

m m L
= (l )CN vailﬂuHLq
—0 —

<llull gm+j.q

IN

Cry - lull gomsa -

Damit ist also

m
IV™Lul|lpa < C;;ZHUHHMHH
=0
< Cpllull gmika -

Damit ist schliellich

l
ILulgra < Conlltllgmena
m=0

IN

C - ||ull gtwa -

b) Analog beweist man die Fortsetzung auf die C- bzw. der C**-Réume, indem man
anstelle von || - ||z« die Normen || - ||co bzw. || - ||cr.« einsetzt. O
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Bemerkung 1.6.5. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und L ein Differen-
tialoperator der Ordnung < k. Dann gibt es einen eindeutigen Differentialoperator L*
der Ordnung < k, so dass fiir alle o, 1) € C¥(M) gilt:

(Lgp, ¢)L2 = (SD’ L*Tzz))L2 .

Hierbei ist (p,9)72 := [ Wy ¥ WY dvol das L?-Skalarprodukt. Man erhilt diesen Operator
durch k-fache partielle Integration.

Definition 1.6.6. L* heiflt der zu L formal adjungierte Operator. Gilt L* = L, so
heifit L formal selbstadjungiert.

Beispiel 1.6.7. Fiir den Laplace-Operator L = A ist nach (LI0) L* = A, d.h. A ist
formal selbstadjungiert.

Beispiel 1.6.8. Sei M =Rund L =z - %. Um den formal adjungierten Operator L*
R):

d
zu bestimmen, berechnen wir fiir ¢, € C}(

(ZZ)’L*QD)LQ = (L¢a@)L2

. e _ d
Somit ist L* = g+ 1.

Bemerkung 1.6.9. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und L ein Differen-
tialoperator der Ordnung < k. Fiir u € C¥(M) ist die Gleichung

Lu=f (1.32)
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dquivalent zu
(Lu,p)rz = (f,0)rz Vo e CF(M). (1.33)

und somit zu
(u, L*¢)po = (f, )2 Yo eCl(M).

Diese Gleichung kann evtl. auch erfiillt sein, obwohl u gar nicht differenzierbar ist.

Definition 1.6.10. Sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, und seien
u, f € Li (M )E Wir sagen: Lu = f gilt im schwachen Sinne, falls

loc
(u, L*@)p2 = (f, o)z Vo €CF(M).

Beispiel 1.6.11. Sei M = Rund L = x - %. Wir erinnern uns, dass L* = —x% + 1.
Betrachte nun die Heaviside-Funktion

u(x) ==

1 firxz >0
0 firz <0

Fiir ¢ € C°(R) gilt dann:

(u,L*p);2 = /L*(pdx

0
00

= —/(w)’dw

0
= —[zelg
=0
= (Oatp)LQ-

Somit gilt die Gleichung z g—; = 0 im schwachen Sinn. Dabei ist u ¢ CO(R), u & L'(R),

aber immerhin u € Lllo -(R).

®Die lokal integrierbaren Funktionen L},.(M) sind alle solchen, die iiber jedes Kompaktum K C M
integriert werden kénnen.
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Satz 1.6.12 (Globale elliptische Regularitit)
Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Funktion u € L'(M)
lose die Gleichung Au = f im schwachen Sinne. Dann gilt:

(i) Ist f € H*9(M), so istu € H**29(M), und die Gleichung Au = f gilt klassisch
(im Sinne der Fortsetzung von A auf Sobolev-Riume). Ferner gibt es ein
C >0, so dass gilt:

lullrevea < C-(fllgra + llullza) - (1.34)
Ungleichungen dieses Typs bezeichnet man als elliptische Abschétzungen.

(ii) Ist f € CH(M), so ist u € CF+2%(M), und die Gleichung Au = f gilt klassisch
(im Sinne der Fortsetzung von A auf Holder-Riume). Ferner gibt es ein
C >0, so dass gilt:

[uller+za < C-([[fllcka + lullcoe) - (1.35)

Ungleichungen dieses Typs bezeichnet man als Schauder-Abschétzungen.

Beweisskizze. Zur Illustration beweisen wir die Abschétzung in (i) mit ¢ = 2 und k£ = 0.
Gesucht ist also eine Abschétzung der Form ||ul| 2.2 < C- (|| fllz2 + ||ul|z2). Fiir die erste
Ableitung finden wir:

HVUH%Q = /(Vu, Vu) dvol
M
= /uAudvol
M
CSU
< lullgz - [[Auf| g2

1
< 5 (i + Aul) -

Fiir die zweiten Ableitungen berechnen wir:

|V2ul2, = (V2u,V?u) dvol
(Vu, V*VVu) dvol

(Vu, AyVu) dvol

[
S B S —
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1.6 Differentialoperatoren und elliptische Regularitét

= /(Vu, V Au) dvol + /(Vu,Pu) dvol
M M

= /Au - Audvol + /(Vu,Pu> dvol .
M M

Hierbei beobachtet man, dass P := A0V — VoA ein Differentialoperator der Ordnung
< 2 ist. Wir erhalten also:

V2] < IAulZe + [ Vullge - [[Pullr:
< | Aulfe + Cr- IVl g2 - full e
1
= [1Aullze +2- Cr - [Vl - 5 - [lull e
1
< llAulze + CF - IVuliz + 5 - lullfes -
Aufsummieren liefert also:
2
lullfee = [[V?ul[ 2 + IVullFe + ulZ:
3 Ct 3 1
< 5 lAulge + 5 (lullZe + [Aulzz) + 5 - lullze + 7 - llullfee -
Subtraktion von 4 - |lu||%2> und Multiplikation mit 3 liefert die gewiinschte
Abschétzung. O

Satz 1.6.13 (Lokale elliptische Regularitiit)
Sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und Q@ & M offen. Die Funktion
u € L (M) lose die Gleichung Au = f im schwachen Sinne. Dann gilt:

loc

(i) Ist f € HI(M) und v € LI(M), so ist u € H**29(Q), und die Gleichung
Au = f gilt klassisch auf Q (im Sinne der Fortsetzung[1.6.4] von A auf Sobolev-
Rdiume). Ferner gibt es ein C > 0, so dass gilt:

lullzesza@ < C - (Iflsaqan + lellzaon) (1.36)

(ii) Ist f € CH*(M) und u € CO*(M), so ist u € C**2%(Q), und die Gleichung
Au = f gilt klassisch auf Q (im Sinne der Fortsetzung [1.6.4 von A auf Hélder-
Rdiume). Ferner gibt es ein C > 0, so dass gilt:

lullersza@y < € (IFleron + lulleoeqn) - (1.37)
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Bemerkung 1.6.14. Dieser Satz kann mittels Abschneidefunktionen aus C°(M), die
auf € konstant = 1 sind, auf den globalen Fall [[.6.12] zuriickgefiihrt werden.

1.7 Green-Funktionen

Sei (M, g) eine geschlossene, riemannsche Mannigfaltigkeit. Betrachte den Differential-
operator L = A + h und wéhle ¢ < minge s h(z).

Lemma 1.7.1
L—c:H**(M) — L?*(M) ist ein Isomorphismus.

Beweis.

a) L — ¢ ist ein Differentialoperator 2. Ordnung, nach Lemma [L64 ist also
L —c:H*?*(M) — L?>(M) beschrinkt.

b) L — cist injektiv: Sei namlich f € H*?(M) mit (L — ¢)f = 0. Dann gilt:
0 = ((L_C)f7f)L2
= /f-(A—l—h—c)fdvol
M

= /]Vf]z—i-(h—c)-devol
—— N —
M >0 >0
= f = 0.

¢) Sei nun ¢ € L?(M) mit ¢ L im(L — ¢), d.h. fiir jedes f € H*»?(M) — insbesondere
fiir jedes f € C°(M) — gilt:

0 = ((p,(L—C)f)LQ
= /gp-(L—c)fdvol,
M

d.h. die Gleichung (L — ¢)¢ = 0 gilt im schwachen Sinn. Nach dem Satz iiber
elliptische Regularitat (L6.12]) ist ¢ € C>°(M), und die Gleichung (L — ¢)p = 0
gilt im klassischen Sinn. Nach b) ist dann ¢ = 0. Folglich ist im(L — ¢) = L?(M),
d.h. im(L — ¢) liegt in L?(M) dicht.

2
d) Sei nun ¢ € L*(M) beliebig. GemiB c) wihle ¢; := (L — ¢)f; mit v; L) .
Insbesondere ist (1;);en eine Cauchy-Folge in L?*(M). Wegen der elliptischen
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Abschétzungen [34]ist dann f; eine Cauchy-Folge in H*?(M). Fiir den Grenzwert
limj o0 f; =: f € H**(M) finden wir:

(L-of (L —c) lim f;

Jj—00

e

lim (L — ¢)f;
j—o0
j—o0

Y.

Somit ist L — ¢ surjektiv.

e) Die Inverse (L —c)~t : L2(M) — H?*2(M) ist beschrinkt nach dem Satz von der
offenen Abbildung bzw. aufgrund der elliptischen Abschétzungen (L34]).

Wir haben also mit dem Satz von Rellich-Kondrakhov

(L—c)~1 kompakt
H (_)

L*(M) H*2(M) L*(M).

Nach Bemerkung [[L2.9]ist daher (L —c¢)~!: L?(M) — L?(M) ein kompakter Operator.
Der Spektralsatz iiber kompakte Operatoren auf einem separablen Hilbertraum liefert:
spec(L — ¢)~! besteht nur aus Eigenwerten endlicher Multiplizitit, die sich genau bei
0 hiufen. Ferner gibt es eine vollstindige Hilbertraum-Basis von L?(M), bestehend aus

Eigenfunktionen von (L — ¢)~!. Ist f eine Eigenfunktion von (L — ¢)~! zum Eigenwert
v, so ist f ebenfalls eine Eigenfunktion von L zum Eigenwert A := ¢ + %, denn

(-0 f=v & S f=(-0f

1
& Lf= <c + —) I
v
x Da L formal selbstadjungiert ist, sind die Eigenwerte von L reell, denn

)"(f7f)L2 = ()‘faf)L2
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1 Analytische Grundlagen

*x Das Spektrum von L ist nach unten beschréankt, denn
Alfllze = (Lf, e
= /f - Lf dvol
M

= /f-(Af+h)dv0l
M

= [P ne s
M
> e £
— A > —c.

*x Somit konvergieren die Eigenwerte von L gegen +oc0.

x Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal, denn

M- (fiufo)e = (Lfi, f2)p2

(f1, Lf2) 2

A2 (f1, f2) e

= 0 = (A1—X2)-(f1,f2)p2 -
T

* Somit gibt es eine vollstindige Orthonormalbasis von L?(M), bestehend aus Ei-
genfunktionen von L.

x Nach dem Satz iiber elliptische Regularitit sind alle Eigenfunktionen von L glatt.

Beispiel 1.7.2. Sei (M,g) = (T",9) = (R"/Z", g) ein flacher Torus, und sei

L=A=-— —_—.
Z (axl)2
7=1
Fir k € Z" setze fy(z) = e*™@k) Fiir jedes z € Z" und jedes z € R™ ist
fr(x + 2) = fr(z), daher steigt fr zu einer glatten Funktion auf dem Quotienten
M = R"/Z™ ab, die wir ebenfalls mit f; bezeichnen. Wir berechnen:

o .
@fk = 2mikj- fi
= Afi = —@ri)?) k- fe=@m)P kP
7j=1
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1.7 Green-Funktionen

Daher ist
spec(A) = {(2n)*|k|* [k € Z"} .

Die Entwicklung einer Funktion g € C*°(T™) in der Basis {fi | k € Z"} entspricht genau
der Fourier-Reihenentwicklung periodischer Funktion g € C*°(R"™).

Im Folgenden schreiben wir zur Abkiirzung H*(M) := H%2(M), also insbesondere
HO(M) := L2(M).

Definition 1.7.3. Fiir k € N setze

H*0 = (HY M) (1.38)
- {l:H’“(M)—)(C\lbeschréinkt, hnear}. (1.39)

Die kanonische Paarung schreiben wir als:
H*M)x H*(M) — C
@) = W) =0J). (1.40)

Dies verallgemeinert die Schreibweise des L2-Skalarproduktes, denn mnach dem
Riesz’schen Darstellungssatz ist das Hilbertraum-Skalarprodukt die kanonische Paarung

und identifiziert (L*(M))" mit L2(M).
Fir k > [ ist H*(M) c HY(M), also H~*(M) > H~Y(M). Wir haben daher eine
unendliche Kette von Inklusionen:
D H(M)>H YM)> HYM)> HY (M) > H*(M) > ---
Nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz [LT.27] gilt:
(N H (M) = Cc>(M).
keZ

Als Dualrdume der Hilbertriume H*(M) tragen die Réume H~¥(M) in natiirlicher
Weise eine Hilbertraum-Struktur.

Definition 1.7.4. Die Vereinigung

U (M) = D). (1.41)
kEZ

Die Elemente aus D'(M) heifien Distributionen auf M.
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1 Analytische Grundlagen

Beispiel 1.7.5. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n und p € M beliebig. Fiir f € CY(M) setze (5, f) := f(p). Die Auswertung in p ist
beschrénkt, denn [(dp, f)| = [f(P)| < [[fllco(ary- Fiir k£ > 5 ist nach dem Sobolev’schen
Einbettungssatz die Verkettung

H* (M) < (M) 2 ©

eine stetige lineare Abbildung, d.h. §, € H=*(M).

Bemerkung 1.7.6. Mit einem analogen Beweis zeigt man: Fiir jedes j € N ist
(L+c¢) : HY(M) — H(M)
ein Isomorphismus. Indukiv erhélt man fiir jedes j € N die Isomorphismen

(L+c): H9(M) — H**M)
und (L4 H¥(M) — H ¥ (M).

Setze nun
X1, := {endliche Linearkombinationen von Eigenfunktionen von L} C C*°(M).

Da (L + ¢)(X1) = Xy, liegt X, € H%(M) fiir jedes j € N dicht. Sei (f})jen eine
vollstéandige Orthonormalbasis von L?(M), bestehend aus Eigenfunktionen von L. Fiir
ein p € C*°(M) sei ),y ai - fi die Entwicklung in dieser Basis. Wir berechnen:

L+ fie) = (i L+)e),

= (()‘j+c)'fjazai'fi)L2

i€N
= (N +9) -9

Somit ist (L + ¢)*f; = (X\j + a) - f;, und insbesondere ist (L + ¢)*(X)Xr. Damit liegt
X, auch in H=%/(M) fiir alle j € N dicht. Insbesondere ist also C*°(M) C H? (M) dicht
fir alle j € Z.

Ubung 1.7.7
Sei (M,g) = (R"/Z", gfach) der flache Standard-Torus. Fiir k > 2 ist §y € H*(M).
Berechnen Sie die Entwicklung von &y in der Basis (fx)rez» aus Beispiel
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Definition 1.7.8. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit, sei
L=A+h mit h € C®°(M), und sei p € M beliebig. Dann heifit T' € D'(M) eine
Green-Funktion von L an der Stelle p, falls gilt:

L*() =6, . (1.42)

Bemerkung 1.7.9. Ist 0 € spec(L), so sind

L:HY(M) — HY (M)
und  L*: H %Y2(M) — H (M)

Isomorphismen. Daher ist I' := (L*)~14, die eindeutige Green-Funktion von L an der
Stelle p.

Bemerkung 1.7.10. Falls ¢ € C°(M — {p}), so ist

(0, Ly) = (L'T.¢)
= (5p’90)
= ¢(p)
= 0,

d.h. I" 16st die Gleichung L*T" = 0 im schwachen Sinn auf M — {p}. Nach dem Satz {iber
elliptische Regularitit [L6.12list dann bereits I' € C>°(M — {p}) und erfiillt die Gleichung
LI' = 0 klassisch.

Beispiele 1.7.11
1. Sei (M,g) = (R™, geux) und n > 3. Setze r := |z|. Fiir eine beliebige Funktion
¢ € C(R™) berechnen wir:

(A7) e) = (P Ap)
= /rz_"Acpdx

Rn
[e.9]

- / / A@(Tﬂ) d’UOlsn71(19) 702*n7,.n71 dr
0 gn—1
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_ 7A< / go(rﬂ)dvolsn_1(19)>rdr

0 gn—1
::wn:rlw(r)
i -1
= Wp-1- <—¢// - n—zl)/) rdr
/ T
— [ (= 0= D) dr = [0 o]
0 =0

o0

= —(n=2)war - [00)]

= (n=2)-wn1-9(0)

= n—2) wp1- (50,g0).
Somit ist A*(r2™") = (n—2)-wy,_1-d, d.h. W-r%” ist eine Green-Funktion

0

von A auf R™ an der Stelle 0. Setzt man r(x) := dist(z, z¢), so erhdlt man analog
eine Green-Funktion an der Stelle xg.

. Sei (M,g) = (R?, goun)- Setze r := |z|. Fiir eine beliebige Funktion ¢ € C2°(R?)

berechnen wir:

(A*(log(r)),ap) = /log(r)-Aapdr

= / < /5 p(rd) dvolsl(ﬂ)> log(r)r dr

—:2m (1)

< '+ ¢> -rlog(r)dr
[
0
EGIN
= —2m-(0)

= 27 (50,<p) .

Somit ist A*(log(r)) = —27 - &y, d.h. —5= - log(r) ist eine Green-Funktion von A
auf R? an der Stelle 0. Setzt man r(z) := dist(x,79), so erhilt man analog eine
Green-Funktion an der Stelle xg.

Il
[\
:]
8 0\8

" (log(r) +1) — - log(r)) dr — 27 - [W . rlog(r)}zo

—_——

= 2m-.
=0

= 27



2 Das Yamabe-Problem

2.1 Konforme Geometrie

Erinnerung 2.1.1

Der Gradient einer differenzierbaren Funktion f auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit
ist das Vektorfeld gradf mit (gradf(p), X) = Vf(X) fur alle X € T,M und alle p € M.
In lokalen Koordinaten ist gradf = ¢/ (9;f) - 9; .

Lemma 2.1.2
Seien g und g = e**- g konform dquivalente riemannsche Metriken auf einer n-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit M und u € C*°(M). Dann gilt:

(1) Der Levi-Civita-Zusammenhang auf TM zur Metrik g ist gegeben durch:
V&Y = V%Y + Vu(X) -y + Vu(Y) - X — (X,Y) - grad u. (2.1)

(i) Der (4,0)-Krimmungstensor bzgl. g ist gegeben durch:
<RE(X,Y)Z, W>g
= . { (RI(X,Y)Z,W),
+V2u(X, Z) - (Y, W) — V2u(X,W) - (Y, Z)
—V*u(Y,Z) - (X, W) + Vu(Y,W) - (X, Z)
—Vu(X)Vu(Z) - (Y, W) + Vu(Y)Vu(Z) - (X, W)
—Vu(Y)Vu(W) - (X, Z) + Vu(X)Vu(W) - (Y, Z)
+ (X, Z0Y, W)[Vul? — (¥, Z)(X,W)|Vul?* }. (2:2)
Hierbei sind alle Terme auf der rechten Seite bzgl. der Metrik g.

(t3i) Der Ricci-Tensor (als Bilinearform) bzgl. g ergibt sich zu:

ricg = ricg — (n — 2)(V2u - Vu® Vu) + (Au—(n— 2)|Vu|2) -q. (2.3)

(iv) Fiir die Skalarkrimmung bzgl. g erhalten wir dann:

scal; = e” "+ {scaly + 2(n — 1)Au — (n — 2)(n — 1)|Vu[?} . (2.4)
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2 Das Yamabe-Problem

(v) Fir den spurfreien Anteil By = ricy — Scalg - g des Ricci-Tensors finden wir
schlieflich:
-2
B; =By — (n—2) (Vu—Vu® Vu) — nT (Au+ |[Vul?) - g. (2.5)
Bewets.

(i) Wir berechnen zunéchst

X(Y,Z); = X(*(Y,Z),)
= ¥ 2Vu(X) (Y, Z), + - X(Y, Z),
= 2Vu(X) - (Y, Z); +e* X(Y,Z),.
Die Koszul-Formel liefert daher:
2(VRY.Z), = X(Y,Z)3+Y(Z,X)5 — Z(X,Y)g
—(X,[Y, Z)g + (V. [2, X])g + (2, [X, Y])g
- 62“{ OVU(X) - (Y, Z)y + 2Vu(Y) - (Z,X), — 2Vu(Z)(X,Y),
+X(Y,Z)g +Y(Z,X)g — Z(X,Y),
~(X, [V, Z])g + (V,[2,X]), + (2, X, Y] }
= 22 Vu(X) - (Y, Z)y + Vu(Y) - (2, X), - Vu(Z) - (X, V),
+(V4Y,2), }
= 2(V4Y +Vu(X) Y+ Vu(Y) X — (X,Y) - gradu, Z >g.

(i7) Der Kriimmungstensor RY ist tensoriell in allen Eintréigen, d.h. der Wert in p von
(RI(X,Y)Z,W)g hiingt nur von X, Y, Z, W € T,M ab. Wihle daher Fortsetzungen
von X, Y, Z zu Vektorfeldern, fiir die paarweise alle kovarianten Ableitungen bzgl. g
in p verschwinden, also (VxY)(p) = (VyX)(p) = [X,Y](p) = 0 und analog fiir
X,Z bzw. Y, Z. In dem Kriimmungstensor verschwinden daher im betrachteten

Punkt bereits die Terme mit kovarianten Ableitungen nach [X, Y] bzw. [Y, Z]. Wir
haben also:

(BEXNZW),0) = ((V)y ZW = (V)3 ZW) @)
= (VAVYZ W), (p) + (VS VXZ W) (p).

Bei der folgenden Berechnung von (V% VY. Z, W);(p) kénnen wir ferner alle Terme
ignorieren, die symmetrisch in X,Y sind, denn diese fallen bei der anschlieBenden
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2.1 Konforme Geometrie

Antisymmetrisierung zu (R9(X,Y)Z, W);(p) ohnehin weg. Wir erhalten also durch
zweimaliges Anwenden von (2.1I) (hier und im Folgenden sind Terme ohne Index
stets bzgl. g):

—2u g g
e (VEVEZ,W)_ (p)

= << VY (VyZ+VuY) Z+Vu(Z) Y — (Y, Z) - gradu), W >> (p)

= << VxVyZ+Vx(VuY) - Z+Vu(Z) Y —(Y,Z) - gradu) , W >

+ Vu(X)- < (VyZ + Vu(Y) - Z +Vu(Z)-Y — (Y, Z) - gradu) , W >

+ (Vu(Y)Vu(Z) +YVu(Z)Vu(Y) = Y, Z) - (Va, Vu>> (X, W)

(X, VyZ+YVuY)-Z+YVu(Z)-Y = (Y, Z) - gradu ) - (grad u, W}) (p)

= << VxVyZ + Vx(Vu(Y)) -4+ Vx(Vu(Z)) Y — (Y, Z> -Vxgradu, W >

+ Vu(X)Vu(Y W Z, W) + Vu(X)Vu(Z) (Y, W) —
+ Vu(Y)Vu(ZX, W) + Vu(Z)Vu(Y) (X, W) — (Y, ZU{X, W)|Vu|?

— Vu(Y)Vu(WNX, Z) + Vu(Z)Vu(W){X,Y) + ) (p)

= ((vayz, W) + V2u(X, Z) (Y, W) — VZu(X, W)Y, Z)

+ Vu(X)Vu(Z) Y, W) + 2Vu(Y)Vu(Z)(X, W)
— Vu(YV)Vu(W)(X, Z) — (Y, Z{X, W)|Vu|?

+ Terme symmetrisch in X, Y) (p)

Zusammen mit den entsprechenden Termen fiir (V. V% Z, W);(p) ergibt sich die
Behauptung.

(i73) Bilden ej, j = 1...n eine lokale Orthonormalbasis fiir g, so bilden e e, j =1...n
eine lokale Orthonormalbasis fiir g. Wir erhalten daher fiir den Ricci-Tensor, aus-
gewertet in X, W:

ricg(X, W) = Z<RQ(X,efuej)67“ej,W>g
j=1

= > e (RI(X, e))ej, W),
j=1
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3

Z( (X, ej)e;, W)
= vRu(X, ej) - (ej, W) — V2u(X, W) -
—V? u(ej, e;) - (X, W) + VZu (ej, W) -
— Vu(X)Vul(ej) - (ej, W) + Vu(ej)Vu
— Vu(e;)Vu(W) - (X, e;) + Vu(X)V
+ (X, ¢5) (e, W) Vul? = (ej,e5) - (X,
= 1icy(X, W) + VZu(X, W) — n- VZu(X, W)
+Au- (X, W) + V2u(X, W)
— Vu(X)Vu(W) + |Vul>(X, W)
—Vu(X)Vu(W) + n- Vu(X)Vu(W)
+ | Vul> (X, W) — n- |Vul*(X, W)
= ricg(X, W) — (n—2)V2u(X,W) + (n — 2)Vu(X)Vu(W)
+Au- (X, W) — (n—2)|Vul|? - (X,W).

(ej,¢€5)
(X, e5)
(e5) - (X, W)
u(W) - (ej,ej)
W) |[Vul? )

Hierbei haben wir benutzt, dass tr(—V2u) = Au.

(iv) Die Skalarkriimmung erhalten wir als Spur des Ricci-Tensors:

n

: —u —u
scaly = g ricg (e ei,e ei)
i=1
n

— v, Z {ricg(ei, ei) _ (n _ 2) (V2u) (ei7 ei) + (n — 2)VU(ez)VU(ez)

i=1
+ A fei, ) — (= 2| Vul - (e eq) |

= e 2u. {scalg +(n—2)Au+ (n —2)|Vul> +n - Au
—n-(n—2)-|Vul? }

(v) Aus (Z3) und (24) berechnen wir:

scalg L

Bg = I'ng —
n
= ricg — (n—2) (Vzu - Vu® Vu) 4+ (Au— (n — 2)|Vu|2) g
- l(scalg +2(n—1)Au— (n—2)(n —1)|Vul?) - g
n

= By—(n—2)(Viu—Vu® Vu)

+<( ngl)-Au—l—<(n_2)#—(n—2)>-|Vu|2>-g
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Im Folgenden sei dim(M) =n > 2.

Definition 2.1.3. Der Differentialoperator Y, definiert durch

n

=7
Y(p):= Ago—l—mscal-go,

heifit Yamabe-Operator oder konformer Laplace-Operator.

Lemma 2.1.4
Ist g = e - g, so gilt fir alle o € C2(M):

_n+2,
2

Y(p) =e i <ean2ﬂ . cp) .

Beweis.

Yi(p) = e <Agap — (n—2)(Vu, th>>
+ 4(27__21) ceu <scalg + 2(n—1)Au—(n—2)(n— 1)|Vu|2) )

= e <Aggo — (n—2)(Vu, V)

-2 —2)?

* 4

n—2 cal )
74(71_1)50219 %)

:e—”524u:te”524g.¢
(

n n— 2 —2 n
= @7%2.'& (622uAggp —_ 7,’7/ )6 2

2V, Vo)
n—2 n—2 a2,
+A<e2 >-<p+me2 scalg -

(I18) n n— -2 n—
= e—%g‘“ (Ag <eTQ'“¢) + h eTQ'“ scalg - g0>
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2 Das Yamabe-Problem

Mit der Substitution e** = fP~2 mit p = 2—"2 erhalten wir:
Folgerung 2.1.5
Es gilt
Y5 (F7') = F177Y(p) - (2.6)

= f lefert insbesondere fiir das konforme Transformationsverhalten der Skalar-
krimmung:

scaly = fior <4 Z: Ay f +scalg - f) . (2.7)
Beweis.
n+2 _n=2,
W) = cE ()

. _ 2n—2(n—2
wobei wir benutzt haben, dass 242 = 222 . 242 ypd p -2 = 20 _ 9 — 28 (n-2) _ 4
4 4 n—2 -2 n—2 n—2
1 = 2n— (n 2) 2

sovsnep—l—n2 —

Setzen wir ¢ = f in (2.0)) ein, so erhalten wir:

n—2

Y;(1) = mscalg
= fling(f)
—p n—2
= fi <A(f)+74(n_1)scalg-f> . 0

Im Folgenden sei n > 3, p = 2T” und a = ﬁ’ also Y = A + a - scal. Damit finden
wir: Die Metrik g = e?“ - g = fP~2. g hat konstante Skalarkriimmung s.

1
scaly =s & fI°P (— ~Agf +scaly - f> =3
a

& Au[,!}"—l—a-scalg-f:a\-’-s/-fp_1
=\
s Y, (f)y=r-frh
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2.1 Konforme Geometrie

Wie wir noch sehen werden, hingt das Losungsverhalten der nichtlinearen Eigenwert-
gleichung Y (p) = X - ¢? stark von dem Wert ¢ ab. Der kritische Wert ist genau der
geometrisch relevante, also ¢ = p—1 = ”*2 . Fiir ¢ < Z—J_FQ 15‘5 die Losungstheorie der
Eigenwertgleichung dem linearen Fall sehr ahnhch Fiir ¢ > -~ 2 existieren i. Allg. keine
Losungen.

Wie viele geometrisch relevante Differentialgleichungen, so ist auch die Gleichung
Y(f) = A- fP~! die Euler-Lagrange-Gleichung eines geometrisch natiirlichen Funktio-
nals:

Lemma 2.1.6 (Yamabe)
Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist die nichtlineare
Eigenwertgleichung Y (f) = X - fP=! die Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals
[ scalg dvolg
Qg) = -~

2/p
< f dvolg>
M

bzgl. der Variation in der konformen Aquivalenzklasse von g, also § = e**-g = fP=2.g

u, f € C*(M).

Beweis. Fiir das Volumenelement von g finden wir:

dvolg = e""dvoly = e(p72)'("/2)dvolg = fPdvoly ,

denn z% - % . "T_2 = 2. Daher ist
/ dvoly = /fdeOl = HfHLp (M,g) *
M

(Im Folgenden sind alle nicht explizit indizierten Terme bzgl. g). Fiir den Zihler von

Q(g) finden wir daher:

/ scalg dvolg =

M

fLop (2.Af + scalg-f> - [P dvoly

SHN

fAf + fQScalg> dvol,

/N N
ISE

V12 + fzscalg> dvol,

I
i SO
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2 Das Yamabe-Problem

Fiir die Variation von Q(g) = Q4(f) := ff"n(gf ) berechnen wir:
LP

D) By (f +th)

=l /%‘O (2 AV(f +th))? + (f +th)2s,calg> dvol,

M

= 2/ (% (Vf,Vh) + f-h-scalg> dvol,

o {2(

SHES

-Af 4+ f- scalg> - hdvolg

und

o (11)"

2/p
d
o freanen)
M
2/p—1
d

(/f+thpdvolg) -/E‘O|f+th|pdvolg
M

M

VI I

N 1512 - [ 4770 havol,.

M

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass f > 0, also |f + th| = f + th fir
hinreichend kleine ¢. Zusammen erhalten wir also:

d _dy (Eg(f+th)
| Qolf +th) = E‘o (ngT>
_ 1 (4 e A e
11, <dt‘0Eg(f+th) 1f1Ize — Ey(f) dt‘o”fHL”>
2 1 B
- mz\l <E.Af + scalg - f — ”f”Lz{)'Eg(f)'fp_1> - hdvol, .

Somit ist f ein kritischer Punkt von @4 genau dann, wenn

(5-a7 +scaly 1 = IfIE - Eyl) 17 =0,

Eo(f) .

also genau dann, wenn Y (f) =a -
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2.1 Konforme Geometrie

Bemerkung 2.1.7. Das Yamabe-Funktional ¢, bzw. @ ist nach unten beschrénkt,
denn fiir den einzigen evtl. negativen Term finden wir die Abschéitzung

= lscaly- 2l

‘/scalg . fzdvolg
M

Holder 5
< lscalgll Lwr2 - [1f7 Nl Lor

T2
= lscalgll w2 - If1IZs

so dass Qq(f) > —||scaly|| ;./2)+ fiir alle f.

Definition 2.1.8. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 2. Die Yamabe-Invariante

A(M,[g]) = inf{Q(g) | g konform dquivalent zu g }
= mf{Qu(f) [ f€C®(M),f>0}

ist eine Invariante der konformen Aquivalenzklasse (kurz: der konformen Klasse)
[9] := {7 | g konform dquivalent zu g} = {€?* - g|u € C>*(M)} von g.

Bemerkung 2.1.9. Ist die Skalarkriimmung von (M, g) positiv, scal > 0, so gibt es
wegen der Kompaktheit von M eine positive untere Schranke scal > C7 > 0. Somit gilt
fiir den Zahler des Yamabe-Funktionals

E,(f) > /<%-|Vf|2+01-f2> dvoly, > Co-|fl3e-
M

Andererseits gilt wegen des Sobolev’schen Einbettungssatzes [L1.21]

IF17: < Cs-|IfllFne:

Damit gilt fiir das Yamabe-Funktional und alle f

und somit
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2 Das Yamabe-Problem

Bemerkung 2.1.10. Fiir M zusammenhéngend und n = dim(M) > 3 gilt:

1
B = ric — 222 g=0 & M ist eine Einstein-Mannigfaltigkeit.
n

Bewesis.
<: ric = A - g mit A € R impliziert scal = X - n, alsoBzA-g—%”-gzO.
=: Durch kovariante Ableitung der Gleichung nric = scal - g erhalten wir

n Vric = Vscal ® g, also

n

n - div(ric) :=n - Z (Ve,ric) (e, ) = Z Ve,scal - g (e;,-) = Vscal. (2.8)

i=1 i=1

Die 2. Bianchi-Identitat liefert andererseits

0 = > (VxR(e;, 2)Y + Ve, R(Z, X)Y + VzR(X,e,)Y, €;)
=1

= (Vxric) (Y, 2) + Y (Ve R(Z, X)Y, e;) — (Vzric) (X,Y).
=1

Mit X =Y = e; erhalten wir durch Summation {iber j
0 = 2divric(Z) — Vzscal,
d. h.
2divric = Vscal. (2.9)

Da n # 2, folgt Vscal = 0. Da M zusammenhingend ist, muss scal = s € R
konstant sein und daher ric = A - g mit A = 2.

O
Erinnerung 2.1.11
Die Modellrdume konstanter Schnittkriimmung s sind:
(Sn’ % : gsph) ) k>0
M: = (Rna geukl) 3 k=0 . (210)

<Hn, ﬁ . ghyp) s k<0

Bemerkung 2.1.12. Ist (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n, so
gilt:

(M, g) ist lokal isometrisch zu M. < (M, g) hat konstante Schnittkrimmung K = &.
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2.1 Konforme Geometrie

Beweisskizze.
= Kklar.

< Wihle hinreichend kleine Bélle um Punkte p € M und ¢ € M} so dass die rie-
mannschen Exponentialabbildungen Diffeomorphismen sind. Wéhle eine lineare
Isometrie T" der euklidischen Vektorrdume 71" : T, M — T, M. Dann ist die Verket-
tung

!

B.(0) C T,M T,M" > B,(0)

\Lexpp \Lequ

B.(p) c M My O B.(q)

1%

exp, oI oexp, ' : B.(p) = By(q) ein Diffeomorphismus. Der Nachweis, dass dieser
Diffeomorphismus eine Isometrie ist, beruht auf der Beschreibung des Differentials
der riemannschen Exponentialabbildung mittels Jacobifeldern. Letztere kénnen im
Fall konstanter Schnittkriimmung explizit hingeschrieben werden. O

Beispiel 2.1.13. Flache Tori sind lokal isometrisch zu (R™, geuk1), aber global nicht
einmal homo6omorph.

Die relativ starke Bedingung lokaler Isometrie zu M} ist also durch die ebenfalls starke
Bedingung konstanter Kriimmung festgelegt. Eine schwéchere Bedingung ist die lokal
konformer Aquivalenz. Eine naheliegende Frage ist also: sieht man der Kriimmung an,
ob eine Mannigfaltigkeit (M, g) lokal konform &dquivalent zu (R", geyy) ist ?

Definition 2.1.14. Eine riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heiit konform flach,
falls es zu jedem p € M eine Karte (U, ®, V') und eine Funktion v € C*(U) gibt, so
dass gilt:

g|U = eZu : ((I)_l)*geukla

In anderen Worten: (M, g) heifit konform flach, falls um jedes p € M Koordinaten
existieren, in denen gilt: g;; = 62“51~j.

Bemerkung 2.1.15. Fiir n = 2 kennt man solche Koordinaten klassisch als isotherme
Koordinaten.
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2 Das Yamabe-Problem

Beispiel 2.1.16. M} mit £ > 0 ist konform flach:

Es geniigt den Fall k = 1 zu betrachten, denn die Eigenschaft konform flach zu sein, ist
offensichtlich invariant unter Reskalierungen der Metrik.

Sei also (S",gspn) die Standardsphére und ey = (1,0,...,0) der Nordpol.
Schreibe y = (°,9,...,y") = (4°,9). Die stereografische Projektion im Nordpol
o:8"—{ep} — R" ist beschrieben durch (0,0(y )) (0 :U) = (1 — t)eo + ty. Damit
ist 0= (1—1¢)-1+¢-y° alsot == yo—a(y)

Um (o 1)* gsph Zu bestimmen, berechnen wir die Anderung der Lange eines Tangential-
vektors v € T,S" = {v € R" | (v,y) = 0} unter 0. O. B. d. A. sei dazu |v| = 1. Wir
setzen dann ¢(t) = cos(t) - y + sin(t) - v. Dann ist ¢(t) € S™ fiir alle ¢ und ¢(0) = v,
¢(0) = v. Wir berechnen:

FARCO)
_‘ cos(t) - g + sin(t)v
dtlol — cos(t) - y© — sin(t) - v°

0-(1=¢") =4 (=)

(1—-9)? '
Fiir die Linge erhalten wir also, unter Beachtung von |92 = 1 — (v°)2, |§]? = 1 — (y°)?
und (0, 9) = —vy°:

2(1_ 1_ o 005 0\2 |52
‘dO’(U)‘Q — ’U‘ ( ) <( Y )U y> + (U ) ‘y’
(1 -y
(1= (%) (1= =2(1=4°) ()50 + () (1 - (°)°)
- (1-49)"
(1= 02) (L= 9) =2 (2" P4 () (449
- (1-y%)°
B 1
-y
2
Als Funktion von x erhalten wir also: z = #, und damit |z|? = tl__(zz))Q = };H;g Es
folgt |z]? +1 = 1+y107+y107y0 = 1—2y07 und schliellich
(0_1)* Gsph = (1 - y0)2 * Jeukl = L *Jeukl -
(o + 1)
2u(x)

Ubung 2.1.17
Zeigen Sie: M} ist konform flach fiir x < 0.
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2.1 Konforme Geometrie

Definition 2.1.18. Seien h und k zwei symmetrische Bilinearformen auf einem Vek-
torraum V. Das Kulkarni- Nomizu-Produkt h ® k ist definiert durch

(hok)(X,Y,Z,U) = h(X,U)k(Y,Z)+ h(Y,Z)k(X,U)
— WX, Z2)k(Y,U) — WY, U)k(X, Z) (2.11)

fiir X,Y, Z,U € V.

Bemerkungen 2.1.19

1. h® k hat dieselben Symmetrien wie der Kriimmungstensor R: Wir finden namlich

(hok)(X,Y,Z,U) = h(X,0)k(,Z)+h(Y,2)k(X,U)
—h(X, Z)k(Y,U) — h(Y,U)k(X, Z)
= — (Y, U)k(X,2) + h(X,Z)(Y,U)
—h(Y, Z)k(X,U) — M(X,U)k(Y, Z))
= —(hOKk)(Y,X,Z,U)

und

(hok)(X,Y,Z,U) = h(X,U)k(Y,Z)+h(Y,Z)k(X,U)
—h(X, Z)k(Y,U) — h(Y,U)k(X, Z)
= W(Y, Z2)k(X,U) + h(X,U)k(Y, Z)
—h(X, Z)k(Y,U) — h(Y,U)k(X, Z)
= W(Z,Y)k(X,U) +h(Z,U)k(Z,Y)
—h(Z, X)K(U,Y) — h(U,Y)k(Z, X)
= (hok)(Z,U X,Y)

sowie die 1. Bianchi-Identitét:

(hO k)XY, Z, W)+ (ho k)Y, Z, X, W) + (ho k)(Z,X,Y,W)

= WX, U)kY,Z)+ — WX, 2)k(Y,U) — h(Y,U)k(X, Z)
FR(Y,UVK(Z, X) + WZ, X)E(Y,U) = h(Y, X)k(Z.U) — h(Z,U)k(Y, X)
FR(Z,DVk(X,Y) + h( X V)(Z.U) — — WX, U)k(Z,Y)

= 0.

2. Fir n > 3 gilt:

K=r & (RX,Y)Z,U)= g (g ®g)(X,Y, Z,U),
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2 Das Yamabe-Problem

(dh. Ry = § - g ® g), denn die Schnittkriimmung schreibt sich mit @ als

Ry(X,Y,Y,X : :
K(E(X,Y)) W, wobei E(X,Y) C T,M die von X und Y aufge-

spannte Ebene ist.

Definition 2.1.20. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension
n > 3. Der Weyl’sche Kriimmungstensor W (kurz: die Weyl-Krimmung) ist definiert
durch:

(W(X,Y,Z),U) =Wy(X,Y,Z,U), (2.12)

wobei Wy(X,Y, Z,U) := Ry — 50255 - (9 O g) — 725 (BO g).

Lemma 2.1.21
Sei dim(M) = n > 3, und seien g und g = €2* - g konform dquivalente riemannsche
Metriken auf M. Dann ist W := Wg=Wy=W.

Beweis. Wir zeigen: Wy = e Wy:

_ _ scal 1 =
Wy = Rif————gDg— Bpg
4 4 2n(n—1)g®g n—2 Oy

1
- 62"-{R4—v2u@g+(vu®w)®9—§IW|29@9}

—2u
_ h . {scal +2(n—1)Au—(n—-2)(n— 1)|Vu|2}e4“g ®g
! -2
_n_z'{B_(H_Q)(VQU_VQL@V“)_n—(Au—i-\Vu]Q)-g}@QQU,g
B L. N
= e {R4 2n(n_1)9@g n—23®g}
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2.1 Konforme Geometrie

Folgerung 2.1.22
Ist (M,g) konform flach, so ist W = 0, denn die Krimmung ist eine lokale Grifie,

und die Weyl-Kriimmung W ist konform invariant.

Ist diese notwendige Bedingung fiir konforme Flachheit auch hinreichend?

Satz 2.1.23
Es gilt:

n = 2: Jede Fliche ist konform flach.

n = 3: Hier gilt stets W = 0.
FEine 3-Mannigfaltigkeit M ist konform flach < V (B+ 1—128(:al-g) st ein

symmetrischer (3,0)-Tensor.

n>4: (M,gqg) konform flach < W = 0.

Der Beweis des Satzes ist nicht ganz einfach und wir lassen ihn aus Zeitgriinden weg.

Bemerkung 2.1.24. Firn >3 gilt: K =xk€R < B=0und W =0.

Beweis. Aus Bemerkung 2.1.T0] wissen wir bereits ric=A-g < B = 0.
=: Sei K = x € R. Dann gilt
R4:gg®g — ric=(n—1)k-g = B=0

— scal=n(n—1)k

K n(n — 1)k
— W=Sgpg-""% ng=0.
2909 o1y 9%Y

<: Sei B=0, also ric= X - g und scal = n - X\. Dann gilt:

n-A A
0=W =Ry — — 2 _ Ri=—"
oo 9%Y T T o )90

A . O
n—1

— K=
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2 Das Yamabe-Problem

2.2 Der Modellfall: Die Sphare

Wie zuvor sei im Folgenden immer (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimen-

sion n > 3, es sei p = % und a = 481—121). Der Yamabe-Operator ist Y = A 4 a - scal.

Fiir die Funktionale @ : [g] — R", definiert durch

[ scalg dvolg

.M

Q(g) ‘ (f d’UOlg)2/p
M

bzw. Qg : {f € C*(M)| f > 0} = R, definiert durch

é(gwﬂ? + scaly - f2) dvoly,
Qq(f) ==

)

A

hatten wir gesehen:

g = fP~2g ist ein kritischer Punkt fiir Q

& fist ein kritischer Punkt fiir @),
a-Qqg(f -
< Y(f) = % .l
[Paly

A Qu(f)

< g hat konstante Skalarkriimmung — P
@ fI

Ferner wissen wir: ), ist nach unten beschrankt durch —||scalg||; (/2)+ . Eine naheliegende
Strategie zur Losung des Yamabe-Problems ist also, Minima von @ bzw. Q4 zu suchen.
Die Yamabe-Invariante

A(M,[g]) = inf{Q(g) | g konform &dquivalent zu g}
= nf{Qy(f) | f € C*(M), f >0}

ist daher eine natiirliche Grofle: falls das Infimum angenommen wird, so liefert die ent-
sprechende Metrik g bzw. Funktion f eine Losung das Yamabe-Problems.

Bemerkung 2.2.1. Fiir ¢ > 0 ist Q4(c - f) = Qq(f). Mit f ist also auch c- f ein
kritischer Punkt fiir Q.

Erinnerung 2.2.2
Die Isometriegruppe einer riemannschen Mannigfaltigkeit ist

Isom(M, g) := {® : M — M Diffeomorphismus | ®*g = g} .

'Beachte: Dies ist der kritische (n#mlich maximale) Wert von p, fiir den wir noch eine stetige Sobolev-
Einbettung H"?(M) C LP(M) haben.
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2.2 Der Modellfall: Die Sphére

Ersetzen wir die Gleichheit der Metriken ®*g und ¢ durch die schwichere Bedingung
konformer Aquivalenz, so erhalten wir eine i. Allg. gréBere Gruppe:

Definition 2.2.3. Die konforme Gruppe von (M, g) ist

Conf(M, g) := {® : M — M Diffeomorphismus | ®*g € [g]} .

Bemerkungen 2.2.4
1. Isom(M, g) C Conf(M,g).

2. Fir jeden Diffeomorphismus ® : M — M ist fM scalg«g dvolery = fM scaly dvol,
und vol(M,®*g) = vol(M,g), denn & : (M,d*g) — (M,g) ist eine Isome-
trie. Insbesondere ist also @ invariant unter Conf(M,g): Q o ®* = @ fiir alle
® € Conf(M, g)@

3. Mit g ist fiir alle & € Conf(M, g) auch ®*g ein kritischer Punkt von Q.

Beispiel 2.2.5. Fiir (M, g) = (5", gsph) ist Isom(S™, gsph) = O(n + 1).
Zu F € E(n) = Isom(R", goyk1) betrachte die Abbildung

.5 — S"
D(eg) = ep
(y) = (07'oFoo)(y) firy#ep.

Durch explizites Ausrechnen (vgl. (Z.74)) kann man unschwer sehen, dass ® und ®~!
auch in ey glatt sind und daher ® € Diffeo(S™). Wir berechnen nun:

q)*gsph = U* o F* o (U_l)*gsph

* * 4
= g ol <W9€uk1)

- (e )

Jeukl

o (zP41)? 4
-7 <<1F<m>12 12 (aP+ 1)296““1>

 Je@P+1
N <W> foukl

*Beachte: Fiir ® ¢ Conf(M, g) ist Q o ®* kein Funktional auf [g].
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2 Das Yamabe-Problem

Somit sind ®*gspn und gspn konform dquivalent und daher ® € Conf(S™, geukl)-
Zu a > 0 betrachte die Dilatation &, : R™ — R", 6,(z) := a~! - 2 und setze

v:s" —» S°
Uleo) = eo
U(y) := (0_1 0bq00)(y) firy#eo.

Wiederum kann man unschwer zeigen, dass ¥ € Diffeo(S™). Wir finden

(629) (Ua ’U) = Jeukl (d6a(v)a d6a (U)) = a_QQeukl(U, U)

und berechnen damit:

) . 4
520(0_1) gsph = Og (ﬁgeuld)

|z]?2 + 1
4

— -2
- (Ozf2|$|2 + 1)2a Geukl

402
5 5.2  YJeukl
(Jz[* 4+ a?)

-2
= 4 Ug * Jeukl

2 2
mit uq(z) = <M . Daraus erhalten wir also:

«

) (2-n)/2

\I]*gsph = o" (4Ug{72 ) geukl)

ug \ P2
= o <_a> : 4u11)72 * Jeukl
Uy

Damit ist also ¥ € Conf(S"™, gsph)-

Ubung 2.2.6
Berechnen Sie das Differential von ® = o
U =0"106, 00, jeweils in e.

L6 F o ¢ fiir Translationen F sowie von

Lemma 2.2.7
Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3.
Dann gilt:

MM, [g]) = a-inf {Qy(f)| f € HY*(M), f #0} .
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2.2 Der Modellfall: Die Sphére

|f € HY2(M),f # 0}. Offensichtlich ist

Beweis. Setze XN(M,[g]) = a - inf{Qq(f)
| f >0} c HY2(M) — {0}.

N(M, [g]) < A(M, [g]), denn {f € C>(M)

Zeige also: \(M, [g]) < N (M, [g]).
Zu e > 0 wihle f € HY2(M) — {0} so dass Q4(f) < N (M, [g]) + &. Das Funktional

Qq: H'Y?(M)—{0} — R,
f fM (%|Vf|2 + scal - f2) dvol
1130 ’

ist stetig, denn der Zihler ist offensichtlich stetig bzgl. der H'2(M)-Topologie. Der Nen-
ner ist stetig, denn p ist der kritische Exponent, fiir den der Sobolev’sche Einbettungssatz
[LT.21] gerade noch eine stetige Einbettung HY2(M) C LP(M) liefert.

Da C>°(M) C HY?(M) dicht ist, 3 h € C°°(M) — {0} mit |Q4(h) — Qy(f)| <e. Zud >0
setze nun hg := Vh? 4+ 62 € C*°(M), hs > 0. Aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz
folgt nun fiir § N\ 0:

hsllZ = [IRlIZs |
/scal - (hs)? dvol — /scal - h? dvol
M

M
2 . [[2hVh
/\th\ dvol—/‘ ohs
M

M

2
dvol — /\Vh]deol.
M

Fiir hinreichend kleines § > 0 ist daher |Q4(hs) — Qq(h)| < e. Wir erhalten somit:

Qg (hé)
= (Qg(hé) - Qg(h)) + (Qg(h) - Qg(f)) + (Qg(f) - )\,(M, [g])) + )‘,(M, [9])
< 3e+N(M,[g]).

A(M, [g])

IN

Der Grenzwert € — 0 liefert dann A(M, [g]) < XN(M, [g]). O

Proposition 2.2.8 (Obata)
Sei M = S", n>3. Ist g € [gspn] eine Metrik konstanter Skalarkrimmung, so gibt es
C >0 und ® € Conf(S™, gspn) mit g = C' - P*gepn-

85



2 Das Yamabe-Problem

Beweis.

86

2)

Zeige zunéchst: g ist eine Einstein-Metrik.

Schreibe dazu gspp = €2“ - g = ¢~ 2 - g mit u € C®°(S™), p = e~ % € C®(S™), ¢ > 0.
Damit gilt:

Vo = —¢p-Vu
Vi = _V90®Vu—gp-v2u:g0-(Vu@Vu—Vzu)
Ap = ¢ (=|Vu]* +Au) .

Da gspn eine Einstein-Metrik ist, haben wir:

0 = B

Jsph

e Bg—(n—2)(V2u—Vu®Vu)—n—_2

(Au + \Vu]Q) g

1
By+ (n—2)p " (Vzw + ;(ASD) : 9> :
Damit berechnen wir:

1
/<p |B,|? dvol, —(n—2) / <Bg, Vi + E(A(p) -g> dvol,
sn Sn
(Ba.g)—tBe =0 —(n—2) / <Bg,V230> dvolg
S?’L

it (n— 2)/<ding,Vg0> dvolg

Sn
= 0,

denn nach ([2.8) ist divB, = div(ric, — Sczlg - g) = 2Vscaly — 2Vscal, = 0, da
g konstante Skalarkriimmung hat. Aus |, gn ¢|By|* dvol, = 0 folgt direkt B, = 0,
denn der Integrand ist nicht negativ, und ¢ > 0. Somit ist g eine Einstein-Metrik.

Da die Weyl-Kriimmung konform invariant ist, gilt W, = W,_ = 0, also hat nach
Bemerkung[2.1.24] auch g konstante Schnittkriimmung K, = ¢ € R. Wire ¢ < 0, so
wiire (S™, g) isometrisch zu (R, geyki) oder (H, v/—c- gnyp). Folglich ist ¢ > 0. Setze
C := /c. Dann hat ¢’ = % - ¢ Schnittkriimmung = 1. Es gibt also eine Isometrie
D : (S, q) — (5", gspn). Damit ist g = C' - ®*gepp. O



2.2 Der Modellfall: Die Sphére

Lemma 2.2.9

Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit (evtl. leerem) Rand OM und v das
dufsere Finheitsnormalenfeld. Seiw eine stetig differenzierbare 1-Form und h ein stetig
differenzierbares (2,0)-Tensorfeld mit supp(w) N supp(h) kompakt. Dann gilt:

/M(div h,w) dvol + /M<h, Vw) dvol = /6M<h(1/, ), w) dvolgy - (2.13)

Beweis. Definiere die stetig differenzierbare 1-Form 7 mit kompaktem Tréger durch:

n(X) = (h(X,),w)
= > h(X,e)wle),
i=1

wobei X € T,M und ey, ..., e, € T, M eine Orthonormalbasis ist. Die Green’sche Formel

(CI5) (mit u=1) liefert:
/(577) dvol = — / n(v) dvolgyy .

M oM

Zur Berechnung von 47 setze die Orthonormalbasis in 7T,,M so zu einer lokalen Ortho-
normalbasis fort, dass (V,e;)(p) = 0. Dann gilt in p:

n

—on = Y (Vem) (i)

i=1

= Y 0. (n(e)
=1

- Z Oc; (h(ei,€e5)w (e5))
ij=1
= Z (VEih) (€4, ej) w (6]‘) +h (e’ia ej) (veiw) (ej)
i,j=1
= Z(divh) (ej)w (ej) + (h, Vw)
j=1
= (divh,w) + (h, Vw). =

Aus der Proposition 2.22.8 von Obata konnen wir nun eine erste wichtige Folgerung
ziehen:
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2 Das Yamabe-Problem

Folgerung 2.2.10
Falls fir (M,g) = (S™, gspn) das Funktional Q das Infimum annimmt, so geschieht
dies genau auf den Metriken der Form g = c - ®*gy, fiir ein ¢ > 0 und ein
® € Conf(S™, gsph)-

Beweis. Hat Q das Minimum in g, so ist g ein kritischer Punkt von @) und hat daher
konstante Skalarkriimmung. Die Proposition von Obata liefert die Behauptung. U

Bemerkung 2.2.11. Tatséchlich nimmt ) das Minimum an; der Beweis kommt spéter.
Damit kénnen wir die Yamabe-Invariante von (S™, [gspn]|) nun explizit angeben:

A(S™, [gspn]) = Q(gspn)
Jgn scaly, dvol

9sph

(vol (S™, gepn))*/?
= n(n—1)(vol (S™, gepn))' /7
= n(n - 1) (VOl (Sn798ph))2/n
41/nﬂ.(n+1)/n

P ()"

nin—1 ,

2 —2 —(n—2 2 2 (nt1)/2
denn 1 —2=1-2%2= = % = = und vol(S", gspn) = }r(ni%l)
Solange wir nicht wissen, dass das Minimum angenommen wird, wissen wir nur, dass
einerseits nach Bemerkung [ZT.91 A(S™, [gsph]) > 0 und andererseits
41/nﬂ.(n+1)/n

A(S™, [gsph]) < Q(gspn) =n(n — 1) —————7—.
(5™, [gspn]) < Q(gspn) = n(n —1) F(nTH)Q/n

Lemma 2.2.12
Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3 und
Y. C M eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der Kodimension > 3. Dann gilt:

MM, [g]) = inf {Qg(f)| f € C¥(M),30 > 0: fly,x) =0} .
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2.2 Der Modellfall: Die Sphére

Hierbes ist
Up(2) := {z € M |dist(z,X) < o}

die Tubenumgebung von 3 vom Ra-
dius ¢ in (M, g).

Beweis. Setze zunichst

N(M,[g]) = inf {Qy(f) | £ € C¥(M), 30> 0: flu,x) = 0} .

Aus
{feC>®M)|30>0: fly,s} CC®(M)C H>(M)

folgt dann \(M, [g]) < N (M, [g]).

Zeige also N'(M, [g]) < A(M, [g]). Wihle eine glatte Abschneidefunktion y : R — R mit
x > 0 und

0 firt<1
x®)=<{<1 firl<t<2.
1 fiir ¢ > 2

Zu e > 0 wihle f € C*°(M) mit Q4(f) < MM, [g]) +¢€. Zu 6 > 0 setze

fola) = ) (L)

Da ¥ C M kompakt ist, ist fir hinreichend kleines ¢ die Funktion z +— dist(z,X) auf
der offenen Teilmenge {z |0 < dist(z,¥) < 20} glatt. Somit ist dann f5 € C°°(M) und

fslusz) = 0.

C . N0
Aus majorisierter oder auch aus monotoner Konvergenz folgt || fs||z» ™9 | flle- Ebenso
folgt aus majorisierter Konvergenz

/ scal - f52 dvol M/ scal - f2 dvol .
M M
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2 Das Yamabe-Problem

Fiir den |V f|-Term in @, finden wir:

/|Vf5|2dvol
M

2

= /‘Vf-xo w + f- <XIOM> -%-grad dist(-,X)| dvol
M

= / |V |2 dvol
M—Uss(%)

2

+ / ‘Vf- <XO M) +f- (X’o M) -l-graddist(-,z) dvol .

) 0 0
Uzs(%)—-Us(%)

Der erste Term konvergiert mit majorisierter oder monotoner Konvergenz gegen
VS |2 dvol. Fiir den zweiten Term finden wir:

/ ‘Vf-<XOM>+JC-<X/ow>-%-graddist(-,2)

Uzs(%)—Us (%)

2
dvol

. 2
< 2 / <|Vf|2 + f%- (X’ o 7d18tg’ E)> . 5%) dvol
Uss (2)—Us(%)
< C- / (1 + 5—12> dvol

Uzs(%)—Us (%)

< C- (1 + 5—12> - vol (Uzs(2))

<c! .gcodim(X)

200,

da codim(3) > 3. Damit gilt Q,(fs) =3 Q,(f).

Fiir hinreichend kleines § > 0 ist also |Qq(fs) — Q4(f)| < €, so dass gilt:

N(M,[g]) < Qqlfs)
= Qy(fs) = Qy(f) +Qy(f) = MM, [g]) +A(M,[g])

<e <e

< 26+ MM, [g]).

Der Grenziibergang € \ 0 liefert wie gewiinscht X' (M, [g]) < (M, [g]). O
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2.2 Der Modellfall: Die Sphére

Betrachte nun M = S™ mit n > 3 und ¥ = {ep}, so dass codim(X) = n > 3. Dann ist

also

A (Sn7 [gsph]) = inf {Qgsph(f) ‘ f € COO(M) : HQ >0: f‘BQ(eo) = O} .

Fiir ein solches f finden wir:

Qgsph(f) = Qo* (4U11772geuk1) (f)

Q4u11772geuk1 (f © U_l)
= Qgeukl (42—1) Tup - (f © 0_1))
= Qo (w1 (foa_l) )
—_— —

€C(R™)

Umgekehrt setzt sich auch fiir jedes ¢ € C2°(R™) die Verkettung ¢ o o zu einer glatten

Funktion auf S™ fort, die in einer Umgebung von ey verschwindet. Damit ist

A(S™ [9spn]) = Inf {Qg. () [ € C(R™)}

24
_ mf{l.me' _x‘¢€C§°(R")}

a el
2
Y AL | ¢ € C(R™)
a lellZs
11
- o
An—1) 1

Wir erhalten somit:

(2.14)

Bemerkung 2.2.13. In der Ungleichung [|¢[|, < o, - [|[Ve|[3. gilt fiir die Funktionen

¢ = uqy Gleichheit.
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2 Das Yamabe-Problem

Beweis. Fiir U =o0"104d, 00 ist
1
— = )

aoy (
(

Q -
— Uy« —
YJeukl w1

= Qgeukl (ua)

1 [IVuall?,
a |luallzs

Die Funktionen wu, konzentrieren sich fiir kleine o nahe 0. Hier sind die Funktionen

T m fiir drei Werte von « geplottet:

Dieses Konzentrationsphinomen werden wir uns im Beweis der folgenden Proposition
zunutze machen.

Proposition 2.2.14 (Aubin)
Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3.
Dann gilt:

A(Ma [g]) <A (Sna [gsph]) :
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2.2 Der Modellfall: Die Sphére

Beweis.

a) Wihle eine glatte Abschneidefunktion x : R — R mit x(¢t) = 1 fiir t < 1,
0<x(t)<1 fir1 <t < 2und x(¢t) = 0 fir t > 2. Fir ¢ > 0 setze
Lzl .

Uae(x) = X ( €> uq(z). Dann ist uq. € C°(R™) und supp(ua.) C Ba2(0).
Wir setzen A. := By.(g) — B:(0) und berechnen damit:

1
/— . \Vuohe\Q dx

a
R?’L

1 1 1

= - / \Vua\zdx—i——/')((m)-Vua—i—x'(m)-—-dr-ua
a a g g g
B.(0) A

1 1
—/\Vua\z dac—i—Cl-/(\Vua\z—i-—Q ui) dx .
a €

RTL

£

IN

. 2, 9\2—n n—2 .
Mit u? = <%> = <T2Ji+.[2> < 272271 erhalten wir:

2e
/\uofdx < a"?%.¢,- /r4_2"r"_1dr
Ac 15
= (Oy(e)-a™ 2.
Mit |Vue| = aaL;* = |50 (7"2‘5“2)7”/2 Il < (2—n)-a™2=L.p=nH finden wir

zusammen also:

Ch - / <\Vua\2 + &% ui) dr < a"2.Cy(e).
Ac

Wir berechnen weiter:

1 1
o R N
Rn

aoy

= A (Sn7 [gsph]) : ‘ua‘p dx
J

= (S, [gspn)) /|ua|pd:c+ / fualP dz
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2 Das Yamabe-Problem

2/p

< )\ gsph

= A" lgpn]) - (uua,sn%p +0. <a">). (2.15)

Hierbei haben wir benutzt, dass (1 4+ 2)%? = 14 O(z) und

2 2\ N
/ P dz — / (M) i
(6%

R”— B (0) R™— Be (0)

< Cs a"-/r"l dr
£
— C5ean. (2.16)
- ner '
us (2.I5]) bekommen wir also
1 _
[ 319t dz = A(S™ ) o s + O (a772). (0 0)
Rn
und
f %|Vu0l7€|2 dx
= 7 = A(S", [gspn]) + Oc (a"7%) (@ 0),
[waellze
denn
fuoclte = [ lualdo
B:(0)
a< 2 2 n
E*f / <\x! +a> p
a
B (0)
2 n
> / <2i> dx
a
B (0)
= 27" = vol (B4 (0))
an
= C > 0. (2.17)

b) Zu g € M wéhle € > 0 so klein, dass auf Ba.(¢) riemannsche Normalkoordinaten
existieren. Setze u,. © exp(;1 durch 0 zu einer Funktion f,. € C>*(M) fort. In
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2.2 Der Modellfall: Die Sphére

riemannschen Normalkoordinaten um ¢ ist dann (mit r := dist(z, q)):

2 2\ (2-n)/2
el = luad = (“5)
o
Qg e
IV fael o
o 2-n r2 4+ o2 /2 g,
- 2 o o

< (2 - n) . a(n/2)—1 . T—n—f—l
dvol = (1+0(r))dx.

Nun testen wir das Yamabe-Funktional @, auf den Funktionen f, .. Dazu berech-
nen wir:

2/p
Hfa,z—:”%ﬁ = / |fo{7€|2 dvol
Bae(q)
2/p
= / ’uoz,a‘p . (1 + O(?“)) dx
Bae(q)
2/p
= [@+00) [ luacl de
T,M
= (1 + O(g)) : Hua,EH%P )
sowie
1 9 1 )
— |V fae|*dvol = E|Vua,€| (14 0(r)) dx
Bae(9) Ba:(q)
1
— (1+0()- / Vit ef?

M

und schlieSlich

9 Holder 9
/ scal - fo cdvol < [lscalll e (my (q)) * Mol pora s, o)
B, (q)

< HSC&IHL(P/Q)*(BQE(q)) : ”foz@H%P :
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2 Das Yamabe-Problem

Nun erhalten wir
)‘(M’ [.g]) < Qg(fa,e)
(1+0(e)) quM 1\ Vug | dx

<

- (1+0(e)) luacellie

= (1+0())- <)\(S”, [gspn]) + O= (2772) ) Fo(l), (eN\,0). (2.18)
Im Grenzwert o N\, 0 ergibt sich

A(M, [g]) < (1+0(e)) - A(S", [gspn]) + o(1)

und im Grenzwert € N\, 0 schlie8lich A\(M, [g]) < A(S™, [gsph])-

+ HscalHL(p/Q)* (B2e(q))

2.3 Die subkritische Gleichung

Wie zuvor ist in diesem Abschnitt (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit

der Dimension n > 3 und p = 2%, a = 4(7;—_721). Das Yamabe-Funktional Q4(f) = ﬁf”g)
P

war definiert durch Eg(f) = [;,(2|Vf|? +scaly - f?) dvol. Wir hatten fiir positive Funk-
tionen f bereits folgende Aquivalenzen diskutiert:

f ist kritischer Punkt von Qg (2.19)
Y(f) =St Qﬁ@ Pt (2.20)
£
& g = fP~2. g hat konstante Skalarkriimmung ﬁﬂg{)g. (2.21)
LP

Bemerkung 2.3.1. In der Aquivalenz von ([220) und (22I)) ist entscheidend, dass
p=-2%. In der Aquivalenz von (ZI9) und (220) dagegen spielt der konkrete Wert

von p keine wesentliche Rolle.

Definition 2.3.2. Fiir s € [2, p] setze
Qf) = ffﬁ? fir f € HY2(M) — {0},
As(M,g) = inf{Q(f)|feC®)—{0}}
= inf{Qj(f)| feC=(M),f>0}
= inf{Q:(f)|feH>(M)-{0}}.
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2.3 Die subkritische Gleichung

Die gleichen Argumente wie bei der Diskussion des Funktionals @ liefern die Gleichun-
gen in der vorangegangenen Definition. Man beachte hierbei, dass die s € [2, p] genau die
Potenzen sind, fiir die die Anwendung des Sobolev’schen Einbettungssatzes im Beweis
von Lemma [2.2.7 funktioniert. Ebenso zeigt man:

f > 0ist kritischer Punkt von Q; <« Y(f) = &Z(f) AR (2.22)

71152
Insbesondere, falls f > 0 das Funktional ()7 minimiert und ohne Einschrinkung

[ fllzs = 1 ist, so gilt
Y(f)=a (M, g)- [ (2.23)

Wie fiir das Funktional Qg zeigt man, dass Qg(f) > —[[scaly|lp/2+ fiir alle
f & HY2(0) — {0},

Satz 2.3.3
Sei (M, g) eine zusammenhingende, geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3. Seien Kj, Ko > 0 sowie 0 < o <1 und p = %

Dann gibt es eine Konstante C = C(M, g, K1, K2, ), so dass fiir jedes s € [2,p], jedes
r > 2(s — 2) und jede schwache Lésung f € L"(M) mit f > 0 von Y (f) = X f5!
mit [N < Ky und || f||r < Ko folgendes gilt:

(i) f € C=(M).

(i) f=0 oder f > 0.

(ii1) [ fllgza < C-

Insbesondere gilt dann die nichtlineare Eigenwertgleichung Y (f) = X- =1 sogar klas-
sisch.

Bewets.
a) Sei f € L"(M), f > 0, eine schwache Losung wie oben mit 7 > §(s—1). Dann gilt:
Af = Y(f)—a-scaly- f
= M- fl—a.scal-f
—_— ——
eLa €L (M)

e LIYM) fﬁrq:%gr.
S_

1 [ L ~ =
also 7' =1 STy > T ey = T
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2 Das Yamabe-Problem

Iteration dieses Arguments liefert dann f € LY(M) fir alle ¢ € [r, OO)E Der Satz
iiber globale elliptische Regularitit liefert schlieBlich f € H?%(M) fiir alle
q € [r,00).

b) Der Sobolev’sche Einbettungssatz [L40 liefert f € H>9(M) C C%*(M), wobei wir
q so grof} wihlen, dass % < 2770‘ Damit erhalten Wir:@

Af = X-fPl—a-scal, - f.
S— N——
cCOa cCo.«

Nach dem Satz iiber globale elliptische Regularitiit [L6.12]ist also f € C**(M).

c) Die Abschéitzung in (iii) ergibt sich aus den elliptischen und Schauder-Abschét-
zungen, die die Anwendungen des Satzes iiber elliptische Regularitéit in a)
und b) liefern.

d) Wihle nun C; > 0 mit Cy > maxzen (— A+ f572(2) + a - scaly(x)). Damit ist
(A+C)f>Af =X ft4a-scal,-f=0.

Korollar [L5.3] liefert also f = 0 oder f > 0. Somit ist die Alternative (ii) bereits
gezeigt, und im Falle f = 0 gilt offensichtlich auch (i).

e) Sei also nun f > 0. Die Funktion z + 2°~! ist glatt auf (0,00). Mit f € C>*(M)
ist daher auch f~! e C>*(M). Wir erhalten:

Af:)\-fsfl—a-scalg-f e C*Y(M).

Der Satz iiber elliptische Regularitét liefert also f € C**(M), und Iteration
dieses Arguments liefert schlieflich f € C*°(M).

O

Proposition 2.3.4 (Yamabe)
Sei (M,g) eine zusammenhingende, geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimensionn > 3. Sei2 < s <p= n2f2. Dann gibt es eine Losung f € C°(M), f >0

des subkritischen Extremalproblems, d.h. Q3 (f) = As(M, g) (und ohne Einschrinkung
ist || fllzs = 1).

3Beachte, dass in jedem Iterationsschritt mit r auch die Verbesserung der Regularitiit wéchst, da der
Faktor m mit r wichst.

“Die Funktion & — x ist fiir s > 2 auf [0, 00) lokal Lipschitz und auf im(f) € R sogar Lipschitz mit
einer Lipschitz-Konstanten L. Die Abschitzung ‘fklf;z;’_y’;jjl(y)‘ <L- ‘fyijyfgy” zeigt direkt, dass
die Verkettung einer Lipschitz-Funktion mit einer a-Holder-stetigen Funktion stets wieder a-Holder-
stetig ist.

s—1
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2.3 Die subkritische Gleichung

Bewess.

a)

Wihle eine minimierende Folge f; € C*°(M), fi > 0 mit Q3(f;) —

ohne Einschrénkung sei || f;||zs = 1. Wir berechnen:

/ <|Vfl-|2 + ff) dvol

M

1fill .2

= a-Eg(fi)—{—/(ff—a-scalg-fiz) dvol

M

= a-Q;(fi)—l—/(l—a-scalg) - f2 dvol

M
< Ci+Co-|fill
< Ci+Cy-Cy- Hfz”%s
= (4.

Z*)OO

AS(Ma g);

Damit ist f beschrinkt in H%2(M), und nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt
1,2
fi LN fﬁ Nach dem Kompaktheitssatz L2171 ist die Einbettung H 12(M ) C

L*(M) kompakt fiir alle s mit ¢ > %—% = = 2 =

insbesondere || f|zs = lim;_ 00 ”fz”LS =1, also f ;7é 0.

s 2
Mit f; LN f gilt auch f; N f und wir berechnen:

Hfz‘Q_fZHLl = (fl ffz+f)

—>0 a2f
— 0,

1
also gilt sogar f? L, f2. Daraus folgtﬁ

/scalg . f2~2 dvol —» /scalg - 2 dvol .
M

M

AuBerdem gilt mit f; H f insbesondere V f; = V f und daher:

Vi = Jm (9496 dvol
M

CSU
< limsup [Vfil[ze - || fill 2 »

11— 00

. Somit ist f; -, f und

® Eine Folge f; in einem Hilbertraum (H,(-,~)) heiBt schwach konvergent bzw. konvergiert schwach

gegen f, geschrieben: f; — f, falls fiir jedes ¢ € H gilt: (fi, ) £ (f, ).
%Das lineare Funktional h s [, scaly - hdvol ist stetig auf L' (M).
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2 Das Yamabe-Problem

also [V f||2, < limsup;_, [V fil|2. SchlieBlich ist:

As(M,g) < Qy(f)
= Eg(f)
< 1i¥Ii>SUPEg(fi)

= limsup Qy(f3)

1—00

= )\S(M7g)7

also Qg(f) = As(M,g). Damit erfiillt f auch die nichtlineare Eigenwertgleichung
Y(f) = a-A(M,g) - f>~'. Wir wenden nun Satz 233 mit r = s an, wobei wir
beachten, dass nach Voraussetzung s > §(s — 1), und erhalten f € C*°(M) und
f>0.

O

Lemma 2.3.5 (Aubin)

Sei (M,g) eine zusammenhingende, geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3, und sei vol(M, g) = 1.

Dann ist die Funktion [2,p] — R, s — |\;(M, g)| monoton fallend.

Entweder ist A\s(M,g) fir alle s € [2,p] negativ oder A\s(M, g) > 0 fiir alle s € [2,p].
Falls \(M, g) > 0, so ist die Funktion s — A\s(M,g) linksstetig.

Beweis.

2)

100

Seien s1, s2 € [2,p] mit s1 < so. Fiir f € C*°(M)—{0} ist aufgrund der Normierung
des Volumens ||f|rs: < || f]|zs2 und damit:

B L B
1712 = T2

Also ist auch {)\SI(M,g){ > A, (M, g)|.

Q3 (f)] = Q3 (f)].

Ist fiir ein s € [2, p] die Invariante \s, (M, g) < 0, so gibt es ein f € C*°(M) — {0}
mit Q7' (f) < 0. Damit ist aber auch Ey(f) < 0, und folglich Q5 (f) < 0 fiir alle
s € [2,p]. Also ist auch As(M, g) < 0 fiir alle s € [2,p].

Sei nun A(M,g) > 0. Wegen b) ist Aj(M,g) > 0 fir alle s € [2,p]. Sei
so € [2,p] und € > 0. Wihle eine Funktion f € C*(M) — {0} so dass
Q2 (f) < Aso(M, g) + . Die Funktion s ~— |[|f[|Ls ist stetig, daher ist fiir jedes
s nahe sg auch Q(f) < As,(M, g) + &. Per definitionem ist A\s(M, g) < Qg(f). Ist
zusitzlich s < s, so folgt mit a) dass \s (M, g) < A\s(M,g) < Asy(M,g) +e. O



2.3 Die subkritische Gleichung

Lemma 2.3.6 (Trudinger, Aubin)

Sei (M,g) eine zusammenhdngende, geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3, und sei vol(M,g) = 1. Sei A(M,[g]) < A(S™, [gspn]). Fiir jedes
s € [2,p) seien fs € C®(M), fs >0, ||fsllrs =1 Losungen des subkritischen Problems

Qs(f ) = As(M, g) wie in Proposition [2.37}
Dann gibt es ein sg € [2,p), einr > p und eine Konstante C > 0, so dass || fs||r < C

fir alle s € [sg,p), d.h. die Lisungen sind gleichmdfig beschrdnkt in L™ (M).

Beweis.

a) Die Losung fs erfiillt die subkritische Gleichung

Y(fs) = a-X(Mg)-f (2.24)

Sei 6 > 0. Wir multiplizieren (Z24) mit f1+2% und integrieren partiell:

/a Ns(M, g) - fHP dvol = / (f;“‘sAfs + a - scalg - f81+25) dvol
M M
= / ((1+25) 325|vf3|2+a/'scalg' 31+25) dvol .
M

Wir substituieren nun u := f1*9 und erhalten dann mit Vu = (1 + ) foV fs:

1420
115 /\Vu]deol = /(a-)\S(ZM,g)-uQ-J”j_2 —a-scaly - u?) dvol .
M

b) Fiir € > 0 gibt es nach (1) eine Konstante Ci(g) > 0, so dass gilt:
lullZe < (A+e)on [VulZz + Cile) - ull 2

(1+6)> 1 / 2 ps—2

: A aA(M, g) - u? - £572 dvol

1420 a A" gpn) )" (M. g) - u”- f3™" dvo
M

< (I+¢)-

+Co(e) - [lul7:
Hélder 1+ 8)2 (M
e 007 A(Mg)
1424 )\(Sn’ gsph)
+Co(e) - [lul7a

(5)=3 1482 (Mg
e L el 1A

+Ca(e) - [lull?: -

NPl e 12 Lo
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2 Das Yamabe-Problem

n(s

Mit s < pist s(n—2) < 2n, also sz) < s und folglich || fs|| pnes—2)2 < || fsllzs = 1.
Wir erhalten also:

146? A(Mg)
1+26 )‘(Sn,gsph)

lullZe < (1+e)- Al + Cae) - [lullz:

und schlieSlich

(146 X(M,g) 2 2
1-—(1 . . . < . )
< ( + 8) 1+25 )\(Sn7gsph) HUHLP = 02(8) HUHLP

c) Ist AN(M,g) <0, so ist A\;(M,g) < 0 fiir alle s und somit

(1+0)* (M, g)
<1—(1+e)- Y ‘)‘(Snagsph)> >0.

Ist A(M,g) > 0, so ist As(M, g) linksstetig in s, daher gibt es ein so € [2,p), so

dass M < 1. Wegen der Monotonie in s ist dann auch
)‘(S 7gsph)
As(M, g) < Aso(Mo9) _
)‘(Sn7gsph) )‘(Snagsph)

fiir alle s € [so,p). Fiir hinreichend kleine e, 6 > 0 ist somit [|ul|7, < Cs(e,d)-[|ul3..

d) Fiir hinreichend kleines 6 > 0 und s > s¢ ist 2(1 4+ J) < s, also gem&B unserer

Substitution:
lullre = £ 2 = I £330 s < IfsllpE0 =1,

Analog st [luflLr = [If5*]Le = \Ifs\lﬁfw) Mit r = p(1 + §) erhalten wir also
| fsllzr < 03(6,5)1/1""5 = C.

Satz 2.3.7

Sei (M,g) eine zusammenhingende, geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3, und sei vol(M, g) = 1. Sei A(M, g) < A(S™, Gsph)-

Dann konvergiert fiir s / p eine Teilfolge der Losungen fs des subkritischen Problems
gegen eine glatte positive Funktion f mit Q,(f) = MM, g) und Y (f) = a-A(M, g)-fP~L.
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2.3 Die subkritische Gleichung

Beweis. Die Losungen f sind gleichméfig beschréankt in L™ fiir ein 7 > p und fiir alle
s € [sg,p). Nach Satz 233 gibt es eine Konstante C' > 0 so dass || fs]|c2.« < C fiir alle
s € [sg,p). Nach Bemerkung ist die Einbettung C>*(M) C C?(M) kompakt, so

2
dass es eine Folge s; " p gibt, fiir die fi, Cﬂ) f.
Damit gilt auch
Y(sz) =a- )‘si(M7g) : fssfil —a-A- fpil .

co(M)

Andererseits ist auch Y (f;,) — Y (f). Wir erhalten also:

Y(f)=a-X-fP71  mit X\ := lim \;,(M,g).
1—00

Insbesondere ist || f|lr = lim;—o0 || f5,||z5i = 1, also auch f # 0.
Nach Satz 233 ist dann f € C*°(M) und f > 0, denn || f||zr = lim; e || fs; |lzr < o0.
Auflerdem haben wir:

Ey(f) o Eylfs)

AR e NN

Falls A(M,g) > 0, so ist s — As(M,g) linksstetig und damit A\ = A(M,g). Falls
A < 0, s0 ist s — Ag(M,g) monoton wachsend, also A < A(M,g). Andererseits ist
MM, g) < Qq(f) = A, also auch in diesem Fall A = A(M, g). O

Qg(f) :ilir&QZi(fsi):ASi(M7g):A'

Folgerung 2.3.8

Sei (M,g) eine zusammenhingende, geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3, und sei (M, g) < A(S™, gspn). Dann gibt es eine konform dquiva-
lente Metrik g mit scaly = A\(M, g).

Beweis. Wéhle C > 0 so, dass fir g = C - g gilt vol(M,g) = 1. Nach Satz
2371 gibt es eine zu g, also auch zu ¢ selbst, konform &quivalente Metrik g mit
scalg = A(M, g) = A(M, g). O
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2 Das Yamabe-Problem

2.4 Nochmal zuriick zur Sphare

Wir miissen noch den Beweis erbringen, dass fiir das Yamabefunktional der Standard-
sphére das Infimum angenommen wird. Dazu zeigen wir zunéchst:

Satz 2.4.1 (Singularititenhebungssatz)

Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit dim(M) =n > 3. Sei x € M und
h € L"2(M). Sei w € LI(M) eine schwache Lésung der Gleichung (A + h)u = 0
auf M — {x} fir ein ¢ > & = 5. Dann ist u eine schwache Lisung der Gleichung
(A+h)u=0 auf ganz M.

Beispiel 2.4.2. Sei (M, g) = (R", geur1), * = 0, h = 0 und u(x) = r>~" = |z|>~". Dann
1ost u die Differentialgleichung Au = 0 klassisch auf R™ — {0}, aber nicht auf ganz M
(auch nicht im schwachen Sinn). Dies ist kein Widerspruch zu Satz [2Z4.], denn

lull?, = / (j2[>™)? da

R?’L
o0
= ¢y - /7“(2")(1-7“"1617“
0
= O s

da(2-n)g+(n—-1)<(2—-n)-"5+n—1= —1. Esist also u ¢ LI(M) mit ¢ wie in
der Voraussetzung des Satzes.

Beweis.

a) Sei p € C°(M). Zu zeigen ist dann: [, u- (A + h)pdx = 0. Nach Voraussetzung
ist das richtig, falls x ¢ supp(¢). Wihle also eine glatte Funktion y : R — R mit
xt) =1firt <1,0< x(t) <1fiirte (3,1 und x(¢) = 0 fiir t > 1. Fiir ein
hinreichend kleines € > 0 betrachte die Abschneidefunktion x. € C2°(M), definiert

durch x.(y) := X(%) Damit erhalten wir:

/u(A + h)p dvol
M

= /u(A+h)(1 —Xg)godvol—i—/u(A—i-h)Xgapdvol
M M

=0
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2.4 Nochmal zuriick zur Sphére

= /u(A—Fh)Xegodvol.
M

Zeige nun: lim._q [, w(A 4 h)xe dvol = 0.

b) Setze K := supp(p). Fiir den Term mit dem Potential h finden wir{l

|- h- 80||L1(M)

IA N

ASVANVAY

Crlu- hHLl(K)
Cr 1Bl g2y - Ml s )

a=(p/2)
Cr - Bl rr2 gy - llull Loy - vOL(K) @@/
Cy - ”hHLn/2(M) ) HUHL‘I(M)
00 .

Somit ist die Funktion w- & - ¢ integrierbar, und folglich lim._,q fM uhxe p dvol =0
nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz.

c¢) Fiir den Term mit A berechnen wir (mit r = dist(-, x)):

Alxep) =

’vXa‘ =

’AXa‘ =

IN

IN

Fiir ein hinreichend kleines € >

/u - Axe pdvol

©-Axe —2(Vxe, Vo) + xe - Ap

Cy 2+C5 8_2
Ce
82

0 ist damit |A(X€gp)‘ < % Wir erhalten also

C
< —27 / |u| dvol
5

M B.(x)
S % HUHL‘I(BE(x)) -Vol(BE(x))l—(l/q)
< (g 2n-1/g), ull ooy
g
"In der Holder-Ungleichung verwenden wir e =1 1y =1 - 2 = 12 = 2,
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2 Das Yamabe-Problem

denn

1 1 2
—24+n|ll—-]>0 & 1—->—
q q n

2
& —<1-=
q n

o n
q — 9

|
Ubung 2.4.3

Beweisen Sie folgende Verallgemeinerung des Singularitdtenhebungssatzes 2.4.T}
Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¥ C M eine kompakte Untermannig-

faltigkeit der Kodimension k > 3 und h € LF/2(M). Fiir ein ¢ > 25 sei u € LI(M)

eine schwache Losung der Gleichung (A + h)u = 0 auf M — ¥. Dann ist u eine schwache
Losung der Gleichung (A + h)u = 0 auf ganz M.

Proposition 2.4.4
Fiir n > 3 gibt es eine positive Funktion f € C*(S™) mit Qg (f) = A(S™,; gsph)-

Beweis.

a) Seien fs € C*°(S™), f > 0 Losungen des subkritischen Problems

gupn (fs) = As (5", gspn) - fiir s € [2,p)

mit der Normierung || fs||zs = 1. Dann ist Y (fs) = a - As(S™, gspn) - f57 1

Ersetze nun fs durch f; o @5 mit &, € Isom(S"™, gspn) = O(n + 1) so, dass die
neue Funktion, wieder fs; genannt, in —eg ihr Maximum annimmt. Ist die Familie
(fs)sef2,p) beschrinkt in C%(S™), so ist sie auch beschrinkt in L"(S™) fiir jedes 7.
Wie im Beweis von Satz[2.3.7] zeigt man in diesem Fall, dass eine Teilfolge f,, gegen
eine Funktion f mit den gewiinschten Eigenschaften konvergiert.

Im Folgenden sei also die Familie (fs)sefa,p) nicht beschrénkt in C(S™), mit anderen
Worten, es sei limg_,,(maxzegn fs(x)) = limg_,, fs(—ep) = 0.

b) Sei ko € Conf(S",gspn) die konforme Abbildung, die auf S™ — {ep} durch
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2.4 Nochmal zuriick zur Sphére

Ko := 0 Y06, oo definiert ist. Setze

*
Ja ‘= Kafgsph = | — © 0 * Gsph »

wobei uq(z) = <W
—1

—(n—2)/2
) . Dann ist v,(—eg) = a~(=2)/2 Wihle oy > 0

so0, dass v, (—eg)” " = fs(—eg) und setze Uy := v, - (fs 0 Kq, ). Dann gilt:

Vs(—eo) = Uas(_eo)‘fs(“as(_eo))

= Va,(—e0) - fs(—eo)

- 1
und
Us(y) = va,(¥) - fs(ka.(¥))
< Vo, (y) - fs(—eo)
= "2, (y).

Mit aé”’QW = max,esn fs(x) o B folgt a 7% o,
c¢) Sei Y, der Yamabe-Operator zur Metrik g,. Dann ist

Yo, (fs © Kay) = Y (fs) © Kay, (2.25)

da kq 1 (S™,9a) = (S™, gspn) eine Isometrie ist. Wir berechnen:

Y(O,) = Y(va - (fsora,))

B Yo (fy 0 ka)
= Ugs_l : (st) O Rag

—1 -1
= Ugs 'a')\s(sn,gsph) f; O Rag

= a- (5", gsph) - vgs_s . \I’§_1 . (2.26)
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2 Das Yamabe-Problem

d) Damit erhalten wir nun:

W32 = /(yw/s\%r W, |%) dvol
Sn
< Ci- /\IIS Y () dvol
S?’L
= Cl-/vas'(fsolias)'Y(Uas-(fsolias)) dvol
Sn
- Cl./va’s.(fsoﬂas).vgsl.yas (fso’%as) dUOZ
S?’L
= Cue [ (o) Yo (faoka,) b, dool
——
Sm dvolag
= (Cy- / (fs© Kay) Yo, (fs 0 Ka,) dvola,
S?’L
= C;- /fs Y (fs) dvol
2
< Co[[fslipe
() 9
< Gz | fsllFzens e
39 _
< C4 : (”a : )\s (Sn7gsph) : f; t— a - scal - f8”i2n/(n+2) + Hfs”i%/(n-ﬂ))
< (- ||i2n/ (nt2) T Hfs||i2n/(n+2)>

(17
R (v ST [ ey
Co- (ILIF™ + 153
= 2Cs.
Fiir die elliptische Abschitzung haben wir die Gleichung
Y(fs) = Afs+a-scal- fo=a-A(S™, gpn) - [,

also Afs = a- As(S™, gsph) - 7! —a - scal - fs benutzt. In der vorletzten Zeile
haben wir fiir die Holder-Ungleichung benutzt, dass (s — 1)2n/(n + 2) < s und
2n/(n +2) <2 < p.

Damit ist die Folge (¥y)s beschrénkt in HY2(S™, gopn) unabhéngig von s. Es gibt
also eine Teilfolge s; / p und ein ¥ € H2(S™), so dass ¥y, — ¥ in H2(S").

e) Sei nun K C S™ — {ep} kompakt und Q@ C S" — {ep} offen mit
KcQcQcS"—{e}. Dannist 0(Q) C Bg(0) fiir ein hinreichend groBes R > 0.
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2.4 Nochmal zuriick zur Sphére

Damit ist

(n—2)/2
2
Ua  _ (n-2)/2, (M)

uy |z]2 + a2
—_———

R241
<= ==

< Cp-am (22 (2.27)

Die rechte Seite der Gleichung Y (Us) = a - A5 (S™, gspn) - Vh, ° - W1 ist daher

beschrankt durch
a - )\S(Sn7gsph) . fvgil . f8871 o HQ’S S C7 . af(pfl)(n72)/2 . a(sfl)(n72)/2

2R .

Mit den lokalen Versionen des Satzes iiber elliptische Regularitéit (LE.I3) und des
Sobolev’schen Einbettungssatzes ([LAI4]) ist die Folge W, beschrénkt in L"(K)
unabhéngig von s.

Setze nun K; := o %(B;(0)). Dann ist K; C S™ — {ep} kompakt und
Uj—, Kj = S™ — {eo}. Wie im Beweis von Satz 23.3] - mit lokaler statt globaler
elliptischer Regularitét — erhalten wir eine Teilfolge Wy, so dass || Wy, [|c2.0(k,) be-
schrénkt ist. Fiir eine Teilfolge hiervon ist dann wiederum || Uy, [|¢2.a (k) beschrinkt.
Ein Diagonalfolgenargument (wie im Beweis von Proposition [L.2.5]) liefert schlie3-
lich eine Teilfolge, die in allen C*“(K;), j € N beschréinkt ist. Nach dem Satz von
Arzela und Ascoli [L2.5] konvergiert diese Teilfolge in C?(K ;) fiir jedes j € N. Damit
ist ¥ C? auf S — {eg}, und Uy, konvergiert auf S™ — {eg} samt Ableitungen bis
zur Ordnung zwei lokal gleichméfig gegen W.

Wegen W, (—ep) = 1 ist auch W(—ep) = 1 uns insbesondere ¥ # 0. Aus ¥y > 0
folgt ferner ¥ > 0.

Nach Bemerkung 2ZT.9] ist A(S™, [gspn]) > 0 und somit gilt nach Lemma [2Z3.3]
dass limg_,p As(S™, [gsph]) = A(S™,[gspn]). Die linke Seite in (Z26) konvergiert
auf S™ — {eg} lokal gleichméBig gegen Y'W. Die rechte Seite konvergiert gegen
a- AS™, [gspn]) - H - ¥P~1, wobei H = a-A(S",[;/sfh])-‘IfP* wo ¥ nicht verschwindet.
Dort ist H insbesondere stetig. In der Nullstellenmenge von ¥ und in ey kénnen

wir einfach H = 1 setzen.

S

Wegen (2.27) gilt auf jedem Kompaktum in S™ — {egp} fiir hinreichend grofies «,
dass 0 < vy < 1 und damit auch 0 < vh_° < 1 fiir s nahe p. Also gilt 0 < H < 1
auf ganz S™ und damit H € L>°(S™) ¢ L™/?(S™).
Da die Gleichung YW = a- A(S™, [gspn]) - H - WP~ auf S™ — {eg} gilt, folgt aus dem
Singularitdtenhebungssatz 2.4.1] dass sie im schwachen Sinn auf ganz S™ erfiillt
ist. In anderen Worten, fiir jedes h € C*°(S™) gilt

/Y(h) W dvol = a- \(S™, [gspn]) - /h-H-\IIp_ldvol.
sn sn
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2 Das Yamabe-Problem

110

1,2
Wir wihlen nun h; € C*°(S™) mit h; 22 ¥ fiir j — 00. Wegen des Sobolev’schen

Einbettungssatzes [LT.21] gilt dann auch h; ¥, ¥, Anhand des konkreten Wertes
von p erkennt man leicht ¥P~! € LP"(S") und damit auch H - ¥P~! ¢ LP"(S"), so
dass die Holder-Ungleichung uns [, h; - H - WP~ dvol — [g, H - WP dvol liefert.
Wir erhalten:

1
a

E(¥) = lim (

Jj—00

(Vh;, V) + Scalhjllf> dvol

1

= — lim [ Y(h;) ¥dvol

o fim [ Y (hy) W dvo
Sn

= A(S™, [gspn]) lim / hj - H - 9P~ dvol
J—00
Sn

= A (5", [9gspn]) /H - UP dvol

STL
< A", [gspnl) 19117 - (2.28)
Fiir das Yamabe-Funktional folgt:
Qo (¥) < A(S™, [gspn]) 1 2]17° (2.29)

Wir zeigen ||¥|;, < 1.

Kommt noch.

Aus ([2.29) und f) folgt Qg , (¥) < A(S™, [gspn])- Da A(S™, [gspn]) per Definition
das Infimum von Qg ist, muss Qg , (¥) = A(S", [gspn]) gelten, d. h. W ist ein
Minimierer von Qg -

Ferner muss in (Z28]) Gleichheit gelten, d. h. H = 1. Somit ist ¥ eine schwache
Losung der Gleichung YW = a - A(S™, [gspn]) - PP~ L.

Um schliefflich noch zu zeigen, dass ¥ € C*°(S™) und ¥ > 0, wollen wir Satz [2.3.3]
anwenden. Dazu benétigen wir ein » > p mit ¥ € L"(S™). Nach dem Sobolev’schen
Einbettungssatz [LT.21] ist ¥ € HY2(S™) C LP(S™). Das also geniigt gerade nicht,
so dass wir die Funktion ¥ genauer studieren miissen.

Fiir ¢ > 2 ist der Yamabe-Operator Y : H%9(S") — L9(S™) ein beschriinkter
linearer Operator. Wir zeigen: Y ist injektiv. Sei also 0 = Y (u) = Au+a-scaly, -u
fiir ein u € H?9(S™) C LI(S™). Dann ist

0 = (u,Au+a-scaly , -u),,

= |Vul3. +/a -scalg - ul? dvol .
—_———

——
>0 sm >0



2.4 Nochmal zuriick zur Sphére

Aus scalg, > 0 folgt dann u = 0. Die elliptischen Abschétzungen fiir den Laplace-
Operator A zeigen ferner, dass Y : H*9(S™) — L4(S™) ein Isomorphismus von
Banachrdumen ist.

Sei nun % < q < §; setze dann 7 = nﬁ%q > p. Sei weiterhin x € C*°(S™) mit
0 < x <1 und x = 1 nahe eg. Setze Yy (u) := Y (u) — (x - A(S™, gspn) - ¥P72) - w.

Fiir ein u € H*9(S") gilt dann:

HX A (SnaQSph) PP uHLq < A (SnaQSph) : HX : \I’p_ZHLnN Nl e

= A5 gen) HXl/piz ' \IIHZ::—@n/z ruller
= A ) [ s
el TR Lt 1
Damit ist
e A (™ go) g gy < G 0w
Hierbei bezeichnet || - ||;(g24,00) die Operatornorm auf dem Banachraum

L(H?49 L9) der beschriinkten linearen Abbildungen T : H*9 — L4. Durch geeigne-
te Wahl von x konnen wir [[x - A(S™, gspn) - WP~ 2|| (2.9, 1a) beliebig klein machen.
Die Menge der invertierbaren Operatoren in L(H?49, L9) ist offen, daher ist fiir ein
geeignetes x auch Y, invertierbar. Nun ist

Yy (¥) = (1 —x) - A(S™, gspn) - ¥ € C(S™) € LI(S™).

Wegen der Invertierbarkeit von Y, gibt es also ein p € H*9(S™) mit
V(@) = (1= x) - A(S", gepn) - ¥~ = Yo ().

Also ist ¥ = ¢ € H>9(S") C L"(S™), so dass wir schliellich den Regularitiitssatz
[2.3.3] anwenden konnen.

O

GeméB Bemerkung 2.2.T1] kennen wir nun den Wert der Yamabe-Invariante der Stan-

dardsphére explizit:
Al/np(n+1)/n

A (S ’ [gsph]) = n(n — 1) W
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2 Das Yamabe-Problem

Folgerung 2.4.5

Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3 und
sei scaly < 0. Dann gibt es eine Metrik g € [g] mit scalg konstant < 0. Ist ferner
scaly < 0 und scaly # 0, so ist scaly < 0.

Beweis.

AM,lg]) < Qqy(1)

= c-/scalg-ldvol
M

0
A(S"™, [gsph]) - O

AN

2.5 Konforme Normalkoordinaten

Satz 2.5.1 (Konforme Normalkoordinaten)
Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und xo € M. Dann gibt es eine Metrik
g € lg], so dass in geeigneten Koordinaten x um xy mit x(x9) = 0 gilt:

det g;; (.’L‘) = 1 (2.30)
scalg(z) = O(r?) (2.31)
A sl (@)l = é|W(az0)|2. (2.32)

Zu vorgegebenem N € N kann g so gewdhlt werden, dass g in diesen Koordinaten
dieselbe Taylor-Entwicklung bis zur Ordnung N hat wie in riemannschen Normalko-
ordinaten (bzgl. g).

Bemerkung 2.5.2. Die Gleichung (2.32)) ist eine invariante Bedingung, die iiberhaupt
nicht von den Koordinaten abhéngt. Gleiches gilt fiir (2.31]), denn diese Bedingung besagt
gerade, dass scal(zg) = 0 und Vscal(zp) = 0. Die Bedingung (2.30]) hingegen hingt von
der Wahl der verwendeten Koordinaten ab.
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2.5 Konforme Normalkoordinaten

Den Beweis von Satz Z.5.1] fiihren wir spéter in diesem Abschnitt.

Satz 2.5.3 (Aubin)
Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 6, und
set M nicht konform flach. Dann ist

A(M’ [g]) <A (Sna [gsph]) 0

Beweis.

a) Da M nicht konform flach ist, gibt es einen Punkt zp € M mit [W(x¢)| # 0. Geméis
dem Satz {iber konforme Normalkoordinaten 2.5 kénnen wir ohne Einschrénkung
(nach eventueller konformer Anderung der Metrik) annehmen, dass in geeigneten
Koordinaten x mit z(zo) = 0 gilt: g;; = 1, also dvol = dz und scal = O(r?) mit r =
||, sowie Ascal(zg) = £|W (z0)[*> > 0. In diesen Koordinaten setze wie im Beweis

n—2)/2
von Proposition 2214 f,(x) = X(%) - ug (), wobei uq(x) = (my /

und y € C*°(R) mit 0 < x < 1, x(¢t) =0 fiir t < 1 und x(¢) = 0 fiir ¢t > 2. Weiter
wie im Beweis von Proposition 2.2.14] erhalten wir:

fBzg (z0) scal - fie dvol

I fece I

Der Faktor 1 4 O(e) in (2I8]) aus der Volumenkorrektur tritt hier nicht auf, da
ja dvol = dz. AuBerdem bezeichnet B.(z() in diesem Beweis ausnahmsweise nicht
den geodiitischen Abstandsball um g, sondern die Menge der Punkte y € M mit
|z(y)| < e. Dies ist im vorliegenden Fall nicht genau dasselbe, da  nicht genau die
riemannschen Normalkoordinaten sind und somit r nicht genau der geodétische
Abstand. Allerdings wird dieser Unterschied nicht weiter stoéren.

Ferner ist, wie schon in (ZI7) beobachtet, || facllzr > VC' > 0 fiir a N\, 0. Damit
ergibt sich aus ([2.I8)):

/ scal - f2 _ dvol
Bae (20)—Be (o) ’

MM, [g]) < A(S™, gspn) + Oc (™ 72) +

< C1'/ u? (x) dvol
Bae(x0)—Be(z0)

= 0. ("),

Wir erhalten also

fBE (z0) scal - u2 dvol

I forellZs

AM, [g]) < A(S™ [gspn]) + Oc (" %) + (2.33)
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2 Das Yamabe-Problem

b) Nun berechnen wir:

o\
Vel < cn./<r2+a2> gy
0
2e
@ " n—1
= Cn/<m> - dr
0
2¢e/a .
= @ n—1 d
= ¢y P (as)" ads
0
2e/a . .
= Cn - / <82+1> Snflds
0
2/
< e <c'n+ / s“lds>
1
s M 2e/a
= ¢ |d+ [_]
vl
1 2 -n
= Cn <C;L + — ( 8/04) )
n n
<

, 1
R o =
Eingesetzt in (2.33)), haben wir nun die verbesserte Ungleichung

A(M, [g]) < X(S™, [gspn]) + Oc (Ozn_Q) +Cy - / scal - u2 dvol , (2.34)

Be ($0)

wobei Cy = 1/C, falls fBE(xo) scal - u2 dvol > 0 und Cy = (¢, (), + 1/n))?/?, falls
fBg(m) scal - u2 dvol < 0.

¢) In konformen Normalkoordinaten ist die Taylor-Entwicklung der Funktion scal um
o
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2.5 Konforme Normalkoordinaten

Damit berechnen wir:

1 scal
5 / a.sca.(())xzxj-uidx

oz OxI
Bg(l‘o)
6280a1 , o "2 n—1
= / / < xlaxﬂ ztad dvol5n1(r)> . <m> ST dr
0 |z|=r
oo MY a \"7
- 7'/ (- Ascal(zg)) - r*- (ﬁ) e
0
~ y a n—2
_ 2 2 n—1
= 15 |[W (x0)| /r <T2—|—a2> r* T dr
0

Dann ist
O<03S%SC4<OO (™ \(0),
wobei
ak+2 firn >k +4
F(a) = af+21og(L) firn=k+4 .
a2 firn <k+4

Denn fiir I(«) finden wir:

€

n—2
Q@ n—
e = /<r2+a2> e

e/

n—2
e / <72 2a+ 2> .(as)k"""_loz ds
a“s «

0

o

e/a

1 n—2
— ak+2 . / < ) . Sk:-f—n—l ds
s2+1

0
1 n—2 N
+n—1
(m) s

g/

~

N ay

——
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2 Das Yamabe-Problem

Fiir s > 1 ist 52 < 52 + 1 < 25 und somit ist I(a) Vergleichbalﬁ mit

e/o

F(O&) _ ak+2 . <Ck,n + /(SQn)n2 . SkJrnfl dS)

1

e/a
= oft?. <Ck,n+ / gh—n+3 ds>

1

b [log(s)]i/a firk=n—4

= « . Ck;’n + |:sk_n+4:|€/0{ ¢
A sons
k—n+4 |4

Wir stellen fest:
% Fiir n > k + 4 ist F(a) vergleichbar mit a**2.
« Fiir n = k44 ist F(a) = a**2 (ckn +10g (£)) = a**2 (e +1og (1)), also
vergleichbar mit o2 log (é)
x Fiir n < k + 4 schliefflich ist
= gh—n+d kt+2+n—k—4 | k42
Flo)=s—s1 @ k@
6lc—n—|—4
k+2

_ = . an—2 / i
_k_n+4 o +Ck7n [0 s

also vergleichbar mit o” 2, dan —2 < k + 2.

e) Wir erhalten damit

1 0?scal o ~ a n—2
Z i0d .2 - _m, 2, 2 Cn—1
5 DO (0) z'x? - uZ dx B |W (z0)] /r <r2 n a2> r" = dr
BE(‘TO) 0
< —Cs5 - |W(xo)|? - a* fiirn > 7
| =G [W(m0)]? - atlog (1) fiirn =6
und

/ O(r®)-u2dr < Cr7-Iys3e(a)

B:(z0)
a® firn > 8
< Cg- a5log(é) firn =17 .
at fiirn =6

8Soll heifien, dass I(a)/F(a) nach unten und nach oben durch positive Konstanten beschréinkt wird
fiir a \( 0.
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2.5 Konforme Normalkoordinaten

x Fir n > 8 finden wir:

AM, [g]) < A(S™ [gsph]) — Co - [W(z0)* - o + O () .
* Fiir n = 7 finden wir:
A(M’ [g]) S A (Sn’ [gsph]) - ClO : |W($0)|2 . 044 + Oz—: <055 log <é>> .

+ Fir n = 6 finden wir:

«

1
AL A8 T~ Cor - [W(an) - atlog () + Outa).
In allen drei Féllen dominieren fiir hinreichend kleine a die negativen W (xg)-Terme
alle anderen Korrektur-Terme. Wir haben also A(M, [g]) < A(S™, [gsph))-

O

Ubung 2.5.4
Sei B eine reelle, symmetrische n x n-Matrix. Zeigen Sie, dass gilt:

/ (Bx, ) dvolgn-1 = ¢, - tr(B) (2.35)
Sn—1

fiir eine Konstante ¢,,, die nur von n abhingt, und berechnen Sie den Wert von ¢,.

Diese Formel haben wir im Beweis angewandt, wobei B die Hesse-Matrik der Skalar-
kriimmung war.

Bemerkungen 2.5.5
1. Die Bedingung .,(M, g) nicht konform flach* kann man in Satz 253 nicht ersatzlos
streichen, denn sonst wére (M, g) = (S™, gsph) ein Gegenbeispiel.

2. Fir viele konform flache Mannigfaltigkeiten (M,g) gilt trotzdem
A(M, [g]) < A(S™, [gspn]), z. B. wenn die Schnittkriimmung K, konstant und
< 0 ist (etwa flache Tori).

Fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V setze nun

Pn(V) = {reelle Polynome auf V', homogen vom Grad m} .
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2 Das Yamabe-Problem

P (V) ist ein endlichdimensionaler R-Vektorraum.
Sei Ay = =31, % der Laplace-Operator auf (R", geux). Dann ist
Ag(Pm(R™)) C Pr—a(R™). Fiir 72 = |z]? = Y1 |2¢]? ist folglich

2 Ag : P (R") = P (R™)

ein Endomorphismus.

Lemma 2.5.6
Jeder Eigenwert von r%- Ag auf Pm(R™) hat die Form \j = —2j(n — 2+ 2m — 2j) mit
i=0,...,[%].

Beweis. Induktion nach m:
m = 0,1: Die Behauptung ist erfiillt, denn r? - Ao |py(rr),p (rry = 0 und j = 0.

m>2:  Seir?- Aof = Af fiir ein f € Pp(R") — {0}. Dann gilt:
A-Aof = Ag(X-f)
= Ao (r*-Aof)
= Ao (r?) - Ag(f) —2(Vr*, VA f) + r*Ajf

= A f—4) =z to Bof +r2A2f

=1 EPpo

= —2nAof — 4(m — 2)Aof + r2ALf
. AL = (A 2n+4(m—2))Aof.

Ist Agf =0, so auch 72 - Agf =0, also A = 0.

Ist Aof Z 0, so ist A+ 2n + 4(m — 2) Eigenwert von r2 - Ag auf P,,_»(R"). Nach
der Induktionsvoraussetzung ist dann

A 2n+4(m —2) = =2j(n — 24 2(m — 2) — 2j)
fiir ein j € {0,..., [msz]} Folglich ist

A= —2j(n—2+42(m—2)—2j) —2n+4(m —2)
= 2+1)(n—-2+2m—-2(j+1)),

und es gilt j+1€ {1,...,[%]}. O
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Proposition 2.5.7
Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3, sei xy € M und
k € Ng. Sei T' eine symmetrische (k + 2)-Multilinearform auf Ty, M.
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes f € Prio(Ty,M), so dass fir g = e2foexpyy g
gilt:

Sym(Vkricg)(xo) =T.

Beweis.

a) Seien (x!,...,2") riemannsche Normalkoordinaten um g bzgl. g. Setze

n

g(x) = Z ric;;(z) z'2? .

ij=1

Dann haben wir folgende Taylor-Entwicklungen um 0:

k
ric;j(xz) = Z % Z (Daric);; (0) 2% 4+ O <rk+1>
m=0 |a|l=m
n k 1 o
Fy(z) = Z — Z (Daric); (0) z%z"2? + O(rl”?’)
i,j=1m=0 " |a|=m
k+2 1 n

= m Z Z (DaTiC)ij (0) 2Ot —|—O(rk‘+3>‘

/

= F§™ € P (Tuy M)

b) Wir vergleichen nun die kovarianten Ableitungen mit den iiblichen partiellen Ab-

leitungen in den Koordinaten (z!,...,2") an der Stelle 0. Es ist
0
Vano = g0+

Die Terme I' in den Christoffelsymbolen sind algebraische Ausdriicke in g;; und
1. Ableitungen davon an der Stelle 0. Entsprechend ist

|ot|
Vo =V
o 0 0 0 0
30 57 (0520 52 (0)
a1 —mal an —mal
— D, +P,.
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Hierbei ist P, ein Differentialoperator der Ordnung < |a| — 1, dessen Koeffizienten
algebraische Ausdriicke in g;; und Ableitungen davon bis zur Ordnung |a| an der
Stelle 0 sind. SchlieBlich ist

(V'a‘ric)i ,(0) = Dqrici;(0) + Puric;;(0)
’ S
=Oija

Hierbei ist Sjj, ein algebraischer Ausdruck in g;; und Ableitungen davon bis zur
Ordnung |a| + 1 an der Stelle 0.

Fiir f € Pj42 stimmen g;; und g;; und ihre Ableitungen bis zur Ordnung k + 1 an
der Stelle 0 iiberein. Es ist also

Sija = Sija s fir |of <k. (2.36)

Die Behauptung ist dquivalent dazu, ein f € Pryo zu finden mit

Z Z <Vkrlcg> (0) zlad 2™ Z Z Tjo &' L

1j=1|al=k ij=1 |a|=k
d.h. mit
k 1 ¢
2 —
F(@) = o (Tija = Sija) z'2’2
Cij=1|a|=k
@m 1 ;
= H Z (T’Ua S@]a) T T

Aus (23) erhalten wir
ricg = ricg — (n = 2) - (V2f = Vf @ V[) + (Af = (n = 2)|Vf]*) - g

und damit

n

Fya) = Fyfw) = (n=2) > (92 (x) = 0:f (2) 0, (w) ) a'a?

ij=1

O(r2k+2)
+ Af(z) = (n=2) [V f(z) ) gij(x) !
le< S o
O(r2k+2)
= Fy( (n—2) meJBQ ZAf x) gij(x xij—i—O(rl”?’).
i,j=1 i,j=1

(2.37)
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Wir berechnen weiter:

n

En:xixjafjf(x) = Zm@ 219 f)(x Z 2 0 f) (x

= <k+2)2f<) (k+2)f ()
= (k+2)(k+1)f(x).

Nun ist
Af = Aof+0(r)
rPPAf = r2Aof + O(rk+3> .
Fiir den homogenen Teil vom Grad (k+2) in (2.37)) erhalten wir daher die Gleichung
FRD = E 10200 — (n - 2)(k+2)(k + 1)
Die Behauptung ist dquivalent zur Existenz eines f € Py o mit
r2Aof — (n — 2)(k + 2)(/<: +1)f
= —FM? 4~ - Z Z Tija — Sija)x'a) z* (2.38)

1,j=1]al=m

Die Zahl (n—2)(k+2)(k+1) > 0 ist nach Lemma[Z.5.6 kein Eigenwert von r2Ag auf
Pry2(ThyM). Somit ist r2Ag — (n—2)(k+2)(k+1)-id ein injektiver, also bijektiver
Endomorphismus von Pyyo(Ty, M ). Daher gibt es genau ein f € Pjio(Ty, M), das
[2.38)) erfiillt.

O

Ubung 2.5.8

Beweisen Sie den Satz von Graham:

Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, xg € M und N € Ny. Dann gibt es eine
Metrik g € [g] mit

Sym (Vkric) (xg) =0 firk=0,...,N.
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Lemma 2.5.9
Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und zo € M. In riemannschen Normal-
koordinaten um xy haben wir folgende Taylor-Entwicklungen:

gpe(x) =
P 1 -
- § Z Rpijq(O) xtad — 6 Z akRpijq(O) m’m]mk
ij=1 ijk—l
- L o i gkl 5
- Z 2—08klRpijq T Z Rypijm(0) Rgrim (0) p &'’ a"s' + O(r®)  (2.39)
Sl

1 n ) n
1-— 3 ic;;(0)z'z? — — Z O ric;; (0)x'zI F
ij=1 ijk=1
" 1 o2 T . i gkl
_ ';1 %0 ricii (0 90 Zl Ryijm(0) Rppeim (0) — 1—8rlc,~j(0)r1ckl(0) 'ty
ijkl= pm
+0(r) . (2.40)
Beweis.

a) Seien X,Y € T, M mit |X| = 1. Das Differential von exp,, ist gegeben durch

J(r
dexpy, ox(v) = 70

wobei .J das Jacobi-Feld lings der Geodaitischen 7 +— exp, (rX) =: ¢(r) mit An-
fangsbedingungen J(0) = 0 und J'(0) := %J(O) =Y ist, d.h. J erfiillt die Jacobi-
Gleichung

J"'=—-R(J¢)ec. (2.41)

Fiir x = exp,, (rX) und = dexp,, [,x(Y") ist dann

Ipg(T) P1? = g(n,n) = %Q(J(T), J(r)) .

Die Taylor-Entwicklung der Metrik lédsst sich daher durch die Taylor-Entwicklung
der Jacobi-Felder berechnen.
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2.5 Konforme Normalkoordinaten

b) Wir differenzieren dazu die Jacobi-Gleichung (2.47]) nach r und erhalten:

J" = —R(Jé&)é
J" = —VeR(J,é)¢—R(J,¢)¢
JW = —VI.R(J,¢)e—2VeR(J,¢)é—R(J"¢)é
JO = —(V3,.R) (J,¢6)é —3(Vi.R) (J,¢) ¢ —3VeR (J",¢)é— R (J",¢)¢.
An der Stelle r = 0 erhalten wir aus den Anfangsbedingungen von J:
JO) = 0
J0) =Y
J'0) = 0
J"(0) —R(Y, X)X
JH(0) —2(VxR)(Y, X)X
JO0) = —3(VixR) (Y, X)X +R(R(Y,X)X,X)X.

Daraus erhalten wir die Taylor-Entwicklung:

1
5 17
1 r3 r4
= 2 TY—yR(Y,X)X—E-Q-VXR(Y,X)X

2
_;_T (BVXxR(Y, X)X — R(R(Y, X)X, X)X) + O(r°)

73 3

= VP - (R X)XY) - %(VXR(Y, X)X,Y)

1 1
+7“4{% |R(Y, X)X|? — 2—0<V§(,XR(Y, X)X,Y)

IETIRRO Do

3 3
= VP - S (R X)X,Y) - (VxR X)X,Y)
2 1
1t {E|R(Y,X)X|2 ~ 59 <V§<,XR(Y,X)X,Y>} +0(r")

1 o 1 o
= Opgn’n? — ngijq(O) nPxtain? — éakRpijq(o) PPt el
2 & i g k1 Lo Byl i
+ YT Z Ryijm (0) nP ' Rypom (0) 9oz’ — 2—06klRpl-jq(0)x xnPxtaInd b .
m=1
Ein Koeflizientenvergleich liefert fiir die Taylor-Entwicklung der Metrik die Formel

@39).
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2 Das Yamabe-Problem

c) Die Matrix (gpq)p besitzt die Darstellung

q=1,...n

)

(990)p gt = EXP(A(@) +0(7), (2.42)
wobei

1 1 o
=3 Boija0) 2 — = O Ryijg(0) 2’2"

1 1 o
{35 O Ra0) + G5 RoignO) a0 pa'alats! (2.3)

Apq(z)

und EXP(A) := > 1o, AP die Matrix-Exponentialfunktion bezeichnet. Denn
1 n
EXP(A)pg = dpg+ Apg+ 5 D ApmAmg +O(r°)
m=1
L ig_ 1 ik
= Opg — 3 Rpijq(0) z*a’ — = 8kRpijq(O) rrr

{ alc lszJq 90 Z Ryijm(0) Rppiq (0 )} vkl + O(Tj)

Z szgm mqu( )xixjxkxl

= Gpg T O(T ) :
Mit Lemma [2.5.10] erhalten wir nun die Taylor-Entwicklung des Volumenelements:
det (gpg(x)) = det (EXP(A(x)) + O(r°))
= det (EXP( (2))) +0(")
@ =) 4 O(r5)
= 1 Lricy(0)atad — L g Okrici; (0) a'a’ 2
= 3 ric;;(0)z'x erici; (0) z'a! x
1 1 .
{ 50 3,3711“1(:” % Rpijm(O)qulm(O)} alad kol
1 1 .
+37% ric;;(0) ric (0) w'ajz*a! + O(r®) .
U
Lemma 2.5.10
Fiir jede Matriz A € Mat(n x n,C) gilt:
det(EXP(A)) = ) (2.44)
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2.5 Konforme Normalkoordinaten

Beweis.
A1
a) Sei A= eine Diagonalmatrix. Dann gilt
An
eM
det (EXP(A)) — det

et

= 6)‘1 - eAn

B

etr(A) ]
b) Sei nun A diagonalisierbar, d.h. es gibt ein S € GL,(C), so dass S - A - S~! eine
Diagonalmatrix ist. Wegen S - A*¥ . =1 = (S . A - S~HF gilt dann:

det (EXP(A)) = det(S-EXP(A) - S71)
det (EXP(S-A-S1))
o) tr(s-A-871)
etr(A).

c) Da {A € Mat(n x n,C)| Adiagonalisierbar } in Mat(n x n,C) dicht liegt und
beide Seiten der Gleichung (244]) stetig in A sind, gilt die Gleichung fiir alle
A € Mat(n x n,C).

O

Ubung 2.5.11
Zeigen Sie: {A € Mat(n x n,C) | Adiagonalisierbar } liegt in Mat(n x n,C) dicht.
Hinweis: Es geniigt zu zeigen, dass

{A € Mat(n x n,C)| A hat paarweise verschiedene Eigenwerte }

in Mat(n x n,C) dicht liegt. Hier ist die Jordan’sche Normalform hilfreich.

Beweis von Satz[2.5.1.

a) Durch vollstéindige Induktion nach N zeigen wir, dass fiir jedes N € N die Metrik
g konform so geéindert werden kann, dass in riemannschen Normalkoordinaten gilt:

det(gpg(z)) =1+ O(rY). (2.45)
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Fir N = 2 gilt dies in riemannschen Normalkoordinaten bereits ohne konforme
Anderung.

Es gelte also nun die Gleichung (2.45) fiir ein festes N € N. Fiir die Jacobi-Felder
J im Beweis von Lemma 259! finden wir durch sukzessive Differentiation:

JB0) = —(k-2)VE? (R(Y, X)X
+Terme niederer Ableitungsordnung in R
— i|J(r)|2 = ...—2(k—2)<vk*3 R(Y, X)X y> ot
72 X,..,.X ’ 9 (k T 1)!

+ Terme niederer Ableitungsordnung in R
Mit N =k — 1 folgt

det(gpg(@)) = T+enr™ D, (Dari%‘(o) + Bija) a2l +0(rN .
la|=N-2

=Tijo

Hierbei ist B, ein algebraischer Ausdruck in R und Ableitungen bis zur Ordnung
N —3 von R.

Nach Proposition 25.7 gibt es genau ein Polynom f € Py(T,,M), so dass fiir
g = €2/ . g der Term T}jo verschwindet. Da f = O(rY), gilt in riemannschen

Normalkoordinaten:
det (gpq(z)) =1+ O(T’N) .

Sei nun det(gyq(x)) = 1 + O(r®). Aus den Termen zweiter Ordnung der Taylor-
Entwicklung (2.40) erhalten wir ric;;(0)z2? = 0, also ric(z) = 0. Es folgt:

R(zg) = W(xo) (2.46)

und scal(zg) = 0. (2.47)

Aus den Termen dritter und vierter Ordnung der Taylor-Entwicklung (2:40]) erhal-
ten wir:

O ricy; (0)2?zizF = 0 (2.48)

2 o
<8,§’lricij(0) + §Rpijm(0)lekq(0)> ikt = 0. (2.49)

In (Z48)) setze o =t, x¥ = s, x' = 0 fiir alle i # pu,v. Dann ist
0 = 0,ric,,(0)t® + dyric,, (0) s*
—i—(@uricw (0) + 28Vric,w)32t
+(Oyric,u(0) + 20,ricy, ) st? .
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Aus einem Koeffizientenvergleich (von s%t fiir p # v bzw. von 3 fiir g = v) erhalten
wir:

Oyric,,(0) 4+ 20, ric,, (0) = 0.

Summation iiber v liefert nun:

0 Vscal(zg) + 2 div ric(zg)

= 2 Vscal (o) .

Also verschwinden auch die ersten Ableitungen von scal an der Stelle zg und wir
haben in Koordinaten scal = O(r?).

In 249) setze z# = t, ¥ = s, 2' = 0 fiir alle ¢ # y,v. Ein Koeffizientenvergleich
(von s2t2 fiir p # v bzw. von t* fiir y = v) liefert:

2 2 2 .
0= {(zwrlcw, + 0, ricy, + 40, ric,

2 n
+ 9 Z(QRpmepuum + WorwmWpuwm + 2Wppm Wpvum + vaumevum)} (0).

p,m=1
Summation iiber v und p liefert daher an der Stelle z:

0 = —Ascal — Ascal +4 div( divric )

1
5 Vscal

2 n
g | el + WP +2 D W Woyam + (W
u,l/,m7p:1
@30 2
= —4Ascal + g S3|W2.

Hierbei haben wir die 1. Bianchi-Identitdt benutzt, um die W-Terme zu identifi-
zieren:

A = Z WorwmWpwpm

mu,m,p:l
n

= Z (Wuupm + Wupum) : (Wuupm + Wupum)

w,v,m,p=1
= —|W[>+34.
— 24 = |[W]. (2.50)

d) Sei nun N > 5 und g bereits konform so geiindert, dass det(gp,) = 1 + O(rV) fiir

ein N > 5. Setze g := h-g, wobei h in einer Umgebung von z( so gewahlt wird, dass
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in g-Normalkoordinaten gilt: det(g,,) = 1, d.h. h = det(gpq)_Q/" =1+0(N).

Dann gilt:
scalg (o) 0
Vscalg(zg) = 0
1 2
Agscalg(wo) = = |W(zo)|

Hier gehen nur Ableitungen von g bis zur Ordnung 4 < N an der Stelle z ein, die
mit denen von g iibereinstimmen. O

2.6 Green-Funktionen von Y und asymptotisch flache
Mannigfaltigkeiten

Fiir eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) der Dimension n > 3 mit
A(M,[g]) >0ist 0 < E(f) =1(Yf, F) 2/ 11170 fiir alle f € C*°(M) —{0}. Insbesondere

gilt fiir Eigenfunktionen von Y zum Eigenwert A:

1 A 9
0< E (Yfaf)L2 :EHfHL27
d.h. A > 0. Insbesondere ist 0 kein Eigenwert von A. Damit gibt es zu jedem zg € M

eine eindeutige Green-Funktion I';; von Y an der Stelle .

Bemerkung 2.6.1. Sei g = fP~2. g fiir eine positive Funktion f € C°°(M). Nach
Korollar ZT5ist Yz = f1"P oY o f. Seien nun Iy, bzw. 'y, die Green-Funktionen von
Y, bzw. Y; an der Stelle z9. Dann gilt fiir jedes ¢ € C*°(M) einerseits

(5$O’Q0) = (fmoaY%D)

= /1_“350 - Y5() dvolg
M

= [T 177 Vi) £30 D oo,
M
= [T 117 Yi(s0) v

M
- / Ty, - Y(fi) fdvol,
M

und andererseits (64,, ) = f(20) ! (0xy, f). Substituieren wir ) = f, so erhalten wir

(620, %) = /f(xo)fxof'yg(¢) dvolg,
M
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also

Fazo (y) - f(xO) ’ f(y) ) Fﬂ&o(y) : (2'51)

Definition 2.6.2. Fiir 7 € R definieren wir:
OWGTys f & VifeOr™) firi=0,...,k. (2.52)

Statt O (r7) schreiben wir O'(r7) und statt O®)(r7) schreiben wir O”(r7).

Proposition 2.6.3

Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3 mit
A(M,[g]) > 0. Zu zg € M setze G := (n—2) -wp_1 - L'z,. Sei ferner n € {3,4,5} oder
(M, g) konform flach nahe xg.

Dann gibt es ein A € R, so dass nach geeigneter konformer Anderung der Metrik in
Normalkoordinaten um g gilt:

G = 2"+ A+0"(r). (2.53)

Beweisskizze.

a) Im Fall n € {3,4,5} dndern wir die Metrik konform so, dass in Normalkoordinaten
um zxg gilt:

det(gi;) = 1+ O(?“N) mit N =n—1
scal, = O(r2) .

Mit Ag bezeichnen wir den euklidischen Laplace-Operator auf dieser Koordinate-
numgebung. Fiir eine um g radialsymmetrische Funktion u € O(k)(rT) gilt dann:

(Ag—Ag)u = OFD (pN+772) (2.54)
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Damit berechnen wir:
Y (G — 7“2_") = (n—2) wp_1-0z — Ao (7“2_")
— (Ag — AO) (7“27") —a-scalg - P2
€ qrv—n) € Qra-n)
€ O(ril)

Wihle R > 0 so, dass der Ball Bg(zo) im Normalkoordinatengebiet enthalten ist.
Fiir jedes ¢ < n ist r—1 € LIY(Bg(z0)), denn

/ r~%dvol, < o0
Br(zo)

rrt gy < o

=4
& —qg+n—1 > -1
& qg < n.

Fiir jedes solche ¢ < n ist daher nach dem Satz iiber lokale elliptische Regularitét

L6131
G — 7"2_” S H2’q (BR/Q('%'O)) .

Der lokale Sobolev’sche Einbettungssatz [L414 liefert weiter
G-r*"e CO’Q(BR/4($0))

fiir jedes o € (0, 1), denn

2 —« n
n q’

<

| =

Insbesondere ist G — 727" stetig in 0; setze also A := (G —r27")(0). Damit haben
wir zumindest G = r?"" + A + o(1) gezeigt.

b) Sei nun (M, g) konform flach nahe 2y. Wir wihlen eine konforme Anderung der
Metrik, so dass in Normalkoordinaten um xzq gilt:

gij = 0ij
scal, =
Ay = Ayp.

Die Rechnung in a) zeigt, dass in diesen Koordinaten Y (G —r?~") = 0. Nach dem
Satz {iber lokale elliptische Regularitiit [LEI3l gilt dann G — 727" € C>°(Bg(wo))
und insbesondere G = r>~" + A + O”(r). O
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Bemerkung 2.6.4. Ohne die Bedingung n € {3,4,5} oder (M, g) konform flach haben
wir stets eine Entwicklung der Form

n—2
G = 2. (1 + Zw) +c-log(r) + 0" ()
k=4

mit Yy € Pr(TpuM).

Bemerkung 2.6.5. Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 3 mit A(M,[g]) > 0. Dann gibt es eine zu g konform #quivalente
Metrik g € [g] mit scal; > 0. Denn sei us die Losung des subkritischen Problems
Y(us) = As(M,g) -us™t, s < p, mit ug > 0 und |jul|ps = 1. Nach Lemma Z3.5] ist

mit A(M, [g]) > 0 auch A\;(M,g) > 0. Setze nun g := uf 2 - g fiir ein s € [2,p). Dann ist

scal; = cul P Yy (us)

cuy P A(M, g) - uiT!

s

(M, g) - ug™?

Colralralr

Folgerung 2.6.6
Sei (M, g) wie in Proposition [2.6.3. Dann ist 'y, > 0 auf M — {zo}.

Beweis.

a) Die Formel (2351]) zeigt, dass das Vorzeichen der Greenfunktion bei konformen
Anderungen der Metrik erhalten bleibt. Nach Proposition [Z6.3] ist nach einer ge-
cigneten konformen Anderung G' = 72" 4+ O(1) > 0 nahe z(. Somit ist Ty, > 0
auf einem Ball Bg(x¢).

—
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2 Das Yamabe-Problem

b) Nach einer geeigneten konformen Anderung kénnen wir annehmen, dass scaly > 0.
In M — {xo} gilt die Gleichung

Y(Ty) = (Ag + a - scal, ) (Tz)
>0
=0

im klassichen Sinn. Aus dem Maximum-Prinzip [L5.1] folgt dann

i I = i I > 0.
pertin Tao(@) = min  Toy(@)

Definition 2.6.7. Eine vollstéindige riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit asym-
ptotisch flach von der Ordnung T € R, falls es ein Kompaktum K C M, ein R > 0
und einen Diffeomorphismus ¢ : M — K — R™ — Bg(0) gibt, so dass fiir die Metrik

h = (p=1)*g gilt:

hij = 5@']’ e O (T_T) firr " oo. (255)
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2.6 Green-Funktionen von Y und asymptotisch flache Mannigfaltigkeiten

Auf (R™, gouk1) betrachte nun die Umstiilpabbildung

USA :R" - {0} — R"-{0}
T
H R
x 2
wobei r := |z|. Wie sieht die euklidische Metrik geyi in den umgestiilpten Koordinaten
aus? Wir berechnen dazu das Differential von USA:

OUSA*  of x® . 2t
ort o2 r4

= 772 (8¢ —2r %'z .

Damit erhalten wir fiir die Koeffizienten der Metrik:

. OUSA> 9USAP
(USA*gour)i; = (Goula)as - or O

= Gap-1 (65 — 27“_236%0‘) . (55 — 27°_2xjx6>
= 4 (65 — 472l 4 4t xiijQ)
7“_4 . 5@']’ .
Somit ist USA*geurd = 7% - gewrr. Insbesondere ist USA € Conf(R™ — {0}).
Nach Beispiel [LZIT] ist fiir n > 3 die Funktion G := 727" eine Green-Funktion des

euklidischen Laplace-Operators Ag = Ay .- Insbesondere ist GP=2 = p2=1)(=2) — p—4,
also USA* geukt = GP72 - Goukl.

Definition 2.6.8. Sei (M, g) wie in Proposition 2.6.3] und sei o € M beliebig. Setze
M — {zo} und g := GP~2 - g. Dann heifit (M, ) die Umstiilpung von (M, g) an der
Stelle zg.

Bemerkung 2.6.9. Nach (2.7) ist

scal; = Glfp-l-Y(G) = 0. (2.56)
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2 Das Yamabe-Problem

Proposition 2.6.10 .
Sei (M, g) wie in Proposition [2.6.3. Dann ist (M,q) asymptotisch flach der Ordnung

1, fallsm =3
2, fallsn >4
n—2, falls M konform flach.

Fiir oy := "2 . G gilt in geeigneten Koordinaten (,umgestiilpten konformen Normal-
koordinaten®):

g5 = Yy (6 +0"(@?) (2.57)
v = 1+A4-0""+0"(07?). (2.58)

Beweis.
a) Seien z', ..., 2" konforme Normalkoordinaten um x( wie in Proposition Z.6.3. Setze
y i=r2. 29 r:=|z|, 0:= 77! = |y|. Wie oben ist dann
D -2 2
G = ¢ (08 — 20 %y'y”)
0 _9 _9 0
op = ¢ (07207 5o

Wir erhalten also:

) = a(2 2
gl] y - g ayl7 ay]
o 9
_ p—2 -
- g<3yi’8yj>
o —4 -2 oY 2@04‘6 B —QAB.i
- <<5 =202y%) g (8] = 200°) - o
= 9_4'Gp_2'goz6 (5a_2Q 24 a).<55_2Q 2yiy B)
= G2 g (60— 20 a).<5/3 2xjm5)
~~
=8ap+0"(r?)
= . GP? (6 + 0" (r?))

) (5 407 (1)
= "7 (05 + 0" (%))
= 5ij +0” (972) .
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2.6 Green-Funktionen von Y und asymptotisch flache Mannigfaltigkeiten

b) Nach Proposition 2.6.3] ist

vy o= 2@

_ Tn72 . (T2fn +A—|—O”(T‘))
= 14 A- ,rnf2 + O/I (Tnfl)
1+A_Q2fn+ol/ (Qlfn) )

¢) Mit 772 =1+ (p—2)-A- 0> "+ 0"(o'™") erhalten wir:
gij— 65 = (W 2=1)-654+9"2-0"(07?)
(p . 2) LA QZ—n . 5z‘j + o (Ql_n) + o" (9—2)
= O (QZ—n) + 0" (Ql_n) + 0" (Q—Z)
- O (QZ—n) + 0" (Ql_n)
1

_JO" (e fiirn =3
o (072) fiirn > 4

d) Ist (M, g) konform flach, so gilt (nach geeigneter konformer Anderung) in riemann-
schen Normalkoordinaten gns = dag, d. h. der O”(r?)-Term fiillt weg, und somit

/g\aﬁ _ 6aﬁ — OI/ (Q2fn) .
O
In Koordinaten 3, ...,y" wie in der vorangegangenen Proposition betrachten wir
h(g) == o "-w - / APF2/2 40 (2.59)
lyl=e
2
_ Ql—n i w;_ll . / <1 + p;_ A QQ—n + O/l (gl—n)) dO
lyl=e

_ 1+p_g2-A-Q2_n-O”(gl_n).

Hierbei bezeichnet dO das Standardvolumenelement der Sphére {y||y| = o}. Sei nun R
hinreichend gro8, so dass der Definitionsbereich der Koordinaten y',..., 3" die Sphire
vom Radius R enthélt. Wir setzen:

_ Jualy)  firly[ >R
Paly) = {ua(R) sonst .

Dann ist ¢, € Hl’z(]\//j).
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2 Das Yamabe-Problem

Lemma 2.6.11

Sei (M, g) wie in Proposition [2Z.6.3. Dann gibt es ein C > 0 und ein k > 0, so dass

gilt:

Fypa) < M8 lgpnl) - [iallts = O 40~ + 0(a71).

Insbesondere gilt: ist A > 0, so ist fiir ein hinreichend grofies «:

Eg(pa)

2

< )‘(Sna [QSph])
Wir erhalten damit:

AM, [g]) = inf{ Lolv) v e HY(M )—{0}}

I (ar)
inf { 22| ¢ 51230 - {0)
1112, &
Eg(¢a)
= lealll,
< )‘(S ’[gsph])'

Damit haben wir also bewiesen:

Satz 2.6.12

(2.60)

Sei (M, g) wie in Proposition [2.6.3. Ezistiert ein Punkt xo € M mit A > 0 in der
Taylor-Entwicklung (Z53) der Green-Funktion des Yamabe-Operators Y um xq, so ist

A(M, [g]) < A(S™, [gspn])- Insbesondere ist das Yamabe-Problem dann losbar.
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2.7 Das Positive-Masse-Theorem

2.7 Das Positive-Masse-Theorem

Definition 2.7.1. Sei (IV, g) eine asymptotisch flache riemannsche Mannigfaltigkeit.
In asymptotischen Koordinaten setze

n

/< Z (&'gij - jgii) -8j,1/> dvols,, 7 . (2.61)

G =1

m = lim
R—o0 | Wp—1

Hierbei bezeichnet Si die Sphéire vom Radius R in den asymptotischen Koordinaten
und v das duflere Einheitsnormalenfeld von Sg. Falls dieser Limes existiert, so heif3t
m die ADM-Masse von (N, g)E

Beispiel 2.7.2. Auf (R", geyk) sind beziiglich der kartesischen Koordinaten die Koeffi-
zienten g;; = 6;; der Metrik konstant. Daher ist m(R", geur1) = 0.

Bemerkung 2.7.3. Im allgemeinen ist der Limes in (Z.6I]) nicht unabhingig von der
Wahl der asymptotisch flachen Koordinaten und folglich die ADM-Masse nicht invariant
definiert. Es gilt aber folgender Satz:

Satz 2.7.4 (Bartnik, 1986)

Sei (N, g) eine asymptotisch flache riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n.
In geeigneten Koordinaten auferhalb eines Kompaktums K C N sei (bzgl. der Ge-
wichtsfunktion p):

(g - geukl) € CE?(N _ K)

fir ein a € (0,1) und ein T > 252, Ferner sei scal; € L*(N). Dann ezistiert der

Limes in (2.61]), und die ADM-Masse m hingt nicht von der Wahl der asymptotischen
Koordinaten ab.

Ohne Beweis.
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2 Das Yamabe-Problem

Lemma 2.7.5

Sei (M, g) eine geschlossene riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3 und
AM,[g]) > 0. Sei n < 5 oder (M,g) konform flach. Sei ferner xo € M, und sei
(]/\4\, g) die Umstiilpung von (M, g) an der Stelle xy. Wir schreiben (nach eventueller
konformer Anderung der Metrik) in umgestiilpten Normalkoordinaten:

:q\ = 'VP_Q : (geukl + 0" (9_2)) falls n <5
bzw. 7 = Y2 geun, falls M konform flach
und 7 = 14+4A4-0°"+0" (') (0 /).
Dann gilt:
m(g) = 4-(n—1)-A. (2.62)
Beweisskizze.

a) Nach (2.56)) ist scaly = 0, also insbesondere scalg € Ll(]\//f ). Ferner ist

9 — Jeukl = (1 + (p — 2) “A- Q2_n + O” (Ql_n)) : (geukl + O” (Q_Q))
=(p—2)-A-0* " gea +0"(0" ™) +0"(¢7?), fallsn <5

bzw.

g— gkl = (p—2)-A- Q27n * Jeukl + O”(glfn), falls (M, g) konform flach,
also

9= geuta = 0"(077),
wobei

1, falls n =3
T=142, falls n = 4,5
n—2, falls (M, g) konform flach.

In jedem Fall ist 7 > 252, Damit ist (g — geur1) € C2.(N — K), also insbesondere

(9 — geuta) € C%(N — K) fiir ein a € (0,1). Nach dem Satz von Bartnik 274 ist
also die ADM-Masse m(g) der Umstiilpung wohldefiniert.
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2.7 Das Positive-Masse-Theorem

b) Im konform flachen Fall berechnen wir weiter:

9 =0 = (p—2)-A-0*"-6;+0" (')
no2 g 2y; - 0+ O(0™™)
= —4-07"-y; o +0(e7")

—— ngkl = (p—?)-A-

n

— Z (0igij — 0jgii) = —4-A-0 " (y; —ny;)+0(c™")

i=1

— 4-(n—1)-A-0 " y;+0(g")

Mit dem dufleren Normalenfeld

)

v = 0

-9,

e

2?21 y - 9;
1

s}

erhalten wir fiir den Integranden in (2.61))

<Z (059i5 — 0j9i:) '3j,7/> = 24 (n=1)- A0 y;-y;-0 +0(e")
=

=1
= 4. (n—l)-A-g_"+1+O(g_").

Damit ist also

1 n
o1 . / < Z (@gij — ngii) . 3j,V> dUOlSR

S Vb=l
- wl 4-(n—1)-A-R R+ O(RTY)
n—1
= 4-(n—1)-A+O(R™). O

Spinoren

Auf R"™ sind Spinoren vektorwertige Funktionen 1 : R" — 2 Der Dirac-Operator
auf R” ist definiert durch

Dy = ) i 0.
1=1
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2 Das Yamabe-Problem

Hierbei sind ~; € Mat(2["/2}; C) mit v; -y + ;5 - 7 = —26;; - 1. Wir berechnen:

D% = Y m0i(v05)

ij=1
n
_ 2
= Z YiYj 81‘,]‘1/1
ij=1
n
= Z(%’%‘ + %) O + Z Virvi 02
1<J :—26“”-:0 i=1 -1
n
- S
i—1
N (2.63)

Im Fall n = 3 ist z.B.

(0 1 (0 -1 (i 0
71—2.0,72—10773—0_1--

Ist (M,g) eine riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit, so kann man ein komplexes Vek-
torbiindel vom Rang 2(%/2 mit hermiteschen Zusammenhang V, das Spinorbiindel SM,
definieren sowie den Dirac-Operator D, der dann auf Spinoren, d.h. Schnitten in XM,
wirkt. Als Verallgemeinerung von (2.63)) gilt dann die Lichnerowicz-Schrédinger-Formel

1
D? = v*v+%. (2.64)

Satz 2.7.6 (Positive-Masse-Theorem fiir Spin-Mannigf.; Witten 1981)
Sei (N, g) eine zusammenhdingende, asymptotisch flache Spin-Mannigfaltigkeit.
Auflerhalb eines Kompaktums K C N gelte (bzgl. der Gewichtsfunktion g):

9 — Jeukl S CE’?(N - K)
fur ein T > "7_2 und ein o € (0,1). Ferner sei
scal > 0.

Dann ist m(g) > 0 und m(g) =0 genau dann, wenn (N, g) isometrisch zu (R™, goukl)
15t.
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2.7 Das Positive-Masse-Theorem

Beweisskizze.

a) Wir zeigen: D? ist injektiv als Operator

D?: C*¥(EN) — C*® ,(EN).

Sei dazu ¢ € C*%(N) mit D2 = 0. Wir berechnen:

0 = /<D21,Z),1,Z)> dvol

N

QD /<<v*v¢> scal yW) dvol
N

}%113;0{ / ((v Vi) + W) dvolBR}

Br

1
_ lim {/<|w|2 e |¢|2> dvol,
R—o0

/< V,ﬂb , \1/),/ >dvolSR}

Sk GO(R—T 1) €O(R-T)

—27—-1<—(n— 1
2r=l<=(nl) /(\VWQ X ]1/1\2> dvol .

N

>0

Damit ist Vi = 0, also [¢| konstant, denn dx|y|* = (Vxip,¢) + (¢, Vx¢) =
Nach Voraussetzung ist aber ¢ € O(p~ "), daher ist 1) = 0.

Mit einiger analytischer Feinarbeit kann man zeigen: ist D? als Operator
D?: C**(EN) — C¥% ,(EN).
injektiv, so auch surjektiv.
Wir wihlen nun auf R™ einen konstanten Spinor der Liange 1. Wir betrachten den
entsprechenden ,,fast konstanten* Spinor ¢ auf N — K und setzen 1y zu einem
glatten Spinor auf ganz N fort. Dann gilt:
Vi € C** ,(EN),
Vo € ChY(EN),
aber g ¢ CPI(TN),

da |thg| — 1 fiir ¢ — 0o. GemiB a) und b) gibt es einen Spinor ¢ € C**(SN) mit
D?%p = D%yq. Setze nun 1 := g — @. Dann ist D% = 0 und || — 1 fur 0 — oo.
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2 Das Yamabe-Problem

Wir berechnen:

0 = /<D2¢,zp>dvolBR

Br

= / <<V*V1/J,1/J> + %al : \¢]2> dvolp,,
Br

= /(\wyu%al : \zpy?) dvolg,, —/<vyw,¢> dvols, .  (2.65)
Br SR

Fiir den Randterm berechnet man unter Benutzung der lokalen Formel fiir die
kovariante Ableitung von Spinoren

1 n
/(Vﬂ/%@ dvols, = 1 /< Z (059i5 — 0j94i) -3]‘,”> || dvols,,
Sr Sr iy=1
+O(R™1) (2.66)

Im Grenziibergang R — oo erhalten wir aus (2.65]) und (2.66])

0= [ (1702 + 55142 dool = Jm)

N

und somit wegen scal > 0

im(g) _ / <|v1,z)|2+s’cTal - |q,z)|2> dvol > 0. (2.67)
N

Ist m(g) = 0, so folgt aus ([2.67) Vi) = 0. Da man den konstanten Spinor auf
R™ beliebig wihlen konnte, erhalten wir mit dieser Konstruktion 2(*/2) linear un-
abhéngige parallele Spinoren auf N. Das Spinorbiindel wird also durch parallele
Spinoren trivialisiert. Daraus folgt leicht, dass (N, g) flach ist, d.h. verschwindenden
Kriimmungstensor hat. Hieraus und aus der Tatsache, dass (N, g) asymptotisch zu
(R™, geux1) ist, folgt schliefllich, dass (IV, g) isometrisch zu (R, geyx1) ist. O

Bemerkung 2.7.7. Bedauerlicherweise funktioniert dieser Beweis nur fiir Spin-
Mannigfaltigkeiten, da Spinoren und der Dirac-Operator verwendet werden. In Dimen-
sion n = 3 ist dies keine wesentliche Einschrinkung, da alle orientierbaren geschlossenen
3-Mannigfaltigkeiten die Spin-Bedingung erfiillen. Mit Hilfe von minimalen Hyperflichen
kann man das Positive-Masse-Theorem auch ohne die Spin-Bedingung bekommen, falls
n < 7 [6, [7]. Auch fiir die Umstiilpung konform flacher Mannigfaltigkeiten gibt es einen
Beweis, der die Spin-Bedingung nicht erfordert [§].
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2.7 Das Positive-Masse-Theorem

Wir fassen zusammen:

Satz 2.7.8 (Losung des Yamabe-Problems)

Sei (M, g) eine geschlossene zusammenhingende riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3.

Dann existiert eine zu g konform dquivalent riemannsche Metrik g mit konstanter
Skalarkriimmung. Das Vorzeichen dieser konstanten Skalarkriimmung stimmt mit dem
Vorzeichen der Yamabe-Invariante \(M, [g]) tberein.

Beweis. Ist (M, [g]) = (S™, [gsph]), so tut’s g = gspn. Sei also (M, [g]) # (S™, [gsph))- Ist
n > 6 und (M, [g]) nicht konform flach, so ist nach Satz 253 A(M, [g]) < A(S™, [gsph])
und daher nach Korollar 2.3.8] das Yamabe-Problem l6sbar.

Sei also zusitzlich n € {3,4,5} oder (M, [g]) konform flach. Dann wéhlen wir 29 € M
und betrachten die Umstiilpung (M ,§) von (M, g) an der Stelle zg. Geméf dem Positive-
Masse-Theorem ist m(j) > 0, es sei denn (M,§) = (R", geu)- Im letzteren Fall wiire
jedoch (M, [g]) = (S™, [gsph])- Also ist m(g) > 0 und daher ist nach Lemma auch
der Koeffizient A in der asymptotischen Entwicklung der Green-Funktion positiv. Nun
folgt aus Satz A(M, [g]) < A(S™, [gspn]) und somit wiederum aus Korollar 3.8
dass das Yamabe-Problem losbar ist. O
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Losungen

Ubung [I.L.0. Setze p/ = Pund ¢ = 4, so dass 1% + % = 1. Damit berechnet man:

wv||7r = g_ﬁuv "o "dvol
[ ”Lﬁ
M

= /‘gﬁlur . |9762v|rgfndvol
M

= Jle Pl o,
0
Holder

2 el gl |
L L
P q

_ /‘Q—Blu‘rp’g—n ) /‘Q—B2U|qug—n

M M

T r
Jull, - ol -

Ubung [T.1.7. Wihle r so, dass % = % + %, also r = %. Dann gilt:

<

lelly £ Willeg, - lullzg,

-8 ro_
and i, = | [ (e%1) e
M

a—p

/ —p1EL—n "
= 0 q—p O

M
Ubung [L1.8. Wir folgern dies aus Ubung [L.I.8l Wir haben zu zeigen, dass

/Q_n_(ﬁ_ﬁl a5 da < 00.
R?’L
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Lésungen

Dazu wéhlen wir R > 0 so gro}, dass o(z) = |z| fiir alle x € R™ — Bg(0). Das Integral
I} Bir(0) g_n_(ﬁ ~802%5 dx ist sowieso endlich. Fiir das verbleibende Integral erhalten wir

=:6>0

/ gini(ﬁ - ﬁl)ﬁ de = / 2|70 dx

R”—Bg(0) R”—Bg(0)

_ wn./rn&r(nl) dr
R

(e o]

= wn-/r51 dr

R
= QOO < o0
= —5R .

Dabei ist wy, das Volumen der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphére. O

Ubung [T.1.17. Wir betrachten den Vektor (HuHLg, HquLg,l’ cee HVkuHLgik) c R*.

In R* sind alle Normen #quivalent, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0 so dass gilt:

Ql=

k
25l < max |z;[ < Yl
1 j=1... =

J
1
P

1 k k k
il < (Dol < Oyl
j=1 j=1 j=1

Ql

Setzen wir (z1,...,z) = (HuHLzé, HVuHLg_ ,...,HvkuHLg_k) ein, so erhalten wir die

1

Behauptung. O

Ubung (.33 Zu zeigen ist: es gibt eine Funktion §(w), die fiir jede Wahl von Koordinaten
durch den Ausdruck (LI3]) gegeben ist. Wir iiberpriifen zunéchst die Wohldefiniertheit
und leiten danach auch einen invarianten (d.h. koordinatenunabhingigen) Ausdruck fiir
d(w) her.

Seien also (z!,...,2") und (y',...,y") lokale Koordinaten um zg € M. Die 1-Form w
habe in diesen Koordinaten die Koeffizienten &; bzw. n;. Mit « — y bezeichnen wir den
Koordinatenwechsel und finden folgendes Transformationsverhalten fiir die Koeffizienten
der 1-Form w sowie der Metrik und der Volumenform (wir setzen hier /g := \/det g;;
und verwenden die Indexe i, j, k fiir die z-Koordinaten und p, ¢, r fiir die y-Koordinaten):
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w = & da?
= Tq dy?
8yq
8yq
= S = Moy o (2.68)
= hpgdy? @ dy?
oyP 8y
= hpg- D Dl dz' @ d’
oyP oyt
” 0x' 0z
i pPa. il 2.70
:> g ayp 8yq ) ( )
0
—  J = \/E-(deta—i(. (2.71)

Wir berechnen nun den Effekt des Koordinatenwechsels = — y in (LI3]):

= R 9w
C59), D) 1 0 8y ozt OxI
= o det == h - - hPe.
Vg 0z <‘ or 8yp ayq Wi
25 109 | o' Py
B Vg 0zt (‘ de (93:‘ oyp Vi
B 1 dy| OyP 0 - va d |0y Ox
N ﬁ(‘detax R R R R i r N
881’
e L | 9 P
= 7l gl 5 S (Vhenen,)
em 1 9 ¢ ma,
N Vh OyP <\/ﬁ h nq) '
Hierbei haben wir benutzt:
0 Oy Ox' 0 oy\ Oz By 0%a!
- | det == - | det =— | - =
ozt Oz OyP ozt ox /) OyP T Ox'OyP
B y oy 0 [0y oz’ 8y 0%z’
= det or " [<8x> 9 <3x>] oyp - det dx  OzioyP
I T T
N r \Oy" Oxidzk Oyp = OxioyP
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Lésungen

oy [oxF 9%y Ot 0%zt
= det— - (— —F+— —+——
Oxr \Oy" Ozkox' oOyp = Ozxidyp
k r 2, i 2,
@ g 20 (O o Ol oy
ox oy" Ozt Oxkoyr = OxiOyP
—_———
ot
= 0. (2.72)

Hierbei wiederum haben wir benutzt:

9 (o
0 = @(%)

o (o o

— Qxk \ 9zt Oyp
aer axi ayr ani

T 0xFOxt dyp Oxf fxkoyr (2.73)

Durch die Wahl spezieller Koordinaten kénnen wir nun einen invarianten Ausdruck fiir
d(w) berechnen. Sei dazu p € M beliebig. Nach Bemerkung [[.3.4] gilt in riemannschen
Normalkoordinaten um p:

" &,ul-
1) = -(0) .
(6w)(p) 2 9 (0)
Setze nun die Vektoren 0, ...,0, € T,M so zu einer lokalen Orthonormalbasis e, ..., e,

fort, dass (Ve,ej)(p) = 0 fiir alle 4,5 = 1,...,n. Damit ist

(52)© = Tewiw)
Vei(w(ﬁi))
w) ()

(v i)
- (@)

(p)
(

w )+w( (Ve,0) ()
=0
= ((Vew)(e) )
unabhéngig von der Wahl von Koordinaten. U

Ubung [T.4-4)} Offensichtlich ist || - [|co , eine Norm. Es bleibt also zu zeigen:

COp(M) = {u € ) ulo, = sup (¢7(0) - uta)]) < oo}

ist in der Norm || - [|co,, vollsténdig, d.h. jede ||- [|co,-Cauchy-Folge konvergiert gegen eine
Funktion in C%(M). Sei also (ug)ken eine Cauchy-Folge.
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* uy konvergiert punktweise, denn fiir jedes x € M ist ug(x) eine Cauchy-Folge in
R. Setze also: u(z) := limyp_o0 ur(x).

CO
« Es gilt up —> u und [ullco, < oo Sei e > 0. Wihle Ny € N, so dass
[ur, — willco, < e fiir alle k,1 > Np. Fiir ein beliebiges © € M wihle Ni(z) > No,
so dass |u(x) — ug(z)| - 0% (x) < ¢ fiir alle k > Ny(z). Damit ist fiir alle & > No:

-8 -8

(@) — uny (@) (@)] - 077 + Jun, @y (@) — uk(2)] - 0
2¢e.

|u(z) — up(z)] - 0

IN A

co
Fiir alle k > Ny ist daher |[[u — ugllco, < 2e, d.h. uy, —4 . Ferner ist

ulleo, < llu—uklleo, + [lukllco,
< 26+ Jluglleo,
< 0.

x Die punktweise gebildete Grenzfunktion wu ist stetig: Sei € > 0 und x € M beliebig
Wihle k € N, so dass |lu — uglco, < e und |u(z) — ug(z)| < e. Wahle 6 > 0
hinreichend klein, so dass |uy(z) — ux(y)| < € und |0%(z) — 0%(y)| < e fiir alle
y € Bs(x). Dann ist

u(z) — u(y)| lu(@) — ug(@)] + |ur(z) — we(y)] + |ur(y) — u(y)|
e+e+ lur(y) —u®)]- 0’ (v) - ’(v)
2¢ + |lug — ulles, - (%(2) +¢)

2 +¢e-(°(x)+¢). O

IN A

IN

IN

Ubung[ZZ8. Die stereografische Projektion im Nordpol o : S — {eg} — R™ ist gegeben
durch

x=o(y) = T
Thre Umkehrabbildung berechnet sich zu
y=0"'w) = g (laf? ~ 1.20).
x> +1 ’
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Lésungen

Fiir affin-lineare Abbildungen F : R™ — R", F(z) = Az + b, berechnen wir

1 1 ]
F — F
o oFoo(y) o o <1 _y(])

- [ 0
- ’A@+(1—y0)b]2+(1_y0)2 (*’2Ay+2(1—y )b)

Auf der nérdlichen Hemisphire, d.h. fiir 4° > 0, ist y° = 1/1 — [§|? und somit liefert ¢
ein Koordinatensystem. In diesem Koordinatensystem haben wir an der Stelle § = 0 die

Ableitung der Abbildung
0
e G AU D

(14971 = ) (1 + 9945 + (1 + 50 (1~ 5°)b)
(1) A7 + (1+50)(1 = yO)b + (1 +50)2(1 — )2

(1= 22 (1 +99)49 + (1 = 6°)*)p)
(1) A9 + (1= (5)2)b + (1 — (5°)2)?

[92((1+ ) A7 + [512)
(1 +y0) A + (5126 + [g]*

(1+4°) A9 + [9/°b
(o)A (&) + lale| + 1o
(1+°)Ag + (9%

(4902 A ()] + 201 +90)(40,8) + 15201 + o)

zu berechnen, wobei, wie gesagt, v = /1 — [9]2.
Im Fall A € O(n) ist dies die Abbildung

o (14 y°)Ag + 9]
YT 902 + 201+ 40)(Ag, b) + |92 (1 + o)
Die Ableitung in § = 0 ergibt sich zu
2:-A-4—-0

2—— =A.
16

(2.74)

Insbesondere fiir eine Translation F' hat die Abbildung ® = o~ o F o ¢ in eg somit das
Differential d®(eg) = id.
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Im Fall A =6, =o' id und b= 0 haben wir die Abbildung

oo (UFyaTly o (+y)ag
Y T2+ 2 A2+
(I+y")2 ™2+ (1+9%)% +a?[g]

Sie hat in § = 0 die Ableitung

2-a-id-4—-0
16

2 =qa-id

Also hat die Abbildung ® = o' o §, o ¢ im Nordpol das Differential
d¥(ep) = a-id = §,-1. O

Ubung[2.5.4. Sei z!,...,2" eine Orthonormalbasis von R™, die B diagonalisiert. Dann
ist

/(BCE,CC>dUOlSn—1 = /Z)\i(l‘i)deolSn—l

Sgn—1 gn—1 i=1
n
= Z)‘i /(I’i)Qd’l)OlSn—l
=1 gl
—en
= tr(B)- ¢y,

denn wegen der Symmetrie ist der Wert von | Sn_l(azi)Q dvolgn—1 unabhingig von 1.
Zur Berechnung der Konstante ¢, setzen wir die Einheitsmatrix I,, ein und erhalten:

n-c, = tr(l)- ey
= Z / ()% dvol gn—
Z':15’77,71
= / |z|? dvolgn-1
Sn—l
= vol(s"1)
7.‘.11/2
B I'(n/2+1)
. 7.rn/2
Dabher ist ¢, = /251 - O
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