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Kapitel 1

Ebene euklidische Geometrie

1.1 Axiomatische euklidische Geometrie

Die Geometrie gehort zu den dltesten Wissenschaften iiberhaupt. Bemerkenswertes
geometrisches Wissen finden wir bereits in den orientalischen Hochkulturen des
5.—3. Jahrhunderts vor unserer Zeitrechnung. Praktische Probleme aus der Messkun-
de, der Baukunst, der Astronomie und der Navigation wurden abstrahiert und fiihrten
zu geometrischen Regeln. So verwendeten die Agypter z. B. die Formel fiir die Drei-

ecksfléche o
Lénge der Grundlinie - Hohe

Flache =
dche >

und die Néherungsformel fiir die Kreisfliche

Durchmesser ) 2

Flache = (Durchmesser — 9

Letzteres entspricht einer Approximation von 7 durch % =~ 3.1605. Zwischen exakt
giiltigen und Naherungsformeln wurde kein prinzipieller Unterschied gemacht. Das ge-
samte mathematische Wissen lag in Form von Regeln vor, Begriindungen oder Beweise

wurden nicht gegeben.

Dies dnderte sich in Griechenland in der Zeit zwischen 350 und 200 vor unserer Zeit-
rechnung. Reine Niitzlichkeitsaspekte wurden durch die Suche nach Verstdndnis in
den Hintergrund gedréngt. Man wollte nicht nur wissen, dass, sondern auch verstehen,
warum bestimmte mathematische Regeln giiltig sind. Dies war der Ausgangspunkt
fiir den axiomatischen Aufbau der Geometrie. Zunéchst wurden einige intuitiv un-
mittelbar einsichtige Axiome aufgestellt, aus denen dann alles weitere streng logisch
abgeleitet werden sollte. Wir werden im Folgenden die euklidischen Axiome der ebe-
nen Geometrie kennenlernen und einige einfachere Folgerungen als Demonstration der
axiomatischen Beweismethode behandeln.

Besonders wichtig fiir ein Axiomsystem ist einerseits, dass es keine redundanden In-
formationen enthélt, d.h. keine Axiome beinhaltet, die eigentlich nur Folgerungen aus
anderen Axiomen sind; andererseits aber auch keine Axiome festlegt, die den anderen
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logisch widersprechen, es muss also widerspruchsfrei sein. Wir werden im Wesentlichen
der Formulierung der Axiome folgen, die von Hilbert in [5] vorgestellt wurde.

Die Axiome unterteilen sich in fiinf Gruppen. Wir beginnen mit den Inzidenzaxiomen.
Um sie zu formulieren, bendtigen wir zwei Mengen P und G, deren Elemente wir
Punkte bzw. Geraden nennen. Ferner sei fiir jeden Punkt p € P und jede Gerade
L € G die Aussage ,,p ist enthalten in L“, in Symbolen ,,p < L, entweder wahr oder
falsch. Man beachte, dass das Symbol ,, < “ zwar an das Symbol ,,€ “ erinnert, hier aber
keine mengentheoretische Inklusion bezeichnet, da die Geraden L keine Mengen sind,
sondern abstrakte Elemente von G. Daher wiirde p € L fiir p € P und L € G keinen
Sinn ergeben. Die Vorgabe der Relation ,, < “ ist gleichbedeutend mit der Vorgabe
einer Menge J C P x G, némlich 7 = {(p,L) € P x G |p < L}. Nun aber zu den ersten
Axiomen.

Inzidenzaxiome. Diese Axiome machen einige Aussagen iiber das Enthaltensein von
Punkten in Geraden.

AxioMm Ii. Durch je zwei Punkte geht eine Gerade,

Vp,geP dJLeG: p<L undg<L.

L

Abb. 1

AxioM Iz. Durch je zwei verschiedene Punkte geht hochstens eine Gerade,

Vp,q € P, p#q, VL MeG, p<L,gq<L,p<M,q<M: L=M.

Geméf dieser ersten beiden Axiome geht durch zwei verschiedene Punkte p und ¢
genau eine Gerade, die wir fortan mit L(p, q) bezeichnen wollen.

AxioMm I3. Jede Gerade enthdlt mindestens zwei verschiedene Punkte,

VLeG 3dp,qeP,p#q: p<Lundqg<L.

AxioMm 14. Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen,

Ip,q,r€P: ALeGmitp<L,q< L, r<L.

Abb. 2
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Axiom I4 bringt zum Ausdruck, dass unsere Geometrie wenigstens zwei Dimensionen
hat.

Beispiel 1.1.1 Das Beispiel fiir eine Geometrie, die die Axiome erfiillt, das wir stets
im Kopf haben, ist das folgende: Wir machen die Definition

P =R
Geraden werden definiert als Punktmengen der Form
L=Lp, ={zcR®|z=p+t-v, t R},
wobei p,v € R?, v # 0, fixiert sind. Die Menge der Geraden ist dann
G:={Lpo | p,veR*v#£0}.

Die Inzidenzmenge J definieren wir einfach durch p< L :< p € L, was nun Sinn
ergibt, da die Elemente von G jetzt tatsdchlich Punktmengen sind.

Man kann sich nun leicht iiberlegen, dass die Axiome I; bis I4 gelten. Dieses Beispiel
wird stdndig wiederkehren. Wir nennen es nach dem Franzosen René Descartes (1596
—1650) das kartesische Modell.

Hier ein Beispiel, bei dem die Geraden keine Punktmengen sind.

Beispiel 1.1.2 Wir setzen P := {Anna, Bernd, Claudia, Dieter} und G :=
{Cola, Apfelsaft, Milch, Wodka, Bier, Wein}. Hier steht P eher fiir ,,Personen” als fiir
SPunkte” und G eher fiir ,,Getranke“als fiir ,Geraden®. Die Inzidenzrelation p < L, in
Worten ,,p trinkt gerne L“, legen wir durch eine Tabelle fest:

| | Anna | Bernd | Claudia | Dieter |

Cola ja ja nein nein

Apfelsaft ja nein ja nein
Milch ja nein nein ja

Wodka nein ja ja nein
Bier nein ja nein ja
Wein nein nein ja ja

Nun iiberzeugt man sich leicht davon, dass die Inzidenzaxiome gelten.

Anordnungsaxiome. Zur Formulierung dieser Axiome bendtigen wir zusétzlich zu
den Daten P, G und J, dass zu jedem Tripel (p,q,r) von Punkten die Aussage ,, ¢
liegt zwischen p und r“ entweder wahr oder falsch sei. Genauer geben wir uns also
eine Menge A C P x P x P vor und sagen dann, g liege zwischen p und r, wenn
(p,q,7) € A. Es sollen nun folgende Axiome erfiillt sein.

AxioM A;. Falls q zwischen p und r liegt, so sind p, ¢ und r drei paarweise verschie-
dene Punkte auf einer Geraden.
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q

Abb. 3

AxioMm As. Liegt q zwischen p und r, so liegt q auch zwischen r und p.

Zu je zwei Punkten p und ¢ nennen wir die Menge aller Punkte, die zwischen p und
q liegt, die Strecke von p nach ¢ und schreiben dafiir pq. Axiom As impliziert also
pr =7p.

AxioM As. Zu je zwei verschiedenen Punkten p und q gibt es einen Punkt r, so dass
q zwischen p und r liegt.

Aufgepasst: Dieses Axiom besagt nicht, dass es zwischen zwei vorgegebenen Punkten
einen weiteren Punkt gibt. Dies werden wir erst noch beweisen miissen, vgl. Satz [[LT.5]

AxioM Ay. Unter je drei Punkten liegt hochstens einer zwischen den beiden anderen.

Haben zwei Geraden L und M einen Punkt p gemein, p < L und p < M, so sagen wir
auch, dass sich L und M schneiden, in Symbolen LN M # (. Wir sagen, dass sich eine
Strecke pr und eine Gerade L schneiden, falls es einen Punkt g zwischen p und r gibt
mit ¢ < L.

AxioM As. Seien p, q und r drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, sei L eine
Gerade, die keinen dieser drei Punkte enthdlt. Schneidet L die Strecke pq, so schneidet
L auch genau eine der beiden anderen Strecken pr oder qr.

Abb. 4

Dies besagt, dass eine Gerade, die in ein Dreieck eintritt, durch eine der beiden anderen
Seiten wieder heraustritt. Das sagt anschaulich auch, dass unsere Geometrie nicht mehr
als zwei Dimensionen hat. In drei Dimensionen wiirde Axiom As nicht gelten:

Abb. 5

Beispiel 1.1.3 Im kartesischen Modell sagen wir, dass ein Punkt ¢ € R? zwischen p
und r € R? liegt, p # 7, falls es ein t € (0, 1) gibt, so dass ¢ =t -p+ (1 —t) - r. Anders
ausgedriickt, wir definieren A := {(p,tp + (1 — t)r,r)|p,r € R%, p #r,t € (0,1)}.
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Dann sieht man leicht, dass die Axiome A; bis A4 gelten. Axiom As erfordert etwas
mehr Miihe, weswegen wir den Nachweis auf den néchsten Abschnitt verschieben.

Beispiel 1.1.4 Wir wollen versuchen, im Trinkerbeispiel [L1.21die Relation ,zwischen®
in sinnvoller Weise zu erkldren. Da in diesem Beispiel jede Gerade nur zwei Punkte
enthélt, zwingt uns Axiom A; dazu, A := () zu setzen. Dann gelten alle Anordnungs-
axiome aufier Axiom As.

Beweisen wir nun mit Hilfe der bisherigen Axiome einen ersten Satz.

Satz 1.1.5 P, G, J und A mdgen die Inzidenz- und die Anordnungsaxiome erfillen.

Dann gibt es zu je zwei verschiedenen Punkten p und q einen Punkt r, der zwischen p
und q liegt, d. h. die Strecke pq ist nicht leer.

Beweis. Seien p und g zwei verschiedene Punkte. Nach Axiom I4 gibt es einen Punkt s,
der nicht auf der Geraden L(p, ¢) liegt. Nach Aj existiert ein Punkt ¢, so dass s zwischen
p und ¢ liegt. Nochmalige Anwendung von Aj liefert einen Punkt u, so dass g zwischen
t und u liegt. Die Gerade L := L(s,u) schneidet die Strecke pt in s.

Der Punkt ¢ liegt nicht auf der Geraden L(p,q), da sonst nach Axiom A; auch s auf
dieser Geraden lage im Widerspruch zur Wahl von s. Also kénnen wir Axiom As auf
die Gerade L und die drei Punkte p, ¢ und ¢t anwenden. Da L die Strecke pt schneidet,
muss L nach As auch eine der beiden Strecken pg oder tq schneiden, oder aber einen
der drei Punkte p, g oder t enthalten.

1. Fall: L enthdlt p oder t.

Nach I stimmt L dann mit der Geraden L(p, t) iiberein. Somit liegt u auf L(p,t) und
gemaft A; auch ¢. Daher liegen p, ¢ und ¢ doch auf einer Geraden, ein Widerspruch.

2. Fall: L enthdlt q.

Nach wiederholter Anwendung von Iz liegen dann s, u, ¢, t und p auf einer Geraden,
Widerspruch.

3. Fall: L schneidet die Strecke tq in einem Punkt v.

Abb. 6

Dann haben L und L(¢,q) die beiden Punkte v und v gemein. Wére u = v, dann wére
sowohl u zwischen ¢ und ¢, als auch ¢ zwischen ¢ und u, im Widerspruch zu Axiom
Ay. Also haben L und L(t,q) zwei verschiedene Punkte gemein, und wegen Io gilt
L = L(t,q). Dann liegen aber auch s und p auf L, d. h. p, ¢ und ¢ liegen auf einer
Geraden, Widerspruch.
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Abb. 7

Somit miissen sich L und pq in einem Punkt r schneiden. Insbesondere ist pg nicht
leer. O

Definition 1.1.6 Sei L eine Gerade und p ein Punkt auf L. Seien ¢ und r zwei Punkte
auf L, beide ungleich p. Wir sagen, q und r liegen auf derselben Seite des Punktes p,
falls p nicht zwischen ¢ und r liegt.

Bemerkung 1.1.7 Sei L eine Gerade, p < L ein Punkt auf L. Geméf einer Ubungs-
aufgabe definiert die Beziehung ,, ¢1 liegt auf derselben Seite von p wie g2 “ eine Aqui-
valenzrelation auf der Menge {q< L | q # p}.

Eine Aquivalenzklasse von Punkten auf L ungleich p kénnen wir dann als eine Seite
von p auf L bezeichnen.

Definition 1.1.8 Sei L eine Gerade, seien p und q zwei Punkte, die nicht auf L liegen.
Wir sagen, p und q liegen auf derselben Seite der Geraden L, falls die Strecke pq die
Gerade L nicht schneidet.

Wiederum kénnen wir eine Aquivalenzklasse von Punkten nicht auf L als eine Seite
von L bezeichnen.

Kongruenzaxiome. Zur Formulierung der dritten Gruppe von Axiomen, den Kon-
gruenzaxiomen, bendtigen wir neben den bisherigen Daten noch, dass fiir jedes Paar
(pg, P1qr) von Strecken die Aussage ,,Pq ist zu pigi kongruent* entweder wahr oder
falsch sei. Bezeichnen wir die Menge aller Strecken mit S, so geben wir uns also eine
weitere Menge SK C SXS vor und sagen pq ist zu piqr kongruent, falls (pg, pigi) € SK.

AxioMm K; (Streckenabtragung). Sei pq eine nichtleere Strecke, sei L1 eine Gerade,
seien p1,71 < L1, 11 # p1. Dann gibt es einen Punkt q1 < L1, auf derselben Seite von
p1 wie r1, so dass pq zu piqu kongruent ist.

p -
‘N _ Ll
/ql
T

-7 N
~
-~

Abb. 8

In diesem Axiom wird nur die Existenz einer kongruenten Strecke gefordert. Thre Ein-
deutigkeit muss spater noch unter Zuhilfenahme der anderen Axiome bewiesen werden.
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AxioMm Ka. Sind die Strecken piqi und pagz beide zur Strecke pq kongruent, so ist
auch Piqi zu P2qz kongruent.

Es werden noch vier weitere Kongruenzaxiome folgen. Dennoch kénnen wir hier bereits
eine erste Folgerung ziehen.

Lemma 1.1.9 Die Kongruenz von Strecken bildet eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Strecken.

Beweis. a) Sei pg eine Strecke. Wir zeigen, dass pg zu sich selbst kongruent ist. Sei L
eine Gerade, die p enthélt. Nach Axiom K; gibt es einen Punkt r auf L, so dass pg
und pr kongruent sind. Dann ist p1q1 := P2qz := pq kongruent zu pr und daher ist
nach Axiom Ks auch pg zu sich selbst kongruent.

b) (Symmetrie)

Sei pq kongruent zu p1q1. Wir zeigen, dass dann auch p1qr kongruent zu pq ist. Nach
a) ist p1q1 auch kongruent zu pigr. Axiom K liefert dann, dass piqi kongruent zu pq
ist.

c¢) (Transitivitit)

Falls piq1 kongruent zu p2qz ist und p2g2 kongruent zu psgs, dann ist zu zeigen, dass
auch p1q1 kongruent zu p3gs ist. Dies folgt direkt aus Axiom Ks zusammen mit b). O

Von jetzt an werden wir fiir ,, p1q1 ist kongruent zu p2gz * auch ,, prqi = p2qz “ schreiben,
d. h. SK = {(piar, ;2@) € S x S| piqi = P2z }-

AxioMm Ks (Addierbarkeit von Strecken). Seien L und L1 Geraden, seien p,q,r <L
und p1,q1,m1 < L1 jeweils drei paarweise verschiedene Punkte auf diesen Geraden. Die
Strecken Dq und qr mdgen keine gemeinsamen Punkte haben, pgNqr = 0. Analog sei
i NG = 0.

Sind dann pq = piqr und qr = qir1, So ist auch pr = pir1.

Abb. 9

Definition 1.1.10 Im kartesischen Modell definieren wir

7=71q1 e lp— gl = lpr — au]l.

Man sieht dann leicht, dass die Axiome K; bis K3 gelten.

Fiir die Formulierung der drei anderen Kongruenzaxiome benétigen wir das Konzept
des Winkels.
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Definition 1.1.11 Ein Winkel ist eine Aquivalenzklasse von Tripeln von Punkten p,
g und r, die nicht auf einer Geraden liegen, wobei zwei Tripel (p,q,r) und (p1,q1,71)
dquivalent sind, falls

)g=aq
ii) L(p,q) = L(p1,q) und p und p; liegen auf derselben Seite von ¢

iii) L(r,q) = L(r1,q) und r und r; liegen auf derselben Seite von ¢

oder falls

)g=aq
il) L(p,q) = L(r1,q) und p und r1 liegen auf derselben Seite von ¢

iii) L(r,q) = L(p1,q) und r und p; liegen auf derselben Seite von gq.

Fiir die Aquivalenzklasse von (p,q,r) schreiben wir Z(p, g, ). Der Punkt ¢ heift dann
der Scheitel des Winkels Z(p, q,r).

T1 T

Abb. 10

Wir fordern jetzt ferner, dass fiir je zwei Winkel Z(p, ¢, ) und Z(p1,q1,71) die Aussa-
ge ,, Z(p,q,r) ist kongruent zu Z(p1,q1,71)*“ entweder wahr oder falsch sei. Auch hier
schreiben wir wieder ,, Z(p, q,7) = Z(p1,q1,71)*, falls Z(p,q,7) zu £(p1,q1,71) kongru-
ent ist. In anderen Worten, bezeichnen wir die Menge aller Winkel mit W, so geben
wir uns eine Menge WK C W x W vor, namlich WK = {(4(p,q, 1), Z(p1,q1,71)) €
WxW | 4(p7 q, 7ﬁ) = 4(p17q17 Tl)}'

AxioM Ky. Die Kongruenz von Winkeln bildet eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Winkel.

AxioM Ks (Winkelabtragung). Seien p, q, r Punkte, die nicht auf einer Geraden
liegen, und seien p1, q1, s1 ebenfalls Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. Dann
gibt es einen Punkt r1 auf derselben Seite von L(p1,q1) wie s1, so dass der Winkel
Z(p1,q1,71) kongruent ist zu dem Winkel Z(p,q,r).

Ist ferner ro ein weiterer Punkt mit denselben FEigenschaften wie r1, d.h. liegt ro
ebenfalls auf derselben Seite von L(pi,q1) wie s1 und gilt Z(p1,q1,72) = Z(p,q,7), So
ist Z(p1,q1,m1) = £(p1,qu,72).
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q1

Abb. 11

Axiom Ks besagt, dass wir einen gegebenen Winkel in eindeutiger Weise abtragen
kénnen, wobei wir den Scheitel, ein Bein des Winkels und die Seite des anderen Beines
vorgeben.

Das letzte Kongruenzaxiom bringt die Kongruenz von Strecken mit der von Winkeln
in Verbindung. Bislang standen die beiden Kongruenzbegriffe vollig unabhéngig ne-
beneinander.

AxioMm Kg. Seien (p,q,r) und (p1,q1,71) zwei Tripel von Punkten, die jeweils nicht
auf einer Geraden liegen. Gilt pq = piqi, pr = pir1 und Z(q,p,r) = Z(q1,p1,71), S0
gilt auch

L(p,q,r) = Z(p1,q1,m1).-

q1

1
q P1

Abb. 12

Ziehen wir einige Schlussfolgerungen aus den bisherigen Axiomen. Erweitern wir zu-
nichst die Aussage aus dem letzten Axiom.

Satz 1.1.12 Die Inzidenz-, Anordnungs- und Kongruenzaxiome seien giltig. Seien
(p,q,7) und (p1,q1,71) zwei Tripel von Punkten, die jeweils nicht auf einer Geraden
liegen. Gilt pq = p1iqu, pr = pir1 und Z(q,p,7) = £(q1,p1,71), So gilt neben Z(p,q,r) =
Z(p1,q1,71) auch

4([777"7(]) Eé(p177“17q1) und qr =qir.

Beweis. Die Winkelkongruenzen folgen direkt aus Axiom Kg, im zweiten Fall
nach Bezeichnungswechsel (Vertauschung der Rollen von p und ¢ bzw. p; und q1).
Bleibt g = i1 zu zeigen. Geméaf Axiom K; finden wir auf der Geraden L(gi,71),
auf derselben Seite wie 71, einen Punkt s1, so dass qr = q151.

q1

51

1

Abb. 13
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Wir wenden K¢ auf (p,q,r) und (p1,q1, s1) an und schliefen

4(q7p7 T) = 4(q17p1781)«

Andererseits ist aber auch Z(q,p,r) = Z(¢1, p1,71) und damit wegen der Eindeutigkeit
in Axiom K5E|

4(q17p17 81) = 4(q17p177l1)'
Wiére nun r1 # s1, so wiirden wir schliefen, dass p1 und g1 beide auf der Geraden
L(r1,s1) liegen, d. h. p1, ¢1 und r1 wéren auf einer Geraden im Widerspruch zur
Annahme.

Also ist 1 = s1 und damit g7 = q@1771. O

Definition 1.1.13 Fiir Vektoren X,Y € R" — {0} ist die Winkelgréfe ¥<(X,Y") die
eindeutige Zahl aus [0, 7] mit cos(<(X,Y)) (XY

IR

Fiir Punkte p,q,r € R?, die nicht auf einer Geraden liegen, ist die Winkelgrofe ent-
sprechend durch

I(pqr) =P —q,7—q)
definiert. Man {iberlegt sich nun leicht, dass aus Z(p,q,7) = Z(pi,q1,r1) folgt

x(p,q,7) = A(p1,q1,71). Im kartesischen Modell kann man nun die Kongruenz von
Winkeln durch

4(p7q7 7') = 4(p1,q1,7’1) = <I(p7Q7r) = <):(plyqlﬂﬁl)

definieren und die Axiome iiberpriifen.

Bemerkung 1.1.14 Liegt q zwischen p und r, so sind die Strecken pg und g7 disjunkt,
was fir die Anwendbarkeit von Axiom K3 bedeutsam ist. Bezeichnen wir namlich die
Gerade, auf der p, g und r liegen, mit L und nehmen wir an, dass es auf L ein s € pgNgr
gibe, so wire wegen s € pg der Punkt s auf derselben Seite von g wie p und wegen
s € gqr ware s auf derselben Seite von ¢ wie r. Also ldgen p und r auf derselben Seite
von ¢ im Widerspruch dazu, dass g zwischen p und r liegt.

Satz 1.1.15 (Kongruenz der Nebenwinkel) Die Inzidenz-, Anordnungs- wund
Kongruenzaziome seien giltig. Gilt fiir Punkte p,q,r,s und pi,qi,71,S1 Sowohl
(p,q,s) € A als auch (p1,q1,51) € A sowie r £ L(p,q) und r1 ¢ L(p1,q1), dann folgt
aus der Kongruenz der Winkel Z(p,q,r) und Z(p1,q1,71) auch die Kongruenz von
Z(s,q,7) und £(s1,q1,71)-

71

q S p1 Ly q1 S1
Abb. 14

1Um die Eindeutigkeitsaussage in Axiom K5 anwenden zu kénnen, muss sichergestellt sein,
dass 71 und s; auf derselben Seite von L(p1,q1) liegen. Ubung!
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Der Winkel Z(s, g, ) wird auch als Nebenwinkel zu Z(p, q, ) bezeichnet. Der Satz sagt
somit, dass die Nebenwinkel kongruenter Winkel ebenfalls kongruent sind.

Beweis. Gemaft Axiom K; kénnen die Punkte p1, 71 und s1 als so gewahlt angenommen
werden, dass pq = piqi, 7q = T1q1 und Sq = S1q1.-

r T

L q s P L1 @1 51
Abb. 15

Nach Satz[[T.I12] angewandt auf (p,q,r) und (p1,q1,71), ist pr = p171. GemiR Axiom
K3 ist ps = prst und Z(q,p,7) = Z(q1,p1,71). Wenden wir Satz nochmals an,
diesmal auf (r,p,s) und (r1,p1, 1), so folgt 7s = 7151 und Z(q,s,r) = ZL(q1,51,71).
Axiom Kg liefert nun fir (g, s,r) und (q1,s1,71), dass Z(s,q,7) = Z(s1,q1,71)- O

Satz 1.1.16 (Kongruenz der Gegenwinkel) Die Inzidenz-, Anordnungs- und
Kongruenzaziome seien giltig. Sind L und M zwei verschiedene Geraden, die sich
in p schneiden, und liegen r,q < L auf zwei verschiedenen Seiten von p, und liegen
s, t < M, ebenfalls auf zwei verschiedenen Seiten von p, dann ist

2(q,p,8) = £(r,p, 1).

Abb. 16

Beweis. Beide Winkel, Z(q,p, s) und Z(r,p,t), sind Nebenwinkel zu Z(q,p,t). Nach
Axiom Ky ist Z(g,p,t) zu sich selbst kongruent. Daher folgt die Behauptung aus
Satz [LT.T5 O

Mit diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum ersten wirklich interessanten geome-
trischen Satz.
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Satz 1.1.17 (Existenz einer Parallelen) Die Inzidenz-, Anordnungs- und Kon-
gruenzaziome seien giltig. Sei L eine Gerade, p ein Punkt, p 4 L. Dann gibt es eine
Gerade M, die p enthdlt und die L nicht schneidet.

L
Abb. 17

Wir sagen dann, M ist eine Parallele zu L durch p. Der Satz besagt, dass solche
Parallelen stets existieren.

Beweis. Sei also L eine Gerade und p ein Punkt, der nicht auf L liegt. Wir werden
zunéchst die Gerade M konstruieren und anschliefend nachweisen, dass sie die ge-
wiinschten Eigenschaften hat.

Zur Konstruktion wihlen wir einen Punkt ¢ < L und bilden die Gerade N := L(p, q).
Wir wéhlen einen weiteren Punkt r < L, r # g. Dann ist r £ N, da sonst p < L(p, q) =
L(gq,r) = L wire. Geméaf Axiom Ks tragen wir den Winkel Z(r, ¢, p) auf der Geraden
N im Punkt p ab, d. h. wir finden Punkte s < N auf der anderen Seite von p als ¢ und
t £ N auf derselben Seite von N wie r, so dass der Winkel Z(¢, p, s) kongruent ist zum
Winkel Z(r, q,p). Wir setzen nun M := L(p,t).

Abb. 18

Es bleibt zu zeigen, dass sich L und M nicht schneiden. Angenommen, L und M schnei-
den sich in einem Punkt w. Wir beschréanken uns auf den Fall, dass u auf derselben
Seite von N liegt wie r und ¢. Der andere Fall kann &hnlich behandelt werden.

Geméf Axiom K; tragen wir die Strecke ug auf der Geraden M ab, ausgehend vom
Punkt p, und zwar nicht auf derselben Seite wie u. Das heiflt, ug = pv mit einem
Punkt v € M, so dass p zwischen u und v liegt.

Nach Satz [[L.T.16] sind die Winkel Z(u, p, s) und Z(g, p,v) kongruent. Somit sind auch
die Winkel Z(u, ¢,p) und Z(g, p, v) kongruent. Wir wenden Axiom Ks auf (u, g, p) und
(v,p,q) an und folgern Z(q,p,u) = £(p, q,v).
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Abb. 19

Nun ist Z(gq,p,u) Nebenwinkel zu Z(u,p,s), also muss wegen Satz und der
Eindeutigkeit der Winkelabtragung Z(p, ¢,v) Nebenwinkel zu Z(u,q,p) sein. Somit
liegt v auf der Geraden L, damit auch p, im Widerspruch zur Annahme. O

Parallelenaxiom. Die Existenz einer Parallelen ldsst sich also mit den bisherigen
Axiomen beweisen. Wie steht es mit der Eindeutigkeit? Dies ist Inhalt des Paralle-
lenaxioms.

AxioMm P (Parallelenaxiom). Sei L eine Gerade, p ein Punkt, p £ L. Dann gibt es
hochstens eine Gerade, die p enthdlt und die L nicht schneidet.

Uber die Notwendigkeit dieses Axioms gab es eine jahrtausendelange Kontroverse. Vie-
le Mathematiker waren der Ansicht, die Eindeutigkeit der Parallelen sollte sich, dhnlich
wie die Existenz, aus den anderen Axiomen herleiten lassen. Es gab zahlreiche Beweis-
versuche. Carl Friedrich Gauf (1777-1855) war wohl der erste, der wirklich an die
Unabhéangigkeit des Parallelenaxioms glaubte. Er veroffentlichte seine Ansichten dazu
jedoch nicht. Entschieden wurde die Debatte von dem Russen Nikolai Iwanowitsch
Lobatschewski (1792-1856) und dem Ungarn Janos Bolyai (1802-1860), die, unabhén-
gig voneinander, eine Geometrie fanden, die alle Axiome bis auf das Parallelenaxiom
erfiillt. Das Parallelenaxiom kann also nicht aus den anderen Axiomen hergeleitet wer-
den. Bolyais Vater, selbst Mathematiklehrer, war {iber dieses Resultat seines Sohnes
so beunruhigt, dass er einen Brief an Gaufs schrieb und ihn darin um seine Ansicht
bat. In seiner Antwort duflerte sich Gauf durchaus enthusiastisch iiber die Arbeit des
jiingeren Bolyai, fligte aber die Bemerkung bei, er konne ihn nicht loben, da dies ein
Selbstlob bedeuten wiirde, denn er, Gaufs, hatte all das seit vielen Jahren auch schon
gewusst. Janos Bolyai verdffentlichte nie mehr etwas iiber Mathematik.

Besagte Geometrie ist die hyperbolische Geometrie, auch bekannt unter der Bezeich-
nung ,nichteuklidische Geometrie. Wir werden sie spater noch ausfiihrlich behandeln.

Vollstandigkeitsaxiome. Bei der Einfiihrung der reellen Zahlen lernt man in der
Analysis die Vollstédndigkeitsaxiome kennen, die unter den angeordneten Zahlkérpern
die reellen Zahlen z. B. von den rationalen unterscheiden. Um die euklidische Geometrie
axiomatisch eindeutig festzulegen, bendtigen wir die entsprechenden Axiome.

AxioM Vi (Archimedisches Axiom). Seien pq und 7s zwei nichtleere Strecken. Dann
ezistiert eine naturliche Zahl n, so dass die Strecke 718, die durch n-maliges Abtragen
der Strecke 75 auf der Geraden L(p,q) entsteht, ausgehend von p in Richtung q, die
Strecke pq enthdlt.
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p=T1 S2=17T3 q
§1 = T2 Tn Sn

Abb. 20

Bevor wir das letzte Axiom formulieren, fassen wir an dieser Stelle die Daten zusam-
men, die wir fiir die axiomatische Formulierung der euklidischen Geometrie benotigen.
Wir haben

e cine Menge P, deren Elemente Punkte heifien,
e cine Menge G, deren Elemente wir Geraden nennen,
e eine Menge J C P x G, die die Relation < zwischen P und G festlegt,

e cine Menge A C P x P x P, die die dreistellige Relation ,, zwischen *“ auf P
festlegt,

e cine Menge SK, die die Relation =; auf der Menge der Strecken festlegt,
e ecine Menge WK, die die Relation =2 auf der Menge der Winkel festlegt.

Formal kénnte man nun ein vorldufiges Modell der ebenen euklidischen Geometrie
definieren als ein 6-Tupel (P, G, J, A, SK, WK) bestehend aus solchen Daten, die den
Axiomen Iy —14, A1—As, K1—Kg, P, sowie Axiom V1 geniigen.

Unter einer Erweiterung eines vorlaufigen Modells der ebenen euklidischen Geometrie
verstehen wir ein zweites vorlaufiges Modell (P, G, 7', A", SK', WK'),so dass P C P’,
GCG, TJ=9nNPxG,A=ANPxPxP),SK=8KN(SxS) und
WK = WK'N(W x W). Dies bringt zum Ausdruck, dass die Relationen <, zwischen’,
=/ sowie =5 nach Einschrinkung auf P und G mit den entsprechenden Relationen <,
... ibereinstimmen.

Definition 1.1.18 Ein vorldufiges Modell der ebenen euklidischen Geo-
metrie  (P,G,J, A, SK,WK) heilt mazimal, wenn fir jede Erweiterung
(P, ¢, J, A, SK',WK') gilt, dass P’ =P und G’ = G.

Ein maximales vorldufiges Modell ist also nicht mehr echt erweiterbar.

AxioM V3 (Maximalitdt). Das vorldufige Modell der ebenen euklidischen Geometrie
set mazximal.

Geniigt ein vorldufiges Modell der ebenen euklidischen Geometrie auch noch Axiom
Va2, nennen wir es ein Modell der ebenen euklidischen Geometrie.

Fiir eine weitergehende Diskussion der axiomatischen Geometrie sei auf Hilberts Buch
[5] verwiesen. Dort finden sich Beweise zahlreicher geometrischer Sétze, eine Diskussion
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der Eindeutigkeit der euklidischen Geometrie und der Notwendigkeit des archimedi-
schen Axioms, Konstruktionen mit Zirkel und Lineal sowie rdumliche euklidische Geo-
metrie. Schlieflich sei noch bemerkt, dass man einige Axiome noch etwas abschwéchen
kann, etwa K4 und V.

1.2 Das kartesische Modell

Sorgt die axiomatische Methode fiir logische Klarheit beim Aufbau der Geometrie,
so macht sich doch eine ihr eigene Schwerfélligkeit stérend bemerkbar. Die Bewei-
se selbst relativ simpler geometrischer Sachverhalte kénnen schnell recht verzwickt
werden. Auch ist die Behandlung geometrischer Objekte, die sich nicht aus gewissen
einfachen Elementen wie Strecken, Kreisbogen usw. zusammensetzen, ziemlich auf-
wandig.

Wir folgen daher von nun an Ideen des Franzosen René Descartes (1596—1650) und
charakterisieren Punkte durch Koordinaten, die die Lage der Punkte in der Ebene
beschreiben. Dies ermdoglicht es, Methoden aus der Algebra und der Infinitesimal-
rechnung auch in der Geometrie einzusetzen, und erweitert unseren mathematischen
Werkzeugvorrat ganz erheblich.

Wir erinnern uns an die Definition aus Beispiel [[L1.1]
P =R
Geraden wurden definiert als Punktmengen der Form
L=Lp, ={zcR®|z=p+t-v, t R},
wobei p,v € R?, v # 0, fixiert sind. Die Menge der Geraden ist dann

G:={Lpo | p,veR*v#£0}.

Bemerkung 1.2.1 Zwei Geraden Gp,, und Gp,. sind identisch genau dann, wenn
v, w linear abhingig sind, also

Gp,'u:Gp,w@ElaeR—{O}lw:a'U.

Sind p, ¢ € R? verschieden, so ist die eindeutige Gerade durch p und ¢ gegeben durch

G(p,q) =Gpgp={p+t-(g—p)[teR}={(1-t)-p+t-q|t € R}
q—0p G(p7Q)

p
Abb. 21

Die Inzidenzmenge J definieren wir einfach durch p< L :< p € L, was nun Sinn
ergibt, da die Elemente von G jetzt tatsdchlich Punktemengen sind.
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Wir haben uns tiberlegt, dass die Axiome I bis I4 gelten.

Ein Punkt ¢ € R? liegt zwischen p und r € R?, p # r, falls es ein t € (0,1) gibt, so dass
g=t-p+ (1—1t) r. Anders ausgedriickt, wir definieren A := {(p,tp+ (1 —t)r,7)|p #
r,t € (0,1)}

Dann gelten Axiome A; bis Ay (Ubung).

Definition 1.2.2 Sei L eine Gerade mit a € L und Richtungsvektor v € R?\ {0},
d. h. L = L. Ein Vektor n € R?, # 0, heift Normalenvektor von L, falls (v, n) = 0.

Abb. 22

Beispiel 1.2.3 Aus dem Richtungsvektor kénnen wir einen Normalenvektor einfach
durch Drehung um 7/2 gewinnen,

n—O—l-v
S \1 0 )

Da uns die Konstruktion des Normalenvektors noch haufig begegnen wird, fithren wir
fiir diese Drehmatrix das Symbol J ein.

Leiten wir nun eine alternative Form zur Beschreibung von Geraden im kartesischen
Modell der ebenen euklidischen Geometrie her.

Satz 1.2.4 (Hesse’sche Normalform) Sei L eine Gerade in R* mit a € L und
Normalenvektor n. Dann gilt:

L={peR*|(p—a,n) =0} ={peR?| (p,n) = (a,n)}.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Inklusion ,,C“. Sei p € L, d. h. es gibt ein ¢t € R mit
p = a + tv. Dann gilt
<p —a, T’L> = <tv7n> = t<'[}, Tl> = 07

was zu zeigen war.

Nun zeigen wir die Inklusion ,D% Sei p € R? mit (p — a,n) = 0. Da die Menge
{w € R?| (w,n) = 0} einen eindimensionalen Untervektorraum von R? bildet und die
Vektoren v sowie w := p — a enthélt, miissen v und w linear abhéngig sein. Da v # 0
ist, lasst sich w schreiben als w = tv fiir ein geeignetes ¢ € R. Dann ist

p=a+w=a+1tv € Ly =L.
O

Die Hesse’sche Normalform erlaubt eine einfache Charakterisierung des Sachverhalts,
dass zwei Punkte auf einer Seite einer Geraden liegen.
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Lemma 1.2.5 Sei L eine Gerade mit a € L und Normalenvektor n. Seien p,q €
R?\ L.

Die Punkte p und q liegen genau dann auf derselben Seite von L, wenn (p — a,n) und
(g — a,n) dasselbe Vorzeichen haben.

Beweis. Die Strecke pg ist gegeben durch pg = {x € R?* |z = tp + (1 —t)q, t € (0,1)}.
Fiir « € pq gilt also
tp+ (1 —t)g—a,n)
tp+ (1 —t)g—ta— (1 —t)a,n)
tp—a)+ (1 -1)(g—a),n)
tp—a),n) +((1 - t)(g—a)mn)
= t<p_a7n>+(1_t)<q_a7n>'
Nun iberlegt man sich leicht, dass eine Funktion der Form ¢ — t-a+ (1 —1t) -8

mit reellen nichtverschwindenden Konstanten o« und 3 genau dann eine Nullstelle im
Intervall (0,1) hat, wenn « und 3 entgegengesetztes Vorzeichen haben.

(x—a,n) =

(
(
(
(

Abb. 23
Damit sehen wir:

p und q liegen auf derselben Seite von L
< pq und L schneiden sich nicht
& t—t-(p—a,n)+(1—1t)-{(q— a,n) hat keine Nullstelle in (0, 1)
< (p—a,n) und (g — a,n) haben gleiches Vorzeichen.

Diese Charakterisierung ist sehr niitzlich zum Nachweis von Axiom As.
Satz 1.2.6 Im kartesischen Modell gilt Aziom As.
Beweis. Seien p, ¢ und r € R? drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, sei L

eine Gerade, die keinen dieser drei Punkte enthélt. Die Gerade L schneide die Strecke
Pq. Wir haben zu zeigen, dass L eine der beiden Strecken pr und gr schneidet.
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Wir schreiben L in der Hesse’schen Normalform, d. h. wir wihlen a € L und einen
Normalenvektor n. Da L die Strecke pg schneidet, liegen p und g auf verschiedenen
Seiten von L. Nach Lemmal[l.2- 5 haben (p—a,n) und (¢q—a, n) verschiedene Vorzeichen.
O. B. d. A. kénnen wir annehmen, dass (p —a,n) > 0 und (g — a,n) < 0.

Da r ¢ L, ist geméf Satz[L.24] (r — a,n) # 0.
1. Fall: (r —a,n) > 0.

Dann haben (g —a,n) und (r — a,n) entgegengesetztes Vorzeichen. Nach Lemma [[.2.7]
liegen q und r auf zwei verschiedenen Seiten von L, d. h. L schneidet die Strecke gr.

2. Fall: {r —a,n) < 0.
Es folgt analog, dass L die Strecke pr schneidet. O

Wir erinnern uns nun ferner daran, dass wir im kartesischen Modell zwei Strecken pg
und p’q’ als kongruent definiert hatten, wenn ||p — q|| = ||p’ — ¢’||. In dhnlicher Weise
hatten wir zwei Winkel Z(p,q,r) und Z(p’,q’,r’) als kongruent definiert, wenn die
zugehorigen Winkelgrofen iibereinstimmen,

Zpgr) =204 ") & Epar) =504, 7).

Der Nachweis der Giiltigkeit der Axiome K; bis K4 im kartesischen Modell sei dem
Leser zur Ubung iiberlassen. Um den Nachweis der verbleibenden Kongruenzaxiome
zu vereinfachen, leiten wir nun eine alternative Charakterisierung der Kongruenz von
Strecken und von Winkeln im kartesischen Modell her.

Definition 1.2.7 Eine reelle n x n-Matrix A heifst orthogonal, falls gilt

At A= ]]-7L7
wobei At die zu A transponierte Matrix bezeichnet und 1,, die Einheitsmatrix.
Bemerkung 1.2.8 Orthogonale Matrizen erhalten das Skalarprodukt, d. h. fiir alle

xz,y € R" gilt

Damit wird auch die Norm erhalten,

12| = \/(Az, Az) = \/(z,2) = |l2]l,

und die Winkelgrofe,

(Az, Ay) ) < (2,y) )
Y(Az, Ay) = arccos | —————— | = arccos | ——"— | = <(z,y)-
(Az. 4y) <||Ax||-|Ay|| el ol ) = 29

Beispiel 1.2.9 In Dimension n = 1 ist O(1) = {(1), (—1)}, denn fiir eine 1 x 1-Matrix
A = (a) sagt die Orthogonalititsbedingung einfach

Beispiel 1.2.10 In zwei Dimensionen gilt O(2) = SO(2)UO(2)~, wobei

so = { (i) foex)
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die Drehmatrizen zum Winkel 6 enthilt und
- cos(20)  sin(20)
0@ = { (sin(29) — cos(20) ’9 €R
die Spiegelungsmatrizen um die Achse mit Winkel 6 zur z-Achse.

Definition 1.2.11 Sei A € O(n) eine orthogonale Matrix. Sei b € R"™.
Dann nennt man die Abbildung
Fap:R" - R", Fap(z) = Az + b,

eine euklidische Bewegung. Der Vektor b wird auch als Translationsanteil bezeichnet.
Fiir eine fixierte Dimension n heiftt die Menge aller euklidischen Bewegungen,

E(n) :={Fap | A€ O(n),beR" }

euklidische Bewegungsgruppe.

Tatséchlich bildet E(n) eine Gruppe bzgl. Komposition. Insbesondere ist die Verket-
tung zweier euklidischer Bewegungen selbst wieder eine. In Dimension n = 2 ent-
halt E(2) alle Drehungen um beliebige Mittelpunkte (nicht nur Mittelpunkt 0 wie bei
SO(2)) und Spiegelungen an beliebigen Achsen (nicht nur denen, die durch 0 gehen
wie bei O(2)7).

Satz 1.2.12 Seien p,q,r und p',q',v’ € R* Punkte, die jeweils nicht auf einer Gera-
den liegen. Dann gilt:

=p'¢ <& 3IFecE((2) mit F(p)F(q) =p'q.

1. 7§
2. Llp,q,r) = ZL('.¢,r") &  3TF e E(2) mit Z(F(p),F(q),F(r) =
2 q ).

Beweis. Wir fithren hier nur den Beweis der ersten Aquivalenz. Die zweite geht dhnlich
und bleibt dem Leser zur Ubung vorbehalten. Wir haben zwei Richtungen zu zeigen.

,<="* Sei F € E(2) mit F(p)F(q) =p'q’, F = Fayp. Dann ist geméfi Bemerkung [[ 28]
Ip" = d'll = I1F(p) — F(@)ll = [Ap+b— (Ag+b)|| = |[Ap— Aql| = | A(p — @)l = lIp — qll
und somit p’q’ = pq.

= Seip’q’ =pq, d. h. ||p' —¢'|| = |lp—ql|. Wir setzen v := p—q und v' := p’ — ¢’ und

haben |jv|| = ||v'||. Wir setzen r := ||v|| = ||v’||. Nun schreiben wir v = r - (2:53;)

und v/ =7 - (098(9,) ) Sei nun A die Drehmatrix
sin(0")

[ cos(¢ —0) —sin(¢' —0)
A= (sin(@' —0) cos(¢ —0) > ‘

Dann berechnet man Av = v'. Nun setzen wir b := ¢’ — Aqgund F := Fa;, € E(2). Dann
git F(p)=Ap+b=A(v+q)+b=Av+Aq+b=v"+Aq+b=p —¢ +Aq+b=7p
sowie F(q) = Ag+b=Alp—v)+b=Ap—Av+b=p —b—v' +b=p —v =¢.
Somit gilt F(p)F(q) = p'q’, was zu zeigen war. O
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Satz 1.2.13 Im kartesischen Modell gilt Aziom K.

Beweis. Seien p,q,r und p’,¢', 7 € R? Punkte, die jeweils nicht auf einer Geraden
liegen. Es gelte pg = p'q’, pr = p'r’ und Z(q,p,r) = Z(¢’,p’,r’). Wir haben zu zeigen,
dass dann auch Z(p,q,7) = Z(p',q¢,7").

Wegen Z(q,p,v) = Z(¢,p',7") gibt es ein F € E(2) mit Z(¢,p,r') =
Z(F(q),F(p),F(r)). Nach der Definition von Winkeln heift das F(p) = p’ und
F(q)—F(p) =t1-(¢ —p') und F(r) — F(p) = ta- (r' —p’) fiir geeignete t1,t2 > 0 oder
aber F(p) = p' und F(r) — F(p) = t1 - (¢' = p') und F(q) — F(p) = t2 - (' — p') fiir
geeignete t1,t2 > 0.

F(q) E(r)
F(p) =p f, F(p) =p :I,
F(r) F(q)
Abb. 24

Im zweiten Fall verketten wir F' mit der Spiegelung an der Winkelhalbierenden durch
p1. Dies liefert wieder eine euklidische Bewegung und fiihrt den zweiten Fall auf den
ersten zuriick.

Abb. 25

Sei also o. B. d. A. F(p) = p’ und F(q) — F(p) = t1 - (¢ — p') und F(r) — F(p) =
to - (r' — p') fiir geeignete t1,t2 > 0. Wegen pg = p'q’ ist |l¢ — p|| = |l — P'|| =
1 (F(g) — FG) = ]| F(a) — Fp)]l = 2 lg — pll und somit ¢; = 1. Damit haben
wir F(q) = F(q) — F(p)+ F(p) =1-(¢' —p') +p' = ¢'. Analog folgt F(r) = r'. Damit
gilt insbesondere Z(p’,¢',r") = Z(F(p), F(q), F(r)) und somit Z(p,q,r) = Z(p’,¢',7").

g

Satz 1.2.14 Im kartesischen Modell gilt das Parallelenaxziom. Genauer:

Ist G := Gp,» € G eine Gerade und q € R?—G ein Punkt, der nicht auf G liegt, so sind
Gp,v und Gq . parallel genau dann, wenn v und w linear abhdingig sind. Man schreibt
dafiir auch Gp v || Ggw-
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/

Abb. 26
Beweis.
1. Seien v und w linear abhéngig.
Angenommen, es giabe ein r € Gp N Ggw. Dann kénnen wir Gy, = Gro
schreiben.
v
r v
Gp,v = Gr,v
0
Abb. 27

Genauso erhalten wir Gg,.p = Gr,w.
Nun sind v und w sind linear abhangig, und damit ist nach Bemerkung [[.2.1]
Gr,v = Gr,w. Dies stellt aber einen Widerspruch zu der Voraussetzung dar, dass
q € Ggw = Grw, aber ¢ € Gp» = Gy v; somit sind die Geraden disjunkt.

2. Seien v und w linear unabhéngig.

Die Geraden schneiden sich, falls

dti1,t2 R : p+tiv=q+tiw
& thiv—tw=qg—p

& (v,w) (_t;) =q—p.

Da v und w linear unabhéngig sind, ist die 2 x 2-Matrix (v,w) invertierbar.
(Dieser Schritt funktioniert nicht in h??heren Dimensionen, da (v, w) dort keine
quadratische Matrix ist.) Somit gibt es genau eine Losung

(f;) = (v,w) (¢ —p). O

Bemerkung 1.2.15 Verldsst man die Ebene, funktioniert nicht nur der Beweis so
nicht, sondern nicht parallele Geraden kénnen hier tatséchlich disjunkt (,,windschief*)
sein.
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~_ G
Iy

Abb. 28

p,v

In Dimension 2 ist dafiir zu wenig Platz.

Bemerkung 1.2.16 Auch das Kongruenzaxiom Ks und das archimedische Axiom V;
sind nicht allzu schwierig nachzuweisen,deshalb seien auch diese dem geneigten Leser
als Ubung iiberlassen.

Der Nachweis des Maximalitétsaxioms Vo erfordert mehr Uberlegung als der der an-
deren Axiome. Daher wollen wir ihn hier vorfiihren.

Satz 1.2.17 Mit den von uns gemachten Definitionen ist das Mazimalititsaziom Vi
gtiltig.

Beweis. Seien P’ D P und G’ O G die Punkt- bzw. Geradenmenge einer Erweiterung
unseres kartesischen Modells fiir die euklidische Geometrie. Wir werden die Punkte
aus P alte Punkte nennen, die aus P’ — P neue Punkte. Bei den Geraden verfahren
wir entsprechend. Wir haben zu zeigen, dass es iiberhaupt keine neuen Punkte und
Geraden gibt, P =P’ und G = G'.

Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Zunéchst zeigen wir, dass alte Geraden keine
neuen Punkte enthalten, dann dass es keine neuen Punkte gibt, und schliefslich dass
es keine neuen Geraden gibt.

a) Alte Geraden enthalten keine neuen Punkte, d. h. fir L € G und p € P' mit p<'L
gilt p<P.

An dieser Stelle darf man sich nicht verwirren lassen. Nach unserer Definition sind alte
Geraden Mengen bestehend aus alten Punkten. Im mengentheoretischen Sinn enthal-
ten alte Geraden also sowieso nur alte Punkte. Dennoch kénnten fiir die Erweiterung
<’ der mengentheoretischen Inklusion € auch neue Punkte in alten Geraden enthalten
sein. Dass dies nicht der Fall ist, gilt es nun zu beweisen.

Sei also L € G eine alte Gerade. Angenommen, L enthilt einen neuen Punkt n. Wir
wahlen einen alten Punkt p; € L. Da L von der Form L = L, , ist, kénnen wir p; =
p+tiv =: ¢(t1) schreiben, t; € R. Tragen wir die Strecke (0,0)T(0,1)T hinreichend oft
auf L ab, ausgehend von p; in Richtung n, so erhalten wir geméft dem archimesischen
Axiom einen zweiten Punkt ¢; < L derart, dass n zwischen p; und ¢ liegt. Abtragen
der Strecke (0,0)7(0,1)T auf einer alten Gerade ausgehend von einem alten Punkt
liefert stets wieder einen alten Punkt. Also ist ¢ ein alter Punkt. Wir schreiben ¢1 =
¢(s1), s1 € R. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit sei ¢1 < s1.

Wir zerlegen nun die reellen Zahlen in zwei disjunkte Teilmengen, R = TUS, wo-
bei T = {t € R | ¢(t) liegt auf derselben Seite von n wie ¢(t1)} und S = {t €
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R | ¢(t) liegt auf derselben Seite von n wie ¢(s1)}. Diese Zerlegung der reellen Zah-
len stellt einen Dedekind’schen Schnitt dar. Wegen der Vollstdndigkeit von R besitzt
entweder T ein Maximum oder S ein Minimum. Wir behandeln den Fall, dass T ein
Maximum t2 hat. Der andere Fall geht analog.

Wir setzen pa := c¢(t2). Da t2 € T ist, liegen p1 und p2 auf derselben Seite von n. Nach
dem archimedischen Axiom gibt es eine natiirliche Zahl k, fiir die k-faches Abtragen
der Strecke pzm auf L von p2 in Richtung ¢: die Strecke pzqi enthélt. Wir setzen
p3 := c(t3) mit t3 = ta + (s1 — t2)/k. Dann hat die Strecke pzps die Eigenschaft, dass
ihre k-fache Abtragung auf L von ps2 in Richtung ¢1 gerade die Strecke paqr ergibt.

L

— e ————— o —9oo———— o

b1 b2 P3n q1
Abb. 29

Da die Strecke p2q1 in der k-mal abgetragenen Strecke pam enthalten ist, ist die Strecke
D2p3 in pam enthalten. Daher liegt ps zwischen p2 und n. Also ist t3 € T und t3 > ta.
Dies widerspricht der Maximalitat von ts.

b) Es gibt keine neuen Punkte, d. h. P = P'.

Sei p € P’ ein beliebiger Punkt. Wir wihlen einen alten Punkt ¢ € P und betrachten
die Gerade L durch p und ¢. Wir wahlen nun drei alte Punkte r, s,t € P, die nicht auf
einer Geraden liegen und keiner auf L, so dass sich L und die Strecke 75 in ¢ schneiden.

Abb. 50

Nach Axiom As schneidet L die Strecke 7t oder ts in einem Punkt w. Da die beiden
alten Geraden L(r,t) und L(s,t) nach a) keine neuen Punkte enthalten, ist u ein alter
Punkt. Damit ist L = L(u, q) eine alte Gerade und enthélt wiederum nach a) keinen
neuen Punkt. Also ist p ein alter Punkt, p € P.

c) Es gibt keine neuen Geraden, d. h. G = g

Sei L € G’ eine Gerade. Nach Axiom I3 enthilt L zwei verschiedene Punkte p und q.
Wegen b) missen dies alte Punkte sein. Also ist L = L(p, q) eine alte Gerade, L € G.
O

Die Axiome der ebenen euklidischen Geometrie sind also fiir das kartesische Modell
giiltig. Insbesondere sehen wir, dass die Axiome widerspruchsfrei sind.
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1.3 Dreiecke

Geometrie im kartesischen Modell zu betreiben, hat den Vorteil, dass wir nun den
ganzen mathematischen Apparat der Differential- und Integralrechnung zur Verfii-
gung haben. Damit wird auch die Behandlung der euklidischen Trigonometrie relativ
einfach.

Definition 1.3.1 Unter einem euklidischen Dreieck verstehen wir von nun an ein
Tripel von Punkten (A, B, C) in R?, die nicht auf einer Geraden liegen. Die Seitenlin-
gen sind gegeben durch a = ||B—C||, b = ||A—C|| und ¢ = || A — B||, die Winkelgrifien
sind die eindeutigen Zahlen «, 3,v € (0,7) mit

@ = B-A C-A
oRw = \IB=Ar e —4]
A—B C—-B
cos(f) = <||A—B||’||C—B|>
costy) = (A=C B-C
Vo= \TA=cl B
A
b c
v/y v
C a B
Abb. 31

Satz 1.3.2 (Kosinussatz der euklidischen Geometrie) Sei (A, B,C) ein eukli-
disches Dreieck mit den Seitenldngen a, b und ¢ sowie den Winkelgréfien o, 3 und ~.
Dann gilt

a®> = b+ —2bccos(a),
b = a®+c —2accos(B),
& = a®+b*—2abcos().

Beweis. Wir brauchen nur eine der drei Gleichungen zu zeigen, da sich dann die an-
deren beiden durch Vertauschung der Rollen der Punkte A, B und C ergeben. Zeigen
wir also die dritte Gleichung. Euklidische Bewegungen verédndern die Léngen- und
Winkelgréfien nicht. Daher kénnen wir nach Anwendung einer geeigneten euklidischen
Bewegung annehmen, dass C' = (0,0)", B = (a,0)" und A = (z,y)".
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A= (iC, y)T
b c
pal
C=(0,0" 9 B=(a0)"
Abb. 52
Es gilt
F=(@—a)l+y’=d> -2z +2>+19° =ad®> +b° — 2aa.

Ferner ist

_ (B,A) za+y-0 ax
SO =IBITAT = b ab

und daher az = abcos(v). Daraus ergibt sich die Behauptung.

25

O

Korollar 1.3.3 (Satz von Pythagoras) Sei (A, B,C) ein euklidisches Dreieck mit
den Seitenldngen a, b und ¢ sowie den Winkelgrofien o, 8 und 7. Ist der Winkel bei C

ein rechter, v = /2, so gilt
2,52 _ 2
a” +b"=c".

O

Satz 1.3.4 (Sinussatz der euklidischen Geometrie) Sei (A, B,C) ein euklidi-
sches Dreieck mit den Seitenlingen a, b und c sowie den Winkelgrofien o, 8 und

. Dann gilt
sin(a) _ sin(8) _ sin(y)

a b c

Beweis. Nach dem Kosinussatz gilt fiir den Winkel in der Ecke A
—2bccos(a) = a® — (b* + %)
und daher ,
46 cos® (o) = (—a2 +b° + 02) .
Analog gilt
40> cos®(B) = (a2 —b* + 02)2 .
Daraus erhalten wir
sin?(a) 4a2b%? (1 — cos? (a))
sin(8) 4a?b%c? (1 — cos?(B))
4a2b%c? — a? (—a2 +02 4+ 02)2
4a%b%c? — b2 (a? — b2 + 02)2
a? 4b%c? — (a4 + b+ ¢t —2a%% — 24 + 2b202)

b2 4a2¢® — (a* 4 b + ¢ — 2a2b2 + 2a2¢2 — 202¢2)
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Da a,b,sin(a),sin(8) > 0 zeigt dies 22 — 523) Vortanschung der Rollen von B
und C liefert % — sin(y) g

c

Satz 1.3.5 (Kongruenzsatz fiir Dreiecke) Seien (A, B,C) und (A, B',C") zwei
euklidische Dreiecke. Die Seitenlingen seien wie gewohnt mit a,b,c bzw. a’,b’,c’ be-
zeichnet, die Winkel mit o, 8, bzw.c/,3',v'.

Dann sind dquivalent:
1. Nach eventueller Umbenennung der Ecken gilt:
a:al7b:bl7C:Cl7a:al7/3:/8l7'y:fyl;

2. Nach eventueller Umbenennung der Ecken gilt:

4. Nach eventueller Umbenennung der Ecken gilt:

a=d,B=0,7v=7"

Beweis.

1=2,3,4 trivial.
2=1 liefert der Kosinussatz der euklidischen Geometrie.
3=2 ebenso.

4=3 Wir sehen zunéichst, da die Innenwinkelsumme in allen Dreiecken 7 betréigt, dass
a=r—(B+y)=m— (8 +7)=a

gilt. Nun liefert der Sinussatz der euklidischen Geometrie die Gleichheit von b
und &’ sowie von ¢ und ¢'.

Satz 1.3.6 (Winkelsumme im euklidischen Dreieck) Fir die Winkelsumme im
euklidischen Dreieck gilt:
a+pB+y=m.

Beweis. Die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus liefern

sin(fa+B8+4+7v) = sin(a)cos(8+ ) + cos(a) sin(8 + )
= sin(«) cos(B) cos(y) — sin(«) sin(B) sin ()
+ cos(a) sin(B) cos(y) + cos(a) cos(B) sin(7y). (1.1)
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Fiir den ersten Summanden liefert der Kosinussatz

212402 q24p2_ 2

sin(a) cos(B) cos(y) = sin(a) - 2ac 2ab
_ ﬁsm{ia) ( ERTNPICE —04) (1.2)

und analog fiir den dritten und vierten Summanden

1 sin(B)

cos(a) sin(B) cos(y) = Tabe D (—a4 +b* +2d°* — 04) , (1.3)
1 s
cos(a) cos(B)sin(y) = Tabe w (—a4 +2a°b° —b* + 04) . (1.4)
Nach dem Sinussatz ist S — sin@) _ Si"c(”) und wir erhalten fiir die Summe des

b
ersten, dritten und vierten Summanden aus (1)) den Ausdruck

1 sin(a) 4 4 4 2 2 2 2 2,2
PP (—a —b"—c +2b°c" +2a’c +2ab) (1.5)

Fiir den zweiten Summanden aus (LI berechnen wir, wieder unter Benutzung von
Sinus- und Kosinussatz,

abe sin(«) sin(B) sin(y)

sin() sin(B) sin(y) = P b c
) 3
= abc (%ja))
_ be sm(a) ( — cos( )
_ besin(e) < a+b2+c>>
_ 4albc smaoc) (4b2 2 ( A+ +c ) ) , (1.6)

was mit dem Ausdruck in ([[3]) tibereinstimmt. Setzen wir (L3]) und (L6) in (1)) ein,
erhalten wir somit sin(a + 8 + ) = 0, d. h. die Winkelsumme muss ein ganzzahliges
Vielfaches von 7 sein,

a+ /8 + Y= k- T,
k € Z. Da alle Winkelgréften positiv sind, muss & > 0 sein. Es kommen also nur
k=1,2,3,...in Frage. Wenn wir k > 2 ausschlieffen, haben wir den Satz bewiesen.

Nehmen wir also an, k£ > 2, d. h. a+8+~v > 27. Waren dann zwei der drei Winkelgrofsen
< m/2, so miisste die dritte > 7 sein, was nicht erlaubt ist. Also ist hochstens eine der
drei Winkelgrofen < /2. Seien o. B. d. A. 8,7 > n/2. Dann ist

A—-B C—-B
<||A—B||’ = B|> = cos(B) <0,
also
(A—B,C - B) <0,

und analog
(A-C,B-C)<0
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Addition dieser beiden Ungleichungen liefert

0 > (A—-B,C—-B)+{(A-C,B-C)
= (AC)—(A,B)—(B,C)+(B,B) + (A, B) — (A,C) = (C,B) + (C,C)
= (B,B)-2(B,C)+(C,C)
= HB—CHZ,
Widerspruch. Damit ist der Satz bewiesen. O

Definition 1.3.7 Ist A = (a,b,c) ein euklidisches Dreieck, so heift G(a, (b + c))
Seitenhalbierende von A durch a.

b
%(b +c)
a C
Abb. 33

Satz 1.3.8 (Schwerpunktsatz) In einem euklidischen Dreieck (a,b,c) schneiden
sich die drei Seitenhalbierenden genau im Punkt s = %(a +b+c).

Der Punkt s heif$t Schwerpunkt von (a, b, c).

Beweis.

1. Wir wollen zunéchst zeigen, dass s auf allen Seitenhalbierenden liegt.

Cla, (b+c)) _ {t-a+(1—t)-%(b+c)|t€R}.
1 2 1
g(a—&-b—l-c) = 3 a+§~§(b+c)
_ t-a+(1—t)-%(b+c)eG(aé(b—&-c))

fir t = % Analog zeigt man, dass s auf den anderen Seitenhalbierenden liegt.
2. Der Schnittpunkt ist eindeutig:

Gébe es weitere Schnittpunkte, so wéren alle Seitenhalbierenden identisch. Auf
dieser Geraden lagen dann jedoch sowohl a, b als auch ¢; aber dann wire (a, b, ¢)
kein euklidisches Dreieck. O

Bemerkung 1.3.9 Der Schwerpunkt zerlegt die Seitenhalbierenden im Verhé&ltnis
2:1, d.h. die Seitenhalbierenden dritteln sich:

,_.

s=-(a+b+c)

= [ls —all

3
H a+b+c)—a

[50+0-3e
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_ lub+c_zau;
||s—%(b+c)|| - H +b+c——(b+c)

= [o-z0+0

= EHQa—(b—i—c)H

S ls—al = 2s - 50+

Definition 1.3.10 Sei A = (A, B, () ein euklidisches Dreieck.

Die Gerade Hc, die C enthélt und G(A, B) senkrecht schneidet, heifst Hohe von A
durch C.

C

Hc

Abb. 34

Bemerkung 1.3.11 Am einfachsten kénnen wir die Hohe in ihrer Normalform ange-
ben:
Ho={zeR®|(z,B—A) = (C,B— A)}.

Satz 1.3.12 (Hohensatz) In einem euklidischen Dreieck schneiden sich die drei Ho-
hen in genau einem Punkt.

C

/A B

Abb. 85

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass die Hohen paarweise nicht parallel liegen, denn
wenn zwei Hohen parallel wiren, so miissten auch die Dreiecksseiten, auf denen die-
se senkrecht stehen, parallel sein; und da je zwei Dreiecksseiten immer einen Punkt
gemeinsam haben, ldgen die drei Eckpunkte auf einer Geraden.

Es existiert also ein eindeutiger Schnittpunkt von H4 und Hp, und wir miissen nur
zeigen, dass dieser auch auf H¢ liegt. Sei S dieser Schnittpunkt.
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I (S,C—-B) = (A,C-B),
II (s,C—-A)y = (B,C-—A)
= (S,B—A) = (B,C—A)—(A,C—-B)
= (B7C>—§B74Y§—(A7C’>+ ;
= (B—ACQC),
also liegt S tatséchlich auf Hc. O

Satz 1.3.13 (Hohenformel) Sei (A, B,C) ein euklidisches Dreieck. Wir nennen den
Schnittpunkt von He mit G(A, B) C, analog seien A’ und B’ die Punkte, in denen
Ha bzw. Hp senkrecht auf die entsprechenden Dreiecksseiten treffen.

Weiterhin bezeichnen wir die Abstinde folgendermaflen:

a = ||B=C,
= [lA=Cl,
¢ = |A=BJ;
he = ||IC=C"],
hs = |B-B,
ha = [|A-A|;
und die Winkel an den Eckpunkten des Dreiecks:
a:=%(B,A,QC),
B:=<%(A,B,C),
v:=<x(B,C,A).

Dann gilt:
he¢ = b-sin(e) = a-sin(f),
he = a-sin(y) = c-sin(a),
ha = c¢-sin(8) = b-sin(y).

Beweis. Wenden wir den Sinussatz (Satz [[3.4]) auf das Dreieck (A, C,C’) an, so er-

halten wir
he b

sin(a)  sin (%)
= hc =b-sin(a).

Analog erhélt man alle anderen Beziehungen. O
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1.4 Strahlensatze und Verwandte

Definition 1.4.1 Seien a1, ...,a, € R?. dann heifit das n-Tupel (a1,...,a,) n-Eck.

(€2} 2
as #
a3
az a2
a1 ai
(a17a27a37a4) (a17a37a27a4)
Abb. 37

Das n-Eck heifit entartet, falls drei aufeinanderfolgende Ecken a;,ait1,ait2
(bzw. an,a1,a2 oder an—1,an,a1) auf einer Geraden liegen.

Insbesondere miissen bei nicht entarteten n-Ecken je zwei aufeinander folgende Ecken
verschieden sein.

Bemerkung 1.4.2 Diese Definition verallgemeinert den Begriff des Dreiecks auf eine
beliebige Anzahl von Eckpunkten. Euklidische Dreiecke sind hiernach nichts anderes
als nicht entartete Dreiecke.

Beispiel 1.4.3

as
a1
aq a9 a9
nicht entartet entartet
as a4 ag as
D " ]><I A
ay ay ay as aip = aq az
nicht entartet nicht entartet entartet
as as (475 Gy =
o a az = as
ay ai as ai as
nicht entartet nicht entartet entartet
Abb. 38

In den beiden Sechsecken liegen nur solche drei Punkte auf einer Geraden, die nicht
aufeinanderfolgen.
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Definition 1.4.4 Ein Viereck (a,b, ¢, d) heifit Parallelogramm, falls

G(a,b) | G(¢,d) und G(a,d) || G(b,c).

Satz 1.4.5 (Diagonalensatz) SeiV = (a,b,c,d) ein nicht entartetes Viereck. Dann
sind dquivalent:

1. 'V ist ein Parallelogramm;

2.c—b=d—aundb—a=c—d;

3. Die Diagonalen G(a,c) und G(b,d) schneiden sich genau in dem Punkt m mit

lm — bl| = [lm — d|| und ||m — al| = |lm — c|.
d c
a b
Abb. 39

Kurz formuliert, besagt Bedingung 3, dass sich die Diagonalen gegenseitig halbieren.

Beweis.
»2=1“ Aus ¢ — b =d — a folgt:
G(b7 C) = Gb’cfb = Gb,dfa || Ga’dfa = G(CL7 d)

Analog folgt aus b —a = ¢ — d sofort G(a,b) || G(c, d).
Somit ist V' ein Parallelogramm.

»1=2% Sei V ein Parallelogramm.
Dann ist G(a,b) || G(c,d), also gibt es eine reelle Zahl o mit

c—d=ala-0D).
Analog finden wir ein 8 € R mit
d—a=pB(c—b).

Wenn man nun in der ersten Gleichung auf beiden Seiten (b — a) und in der
zweiten (¢ — b) subtrahiert, so ergibt sich das Gleichungssystem

I a—b+c—d
II —a+b—c+d

[
—~
= Q
[
— =
NN
—~ =
o S
[
S &

= 0 = (a—1)(b—a)+(B—1)(c—b).
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Da V nicht entartet ist, sind die Vektoren (b — a) und (¢ — b) linear unabhingig
und die Gleichung hat nur die triviale Losung

a—-1=p-1=0a=0=1.
Daraus ergibt sich die gewiinschte Aussage
c—d=a—-bundd—-a=c—b
»2=3“ Wir wihlen m € R? mit
m = %(a +c).
Dies ist der Mittelpunkt der Diagonale @c, weshalb auch

[lm — all = [lm — ¢

gilt. Wir zeigen nun, dass m auch der Mittelpunkt der Diagonale bd ist.

Laut Voraussetzung gilt:

c—b = d—-a
& a+c = b+d
silate) = b+

Die beiden Diagonalen schneiden sich also im Punkt m.

Nun bleibt nur noch zu zeigen, dass die Diagonalen keinen weiteren Schnittpunkt
haben. Ware das der Fall, so miissten sie identisch sein und damit lagen a, b, ¢, d
auf einer Geraden — das Parallelogramm wére entartet. %

»3=2“ Eigenschaft 3 sagt aus: Die beiden Geraden schneiden sich im Mittelpunkt, also

(ate)=m=5(b+d).

N =

Multipliziert man diese Gleichung mit 2 und zieht a und b ab, so erhilt man
c—b=d—aq;
bei Multiplikation mit 2 und anschliefender Subtraktion von a und d ergibt sich
c—d=b-a. g
Satz 1.4.6 (Strahlensatz) Seien G, H C R* Geraden mit G N H = {p}.
Seien a,a’ € G — {p}, b,b' € H — {p}.
Dann sind dquivalent:

1. G(a,b) || G(d,V);

2. p liegt zwischen a und o’ genau dann, wenn p auch zwischen b und b’ liegt, und

lp—dll _ Ilp=¥|
lp—all  llp =0l
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Abb. 40

Beweis. Wir kénnen eine Translation anwenden, die p auf 0 abbildet. Da Translatio-
nen sowohl die Absténde als auch die Eigenschaft der Parallelitit unverdndert lassen,
kénnen wir auch einfach 0.B.d.A. annehmen, dass p = 0 ist.

Wihle nun o, 3 € R so, dass @’ = aa und b’ = 3b.

a und b sind linear unabhéngig, da sonst G = H =GN H 2 {p}.

5y 1=-2¢

2 2=>1¢

Da G(a,b) || G(a',b'), kénnen wir ein v € R finden mit (b’ — a’) = v(b — a).
Damit erhalten wir
Bb—aa=b —a =~(0b-a)
= (y—a)a+(B-7)b=0

a,blin. unabh.
—

y—a=pF—-—7=0
— a = ﬁ =1.
A jo—all _ [l _ lollel
0—a a ollla
T = = = o] (1.7)
10—al  [al llal
Ebenso ergibt sich
10— v
= 1.8
o= =4 (18)
und wegen o = 3 auch
10 —a'|| _ [0-b
[0—al  [0-0]

Weiter sehen wir, dass 0 genau dann zwischen a und o’ liegt, wenn o negativ

ist, und zwischen b und b’, wenn 8 negativ ist.

Da nun aber a = 8 gilt, haben sie insbesondere dasselbe Vorzeichen, und damit

liegt 0 zwischen a und @’ dann und nur dann, wenn 0 auch zwischen b und &’

liegt.

Wir benutzen die Gleichungen (7)) und (L8] aus dem ersten Beweisteil, um zu

sehen, dass

_HO—deyHO—UH_w|
10 —all 10— bl '

Die zweite Voraussetzung, dass 0 genau dann zwischen a und a’ liegt, wenn 0

auch zwischen b und b’ liegt, fiihrt uns zu der Erkenntnis, dass a und 3 dasselbe

Vorzeichen besitzen. Daraus ergibt sich

o]
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a=0
= V—-d=pb—aa=al—a)
= G(d,b) | G(a,b).

O

Satz 1.4.7 (Satz von Desargues) Seien F,G, H C R? paarweise verschiedene Ge-
raden. Seien a,a’ € F, b,b' € G, ¢,c’ € H. Weiterhin gelte entweder

1. F,G, H sind zueinander parallel; oder
2. FNGNH={p} und a,a’,b,b',c,c’ # p.

Dann gilt:
G(a,b) || G(a",b') AG(b,c) || GOV, ) = Ga,c) || G(a', ).

a F
a
p / b/ b
v ! ¢
G c
H ‘ H
c ¢
Abb. 41

Beweis.

1. F,G, H seien zueinander parallel.
Sei G(a,b) || G(a’,b") und G(b,¢) || G(V', ).

F || G, G(a,b) || G(a',b') = (a,b,b’,a’) ist ein Parallelogramm.

Daraus folgt mit Satz [[.4.5]
b—a="b —d.

Analog erhilt man aus G || H und G(b,c) || G(¥',c’) die Gleichung
c—b=c -0
Addiert man diese beiden Gleichungen, so ergibt sich
c—a=c —d = G(a,c) || G(d', ).

2. Sei FNGNH ={p} und a,d’,b,t',c,c # p.
Sei G(a,b) || G(a’,b") und G(b,¢) || G(V', ).

! /
Gla,b) || G(a',p) SzLAB e = ol _ 10— o

lla—pl o —pll
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und p liegt genau dann zwischen a und a’, wenn p auch zwischen b und b’ liegt.
Analog ergibt sich aus G(b,c) || G(b'¢) die Gleichung

¥ —pll _ ll< = pl
[o—=pl  lle—npl

und die Eigenschaft, dass p zwischen b und b’ genau dann liegt, wenn p auch
zwischen ¢ und ¢’ liegt.
Wenn p also zwischen a und a’ liegt, liegt es auch zwischen b und b’ und damit
auch zwischen ¢ und ¢’ und umgekehrt; und durch Gleichsetzen der Abstands-
verhéltnisse ergibt sich

e

la=pll  lle—pl
Wenden wir nun wieder Satz (den Strahlensatz) an, erhalten wir sofort

Gla,c) || G(a',c"). O

Satz 1.4.8 (Pappus von Alexandria) Seien G, H C R? Geraden. Seien a,a’,a” €
G — H und b,b',b" € H— G paarweise verschieden.

Abb. 42

Dann gilt:
Ist G(a,b") || G(a',b") und ist G(a’,b) | G(a", V'), so ist auch G(a,b) || G(a",b").

Beweis. Es ist G # H, da wir sonst keine Punkte auf G — H wéhlen kénnten.

Sei G(a,bt") || G(a’,b") und G(a',b) || G(a”,b’). Wir unterscheiden nun zwei Fille:

1. Fall: G und H sind parallel.
Dann ist (a,b’,b”,a’) ein Parallelogramm und damit nach Satz
b/ —a= b// _ al
Auch (a’,b,b',a") ist ein Parallelogramm, und daraus erhalten wir
b _ al — b/ _ all
Addiert man diese zwei Gleichungen, so ergibt sich
R~ N Sl

—  Gab) || G(a" ).

V—a+b—d =b"—d +V —d
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2. Fall: G und H sind nicht parallel.

Der Schnittpunkt von G und H sei 0.B.d.A. der Koordinatenursprung.

Abb. 43
Dann sind a,a’,a” linear abhiéingig.
Schreibe also a’ = aa, a” = o’a’ mit a, o’ € R. Ebenso schreiben wir ¥’ = 3b,
b’ = B'd’ mit 8,5 € R.
Da G(a,b') || G(a’,b"), folgt aus dem Strahlensatz (Satz[[46]), dass o = 3’ ist.
lo—a’l _ Jlo—b"]]
0—all To—o71]
Geraden beziiglich des Schnittpunktes, auf welcher a,a’,b’,b” liegen; im Beweis
des Strahlensatzes haben wir jedoch gesehen, dass dies #quivalent zu o = 3’
ist.)
Analog ergibt sich aus G(a’,b) || G(a”,b’) die Aussage o' = .
Multiplizieren wir diese Gleichungen, so erhalten wir ao’ = 33'. Da dies die
Faktoren sind, mit denen man die ungestrichenen Vektoren multiplizieren muss,
um die doppelt gestrichenen zu erhalten, liefert der Strahlensatz (in umgekehrter
Richtung)

(Zunéchst erhalten wir und eine Aussage iiber die Seite auf den

G(a,b) || G(a",b").

Satz 1.4.9 (Pascal) Seien G,H C R? Geraden, die sich genau im Punkt p schnei-

den. Seien a,a’,a’ € G — {p} und b,b’,b" € H — {p} paarweise verschieden.

O

Ferner sei G(a',b")NG(a",b') = {c}, G(a,b")NG(a”’,b) = {c'} und G(a,b)NG(da’,b) =

Abb. 44

Dann liegen c,c,c" auf einer Geraden.
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Beweis.
1. Zunichst kénnen wir wieder 0.B.d.A. p = 0 annehmen. Dann sind a,a’,a”
linear abhiingig und wir kénnen schreiben o’ = o’a, a”’ = a’a und ebenso

bl — /Blb bll :ﬂ//b
Weiterhin sind a und b linear unabhéngig, da sonst G = H wére.

2. Wir wollen nun einen Ausdruck fiir ¢ bestimmen.
Da c der Schnittpunkt von G(a’,b"”) und G(a”,b’) ist, ldsst sich ein s € R finden

mit
c=sa"+ (1 —35)b" =sa’a+ (1-5)3"b,
und ebenso ein ¢ € R mit
c=tb+(1—t)a" =tB'b+ (1 —t)a"a.
Da a, b linear unabhingig sind, sind die Koeffizienten in dieser Darstellung von
c eindeutig, und wir erhalten durch Koeffizientenvergleich:
s/ = (1—t)a",
ty = (1-sp"

Stellt man die zweite Gleichung nach ¢ um und setzt das Ergebnis in die erste
ein, so erhélt man

1"
sal = (1 - (1- s)%—/ o
= o ﬁl*(lﬁjs)ﬁ”
- "
= o (5 + )
-y 1 _ gt
& so/—aﬁé3 = o BB/B
!l 1" all ’ "
= S- % = o BB
1_ gt
& s = o %
Vertauscht man die Rollen der 8 und «, so ergibt sich ein Ausdruck fiir ¢:
a/ _ a//
/!
t:ﬁ .a’ﬁ’—a”ﬂ”'
Daraus erhalten wir nun den gesuchten Schnittpunkt:
c = sda+(1-35)3"b
= sa'a+tp'b
/ /! / "
i B =0 A
= oo Oé,ﬁ,—Oé”ﬂ”a_Fﬂﬁ a/ﬁ/_a//ﬁ//b'

Um ¢ zu erhalten, miissen wir die Rollen der ungestrichenen und der einfach
gestrichenen Buchstaben vertauschen; aber da o der Faktor ist, mit dem a mul-
tipliziert wird, um a’ zu erhalten, muss es durch diejenige Zahl ersetzt werden,
mit der a multipliziert wird, um a zu erhalten, und das ist 1. Dasselbe gilt
natiirlich auch fiir 3.

/ " 1_[3” 1 1—0(”
¢ = 1'a1.1_a//ﬁ//a+1~ﬁ 1-1—a’g"
11 "
" 6 -1 n —1
= a a//ﬁu_ 1a’+ﬂ a//ﬁu_ 1b‘
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Fiir ¢ miissen wir jetzt nur noch einfach gestrichene und doppelt gestrichene
Buchstaben vertauschen und erhalten:

/ /
1 / ﬂ_l / o —1
c = 7a’ﬂ’—1a+ﬂ7a’ﬂ’—l‘

Bisher haben wir unbekiimmert durch die unterschiedlichsten Ausdriicke divi-
diert. Zumindest jedoch beim Endergebnis kénnen wir sicher sein, dass die Nen-
ner nicht verschwinden, denn wir fordern ja, dass die Schnittpunkte existieren
und eindeutig sind. Wir halten also fest:

a/ﬁ/ _ O(”/g” # 07
op -1 #£ 0,
a//B// 1 7& 0.

Nun kénnen wir iiberpriifen, ob ¢, ¢’ und ¢’ tatséchlich kollinear sind. Notwendi-
ge und hinreichende Bedingung hierfiir ist, dass ¢’ —c und ¢”” — ¢ linear abhingig
sind. Wir berechnen:

1" / 1"
C/_C au<a€ﬂu_11—alalﬁﬁ/_fuﬂ//>a

” ’ ”
7" o’ =1 / o —
+B (a”ﬁ”—l—ﬂa’ﬂ’—a”ﬁ”)b

a// 1" (_a// _ a'ﬁ'+a”ﬂ” +a/a//B/ +a/ _a/a//ﬂ//>
-

Oé”ﬁ” —1 Oé,ﬁ, _ Oé”ﬂ”
=Ya
+ a// /! _ﬂ// _ a//B/ + a///B// + a/ﬂ/ﬁ// + /8/ _ a/ﬂ/ﬂ// .b
a//ﬁ// —_1 a/ﬂ/ _ a//ﬁ//
=
a// 1"
- a”ﬂ”_l(’}/a'a“"yb'b).

Nun wollen wir den Ausdruck fiir ¢’ — ¢ wieder dadurch erhalten, dass wir die
einfach gestrichenen und die doppelt gestrichenen Buchstaben vertauschen. Zu
diesem Zwecke betrachten wir zunéchst den Term fiir v,.
Dort tauchen die einfach gestrichenen und die doppelt gestrichenen Buchstaben
immer mit entgegengesetzten Vorzeichen auf. Wenn wir diese nun also vertau-
schen, wird sich sowohl das Vorzeichen des Zéahlers als auch das des Nenners
umkehren — der Term, den wir oben 7, genannt haben, bleibt auch im Ausdruck
fiir ¢/ — ¢ unveréndert. Dasselbe gilt natiirlich fiir 7.
Somit ergibt sich:

" _ O/ﬂ,

¢ -e=—g 71
Nun sieht man, dass sich diese Ausdriicke nur durch einen reellen Faktor unter-
scheiden, so dass gilt:

B -1
a/ﬁ/

(Ya - @+ - b).

a//ﬂ// _ 1

(C’—C)—W

(c"—¢c)=0.
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Die Koeffizienten bei (¢’ — ¢) und (¢ — ¢) sind aber beide von null verschieden,
da wir in Beweisteil 2 erkannt haben, dass deren Zahler (oben waren es die
Nenner) nicht null werden. Und wenn sich 0 nichttrivial aus (¢’ —¢) und (¢” —¢)
linearkombinieren lésst, bedeutet dies, dass diese Vektoren linear abhéangig sind.

O

1.5 Kreise

Definition 1.5.1 Sei p € R?, sei r > 0 reell.

Dann heift K,(p) = {z € R* | ||z — p|| = r} der Kreis um p mit dem Radius r. Der
Punkt p heifst dabei Mittelpunkt des Kreises.

Wir erinnern uns an das Losen von quadratischen Gleichungen:

Lemma 1.5.2 Seien a,b,c € R mita # 0. Sei L = {t € R | at® + bt + ¢ = 0}.
Dann hat L

1. genau zwei Elemente, falls b* — 4ac > 0, und zwar ist
L= {%(—b—k Vb2 —4ac), %(—b—b— v/ b? —4ac)};

2. genau ein Element, falls b*> — 4ac = 0, und zwar ist

{32

3. kein Element, falls b®> — 4ac < 0 (wir haben L C R definiert), also

L=0.

Korollar 1.5.3 (Wurzelsatz von Vieta) Seien a,b,c € R mita # 0. Sei b*> —4ac >
0. Sei {t1,t2} die Menge der Lisungen von at* + bt +c = 0. (Im Falle b*> — 4ac = 0
istty =ta.)

Dann gilt:
b
t1 +ta = ——, t1~t2:£.
a a
Beweis. Nach Lemma [1.5.2] Sind t1,t2 gegeben durch
1
t; = — (—bi b2 —4ac) .
2a
Wir berechnen nun
t1 +12 = _—b + _—b = —9
! 27 24 2 a
sowie 1
-ty = — - (b — (b — dac)) = - O
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Das Lemma wollen wir nun nutzen, um Schnittgebilde von Geraden und Kreisen zu
klassifizieren.

Sei also K.(m) ein Kreis mit m € R?, r > 0, sei G, eine Gerade mit p,v € R?, v # 0.
Sei x = p+tv € Gp». Dann ist

z € Kr(m) & r=|z—m]|

s = ||z — mH2

(x —m,z —m)

(p+tv—m,p+tv—m)
ol - £ + 2(p — m,v) - t + ||Ip — m)?
& oll* -t +2(p—m,v) -t + [lp—m|* = r* =0 (1.9)

Daraus ergeben sich nach Lemma [[05.2] drei Félle fiir die Anzahl der Schnittpunkte:
1. Fall: Die Gerade schneidet den Kreis in genau zwei Punkten, falls
0 < 4lp—m,v)* —4v]*(Ilp — m|* —r?)

2
& 0 < <p—m,ﬁ> —llp = ml|* +r*
b\ 2
&lp-ml* < T2+<P—m7m> . (1.10)
Solch eine Gerade nennt man Sekante von K,(m).

GI%U

K. (m)

Abb. 45

2. Fall: Die Gerade schneidet den Kreis in genau einem Punkt, falls

2
v
IIP—mlz—r2+<p—m,m> : (1.11)

Dieser Ausdruck ist immer gréfer oder gleich 72, somit besitzt Gy, keine Punkte
im Inneren des Kreises.

Man nennt solch eine Gerade Tangente an K,(m).
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Gp v
]
m
K.(m)
Abb. 46
3. Fall: Die Gerade schneidet den Kreis nicht, falls
b \2
llp —m|® >r2+<p—m,m> : (1.12)

also insbesondere grofer als r2. Somit verlduft Gy, vollstindig auferhalb des
Kreises.

Geraden, die dies erfiillen, nennt man Passanten von K,(m).

Gp, v

K,.(m)

Abb. 47

Korollar 1.5.4 Sei K.(m) ein Kreis, sei G eine Gerade mit dem Richtungsvektor v.
Sei p ein Schnittpunkt von G mit K,(m).

Dann ist G eine Tangente von K,(m) genau dann, wenn ¥(p —m,v) = 3.

Beweis. G kann keine Passante sein, da wir sonst kein p fanden.

p liegt auf dem Kreis, also ist |[p — m|| = r. Setzen wir dies in (II0) ein, so erhalten

wir
2

v
P <p—m,—>

[[]
2

v
P—mym>

=

|

p—m,

|vll

¢

o

N
1\3'|-‘-]/\/\
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Abb. 48
Analog ergibt sich aus ([LII)) mit p als Schnittpunkt:

{(p—m,v):g. O

p v
> Gp,v

Abb. 49

Bemerkung 1.5.5 Fiir alle f € E(2) gilt:
F(Kr(m)) = Ko (f(m)).

Beweis. Sei p € K,(m). Dann ist

) f(m) =pm = | f(p) = f(m)[| = |p — m|| = f(p) € K, (f(m)),
also ist f(K,(m)) C K,(f(m)).
Die umgekehrte Inklusion folgt sofort, da mit f auch f~* in E(2) liegt.

Satz 1.5.6 (Zwei-Sehnen-Satz) Sei K = K,(m) ein Kreis, sei p € R> — K. Dann
ist fiir alle Sekanten von K, die durch p verlaufen, das Produkt der Sehnenabschnitte
¢1 und (2 identisch.

p im Inneren des Kreises p aukerhalb des Kreises
/
o7
K, (m) /
7 .

Abb. 50

K,.(m)
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Beweis. Sei Gp,» eine Sekante von K durch p mit |jv]] = 1.
Gleichung (I9) beschreibt, dass x = p + tv € G, auf K liegt genau dann, wenn
[0l €% +2(p — m, v}t + [lp — m|* —r* = 0.
~—
=1

Die Losungen dieser Gleichung seien t1 und t2, wodurch die Punkte z; = p + t;v
beschrieben werden. Wir bestimmen nun

G = |l —pll = llp + tiv — pl| = [ti] - ||| = [t:]-
Mit dem Satz von Vieta (Korollar [[5.3) ergibt sich dann

lp —m|* —r*

C1G2 = |tate| =
llvll*

2 2
= |llp = m|* = r*|.

Dieser Ausdruck jedoch héngt lediglich vom Kreis und vom Punkt p ab, nicht aber
von der Wahl der Sekante. O

Satz 1.5.7 (Sehnen-Tangenten-Satz) Sei K ein Kreis, sei p € R? auflerhalb des
Kreises.

Sei G eine Sekante von K durch p mit den Sehnenabschnitten (1 und (s.

Sei T eine Tangente an K durch p; der Schnittpunkt von T und K sei q.

Dann ist

Ip —all* = it

Beweis. Eine Moglichkeit des Beweises ist, den Beweis des Zwei-Sehnen-Satzes fiir den
Fall t1 = t2 nachzuvollziehen.

Eine andere Moglichkeit ist, den Sehnen-Tangenten-Satz als Grenzfall des Zwei-
Sehnen-Satzes anzusehen und aus Griinden der Stetigkeit auf die gewiinschte Aussage
zu schliefien.

/
[S
Vi
o
7

p
K] <J D> [+

Abb. 52
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Bemerkung 1.5.8 Sei K, (M) C R? ein Kreis, sei P € R? mit |P — M|| > r. Sei
weiter T' eine Tangente an K, (M), die P enthélt. @ sei der Schnittpunkt von 7' mit
K. (M).

Aus Korollar [[L5.4] wissen wir, dass das Dreieck (P, @, M) rechtwinklig ist.
Q

K.(m)
Abb. 53

M und P sind gegeben, und ||M — Q|| =, da Q € K,(M). Damit ldsst sich nach dem
Satz des Pythagoras (Korollar [L33]) auch |P — Q|| = +/||M — P||> — 72 bestimmen.

Nun haben wir alle Seitenldngen durch P, M und r ausgedriickt; {iber den Kosinussatz
der euklidischen Geometrie erhalten wir dann auch sdmtliche Winkel im Dreieck als
Ausdriicke, die nur von diesen drei Grofen abhéngen. Insbesondere ist der Winkel «
zwischen der Tangente und G(M, P) nur durch den Kreis und P festgelegt.

Die beiden Tangenten an K, (M) durch P erhilt man also durch Abtragung desselben
Winkels « auf beiden Seiten von G(M, P).

Abb. 5/

G(M, P) ist sonach die Winkelhalbierende der beiden Tangenten.

Bemerkung 1.5.9 Sei K C R? ein Kreis, sei G C R? eine Gerade. Dann sind &qui-
valent:

1. K besitzt Punkte auf beiden Seiten von G|

2. @ ist eine Sekante von K.

Beweis. Wihle einen Punkt p € G und einen Richtungsvektor v € R? mit |jv|| = 1, so
dass G sich schreiben lisst als G = Gp . Sei m der Mittelpunkt, » der Radius von K,
so dass K = K.(m).
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Die Punkte = p + tv, die auf K liegen, beschreibt die Gleichung (I9)). Anhand des
Vorzeichens der Diskriminante

D= 4(<p - m7v>2 —llp— mH2 +r2)
lasst sich die Anzahl der Losungen von (L9 ablesen.

Wihle nun fiir R? die Orthonormalbasis (v, Jv), um ||p — m| zu bestimmen. Es gilt
fiir alle z € R%:
o> = (@,0)? + (, To)’;
daraus ergibt sich mit x =p — m:
D= 4(r2 —(p— m,qu)Z).
Wir zeigen die Aquivalenz der beiden Aussagen, indem wir die Aquivalenz der jewei-
ligen Negationen zeigen:
G ist Passante oder Tangente von K
— 7’2—(p—m,‘,ﬂfu)2 <0Vped
= < (p—m,Jv)2 Vp e G
<~ (p—m,Jv) >rVpe G oder (p—m,Jv) < —rVpeGqG.

(Da das Skalarprodukt stetig in p ist, kann nur eine der Ungleichungen fiir alle p
gelten.) Wir beschréanken uns der Einfachheit halber auf die erste Ungleichung; der
andere Fall verlauft analog.

Zu der Ungleichung kann auf beiden Seiten ein beliebiger Term addiert werden, also
addieren wir (—z,Jv) mit ||z| = r:

— (p—m—z,Jv) >r—(x,Jv) Vp € GVx e K, (0)
——
<ll=|l-Jv|=r-1
<~ (p—m—2z,Jv) >0VpeGVze K, (0)

vnde (p—y,Jv) >0Vpe GVy € K,(m).

Schlieflich liefert Lemma dass dies genau dann der Fall ist, wenn alle Punkte
y € Kr(m) auf einer Seite von G liegen. 0

Satz 1.5.10 (Satz vom Inkreis) Sei A = (A4, B,C) ein nicht entartetes Dreieck in
R?.

Dann existiert genau ein Kreis K = K.(M) C R? so, dass alle Seiten von A Tangenten
an K sind.

C

A
Abb. 55

Der Mittelpunkt M von K ist der gemeinsame Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
von A.

Dieser Kreis heifit Inkreis von A.



1.5. KREISE 47

Beweis.

1. Zur Existenz:

Falls ein Inkreis existiert, so liegt infolge Bemerkung [[L5.8] sein Mittelpunkt auf
allen Winkelhalbierenden. Wir zeigen also zunéchst, dass sich die Winkelhalbie-
renden in einem gemeinsamen Punkt schneiden.

(a) Je zwei Winkelhalbierende schneiden sich.

Dazu miissen wir als erstes feststellen, dass wir mit dem Begriff ,Winkel-
halbierende von A“ eine Gerade bezeichnen wollen, von der aus gesehen
die Punkte B und C' auf verschiedenen Seiten liegen. (So wurde die Win-
kelhalbierende in Bemerkung [[L5.8] auch konstruiert.)

/ keine Winkelhalbierende

Abb. 56

Das heifit, die Winkelhalbierende von A schneidet die Strecke BC in ei-
nem Punkt A’. Nun liegen aber auch A und A’ auf verschiedenen Seiten
der Winkelhalbierenden durch B, da nach Definition A und C auf ver-
schiedenen Seiten liegen und B € G(A’,C) der eindeutige Schnittpunkt
der Winkelhalbierenden mit G(A’, C) ist. Somit schneidet die Winkelhal-
bierende G(B, B’) die Strecke AA’ in einem Punkt M, in dem wir also den
Schnittpunkt zweier Winkelhalbierender gefunden haben.

(b) Alle Winkelhalbierenden schneiden sich in einem Punkt.

Sei F'4 der Fulipunkt des Lotes von M auf ﬁ, analog seien F'p und Fo
definiert. c

Fy
Fp

Fe

A
Abb. 57
Nach dem Kongruenzsatz fiir Dreiecke (Satz[L3.3)) sind die Strecken MFs
und M F¢ kongruent: Die Dreiecke (A, M, F¢) und (A, M, Fg) haben die
Strecke AM gemeinsam; aufierdem ist L(M, A, Fc) = Z(M, A, Fg), da




48

KAPITEL 1. EBENE EUKLIDISCHE GEOMETRIE

G(A, M) Winkelhalbierende ist, und Z(A, Fc, M) = Z(A, Fg, M), da bei-
des rechte Winkel sind.

Da M weiterhin auf der Winkelhalbierenden von B liegt, ist auch MF, =
MFc, und wegen der Transitivitit der Streckenkongruenz gilt ebenfalls
MF4s = MFp.

Betrachte nun die Dreiecke (C, M, F4) und (C, M, Fg). Diese beiden Drei-
ecke haben die gemeinsame Strecke C'M. Weiterhin ist MF4 = MFg und
wegen ¥(C, Fa, M) = <(C, Fp, M) = % mit Satz[[33] (dem Pythagoras)
auch CF4 = CFp. Der Kongruenzsatz liefert nun wieder I(M,C,Fa) =
(M, C, Fg), und deshalb ist G(M, C) die Winkelhalbierende von C — der
Punkt M liegt also auch auf der dritten Winkelhalbierenden.

Der Kreis K, (M) mit r = ||[Fa — M]|| ist der Inkreis von A.

Hierzu stellen wir als erstes fest, dass r = ||[Fa — M| = ||[Fs — M| =
|[Fe — M]|| gilt, wie in Teil [[H] gezeigt wurde. Sonach sind schon einmal
F4,Fp,Fc € K.(M). Auferdem ist nach Konstruktion <(Fa — M,C —
B) = 9(Fp — M,C — A) = 4(Fc — M,B — A) = 3, also folgt nach
Korollar [[5.4] dass sdmtliche Dreiecksseiten Tangenten an K, (M) sind.

2. Zur Eindeutigkeit:

Sind K und K’ Inkreise von A, dann sind sie nach Beweisteil [ konzentrisch,
also K = K. (M), K' = K,.(M). Sei v’ < r.

Dann ist K’ vollstindig im Inneren von K; da jedoch nach (LI kein Punkt
einer Tangente an K im Inneren von K liegt, besitzt K’ keine Punkte auf den
Dreiecksseiten. %

Definition 1.5.11 Seien A, B € R? verschieden. Dann heifit

H = {2eR?®|(z,B-A)=(3(A+B),B-A)}
= {eeR?|(z,B-A)=1(IBI" - 14I*)}

die Mittelsenkrechte von AB.

Satz 1.5.12 (Satz vom Umkreis) Sei A = (A, B,C) ein nicht entartetes Dreieck

in R2.

Dann gibt es genau einen Kreis K = K.(M), so dass A,B,C € K.

C

Abb. 58

Der Mittelpunkt M von K ist der gemeinsame Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der
Seiten von A.

Ein solcher Kreis heifst Umkreis von A.
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Beweis.

1. Wir zeigen zunéchst, dass die Mittelsenkrechten sich in einem Punkt schneiden.

Je zwei der Mittelsenkrechten schneiden sich auf jeden Fall in genau einem
Punkt, da sie sonst parallel sein miissten; dann wéren aber auch die Dreiecks-
seiten parallel und das Dreieck somit entartet.

Sei nun M der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von AB und AC, also

L=y = S(IBIF - AP

1
II (M,C— A) §(|ICII2 —114]1%)

I-1I 1
= (M,B-C) = §(IIBQH—HCH2),

und diese Gleichung beschreibt , in Hesse’scher Normalform genau, dass M auch
auf der Mittelsenkrechten von BC' liegt.

2. Setze r := ||[M — A||. Dann miissen wir zeigen, dass auch B und C auf K, (M)
liegen.

C

A B

Abb. 59
Sei S € E(2) die Spiegelung an der Mittelsenkrechten der Seite AB.
Dann ist S(M) = M, S(A) = B, S(B) = A. Daraus entnimmt man fiir die
Absténde
1M = B = |S(M) = S(A)| "2 1M = Al =,
also liegt B auf K, (M).
Mit einer Spiegelung an einer der anderen Mittelsenkrechten erhélt man analog
C e K, (M).
3. Zur Eindeutigkeit:
Sei K, (M') ein Kreis mit A, B,C € K,,(M'). Wir wollen nun zeigen, dass
r=rund M’ = M ist.
Wegen A, B € K,..(M') ist

[A=M|*=|B-M|*=(")>
Damit ist

0 = [|[A-M|*~|B-M|

= AP —2(4, M) + M = (IBI* = 2B, M) + ||MT)

— A1 = 1BI? + 2(B - 4,01
1 1
e M\ B-A) = S(IBF-IAF) = (3(A+B),B-4),
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d.h. M’ liegt auf der Mittelsenkrechten von AB. Analog zeigt man, dass M’
auch auf den anderen Mittelsenkrechten liegen muss und somit der gemeinsame
Schnittpunkt aller Mittelsenkrechten ist: M’ = M.

Da v’ = ||M’' — A|| und M’ = M ist, folgt sofort ' = r. ]

Bemerkung 1.5.13 Der Radius des Umkreises ldsst sich wie folgt berechnen:

Abb. 60

Wir betrachten zunéchst das Dreieck (%B + C,B, M). Dann liefert der Satz des Py-

thagoras:
2
2 2 a
=h - .
" + ( 2 )
Aus dem Sinussatz erhalten wir

h =7 -sin(a),

und eingesetzt in die erste Gleichung ergibt sich

r? = r’sin’(a’) + (g)2
(1 — 51112(0/))7“2 = (g)2
cos’(a’)-r? = (g)
& 7 o= ﬁ(a,) (1.13)

Nun interessiert uns die Gréfe von o'.

Die beiden in der Abbildung mit o bezeichneten Winkel sind tatséchlich gleich grof,
denn die Spiegelung an der Mittelsenkrechten von BC {iberfiihrt einen in den anderen.
Dasselbe gilt natiirlich auch fiir die mit 8’ bzw. 7' bezeichneten Winkelgroéfen.
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Bezeichnet man die Innenwinkel des Dreiecks wie gewohnlich mit «, 8 und ~, so ergibt
sich das Gleichungssystem

I a = ﬂ/ +7/
I 8 = o+4
111 v = o +9
HEE o0 = B+7) —«a
= (r—a)—«a
= 72«
— o = T_a
2
/ ™
= cos(a’) = cos (5 — a)
= sin(«)

Setzt man dieses Resultat in (LI3) ein, so erhilt man

1 a
" 2sin(a)

Analog leitet man diese Beziehung auch fiir die anderen Seiten und die ihnen gegen-
iiberliegenden Winkel her:

1 b 1 ¢
"= 2sin(B)  2sin(y)

Insbesondere haben wir eine neue Erklarung fiir den Sinussatz der euklidischen Geo-
metrie gefunden.

Satz 1.5.14 (Euler) Sei (A, B,C) ein nicht entartetes Dreieck in R*. Sei S der
Schwerpunkt dieses Dreiecks, H der gemeinsame Schnittpunkt der Héhen und M der
Mittelpunkt des Umkreises.

Dann gilt die Euler-Gleichung
H+2M —-35=0. (1.14)

Beweis. Wir wissen bereits aus Satz [[L3.8] dass gilt:
3S=A+B+C.

Nach Skalarmultiplikation mit B — A erh&lt man:

(38,B—A) = (A+B+C,B—A)
= (AB) — |A|I* +||B*|| — (B+A) + (C,B) — (C, A)
= |IBI* = |A]* +(C, B~ A). (1.15)

Der Mittelpunkt des Umbkreises liegt auf den Mittelsenkrechten aller Dreiecksseiten.
Direkt aus der Definition der Mittelsenkrechten von AB entnehmen wir:

(M, B-4) = (1B - AP

(2M, B — A) IBI1* — [lA]1%. (1.16)
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H liegt auf der Hohe durch C, also ist nach Definition der Hohen
(H,B—A)=(C,B— A). (1.17)
Addiert man nun die Gleichungen (LI7)) und (LI6) und zieht (II5) ab, so erhilt man:
(H +2M —38,B — A) = 0. (1.18)

Analog ergibt sich
(H +2M —35,C — A) = 0. (1.19)

Da das Dreieck (A, B,C) nicht entartet ist, sind B — A und C' — A linear unabhéngig;
(B — A,C — A) ist also eine Basis von R?. Somit folgt aus (LI8) und (CIM), dass
H + 2M — 38 selbst verschwindet,

H+2M —-35=0. g

Korollar 1.5.15 Da die Koeffizienten in der Euler-Gleichung von null verschieden
sind, thre Summe jedoch null ergibt, sind die Punkte H, M und S kollinear.

Definition 1.5.16 Sind H, M, S nicht alle gleich, so ist die Gerade, die diese Punkte
enthélt, eindeutig bestimmt. Diese Gerade heift Euler-Gerade von (A, B,C).

Abb. 61

Bemerkung 1.5.17 Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Zwei der drei Punkte H, M, S stimmen {iiberein;
2. Alle drei Punkte stimmen iiberein;

3. Das Dreieck (A, B, C) ist gleichseitig.

Der Beweis hiervon bildet eine interessante Ubungsaufgabe.
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Bemerkung 1.5.18 Der Mittelpunkt des Inkreises, also der Schnittpunkt der Win-
kelhalbierenden, liegt im Allgemeinen nicht auf der Euler-Geraden.

Abb. 62

Lemma 1.5.19 Sei A = (A, B,C) ein Dreieck in R?. Setze

A= %(B+C), B = %(A+C), = LYaspya =B, 0.

N =

Abb. 63
Dann ist A entartet genau dann, wenn A’ entartet ist.

Beweis. Sei A nicht entartet. Wir wollen zeigen, dass dann A’ ebenfalls nicht entartet
ist. Die andere Richtung verlauft vollkommen analog.

Seien a, 3,7 € R so gewihlt, dass
aA' + BB +~+C' =0und a+ B+~ =0.

Wir wissen, dass das Dreieck (A’, B’,C’) genau dann nicht entartet ist, wenn unter
diesen Voraussetzungen die Koeffizienten alle verschwinden. Zu zeigen ist also:
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Nun ersetzen wir zunachst A’, B’ und C":

0 = adA +pBB +~C'
= %(B+O)+§(A+O)+%(A+B)
_ BEy, oty a+p
= 5 A+ 5 B+ 5 C.
Betrachten wir die Koeffizientensumme:
6+’y+a+7+a+ﬁza+ﬁ+7:0'

2 2 2

Wir haben also die Voraussetzungen geschaffen, um fiir das Dreieck (A, B,C) die
obige Kollinearitdtsbedingung anzuwenden: Das Dreieck ist nicht entartet, also sind
die Koeffizienten alle null.

B+y a+y _a+fB

2 2 2 0-

Wir schreiben das mit Hilfe einer Matrix um:

() C)-C)

Die Matrix hat die Determinante 2 und ist somit invertierbar. Dadurch erhalten wir

das gewiinschte Ergebnis:
o 0
()-6) D
o 0

Definition 1.5.20 Sei A ein nicht entartetes Dreieck. Sei A’ wie im vorangegangenen
Lemma definiert.

Dann heifit der Umkreis von A’ Feuerbachkreis von A.

Abb. 64
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Satz 1.5.21 (Satz vom Feuerbachkreis) Sei A ein nicht entartetes Dreieck in R?.
Seien S, H, M wie im Satz von Euler definiert, sei F' der Mittelpunkt des Feuerbach-
kreises.

Dann gilt:

1. die Feuerbach-Gleichung:
35 — M — 2F = 0;

Ist A gleichseitig, so ist F = M = H = S;
Ist A nicht gleichseitig, so liegt F' auf der Fuler-Geraden;
2. Der Radius des Feuerbachkreises ist halb so grof$ wie der Radius des Umkreises;

3. Aufler den Seitenmittelpunkten von A liegen auch die Fuflpunkte der Hohen auf

dem Feuerbachkreis sowie die Mittelpunkte der Héhenabschnitte HA, HB, HC'.

Abb. 65

Beweis.
1. Wir suchen zunichst den Schwerpunkt S’ von A’:

S = %(A’+B’ +C)

- (o furorfurn)

(A+B+C)

nwl— w

Weiterhin beobachten wir, dass G(A’,C") || G(A,C), da
/ ! 1 1 1
A'—C'= S(B+C)— 5(A+B) = 5(C - A),

Da nun die Mittelpunkte der Seiten von A die Ecken von A’ sind, sind die Mittel-
senkrechten von A gleichzeitig die Hohen von A’, also ist der Héhenschnittpunkt
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von A’
H = M.

Der Mittelpunkt des Umkreises von A’ ist nun gerade F' nach Definition, und
so liefert die Euler-Gleichung fiir A':

H' +2F — 35’
= M + 2F — 38

Il
o o

Sei v’ der Radius des Feuerbachkreises. Ausgehend von der Feuerbach-Gleichung
berechnen wir:

0 = 3S—M-2F
A+B+C—-M —2F
= (A-M)+2-(3(B+0C)-F)

M—-A = 2 -F)
IM—-Al = 214" -F]|
r o= 2.

(a) Wir beweisen zunichst, dass die Mittelpunkte der Hhenabschnitte auf
dem Feuerbachkreis liegen.

Dazu stellen wir die Euler-Gleichung und die Feuerbach-Gleichung nach

2M um:
oM = 3S—H
2M = 6S —4F.
Gleichsetzen liefert
35— H = 65— A4F
AF = 3S+4H
oF = %-(3S+H)
oF — %(A+B+C’+H)
F—%(A—&—B) - %(C—&—H)—F
/ , 1
Y= |F—C| = HE(C—&—H)—FH;

Der Punkt 3(C + H) — und das ist genau der Mittelpunkt des Héhen-
abschnitts HC — liegt also auf dem Feuerbachkreis. Analog verliuft der
Beweis fiir die anderen Hohenabschnitte.

(b) Nun zeigen wir noch, dass die Fukpunkte der Hohen auf dem Feuerbach-
kreis liegen.
Sei C’ wie gehabt der Mittelpunkt von AB. Sei Cx der FuRpunkt der Héhe
durch C, C” der Fupunkt des Lots von F' auf G(A, B).
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C
FAH
M
A c'lerlCy B
Abb. 66
Ist die Euler-Gerade nicht parallel zu G(A, B), so liefert der Strahlensatz:
ICr=C'l _  |H=M]|
e —c| | F — M|
_ 2F =M - M|
| F — M|
= 27

also ist C” der Mittelpunkt von C'Ch.
(H = 2F — M ergibt sich aus der Euler- und der Feuerbach-Gleichung.)

Ist die Euler-Gerade parallel zu G(A, B), so ergibt sich dieselbe Aussage
aus dem Diagonalensatz.

(Genaugenommen haben wir noch nicht gezeigt, dass C" tatsichlich zwi-
schen C" und Cg liegt; die folgende Bemerkung wird jedoch zeigen, dass
F zwischen H und M liegt, und daraus ergibt sich dann tatséchlich, dass
auch C” zwischen C’ und Cp liegt. Wer nicht auf diese Bemerkung warten
mochte, der bestimme noch das Verhéltnis von ||Cy — C”|| zu ||C” — C'||
und erhalte daraus die gewiinschte Relation.)

Wenn wir nun an der Geraden G(F,C") spiegeln, dann wird der Feuer-
bachkreis auf sich selbst abgebildet; der Punkt C’ wird auf Cy iiberfiihrt.
Da C’ nach Definition auf dem Feuerbachkreis liegt, muss nun auch das
Bild von C’, also Cx, auf dem Feuerbachkreis liegen. O

Bemerkung 1.5.22 Wir untersuchen die Langenverhéltnisse auf der Euler-Geraden.
Aus der Feuerbach-Gleichung entnehmen wir

3§ —-—M—-2F = 0
S—M = 2F-S8).
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Anschlieffend liefert uns die Euler-Gleichung

H+2M—-3S = 0
H—S = 2(S—M).

Abb. 68

1.6 Ahnlichkeitstransformationen

Definition 1.6.1 Eine surjektive Abbildung f : R™ — R™ heifit Ahnlichkeitstransfor-
mation, falls eine positive Zahl r existiert mit

If (@) = fWll =7-llz —yll Vo,y € R™.

Die Zahl r heiflt Streckungsfaktor oder Mafstab von f.

Ein typisches Beispiel fiir Ahnlichkeitstransformationen, welches auch in der Schule
behandelt wird, sind zentrische Streckungen.

Bemerkung 1.6.2

1. Jede Ahnlichkeitstransformation ist injektiv und damit auch bijektiv.

2. Ist f eine Ahnlichkeitstransformation mit dem MafRstab 7, so ist f~! eine Ahn-
lichkeitstransformation mit dem Mafistab %

3. Sind f und f' Ahnlichkeitstransformationen mit den Mafistében r bzw. r’, dann
ist f' o f eine Ahnlichkeitstransformation mit dem MafRstab r - 7’.

Diese Aussage wird spéter noch verallgemeinert, weshalb an dieser Stelle auf die Be-
weise verzichtet wird.

Definition 1.6.3 Die Menge
Ahn(n) := {f : R" — R" | f ist eine Ahnlichkeitstransformation}

heift Ahnlichkeitsgruppe von R™.

Bemerkung 1.6.4 Ahn(n) bildet tatsachlich eine Gruppe beziiglich der Verkettung
,0“ von Funktionen. Das neutrale Element ist die Identitéat.

E(n) C Ahn(n) ist eine Untergruppe.
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Satz 1.6.5 FEine Abbildung f : R — R™ ist eine Ahnlichkeitstransformation genau
dann, wenn eine Matric A € O(n), ein Vektor b € R™ und eine reelle Zahl v > 0
existieren, so dass

f(x)=r -Az+bVz € R".
Beweis.
1. Sei f(z) =7 Az + b. Dann gilt fiir alle z,2" € R™:

1f (@) = F@)

H’/‘ Az + b — (rAx’ +}§)H
rHA(x—:c’)H

rlle — 2’|

2. Sei f eine Ahnlichkeitstransformation mit dem Mafstab 7.
Setze g(z) := % f(x). Dann ist

T or

lo@@) — g = || +f@) - Lr@)
= )~ 7))
= L orle-<
= o -

Damit ist g eine euklidische Bewegung (der exakte Beweis folgt in Satz 21.14]
allerdings wurde eine dhnliche Aussage auch schon in Satz bewiesen) und
hat also die Form

g(z) = Az +b,

mit A € O(n) und b € R™. Nun berechnen wir schlielich

f(x):T'Q(x):T'ASC+L;§:rA:c+b. O

=:b

Definition 1.6.6 Eine bijektive Abbildung f : R™ — R" heifst affin, falls es eine
Matrix A € GL(n) und einen Vektor b € R"™ gibt, so dass

f(z) = Az +bVz € R".

Mit Aff(n) bezeichnen wir die Gruppe der affinen Transformationen von R™.

Bemerkung 1.6.7 Ahn(n) ist eine Untergruppe von Aff(n).

Zu den affinen Abbildungen zéhlen auch die Scherungen, die aber im Allgemeinen
nicht mehr zum Schulstoff gehéren.

Bemerkung 1.6.8

1. Ist G C R? eine Gerade und f : R™ — R™ affin, so ist auch f(G) eine Gerade.
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2. Ist f : R? — R? eine Ahnlichkeitstransformation mit dem MafRstab r, so bildet
f den Kreis Kr(m) auf den Kreis K,r(f(M)) ab.

3. Ist f: R? — R? affin, so ist das Bild eines Kreises unter f im Allgemeinen kein
Kreis.

4. Ahnlichkeitstransformationen erhalten die Winkel in R™.

Beweis. Seien a,b, ¢ € R™ nicht kollinear, f sei eine Ahnlichkeitstransformation.
Dann ist

cos(((f(a)7f(b)7f(c))) (f(b) f(a|),f(b) £(c))

[1£(b) = Fa)ll - 1f(0) = f(o)l
(r-Alb—a),r - A(b—c)
7[[A(b = a)l[ - 7[|A(b = <
A€0(n) (b—a,b—c)
— lo—all-llo—]
= cos (<I(a7 b, c))

= <):(f(a‘)vf(b)vf(c)) = {(avbv C)'

Rayt

Definition 1.6.9 Zwei euklidi§che Dreiecke (A1, A2, As) und (B1, B2, Bs) heifien dhn-
lich, , falls eine Abbildung f € Ahn(2) existiert, sodass nach eventueller Umbenennung
gilt:

f(A1) = By, f(A2) = Ba, f(As) = Bs.

Die Dreiecke heifien kongruent, falls f € E(2) ist.

Satz 1.6.10 (Kongruenzsatz fiir Dreiecke) Seien A = (A,B,C) und A’ =
(A", B',C") zwei euklidische Dreiecke. Die Seitenlingen seien wie gewohnt mit a,b,c
bzw. a’,b', ¢ bezeichnet, die Winkel mit o, 3,7y bzw.o’, 3,7 .

Dann sind dquivalent:

1. A und A’ sind kongruent;

2. Nach eventueller Umbenennung der Ecken gilt:
a’:a’l7 b:bl7 C:Cl7 a:a/7ﬂ:ﬂ/77:ryl;

3. Nach eventueller Umbenennung der Ecken gilt:

5. Nach eventueller Umbenennung der Ecken gilt:

a=d,B=0,7=7"
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Beweis.

2&3e4<5 wurde bereits in Satz [1.3.5] gezeigt.

1=2 ist klar, da jedes f € E(n) langen- und winkeltreu ist.

Da 2, 3, 4 und 5 dquivalent sind, kénnen wir uns aussuchen, welche dieser Ei-
genschaften wir benutzen, um zuriick zur Eigenschaft 1 zu gelangen. Wir wahlen
die Implikation

4=1 Sei a = o/, b=V, ¢ = ¢’. Gesucht ist eine euklidische Bewegung f : R? — R?
mit f(A) = A’, f(B) =B, f(C) =C".
Wir wihlen zunichst eine Translation T € E(2) mit T'(A) = A’

C B’
b
T(C)
c’ /ﬁ\
7N
// \
1 » B e \\
\ // \
7 \
= »
A'=T(A) T(B)
Abb. 69

Als néchstes bezeichnen wir mit R € E(2) die Drehung um das Zentrum A’,
mittels derer die Gerade G(A’, T(B)) auf G(A’, B") so abgebildet wird, dass
R(T(B)) und B’ auf dieser Geraden auf derselben Seite von A’ liegen.

B/
R(T(B))?
Cl
R
A=RTA)  1(B)
Abb. 70
Nun gilt
R(T(A)) = R(A") = A';
|R(T(B)) - A'|| = |R(T(B)) - R(T(A))|| = |1B~ Al =c=¢ =B - 4|,

also ist entgegen der Abbildung tatsichlich R(T(B)) =B

Nun ist noch von Interesse, wo der Punkt C' nach Ausfiihrung von RoT landet.
Dazu untersuchen wir zwei Félle:
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1. Fall: C’ und R(T(C)) liegen auf derselben Seite von G(A’, B’).

(R(T(C)), A", B')
(R(T(C)), R(T(A)), R(T(C)))
(C, A

Il
AA A

B)=a=d,

Abb. 71
also liegen A’, C' und R(T(C)) auf einer Geraden. AuRerdem ist

|4’ = R(T(C))|| = | R(T(A)) — RT(C)) || = [A=C| =b =¥ = |4’ =]

und somit R(T(C)) =C".
Die Abbildung f := RoT € E(2) ist damit die gesuchte Bewegung, die
A in A’ iiberfiihrt, und wir haben gezeigt, dass die Dreiecke tatsichlich
kongruent sind.
2. Fall: ¢’ und R(T(C)) liegen nicht auf derselben Seite von G(A’, B').
C/

R(T(A)) = A/ /\ B’ = R(T(B))

R(T(C))

Abb. 72
Dann spiegeln wir mit der Abbildung S € E(2) an G(A’, B’) und fiihren
damit den 2. auf den 1. Fall zuriick. Hierbei ist f := So RoT € E(2) die
gesuchte Bewegung. |

Satz 1.6.11 (Ahnlichkeitssatz fiir Dreiecke) Seien A = (A,B,C) und A’ =
(A, B',C") euklidische Dreiecke. Die Seiten und Winkel seien wie tiblich bezeichnet.

Dann sind dquivalent:
1. A und A sind dhnlich;
2. Nach eventueller Umbenennung der Ecken gilt:
a=d, =0 v=9"
3. Nach eventueller Umbenennung der Ecken gilt:

a b c

PO A
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4. Nach eventueller Umbenennung der Ecken gilt:

c
OC—OC7F—E.

Beweis.

1=2 klar, da alle Ahnlichkeitstransformationen der euklidischen Ebene winkeltreu
sind.

2=3 Der Sinussatz fiir euklidische Dreiecke liefert

!

a _ sin(a) vor. sin(o)

b sin(3) sin(8) b’

3=4 Nenne das gegebene Streckenverhéltnis 7:

pmt_b_c
T a’ - b - '’
Setze f :=r-id € Ahn(2), A" := f(A').
Da f den Mafistab r besitzt, gilt in A”:
ad'=r-ad=a
Analog erhilt man b’ = b, ¢’ = c. Nach dem Kongruenzsatz sind A und A”

kongruent und damit auch dhnlich. Da nun A’ und A" nach Konstruktion dhn-
lich sind, miissen gem#f Bemerkung 2.2.2] auch A und A’ #hnlich sein. Bei einer
Ahnlichkeitstransformation bleiben aber die Winkel erhalten, also gilt a = o/,
und der Rest steht bereits in der Voraussetzung.

4=1 Wir definieren wieder A” wie eben und erhalten diesmal
o =o' =a, b =b, " =¢

womit wieder nach dem Kongruenzsatz A und A” kongruent sind. Analog zum
vorigen Beweisteil ergibt sich hieraus sofort, dass dann A und A’ #hnlich sein
missen. O

Bemerkung 1.6.12 Seien A und A’ dhnlich. Dann ist (einfach aufgrund der Win-
keltreue)

1. A rechtwinklig genau dann, wenn A’ rechtwinklig ist;

2. A gleichschenklig genau dann, wenn A’ gleichschenklig ist;

3. A gleichseitig genau dann, wenn A’ gleichseitig ist.

Definition 1.6.13 Sei (A, B, C) ein nicht entartetes Dreieck.

Sei A’ der Schnittpunkt derjenigen Winkeldrittelnden von B und C, die der Seite
G(B, C) néher liegen. Analog seien B’ und C’ definiert.
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Abb. 73

Dann heifit das Dreieck (A’, B’,C") Morley-Dreieck von (A, B,C).

Das folgende Lemma gehort eigentlich in die Analysis und nicht in die Geometrie. Wir
brauchen es jedoch, um den darauf folgenden, sehr schénen und {iberraschenden Satz
zu beweisen.

Lemma 1.6.14 Sei T € R mit 0 < T < w. Dann ist die Funktion

sin(t)

f:[07T)_’R7 th7

streng monoton wachsend und damit insbesondere injektiv.

Beweis. Wir bestimmen die Ableitung von f:

cos(t) sin(T — t) + sin(t) cos(T — t)
sin?(T — t)
sin(t+ (T' - t))
sin?(T — t)
>0
sin(7)
sin®(T —t)

———
>0

fl =

> 0.

O

Satz 1.6.15 (Satz von Morley) Das Morley-Dreieck eines beliebigen nicht entarte-
ten Dreiecks ist immer gleichseitig.

Beweis. Sei (A, B,C') ein nicht entartetes Dreieck; die Winkel seien wie gewohnlich
mit «, 8,y bezeichnet. Wir konstruieren nun ein Vergleichsdreieck (D, E, F') wie folgt:

Zunichst beginnen wir mit einem gleichseitigen Dreieck (D', E’, F'), das die Seiten-
lange 1 besitzt.
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/ !/

\V 5/
Af;)b. 74

Nun konstruieren wir einen Punkt D, der nicht auf derselben Seite von G(E’, F') liegt
wie D’, mit der Eigenschaft, dass

B8+
3

1=

4(D,E', F' und (D, F',E') =

y=2117
3

Daraus ermittelt man auch den fehlenden Winkel des Dreiecks (D, E’, F'):
) _

(%

_ytm BHm_ m— (B4

I(E',D,F)=m=

3 3 3 3’
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Da wir nun jeweils drei der auftretenden Winkel bei D', E' und F’ kennen, kénnen
wir auch noch den letzten berechnen, z.B. bei E’:

4(D,E,F)=2r _afm 7w _oy+m_ o aty
3 3 3 3
Ebenso erhalten wir
ﬂEJ&D):w—ﬂgﬁumLﬂREQDy: ﬂ;”

Nun wollen wir ¢ := <(F’, D, E) bestimmen.
F

D Abb. 77
Wenn wir ¢ kennen, dann kennen wir auch

a+ (3 _a+p
3 )_@* 3

I(F',E,D)=m — (7T—
Da wir, solange unsere Betrachtungen nur auf Winkel eingeschrénkt bleiben, hier nicht
weiterkommen, berechnen wir einmal zwei Strecken im Dreieck (D, E, F’):
Zunichst liefert der Sinussatz, angewandt auf (D, E', F'),
() _sn(352) L sin(35)
1 D n(2)

womit wir schon mal eine Seite in (D, E, F’) kennen. Analog erhalten wir mit dem
Sinussatz, angewandt auf (D', E, F'):

I~ F|—#§)).

Nun wissen wir aus dem Sinussatz, den wir auf (D, E, F’) anwenden, dass gilt:

sin(p)  sin (52 — o)

lE-FI| — ID-F|
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. sin(p)  _ |E-F|
sin (452 — o) D=7

sin (3)

sin (g) .

Und an dieser Stelle brauchen wir das Lemma[I.6.14] In unserem Fall heifit die Variable
o, und weiter ist T' = “Tw

Wir iiberpriifen die Voraussetzungen fiir das Lemma:

1. Essoll 0 < T < 7 gelten.
Dass Q—Jgﬁ > 0 ist, ist klar. Aufterdem ist
a+f

T<Oz+ﬂ<a+ﬁ+’y:ﬂ'.

Um diese Voraussetzung brauchen wir uns also nicht weiter zu kiimmern.
2. Das Lemma macht eine Aussage iiber ¢ € [0,T), es wire also schon, wenn unser
Winkel ¢ tatséchlich in diesem Intervall liegen muss.

Dass ¢ > 0 ist, ist wieder klar. Aufserdem ist

atf atp

3 )

0< <%(F',E,D)= pe <

und damit ist das Lemma anwendbar. Es sagt aus, dass es genau eine Losung fiir ¢

gibt. Wir brauchen also nur noch diese Losung zu finden.

Die Zeichnung legt — ebenso wie die Aussage, die wir beweisen mochten — bereits nahe,
dass ¢ = %, und wenn wir das iiberpriifen, so stellen wir fest:

sin (%) sin (%
(= -5) s (2)

Daraus berechnet man direkt

3
3 )
und analog zu diesem Vorgehen ergeben sich die iibrigen Winkel, die in der Abbil-
dung [77 noch nicht als bekannt eingezeichnet sind.

4(F',E,D) =

Dies sagt uns zweierlei: Erstens sind G(D, E"), G(D, F'), G(E,D"), G(E, F"), G(F,D")
sowie G(F, E') die Winkeldrittelnden von (D, E, F), weshalb (D’, E’, F') das Morley-
Dreieck von (D, E, F) ist; und zweitens besitzt das Dreieck (D, E, F') dieselben Innen-
winkel wie (A, B, C), die Dreiecke sind also &hnlich.

Nun wissen wir bereits, dass Ahnlichkeitstransformationen winkeltreu sind. Damit
werden die Winkeldrittelnden eines Dreiecks auf die Winkeldrittelnden des Bilddreiecks
abgebildet, und dasselbe gilt demzufolge auch fiir die Morley-Dreiecke. Das Morley-
Dreieck von (A, B, C) muss also ebenfalls dhnlich zu (D', E’, F') sein; letzteres wurde
jedoch als gleichseitiges Dreieck konstruiert, und nach Bemerkung[[.6.12]ist somit auch
das Morley-Dreieck von (A, B, C) gleichseitig. O
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1.7 Kurven zweiten Grades

Ellipsen

Definition 1.7.1 Seien A, B € R?, sei ¢ > ||A — B||. Dann heifit
E={PeR’[||P-Al|l+|P-B| =0}
Ellipse. A und B heifen dabei die Brennpunkte, %(A + B) der Mittelpunkt von E.

Py

Abb. 78

Bemerkung 1.7.2 Diese Definition beschreibt bereits eine Moglichkeit zur Konstruk-
tion von Ellipsen mit Hilfe eines Fadens, die sogenannte ,,Gartnerellipse®(weil sie in der
Landschaftsarchitektur Verwendung findet):

Dazu befestigt man einen Faden der Lénge ¢ an den Punkten A und B und zieht ihn
mit dem Zeichengerét straff. Dieses beschreibt nun eine Ellipse. (Géartner benutzen tat-
sachlich einen geschlossenen Fadenkreis der Lénge o+ ||A — Bl|, den sie um die Punkte
A und B spannen. So koénnen sie die obere und die untere Hélfte der Konstruktion
ausfithren, ohne abzusetzen.)

Bemerkung 1.7.3 Wir untersuchen, wozu wir die Voraussetzung ¢ > ||A — B|| be-
notigen:

Fiir P € E gilt die Dreiecksungleichung
o=|P—All+[|P-B|=[A- Bl

Damit ist ¢ < [|A — B|| schon einmal ausgeschlossen. Fiir ¢ = ||A — B|| muss in der
Dreiecksungleichung die Gleichheit gelten, und das bedeutet, dass P € AB ist. Diesen
Fall wollen wir jedoch nicht als Ellipse bezeichnen.

Bemerkung 1.7.4 Was wir hingegen zulassen, ist A = B. In diesem Fall ist

E = Ko (A).

2
2
Definition 1.7.5 Sei E C R? eine Ellipse mit den Brennpunkten A # B. Die Geraden

G(A,B) und {Q e R* | (Q,B—A4) =3 (IBI* - |IAI") }

heifien Achsen von E.
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Bemerkung 1.7.6 Sei E C R? eine Ellipse mit den Brennpunkten A und B, dem
Mittelpunkt M und den Achsen g und h.

Ist f € E(2), so ist f(E) eine Ellipse mit den Brennpunkten f(A) und f(B), dem
Mittelpunkt f(M) und den Achsen f(g) und f(h).

Satz 1.7.7 Eine Menge E C R? ist eine Ellipse genau dann, wenn es ein f € E(2)

und positive reelle Zahlen a,b gibt, so dass
2\ 2 v\ 2
= =) =15. 1.20
( a ) + ( b ) } ( )

o)

Beweis.

,=“ Sei E C R? eine Ellipse. Wir iiberfilhren zunichst den Mittelpunkt von

E durch eine Translation fi; in den Koordinatenursprung. Dann drehen wir
G(fi1(A), fi(B)) durch die Abbildung fz so um 0, dass diese Gerade auf die
z-Achse abgebildet wird und f2(f1(A)) auf der positiven x-Achse liegt. Nun gilt

f(A) = (_OU)J(B): (‘5)

mit f := fy o f1 fiir ein 0 > 0. Ferner wissen wir, dass

0> [|[A= B[ =[f(A) - f(B)]| = 20 (1.21)

Nun liegt ein Punkt P = (:C

y) auf E genau dann, wenn

—0 ag
Yy Yy
= Vit +y2+ /(@ —0)?+y2
& F = @t +a-o 20 +9?) (@0 +1?)
_ 2<:c2+02—|-y2+\/(12—02)2—|—y4+y2((:c+0)2—|—(x—0)2)
92
o L@ ot = @2 o2yt 42t 4 o)y
4
& Zl@ o)+ @y 40N = 200 1oy 2227 1 2077
—_——
(@247 4o 420202 + 26277
4
o %_9202 _ 92(:c2+y2)—4a2:c2
2

= (0" —40%)2® + o%?
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2

& —i (0* —40®) = (0" —40%)2” + 0°y
2D 4, 4,
— 1 = Em + my .

Setzen wir nun

/02 — 452
2 md b= YL 2

SR (1.22)

a:=
erhalten wir f(E) in der Form ([20).
(Die Wurzel in b ist reell, da nach (I21)) ¢ > 20.)

»<=* Gegeben sei f(F) in der Form ([L20)). Wir zeigen, dass f(F) eine Ellipse ist:
Sei 0.B.d.A. a > b. Setze

0:=2a und o := \/a? — b2.

Dann gelten die Gleichungen (L22]), und geméf dem ersten Beweisteil (der ja
eine Kette von Aquivalenzen enthielt) ist f(F) somit eine Ellipse mit den Brenn-
punkten oge; und —oe;.

Da mit f auch f~! € E(2) ist, wissen wir nach Bemerkung dass £ =
FH(f(E)) ebenfalls eine Ellipse ist. O
Korollar 1.7.8 Zu jeder Ellipse E C R? gibt es eine Abbildung f € Aff(2) derart,

dass
f(E) = K1(0)

Beweis. Wir wahlen zunéchst gemif Satz[[7.7] eine Abbildung f1 € E(2) C Aff(2) so,

T e {G)e]@h )

gilt. Sei nun fo € Aff(2) die lineare Transformation, die gegeben ist durch die Matrix
1
( 0) € GL(2,R). Dann ist
) er?
Y

04
RUCIEE

o= O

(G () =},

und nach Substitution von 2’ := £, ' := ¥ erhalten wir
(f20f1)(E)—{ <;/> eR? (93')2+(Z/')2—1}-
f = fz2 0 f1 ist also die gesuchte Abbildung. O

Korollar 1.7.9 Ist E C R? eine Ellipse, dann gibt es ein f € E(2), so dass

f(E):{(g;ggfg))) temﬁ)}.
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Bewets. Wir kennen eine Parametrisierung des Einheitskreises:

K1 (0) = { <Z?§g))> telo, 2@}.

Wahlen wir f geméf Satz [[7.7 und f2 geméaf Korollar [[7.8] so ist
1) = I (K (0) = (g 2) K1(0) = { (‘;jgfj((f)))

Satz 1.7.10 Sei E C R? eine Ellipse, sei f € Aff(2). Dann ist f(E) wieder eine
Ellipse.

t€[0,27r)}. a

Beweis. Diese Aussage ist nicht offensichtlich, denn affine Transformationen beein-
flussen die Absténde nicht in regelméfiger Weise, aber Ellipsen sind iiber Absténde
definiert. Um den Beweis dennoch iiberschaubar zu halten, suchen wir zuerst nach
Annahmen, die wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit machen kénnen.

Dafiir betrachten wir zunéchst die Ellipse. Wir wissen nach Korollar [[L7.8] dass eine
Abbildung f1 € Aff(2) existiert, so dass fi(E) = K1(0) ist. Damit ist aber

F(E) = (f o fi1)(EK:1(0)),
N——
CAfE(2)

d.h. wir miissen lediglich zeigen, dass die Bilder des Einheitskreises unter affinen Trans-
formationen Ellipsen sind. Sei also 0.B.d.A. E = K1(0).

Nun wollen wir noch f vereinfachen. f € Aff(2) bedeutet, dass f(zr) = Az + b mit
M € GL(2,R),b € R%. Wir koénnen f also zerlegen in f1 : z +— Mz und fo : @ +— 2 +b,
so dass f = f2 o fi. Nun ist aber fo € E(2), und bereits Bemerkung liefert
uns, dass f2(f1(E)) genau dann eine Ellipse ist, wenn auch fi(E) eine Ellipse ist. Wir
brauchen somit nur Abbildungen ohne Translationsanteil zu betrachten.

Sei nun also f linear und beschrieben durch M € GL(2,R). Dann ist M*-M € GL(2,R)
eine symmetrische und positiv definite Matrix (SPD-Matrix): Die Symmetrie erhélt
man aus
t t t t\t t
(M*M) = (M) (M") = M"M,
und die positive Definitheit folgt aus
(M'M - v,v) = (Mv, Mv) = || Mv|* > 0 Vv # 0.

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass symmetrische Matrizen Eigenvektoren besit-
zen, die eine Orthonormalbasis des zugrundeliegenden Vektorraumes bilden. Seien also
A1, A2 die Eigenwerte von M ¢ M mit orthonormalen Eigenvektoren v1, v2. Aufgrund der
positiven Definitheit sind A1, A2 > 0. Sei 0.B.d.A. A\1 > Ao

Nun, da alle Voraussetzungen geklart sind, konnen wir zum eigentlichen Beweis schrei-
ten. Dazu sei P € K;(0). Wir kénnen P in der obigen Orthonormalbasis ausdriicken
als P = avi 4+ (Bv2. Nun berechnen wir

1=|IP|? = (v + Buz,avr + Bua)
1 = o |u]®+8° |lo2]|* +2a8 (v1,v2)
=1 =1 =0

1 = o*+p3% (1.23)
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Setze nun
0= 2\/)\_17 o=/ A1 — Aa.

Wir wollen nun die Ellipsengleichung fiir f(K71(0)) = M - K1(0) tiberpriifen. Dabei ist
natiirlich f(P) = M P einzusetzen, und die Brennpunkte erwarten wir bei £o ‘%L}i“
Wir berechnen nun zunéchst die Abstéinde von M P zu den Brennpunkten:

2

Mwv U1 2 20
MP+ o0 - IMPE+ (MP, Muv.) + o2,
H [[Mu | [[Muv]]
und mit | Mwv]| = \/<MtM~v17v1> = \/)\1 (v1,v1) = v/ A1 folgt
2
Muvy : 2V A1 — A2 t
MP + o201 = (M'MP,P)+ YT bt M) + A — e
H ([ M| { ) VA1 { )
2 2 2V A1 — A2
S VIR o VA s Mt B WIS W
VAL
23 2 N
= a)\1+(1—a))\2i2 )\1—)\2 )\10[—|—)\1—)6
= a’(A1— X)) £2a/ A1 — A/ A+ M
2
_ (\/Alim/h —)\2)
& HMPio”J\]évll ‘ = VaE VAo
U1

Und nun setzen wir das in die Ellipsengleichung ein und sehen

MUl
[[ M|

MUl

MP — o
H [| Mo ]|

’ HMHO

‘—2\//\—1—9- O

Bemerkung 1.7.11 Fassen wir noch einmal die Parameter, die wir fiir Ellipsen be-
nutzen, zusammen: Wir wahlen 0.B.d.A. die Ellipse mit Mittelpunkt 0 und Achsen,
die den Koordinatenachsen entsprechen, so dass

e={(5) e

wobei @ > b > 0 ist. (Im Fall @ = b erhalten wir einen Kreis, und den kennen wir
bereits gut. Im Fall a < b vertauschen wir die Achsen.)

Zunichst sehen wir, dass die Punkte X2 := (ioa , Y2 = <:i(:)b) die Gleichung

erfiillen, also sind a und b die Langen der Halbachsen von E.

Bei der Fadenkonstruktion erhélt man den Punkt X3, wenn der Faden von A nach X3
und zuriick nach B lauft. Da jedoch aufgrund der Symmetrie |B — X1 = ||A — X2||
gilt, entspricht die Linge ¢ des Fadens genau dem Abstand || X2 — X1|| = 2a.
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Y

X2 A o a B Xl

Yo

Abb. 79

Natiirlich gilt auch im Punkt Y; die Ellipsengleichung, weshalb ||[A-Y1|| = ||B-Yi|| = a
sein muss. Damit liefert nun der Satz des Pythagoras fiir das Dreieck (0, A,Y7) die

Beziehung o = va? — b2.

Bemerkung 1.7.12 Nun wollen wir eine Ellipsendarstellung in Polarkoordinaten fin-
den, d.h. die Punkte der Ellipse eindeutig durch zwei Parameter r und ¢ so beschreiben,

dass fiir P = (g) € I gilt:

r = rcose und
y = rsingp.
Y
P
r rsin e
£ \ .
T COS
Abb. 80
Nun ist
2= P
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2
= e (1-(3))
a

2
= (1 - b—2> ® + b
a
b\ 2 o 2
= 1—; r°cos”(p) +b
& . <1 - (1 - ﬁ) COS2(Lp)> =’
a2
s = v
1-— (1— Z—z) cos?(y)
b2
- 1 —e2cos?(p)
, v IR
mit e =4/1- 5 = ——.
a a

Definition 1.7.13 Sei E eine Ellipse mit den Halbachsenlédngen a und b, wobei a > b.

Die Zahl
N

a

£ =

heillt numerische Exzentrizitdt von E.

Hyperbeln

Definition 1.7.14 Seien A, B € R? mit A # B. Sei weiter 0 < ¢ < ||A — B||. Dann
heift
H={PeR*mit ||A- P||—|B— P||| = o}

Hyperbel. A und B heifen Brennpunkte, %(A + B) heift Mittelpunkt von H. Die Ge-
raden
G(A, B) sowie {Q € R* [ (@, B — A) = 3(|IBII” - | AlI*)}

heifsen Achsen der Hyperbel.

Abb. 81
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Definition 1.7.15 Die beiden Zusammenhangskomponenten einer Hyperbel nennt
man Hyperbeldste:

Hp={PeR’||A~P|| - |B-P| = e},

Ha={PeR*||B~P|~|A~P| =0}

Bemerkung 1.7.16 Auch diese Definition ist konstruktiv, obgleich die Konstruktion
nicht so offensichtlich ist wie bei Ellipsen. In der Abbildung[RTlist bereits die Méglich-
keit der Hyperbelkonstruktion mit Faden (rot im Bild) und Lineal (als doppelte Linie)
dargestellt. Dabei wird das Lineal der Lange L in einem der Brennpunkte — hier A —
mit einem Ende drehbar befestigt. Am anderen Ende wird ein Ende des Fadens der
Lénge [ festgebunden, und das noch freie Ende des Fadens befestigt man im zweiten
Brennpunkt. Nun wird das Schreibgerit so an das Lineal gefiihrt, dass es den Faden
straffzieht. Dreht man das Lineal, erhdlt man ein Teil der Hyperbel.

(Die gesamte Hyperbel kann man schon deshalb nicht erhalten, weil das Lineal nur
eine endliche Linge besitzt. Aufferdem muss man das Lineal nacheinander an beiden
Brennpunkten befestigen, um die verschiedenen Hyperbeldste zu bekommen.)

Dass dabei tatsichlich eine Hyperbel konstruiert wird, erkennt man, wenn man den
Faden wieder von B losbindet und an das Lineal anlegt (also B durch eine Drehung
um den Punkt P auf das Lineal legt), denn dann sieht man:

[A=Pl=IB=P=A-f(B)|=L—-l=: ¢

(Wem es an Vorstellungskraft mangelt, der moge |B — P|| = — |P — C/|| einsetzen,
um auf dieselbe Gleichung zu kommen.)

Bemerkung 1.7.17 Wir untersuchen die Notwendigkeit der Bedingung 0 < p <
A — Bl|:

Mit jedem P gilt die inverse Dreiecksungleichung
|A=B| >[4~ Pl B~ Pl = e

o > ||A — BJ| geht also schon mal nicht, da wire dann H = @, und das soll nicht
Hyperbel heifen. Fiir o = ||A — B|| miissen wir zwei Félle unterscheiden:

Ist P € Hp, so ist
|A=B||=[A-P|-|B-P|<|[A-P|=|A-B|+|B-P|=BeAP;
Ist P € Ha, so ist
||A—B||:||B—P||—||A—P||<:>A€ﬁ.

Somit wiire in diesem Fall H = G(A, B) — ABU{A, B} - dieses Gebilde soll auch nicht
Hyperbel heifsen.

Dass |HA —P||-||B— PH| = p < 0 zu einer leeren Menge H fiihrt, ist klar. Fiir p =0

erhalten wir ||[A — P|| = ||B — PJ|, und das beschreibt die Mittelsenkrechte von AB.
Auch diese Gerade ist keine Hyperbel.
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Die Betrachtung dieser Grenzfille gibt uns jedoch einen Hinweis darauf, welcherart
Hyperbeln sein kénnen: Fiir kleine p ergibt sich dieses Bild:

i
A B
Abb. 82

Eine Hyperbel mit groffem p sieht dagegen so aus:

Abb. 83

Dabei kann man o direkt ablesen, denn p ist der Abstand der beiden Achsenschnitt-
punkte:

Seien X;, X2 die beiden Schnittpunkte, X; liege ndher bei A. Dann ist aufgrund der
Symmetrie ||A — X1|| = ||B — Xz||, und weiter:

0= [A—- X2 = [IB = Xof = A= Xof - [[A = Xuf| = [ X2 — Xz

Bemerkung 1.7.18 Sei H C R? eine Hyperbel mit den Brennpunkten A und B, dem
Mittelpunkt M und den Achsen g und h.

Ist f € E(2), so ist f(H) eine Hyperbel mit den Brennpunkten f(A) und f(B), dem
Mittelpunkt f(M) und den Achsen f(g) und f(h).

Satz 1.7.19 H C R? ist eine Hyperbel genau dann, wenn es ein f € E(2) und positive

reelle Zahlen a,b gibt, so dass
2\ 2 N
(2) -(3) = 1}' (1.24)

n-{(7) e
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Beweis.

»,= Wiéhle wieder ein f € E(2) so, dass

mit o > 0. Hierbei gilt
o <|A=Bl =If(A) - f(B)| =20, (1.25)

und diese Bedingung wird den Unterschied zur Ellipse bewirken. Genau wie im
Satz [[7.7] gelangen wir durch mehrfaches Quadrieren — und hierbei fallen die
Betragsstriche und das Minus aus der Definition von Hyperbeln weg — zu der

Aquivalenz
x 4 2 4 2
H<s — -5 =1.
(y)e 2" =i

Nun ist aber ¢ — 402 negativ, also miissen wir die Differenz umkehren, um die
Wurzel ziehen und somit b finden zu konnen, und an dieser Stelle kommt das
Minus wieder in die Gleichung: Mit

_ /4o? —?
2

gilt Gleichung (L24]).
»<=* f(H) ist eine Hyperbel, da mit

0:=2a, 0 := \/a? + b2

die Kette von Aquivalenzen zuriickverfolgt werden kann, und wegen Bemer-
kung [[.7.I8] ist dann auch H selbst eine Hyperbel. O

Korollar 1.7.20 Zu jeder Hyperbel H C R? gibt es eine Abbildung f € Aff(2) derart,

dass
f(H)z{(?j) €R? xQ—y2:1}.

Beweis. Setze f := f2 o f1, wobei fi1 € E(2) wie im Satz [[L7.19 und f> linear, gegeben
0

1
b

durch die Matrix € GL(2,R). Dann zeigt man wie in Korollar [[7.8] die

1
a
0
gewlinschte Aussage.

Wir erinnern uns an die hyperbolischen Funktionen. Sie sind definiert durch

1
sinh : R — R, sinh(¢) := 5( f_eTh),

cosh: R — R, cosh(t) :==(e" +e7").
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t
0
sinh(t)
Abb. 84

Man priift leicht nach, dass fiir alle t € R gilt
sinh’ = cosh, cosh’ = sinh, (1.26)
sinh(—t) = — sinh(¢), cosh(—t) = cosh(t), (1.27)
cosh(t)? — sinh(t)® = 1. (1.28)
Aus (IL28) entnehmen wir direkt, dass die Kurve ¢ — (Z?;E((z)) ) eine Teilmenge von

{(Z) € R? | £? —y? = 1} durchliuft. Betrachten wir nun andererseits diese Menge und

setzen y =: sinh(t), so erhalten wir aus (IL28) x? = cosh(t)?, also entweder = = cosh(t)
oder x = — cosh(t). Die Kurve durchliuft somit genau die Menge {(Z) ER? |22~y =
1,z > 0}.

x

cosh(t)

sinh(¢)

Abb. 85
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Korollar 1.7.21 Ist H C R? eine Hyperbel, dann gibt es ein f € E(2), so dass
_ +a - cosh(t)
f(H) = { ( b - sinh(t) ) tGR}'
Beweis. Wahlen wir f gemaf Satz [[L7.19 und fo gemaf Korollar so ist nach

obiger Voriiberlegung
fa( (1) = { <i§§§?g>> te R}.

Durch die Anwendung von f5 ! entsteht daraus die gewiinschte Form. |

Satz 1.7.22 Sei H C R? eine Hyperbel, sei f € Aff(2). Dann ist f(H) wieder eine
Hyperbel.

Beweis. Analog zu Satz [[L7.10] geniigt es, sich auf die Hyperbel

()]

und lineare Abbildungen f : z — Mz mit M € GL(2,R) zu beschrinken.

Seien A; und Ao die Eigenwerte der SPD-Matrix M*M mit den zugehorigen Eigen-
vektoren v1 bzw. vz, die eine Orthonormalbasis von R? bilden. Wir setzen wieder
0 := 2¢/)\1, diesmal jedoch o := /A1 + 2. Dann zeigt man wie in Satz [[L7.10] dass

f(H) eine Hyperbel mit den Brennpunkten ia% ist.

Definition 1.7.23 Seien Y, Z C R". Dann heifst
d(Y,Z) =inf{|ly — z|| |y € Y, z € Z}

der Abstand von Y und Z, d.h. man betrachtet alle méglichen Abstdnde von x € X
und y € Y und nimmt davon das Infimum.

Analog definieren wir fiir x € R", Y C R"
d(z,Y) := inf{||z — y|| ‘ yeYh

Bemerkung 1.7.24 Ist Y N Z # 0, dann ist d(Y, Z) = 0.

Es kann jedoch Mengen Y,Z C X geben, fiir die d(Y,Z) = 0 gilt, obwohl Y N Z = ()
ist.

Beispiel 1.7.25 Seien Y = (0,1), Z = (—1,0). Dann ist
inf{lly — 2| |y €Y, z€ 2} =0,

aber dieses Infimum wird nicht angenommen.
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Definition 1.7.26 Sei H C R? eine Hyperbel. Eine Gerade G C R? heikt Asymptote
von H, falls

1. GN H = 0 sowie

2. d(G,H) = 0.

Bemerkung 1.7.27 Sei G C R? eine Gerade, P € R? — G. Sei Q der FuRpunkt des
Lotes von P auf G.

Q
Abb. 86

Dann ist d(P,G) = ||P —Q||, denn fiir jedes Q" # Q folgt aus dem Satz des Pythagoras

IP-Ql=VIP-QIZ+Q - Q2> P -Q].

Satz 1.7.28 Jede Hyperbel besitzt genau zwei Asymptoten. Diese schneiden sich im
Mittelpunkt der Hyperbel.

Beweis. O.B.d.A. sei die Hyperbel gegeben durch

n={(5) = -}

Dann hat H den Mittelpunkt 0.

a —a
b b
Die Geraden GG1 und G» sind offensichtlich verschieden und schneiden sich in 0.
Danach bleibt nur noch zu zeigen, dass es keine weiteren Asymptoten von H
gibt.

Fiir einen Punkt (;) :t(Z) € G gilt
z\? y\2 _ [ta)? th\?
(3 -G) =) - (5) —orr

also ist G1 N H = (). Analoges zeigt man fiir Go.

1. Wir zeigen, dass G1 =R - und G2 =R - > Asymptoten von H sind.

Setze nun fiir s € R

1 ,fa __ { acosh(s)
e (2) e 00 (359 <
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Dann ist

1Ps —Qsll =

81

£ - b — bsinh(s)
(52
(s )

somit ist auch inf{||P — Q|| } P e Gi,Qe€ H} =0 und G, ist eine Asymptote
von H. Ebenso zeigt man, dass auch G2 eine Asymptote von H ist.

2. Den Eindeutigkeitsbeweis formal zu fiithren ist eher ermiidend. Damit darob die
Freude an der Geometrie nicht verlorengeht, wollen wir ihn hir nur skizzieren.
Sei dazu G = Gy, eine von GG1 und G2 verschiedene Gerade mit v = (z;)

Wir haben gesehen, dass fiir alle v € G1 U G2 gilt:

Fiir die Punkte der Hyperbel ist diese Differenz gleich 1, also grofer als 0. Aus
Stetigkeitsbetrachtungen ergibt sich eine Einteilung von R?: In Abbildung [§7]

ist das Vorzeichen von (%1)2
dargestellt.
Gy

2 .. . .
— (%2) fiir v aus den verschiedenen Bereichen

Go

Abb. 87

Dies machen wir uns nun zunutze bei der Argumentation, dass G keine Asym-

ptote von H ist.
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Gl G2

Abb. 88
Dann schneidet G beide Hyperbeliaste. Mit G N H # ) ist damit eine der
Voraussetzungen fiir eine Asymptote verletzt.

2 2
2. Fall: (%) - (%) = 0. Die Gerade G verlauft also parallel zu einer der

Asymptoten.

G

Gl G2

Abb. 89
Dann schneidet G genau einen der Hyperbeliste, aber da GN H # 0, kann
G auch in diesem Fall keine Asymptote von H sein.

2 2
3. Fall: (ﬂ) (& < 0. Hierbei konnen drei verschiedene Situationen auftre-
a

ten, in Abbildung @] durch verschiedene Farben symbolisiert:

Ny




1.7. KURVEN ZWEITEN GRADES 83

Im orangefarbenen Fall schneidet G einen Hyperbelast in zwei Punkten,
dann ist wieder G N H # (. Dasselbe gilt fiir den roten Fall, wo G den
Hyperbelast in nur einem Punkt S beriihrt. Im rosa Fall ist nun zwar
G N H = (), wir konnten also prinzipiell eine weitere Asymptote gefunden
haben; aber wenn wir die Abstandsbedingung iiberpriifen, so stellen wir
mit Hilfe der Abbildung und Bemerkung fest, dass

d(G, H) = d(G,S) = d > 0.

Es kann also aufser G1 und G2 keine weiteren Asymptoten von H geben.
O

Bemerkung 1.7.29 Auch fiir die Hyperbeln wollen wir noch einmal alle Parameter,
die wir definiert haben, zusammenfassen: Wir wihlen wieder 0.B.d.A. eine Hyperbel
mit dem Mittelpunkt O und Achsen, die den Koordinatenachsen entsprechen, so dass

n={(3) <= G- () -1}

wobei a > b > 0 ist.

+a

0
bestatigt auch die weiter oben gemachte Feststellung, dass der Abstand der Achsen-
schnittpunkte o = 2a ist.

Zunichst sehen wir, dass die Punkte X2 := die Gleichung erfiillen, und dies

Uber die Asymptoten wissen wir, dass sie die Punkte (:ia) enthalten. Wenn man

also vom Achsenschnittpunkt des einen Hyperbelastes um b nach oben geht, so kann
man eine Asymptote konstruieren. Die andere entsteht entweder, indem man dasselbe
fiir den anderen Hyperbelast macht, oder durch Spiegelung an der y-Achse.

Nun ist die z-Koordinate der Brennpunkte gegeben durch

)

+0 =+ a2+b2::|:H(Z>

a

d.h. der bereits zur Konstruktion der Asymptoten benutzte Punkt < b

) und die beiden

Brennpunkte liegen auf einem Kreis um den Koordinatenursprung.
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Y

S
8

K, (0
on (i) aon ()
b b
Abb. 91

Diese Zusammenfassung beschreibt eine Konstruktion der Asymptoten, der Achsen-
schnittpunkte oder der Brennpunkte einer Hyperbel, wenn die zwei anderen dieser drei
Objekte gegeben sind (natiirlich geniigt eine gegebene Asymptote).

Auflerdem lasst sich der Winkel ¢ zwischen den Asymptoten leicht aus ¢ und o be-

stimmen:
a a
b/)’\ —b
cos(¢) =
a a
a? —b?
- a? + b2
_2a® — (a®+b%)
N a? + b?
2
_ 227
a2 + b2
_ 12
= 32
Parabeln

Definition 1.7.30 Sei G C R? eine Gerade, A € R? — G. Dann heift

P={Q€eR’||Q- Al =d(Q,G)}

Parabel mit der Leitgeraden G und dem Brennpunkt A.
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Abb. 92

Bemerkung 1.7.31 Die Parabel liasst sich mit Faden und Geodreieck konstruieren.
(Das Geodreieck ist durch seinen rechten Winkel in der Lage, das Lot auf G zu féllen
und so den Abstand eines Punktes zu G zu bestimmen.)

D C

Abb. 93
Dazu beféstigt man einen Faden (rot im Bild) der Lénge L = ||B — C/|| einer Kathete
des Geodreiecks an der Ecke B des Dreiecks, die der anderen Kathete gegeniiberliegt.

Letztere legt man an die Leitgerade an. Das zweite Ende des Fadens wird am Brenn-
punkt fixiert.

Nun wird das Schreibgerit so an die Kathete gefiihrt, dass es den Faden festzieht.
Bewegt man das Geodreieck die Leitgerade entlang (erreicht es den Brennpunkt, muss
es gedreht werden), so entsteht ein Teil der Parabel, denn

@ =All=L-[IB=Ql=B-C|-[B=-Ql=lQ-C|=dQ,aq).

Definition 1.7.32 Der Mittelpunkt des Lots von A auf G heiftt Scheitelpunkt der
Parabel.

Bemerkung 1.7.33 Der Scheitelpunkt liegt auf der Parabel.
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Bemerkung 1.7.34 Sei P eine Parabel mit der Leitgeraden GG, dem Brennpunkt A
und dem Scheitelpunkt S. Sei f € E(2).

Dann ist f(P) eine Parabel mit der Leitgeraden f(G), dem Brennpunkt f(A) und dem
Scheitelpunkt f(S).

Satz 1.7.35 P C R? ist eine Parabel genau dann, wenn es eine euklidische Bewegung
f € E(2) und eine reelle Zahl a > 0 gibt, so dass

f(P)Z{Cj) €R? y=aw2}. (1.29)
Beweis.
»<=" Wir zeigen, dass { (;) € R? ‘ Y= a:cz} die Parabel P mit dem Brennpunkt (i)
4a
und der Leitgeraden G = G( ° ), () ist.
-2
)

(%)

Abb. 94
Es ist (i) € P genau dann, wenn

7N\
< 8
~~_
|
7N
t-o
~~
Il
ISH
7N
< 8
N~~~
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|
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|
<
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N
a
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»= Sei P eine Parabel. Verschiebe den Scheitel mittels fi € E(2) in den Koordina-
tenursprung. Drehe nun mittels f> € E(2) um 0 so, dass f1(G) auf eine Parallele
zur z-Achse mit negativer y-Komponente abgebildet wird. Setze f := fa o fi.
Bemerkung [[.7.34] liefert nun, dass Brennpunkt, Scheitelpunkt und Leitgerade
von P auf die entsprechenden Objekte von f(P) abgebildet wird, und nach dem
ersten Beweisteil besitzt f(P) die gewilinschte Form. O

Satz 1.7.36 Sei P C R? eine Parabel mit dem Brennpunkt A und der Leitgeraden G.
Sei H 1 G eine weitere Gerade, S sei der Schnittpunkt von H mit P. Sei schlieflich
T die Tangente an P im Punkt S.

Dann gilt:
<(T,H) = x(T,G(A,S)).

P
A /
S

Abb. 95

Beweis. 0.B.d.A. habe P die Form ([29). Da S = (;) € P ist, konnen wir schreiben:

s:()

Wir betrachten die Parabel nun als Funktion (P = S(z) mit S : R — R?), und somit
konnen wir den Anstieg von 7' in S einfach als erste Ableitung d%S = (2a;v) bestimmen
und schreiben:

=G (L)

Fiir den Winkel ¢ = (7T, H) gilt demnach:

(A0
(051116 I

COS
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und fiir ¢ = (T, G(A, S)) ergibt sich

<_ (2;5) 7A—s>
|- (on )| 145
(o) (2 7))

V1+4a2x2y/x? + (ﬁ — am2)2

T + 2ax (am2 — ﬁ)

V1 —|—4a2m2\/:c2 + (ﬁf - % + a2zt
(el
\/1+4a212M2

2ax

V14 4a2z?

= cos(yp).

cos(1))

O

Bemerkung 1.7.37 Die eben gezeigte Eigenschaft von Parabeln verleiht diesen Kur-
ven zweiten Graden eine immense Bedeutung: Signale, die aus grofser Entfernung kom-
men, erreichen eine parabelformige Antenne (Parabolantenne) als nahezu parallele
Strahlen. Diese werden nach Satz alle in den Brennpunkt reflektiert, wo so ein
verstarktes Signal registriert werden kann.

Das ist auch der Grund, weshalb der Brennpunkt Brennpunkt heifit.

Satz 1.7.38 Ist P C R? eine Parabel, f € Aff(2), dann ist auch f(P) eine Parabel.

Diesen Satz belassen wir hier ohne Beweis.



Kapitel 2

Metrische Raume

2.1 Isometrien

Bislang habe wir nur die euklidische Geometrie untersucht, bei der sich alles in ei-
ner Ebene abspielt. Wichtig fiir die See- und Luftfahrt ist jedoch die Geometrie der
Erdoberflache, welche sich in guter Naherung als Geometrie auf der Kugeloberflache
beschreiben lédsst. In der Relativitétstheorie spielt hingegen die Minkowski-Geometrie
eine iibergeordnete Rolle.

Um nun solche Geometrien beschreiben zu konnen, abstrahieren wir den Begriff
»2Raum“, unter dem wir uns bisher nur den euklidischen vorstellten, und fiithren da-
zu den Begriff des metrischen Raumes ein. Indem wir dann einige bereits iiber die
euklidische Ebene getroffene Aussagen verallgemeinern, stellen wir die Grundlagen fiir
die Untersuchung der sphérischen und der hyperbolischen Geometrie bereit, die uns
in den anschliefenden zwei Kapiteln beschéaftigen wird.

Definition 2.1.1 Sei X eine Menge, d : X X X — R eine Funktion, so dass

1. d(z,y) > 0Vz,y € X und d(z,y) =0 &z = y;
2. Symmetrie: d(z,y) = d(y,z) Vz,y € X;
3. Dreiecksungleichung: d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) Vz,y,z € X.

Dann heifit (X, d) metrischer Raum.

Beispiel 2.1.2 Beim n-dimensionalen euklidischen Raum ist X = R™ und dg(z,y) =

|l — y|| der euklidische Abstand. Dabei bezeichnet ||v|| = 4/{(v,v) die euklidische

Norm und <v7 w) = viwy + - - - + vawy das euklidische Skalarprodukt, wobei wir wie
V1 w1

iiblich v = , w= schreiben. Wir untersuchen, ob die Axiome eines
Un Wn,

metrischen Raumes erfiillt sind:

89
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Axiom 1 ist erfiillt, denn

de(z,y) =l -yl = v/(z —y,z—y) >0

und
0=dp(z,y)=lz—yleor-—y=0cz=y.

Axiom 2 ist erfiillt, denn

de(z,y) = llz—yll = I(=1) - (g =) = [ = 1] [ly = zll = lly — 2| = dr(y, 2).
Axiom 3 folgt aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm || - ||: Fiiur alle v,w € R"
gilt

o+ w| < lofl + [[w].

Mit v =z — y und w = y — 2z erhélt man somit:
dp(z,2) = |z —2| = (z—y)+ Y —2)l < [lz =yl + ]y —zll = de(z, y) +ds(y, 2).
Also ist (R™,dg) ein metrischer Raum.

Beispiel 2.1.3 Die Sphire X = S§% = {x € R® | ||lz|| = 1} wird versehen mit dem
sphdarischen Abstand ds(z,y) = arccos ((a@y))

Abb. 96

Auch (S?,ds) ist ein metrischer Raum:

Axiom 1 ist erfiillt, da
ds(z,y) > 0 klar (Wertebereich der Arkuskosinusfunktion)

und
ds(z,y) =0 (z,y) = L.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert

1= |(z,9)| = llell - Iyl z=a -y ack;

~—
=1 =1
aber da 1 = ||z|| = ||la-y|| = || - |ly]| = ||, kann nur z = +y sein. Fir z = —y
ergibt sich jedoch
2
(z,y) = (=y,u) = —llyl” = -1,

also muss ds(z,y) = 1 & x = y gelten.
Axiom 2 ist klar, da das euklidische Skalarprodukt symmetrisch ist.
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Axiom 3 benétigt einige Uberlegung: Zunéchst sei an ein niitzliches Hilfsmittel erin-
nert, das Vektorprodukt im R3. Zu z,y € R® ist es definiert durch

T2Y3 — T3Y2
T Xy = T3Y1 — T1Y3 .
T1Y2 — T2Y1

Durch einfaches Nachrechnen verifiziert man leicht fiir z,y, z, w € R:
(i) zxy=-yxco
r1 Y1 21

(ii))  (x X y,z) =det ( T2 Y2 22 ) =: det(z,y, 2)

r3 Ys z3

(i) (xxy)xz=(@2)y—(y2)a

@) Goxzxa=den (700 ) < ) o - (o )

Auferdem lasst sich der Sinus des sphéarischen Abstands leicht bestimmen:

lz <yl = (X y,zxy)

\/<ZC7$> : <y7y> - <:C7y> <y7$>
T

= 1- <:E,y>2

= 1 — cos(ds(z,y))?

= /sin(ds(z,y))?

sin(ds(z,y)).

Nun kénnen wir zum eigentlichen Beweis schreiten:

Falls ds(x,y) + ds(y, z) > m, so gilt die Dreiecksungleichung trivialerweise, da
stets ds(z,z) < 7. Sei also ds(z,y) + ds(y,z) < . Wir berechnen

cos(ds(z,y) + ds(y, 2))
= cos(ds(z,y)) cos(ds(y, z)) — sin(ds(z,y)) sin(ds(y, 2))
= (z,y)(y,2) — llzxyl|ly x 2]
CcSU
< (@) (y2) — (@ Xy, yx2)
= W_ z 7z>+<\y_7f?z<xvz>
=  (xz,2)
= cos(ds(z, 2)).

Die Kosinusfunktion ist streng monoton fallend auf [0, 7], also folgt

ds(z,2) < ds(z,y) + ds(y, 2). O
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Definition 2.1.4 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei p € X, sei r > 0 reell.

Dann heift S.(p) = {z € X | d(z,p) = r} die Abstandssphire von p in X mit dem
Radius r. Der Punkt p heifst dabei Mittelpunkt der Sphdre.

Ist (X, d) einer der Riume (R? dg), (S?, ds) oder (H?,dy), so nennt man solch eine
Abstandssphére auch Kreis und schreibt K, (p) statt Sy(p).

Beispiel 2.1.5 (X,d) = (R®,dg), p=0,r = 1.
Die Abstandssphére von 0 in R® mit dem Radius 1 ist S2, in Symbolen:
S1(0) = S2.

Definition 2.1.6 Sei (X, d) ein metrischer Raum, seien Y, Z C X. Dann heift
dY,Z) :=inf{d(y,z) |y €Y, z€ Z}

der Abstand von Y und Z.

Fir Y C X, x € X berechnet sich der Abstand nach

d(iY,z) :=d(z,Y) = inf{d(z,y) |y € Y}.

Definition 2.1.7 Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Rdume. Eine surjektive
Abbildung f : X — Y heillt Isometrie, falls

dy (f(z), f(z')) = dx (z,2") Va,2’ € X.

Bemerkung 2.1.8 Isometrien sind immer bijektiv.

Beweis. Wir miissen lediglich die Injektivitiit zeigen. Seien dazu x, 2’ € X verschieden.
Dann ist nach Axiom 1

0 < dx(z,2') = dy (f(z), f(z)) 2= f(z) # f(2). O

Bemerkung 2.1.9 Sei f : X — Y eine Isometrie. Dann ist auch f~!:Y — X eine
Isometrie.

Beweis.
Vor.

dx (f7 W), 7)) = dv(f(f’l(y)%f(f’l(y'))) =dy(y,9) O

Bemerkung 2.1.10 Sind f: X — Y und g : Y — Z Isometrien, so ist auch go f :
X — Z eine Isometrie.

Beweis.

dz((90 (@), (g0 1)(@") = dz (9(F@), 9(£() ) 2" dy ($(@), ()

e dx(z,z).
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Definition 2.1.11 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heift
Iso(X,d)={f: X — X | f ist Isometrie}

die Isometriegruppe von (X,d).

Bemerkung 2.1.12 Iso(X, d) ist eine Gruppe beziiglich der Komposition o. Das neu-
trale Element ist die Identitét id : x — z; die Existenz inverser Abbildungen wurde
bereits in Bemerkung [Z.1.9] gezeigt.

Satz 2.1.13 Eine Abbildung ¢ : S* — S? ist sphirische Isometrie genau dann, wenn
es ein A € O(3) gibt mit o = A|g2, d.h.

Iso(S%,ds) = {¢ : S* — 5% | A € O(3) mit p(z) = AzVx € S*} = O(3).

Beweis.
< Sei A € O(3). Dann gilt fiir alle z,y € R®
(Az, Ay) = <:c,AtAy> = (z,y).
Ist insbesondere z € S%, d.h. ||z|| = 1, dann ist auch
lAz]|* = |lz||*

Somit bildet A die Sphére S? nach S? ab.
Fiir ¢ : §2 — 52 vermége o(z) := A - z stellen wir fest:

cos(ds(p(z),0(y)) = (e(x),0(y))
(Azx, Ay)

= <:L’,y>
= cos(ds(z,y))

und somit ds(¢(x),¢(y)) = ds(z,y). Also ist ¢ = A|g2 eine sphérische Isome-
trie.

.= Sei ¢ : 82 — S? eine sphirische Isometrle Sei fi : ), f2 := ¢(e2) und

= p(e
1 0

f3 := ¢(e3), wobel e1 = 0 ,€y = 0 die Standardbasis
0 1

des R? ist. Es gilt

<fi7fj>

cos(ds(fi, fi))
= cos(ds(es, ej))
= (eie;) = bij,

L, J als Kronecker-Delta bezeichnet wird.

wobei ;5 1= {0 z;j
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Also ist (fi1, f2, f3) eine Orthonormalbasis von R®. Sei # € S2. Schreibe ¢(z) =
3
Z ¢ fi- Dann gilt:
i=1
zj = (z,e) = cos(ds(z,e;)) = cos(ds(p(x),f;))
= <§0(x)7fj> = Cj,
also
3
o(z) = Z zifi.
i=1
Somit ist ¢ die Einschrinkung der orthogonalen Abbildung A := (f1, f2, f3) :
R? — R3, die e; auf f; abbildet. O
Satz 2.1.14
Iso(R",dg) = E(n)
Beweis.

1. Die Inklusion ,,D“haben wir bereits in Satz [[.2.12] gezeigt.

2. Die umgekehrte Inklusion ,,C*“ erfordert zunéchst folgende Vortiberlegung: Ist

f € Iso(R",dg) mit f(0) =0, f(e;) =e;Vj=1,...,n, dann ist f = id (wobei
e; der j-te Einheitsvektor ist, also derjenige Vektor, in dessen j-ter Komponente
eine Eins steht und iiberall sonst Nullen).

Um das zu zeigen, wihlen wir ein beliebiges x € R™ und berechnen:

£ @)l = de(f(2),0) = dz(z,0) = |al; de(f(z),e;) = dp(z,¢)),
f(0) =0 und f(e;) = e;. Dies ist in folgender Abbildung
T ) f(x)
[l dg(z,e;) FLEdl dg(z,e;)

AN

da nach Voraussetzung
zusammengefasst:

O Jo=0 T fle) =g

Abb. 97
Aus dem Kosinussatz der euklidischen Geometrie (a? = b* + ¢ — 2bc cos(v), falls
a der Seite a gegeniiberliegt) ergibt sich fiir die in der Grafik eingezeichneten
Winkel:

cos(a) = cos(a’) & cos(x(ej,)) = cos (<I(ej7f(1:)))

(e1,3) _ (e f@) _ {es, (@)
Leflzll 1) 1f @) Lzl
= (ej,x) = (e, f@)Vi=1,...,n.
Nun liefert (e;, v) aber genau die j-te Komponente eines Vektors v. Also stimmen
alle Komponenten von z und f(x) tberein, d.h. die Vektoren sind identisch:

flz)=z.v

<
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3. Sei schlieflich f € Iso(R",dg) beliebig. Wir wollen zeigen, dass f € E(n) sein
muss. Setze dazu b; := f(e;) — f(0).

0 1 e fO) 1 7 f(ey)
Abb. 98

Samtliche b; besitzen Einheitslinge und stehen senkrecht aufeinander. Damit
bilden sie eine Orthonormalbasis des R™, und somit ist A := (b1, ...,bs) € O(n).

Setze nun f(z) := Ail(f(:c) — f(O))
Nach Beweisteil 1 ist f € Iso(R",dg). Weiter ist

£(0) = A7H(£(0) — £(0)) = 0 sowie f(e;) = A™'(f(e;) — f(0)) = A™'b; =e;.

(Die Spalten einer Matrix sind genau die Bilder von ej, also Ae; = b;. Somit ist
auch A™'b; =e;.) A
Beweisteil 2 liefert uns nun f = id, und wir erhalten

r= A7} (f(@) - F(0)) & f(a) = Az + £(0) € E(n) O
~~

b

Definition 2.1.15 Zwei metrische Rdume (X,dx) und (Y,dy) heifien isometrisch
zueinander, falls es eine Isometrie f : X — Y gibt.

Bemerkung 2.1.16 Sind (X,dx) und (Y, dy) isometrisch zueinander, so betrachtet
man sie als verschiedene Modelle derselben Geometrie.

Frage: Ist (R? dp) isometrisch zu (S?,ds)? (In diesem Falle lieRe sich die sphiri-
sche Geometrie auf die euklidische zuriickfiihren, was ihre Untersuchung enorm
vereinfachen wiirde.)

Antwort: Der maximale Abstand zweier Punkte aus S? ist 7 (wenn sie genau ein-
ander gegeniiberliegen), wohingegen der Abstand zweier Punkte im R? beliebig

groft werden kann (z.B. ist dg <<8) , <(7)>> = 7 > 7). Es kann also keine

Isometrie geben.

2.2  Ahnlichkeitstransformationen

Definition 2.2.1 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine surjektive Abbil-
dung f : X — Y heift Ahnlichkeitstransformation, falls eine positive Zahl r existiert
mit

dy (f(z), f(2)) =r-dx(z,2") Vz,2’ € X.

Die Zahl r heiflt Streckungsfaktor oder Mafistab von f.
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Bemerkung 2.2.2

1. Jede Ahnlichkeitstransformation ist injektiv und damit auch bijektiv.

2. Ist f eine Ahnlichkeitstransformation mit dem MaRstab r, so ist f~! eine Ahn-
lichkeitstransformation mit dem Mafistab %

3. Sind f: X — Y und f' : Y — Z Ahnlichkeitstransformationen mit den Ma®-
staben r bzw. 7', dann ist f' o f : X — Z eine Ahnlichkeitstransformation mit
dem Mafstab r - 7.

Die Beweise der einzelnen Aussagen konnen leicht in Analogie zu denen in den Bemer-
kungen [2.T.8] bis Z.T.10] nachvollzogen werden.

Definition 2.2.3 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heifit die Menge
Ahn(X,d) :={f : X — X | f ist eine Ahnlichkeitstransformation}

die Ahnlichkeitsgruppe von (X,d).

Bemerkung 2.2.4 Ahn(X7 d) bildet tatsdchlich eine Gruppe beziiglich der Verket-
tung ,,0“ von Funktionen. Das neutrale Element ist id.

Iso(X,d) C Ahn(X7 d) ist eine Untergruppe.

Definition 2.2.5 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zwei Teilmengen K, L C X heifien
kongruent, falls eine Abbildung f € Iso(X, d) existiert mit f(K) = L.

K und L heiRen dhnlich, falls eine Abbildung f € Ahn(X7 d) mit f(K) = L existiert.
Zwei n-Ecke (Ai,...,A,) und (Bi,...,Bn) heiken kongruent (dhnlich), falls
n—1 n—

1
U Aidiz1 UAL A und |J BiBiy1 U B, Bi kongruent (dhnlich) sind.
i=1 1

= 1=

Bemerkung 2.2.6 Zwei nicht entartete Dreiecke (A1, A2, As) und (B1, B2, Bs) sind
kongruent bzw. dhnlich genau dann, wenn {A1, A2, A3} und {Bi, B2, B3} kongruent
bzw. dhnlich sind.

Fiir n-Ecke mit n > 4 ist dies kein hinreichendes Kriterium. (Ein Beispiel fiir Vierecke,
die nicht kongruent sind, obschon die Mengen der Eckpunkte kongruent sind, liefert
die Abbildung[37])

2.3 Symmetrien

Definition 2.3.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum; K C X sei eine Teilmenge.
Eine Isometrie f € Iso(X,d) heift Symmetrie von K in X, falls f(K) = K.

Die Menge Sym(K, X, d) aller Symmetrien von K in X heifit Symmetriegruppe von K
in X.
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Beispiel 2.3.2 Wir untersuchen die Symmetriegruppe eines Punktes in (X,d) =
(R™,dg). Sei also K = {0}.

Sei f € Iso(R",dg) = E(n), also f(z) = Az +bVe € R" mit A € O(n) und b € R".
FK)=K & f(0) =0 0=A-0+b=0b,

die Symmetriegruppe von {0} in R™ besteht also aus allen Isometrien von R", bei
denen der Translationsanteil verschwindet:

Sym({0},R",dg) = O(n).

Diese Gruppe hat unendlich viele Elemente.

Beispiel 2.3.3 Wie sieht die Symmetriegruppe fiir zwei Punkte aus? Sei (X,d) =
(R27dE)7 K= {07 61}'

€2

0 €1

Abb. 99
Sei f € Iso(R?, dg) = E(2) mit f(K) = K. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Fall f(0) =0, f(e1) =e1.
Dem Beispiel entnehmen wir, dass die Bedingung f(0) = 0 den Translati-
onsanteil verschwinden lisst, also f(z) = Az Vz € R? mit A € O(2).

Weiterhin soll gelten e; = f(e1) = A-e1, also ist die erste Spalte von A der erste
Einheitsvektor:
b1 b

A= (; )

Nun suchen wir noch bs. Da b1, ba aber eine Orthonormalbasis des R? bilden,
kann nur b2 = e oder by = —es auftreten.

1 0

Im ersten Fall ergibt sich f = id, im zweiten f = ( 0 -1

>, das ist die Spiege-
lung an der e;-Achse.

2. Fall f(0) =e1, f(e1) =0.
Aus der ersten Bedingung erhalten wir

el :f(o):A'O-‘rb:l)7
aus der zweiten Bedingung ergibt sich
0=f(er1)=A-e1+b=b1+e1=b1=—e1.

Die moglichen Vektoren fiir die zweite Spalte der Matrix ergeben sich wie eben
zu bz = iez.
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€2
0 e1
Abb. 100
flz) = <_01 (1)> T+ (é) beschreibt die Spiegelung an der orangenen Achse;

flx) = (_01 _01> T + <(1)> = ((1)) — x beschreibt die Drehung um den

orangenen Punkt um den Winkel 7 (also eine Punktspiegelung an P = %62).
Sym({0, e1},R",dg) hat also 4 Elemente.

Beispiel 2.3.4 (X,d) = (R®,dg), K = 5%
Sei f € Sym(S? R?,dg). f hat die Form f(z) = Az +b mit A € O(3), b € R?.

Ist b= 0, so ist f € Sym(S?,R?,dg), da wir wissen, dass jedes A € O(3) die Sphire
in sich selbst iiberfiihrt.

Umgekehrt, ist f(S?) = S?, dann gilt:

de(z, £(0) 7€ de(f (2),0) = 1Vz € S = f(0) = 0= b=0.
N——
€52
Damit erhalten wir
Sym(S*, R? dr) = O(3).

Beispiel 2.3.5 Wir untersuchen nun die Symmetrien eines Punktes in S2.

Sei (X,d) = (S?,ds), K = {e1}. Da alle Isometrien von (52, ds) linear sind, folgt aus
f(e1) = e1 sofort, dass die gesamte e;-Achse in sich selbst tiberfithrt wird. Auferdem
darf die Orientierung der e;-Achse nicht verdndert werden, denn sonst wére ja f(e1) =
—€1.

Abb. 101

Das erlaubt uns, die Betrachtung auf die ez-e3-Ebene zu reduzieren, in der der Ko-
ordinatenursprung auf sich selbst abgebildet werden soll. Nach Beispiel tun dies
alle linearen Abbildungen in dieser Ebene und sind sonach auch Symmetrien von {e; }
in S2; also

Sym({e1},S? ds) = O(2).
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Bemerkung 2.3.6 Seien (X, d), K C X beliebig. Dann ist Sym(K, X, d) eine Unter-
gruppe von Iso(X, d).

Beweis.

1. Einselement:
id € Sym(K, X,d) v
2. Abgeschlossenheit:
f.9 € Sym(K, X,d) = (fog)(K) = f(9(K)) = f(K) = K = fog € Sym(K, X,d) v
3. inverse Elemente:

fesym(K, X, d) = K = f7'(f(K)) = {71 (K) = f~' € Sym(K, X,d) v

2.4 Das Hausdorff-Malfs

Fiir diesen gesamten Abschnitt definieren wir fiir m > 0
T3
rE

Q1=

In diesem Zusammenhang sei an die Gammafunktion erinnert, die definiert ist als

Die wichtigsten Eigenschaften dieser Funktion sind
z-T'(z)=T(z+1) und I'(1) =1,
woraus sich induktiv fiir alle n € N
F(n+1)=n!

ergibt. Auflerdem werden wir zur Berechnung einiger wichtiger Werte fiir o, den Wert

bendtigen.

Nun berechnen wir

o = 1y,
0 - F(l)i i)
. T2 NG N
Gy 51 TF
0 = T _g.
S O I TR
3 3 3
2 2 T2 4
s = = = = —
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Definition 2.4.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei m > 0 und § > 0.

Fiir eine Teilmenge A C X setze

%M(A) = Qm inf { Z (dlamT(B])>

J

B; C X,diam(B;) < 6,( JB; O A} 7

J

wobei {B;},; hochstens abziahlbar ist. Den Durchmesser von B, erhilt man als
diam(Bj) = Sup{d(bhbz) | b17b2 S Bj}.

Abb. 102

Da mit §1 < d2 die Bedingung diam(B;) < ¢1 die stirkere Einschrankung darstellt, ist

diam(B; o diam(B; "
{Z (#) diam(B;) < 51} - {Z (#)

J J

diam(Bj) < (52} 5

und somit kann das Infimum nur gréfser werden, also
01 < 62 = A5 (A) > 5, (A).

Damit existiert der Grenzwert

S (A) heillt m-dimensionales Hausdorff-Mafl von A in X.

Bemerkung 2.4.2 Fir A C X, f € Iso(X, d) gilt
A FA)) = A (),

da sich der Durchmesser der B; aus den Uberdeckungen unter f nicht versndert; und
nach dem Grenziibergang erhélt man auch

A (f(A)) =A™ (A).

Bemerkung 2.4.3 Mit A’ C A C X ist jede Uberdeckung von A auch eine Uberde-
ckung von A’. Deshalb enthélt die fiir die Bestimmung von #5™(A’) zu betrachtende
Menge mehr Elemente als die entsprechende Menge bei J4™(A). Damit kann das
Infimum héchstens kleiner werden, also

A" (A') < AT (A);
und nach dem Grenziibergang

AT (A < ATA).
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Lemma 2.4.4 Zur Berechnung von 5™ (A) bendtigt man nur solche Uberdeckungen,
die vollstindig in A liegen:

HG"(A) == auy - inf { Z (dlamf(Bj)>

J

B, C A,diam(B;) < 4, | B; = A} ,

J

wobei {B;}; hochstens abzdhlbar ist.

Beweis. Bezeichne die rechte Seite zunéchst mit ffgm (A). Dann wollen wir zeigen, dass

A" (A) = A" (A) st

Da wir die Menge der zu betrachtenden Uberdeckungen eingeschrinkt haben, ist die
Relation

A" (A) < A(A)
bereits klar.

Um die andere Richtung der Ungleichung zu zeigen, wéhlen wir ein € > 0 und eine
hochstens abzihlbare Uberdeckung {B;}; mit B; C X, |JB; D A, diam(B;) < § so,
J

dass

any (dmf(B)) < H(A) + <.

Dass dies moglich ist, folgt direkt aus der Definition des Hausdorff-Mafes als Infimum.

Setze nun Bj := B; N A. Dann gilt natiirlich Bj C A und |J B} = B;N A = A sowie
J J

diam(B}) < diam(B;) < 4. (2.1)

Die Uberdeckung {Bj}; ist also eine der zu betrachtenden Uberdeckungen zur Berech-
nung von 1%%5’”, und wir erhalten die Ungleichung

- Def. di B/. m m 3 . ™ Vor.
() < amZ(%(JU < amZ(dlamf(BJ)) (A +e.
J J

Daraus ergibt sich
A" (A) < AG(A) + & =2 AT (A) < A (A),

und das ist genau die Ungleichung, die uns bislang noch von der gewiinschten Gleich-
heit trennte. O

Lemma 2.4.5 Sei (X,d) ein metrischer Raum, Ai,...,A, C X Teilmengen. Dann

gilt:
™ ( U Al-) <3y
i=1 i=1
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Beweis. Wir wollen zunéchst wieder die J#;™ miteinander vergleichen, sei also § > 0.
Wiéhle nun wie im vorigen Lemma ein € > 0 und eine héchstens abzéhlbare Uberde-
ckung {B;;}; von A; mit diam(B;;) < 4 so, dass

m diam(By;)\ "
e+ 5" (Ai) > ocmz (%) .
J
Nun nimmt man all diese Uberdeckungen zusammen und stellt fest, dass die so ent-
standene Familie {B;;}:,; eine Uberdeckung von (J A: darstellt, die sdmtliche in der

Definition des Hausdorff-Mafses geforderten Bedingungen erfiillt. Somit ergibt sich die

Ungleichung
Def. i AN\
ar(Ua) Y <M%W)
i i,j

diam Bij m
- X ()
< Z (6 + %m(Ai))

= Y A"(A)+ne

)
o

= fffsm(UAi) < Z%W(Ai)
0 %’(UA) < S

@ @

O

Bemerkung 2.4.6 Sind A4,..., A, C X kompakt und paarweise disjunkt, dann ist
e (Ja) =3

(Der Beweis stellt die nichste Ubungsaufgabe dar.)

Beispiel 2.4.7 Sei (X,d) ein beliebiger metrischer Raum, sei A C X. Wir berechnen
das 0-dimensionale Hausdorff-Mafs von A.

1. Fall A ={a}.

diam(B;) \"
Zunéchst stellen wir fest, dass <#) =1 gilt und damit

0
diam(B;
> (BB~ ).
J
Mit Lemma 244l brauchen wir nur solche Uberdeckungen zu betrachten, die
ganz in A liegen; und da bleibt als einzige Mdoglichkeit B; = A = {a}. Die
Uberdeckung besteht also nur aus einer einzigen Menge, woraus wir erhalten:

H°(A)=ap-1=1.
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2. Fall #A=n €N, also A ={a1,...,an}.

Da die Mengen {a;} kompakt und paarweise disjunkt sind, ist nach Bemer-
kung [2.4.6]

3. Fall #A = .
Wahle eine Teilmenge A,, C A mit #A,, = n. Gemafi Bemerkung [2.4.3] ist dann

HO(A) > H°(An) = n,
und dies gilt fiir beliebig grofse n, so dass sich fiir n — co ergibt:
HO(A) = oco.

In jedem Fall erhalten wir also

HO(A) = #A,

weshalb das 0-dimensionale Hausdorff-Maf auch Zdhimaf$ genannt wird.

Satz 2.4.8 (Verallgemeinertes Cavalieri’sches Prinzip) Sei U C R" offen. Sei
ferner A eine kompakte Teilmenge von U. Sei schliefilich f : U — R eine stetig diffe-
renzierbare Funktion mit || grad f(x)|| = 1Vx € A. Dann gilt:

H(A) = /O?%ml(Aﬂ FH)) dt.
,.l/
: ~-/
) ——
Abb. 103

In der Abbildung sind Niveaumengen f~* (t) eingezeichnet. Mit der Bedingung fiir den
Gradienten stellen wir sicher, dass diese Niveaumengen in ganz A denselben Abstand
haben — was aufterhalb von A geschieht, spielt keine Rolle. Durch die Gradientenbe-
dingung werden Situationen wie die folgenden ausgeschlossen:



104 KAPITEL 2. METRISCHE RAUME
A A

Abb. 104

Dieser Satz soll hier nicht bewiesen werden, da uns die Grundlagen aus der Mafitheorie
fehlen.

Beispiel 2.4.9 Wir bestimmen das eindimensionale Hausdorff-Mafs des Intervalls
[a,b] C R.

Um den Satz[2.4.8] anwenden zu kénnen, wihlen wir R als offene Obermenge, f(z) =z
als stetig differenzierbare Funktion. Es gilt grad f(z) = 1.

Der Schnitt des Intervalls mit einer Niveaumenge von f 14t sich einfach angeben:

1 0, falls ¢ ¢ [a, b];
[a, BN (1) = {{t}7 falls t € [a, b].

Somit ist fiir ¢ € [a, b]
A (a0 1) = 2°({t}) = 1.

Nun liefert Cavalieri:

A" ([a, b))

Il
—

%
~
B
Sat
)
~
L
=
=
5

1dt

a

= (b—a).

Bemerkung 2.4.10 Nach Bemerkung [2.4.2] ist somit fiir a,b € R™

A (ab) = dp(a,b).
Beispiel 2.4.11 Das n-dimensionale Hausdorff-Mafs des Quaders

Q = [al,bl] X e X [an,bn] C Rn
lasst sich bestimmen als
Q)= (br—a1) ...  (by —an).

Wir zeigen dies durch vollstdndige Induktion nach n.

n = 1: Der eindimensionale Quader ist einfach das Intervall [a17 bl]7 und dessen
Hausdorff-MaR ist nach Beispiel 2.4.9] %1([111, b)) =b1 —a1. v
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n —1 — n: Zur Anwendung von Satz [2.4.8] wihlen wir als offene Obermenge des Quaders
U = R", als stetig differenzierbare Funktion f(z) = zn, also die n-te Kompo-
nente von z. Damit ist grad f(z) = e, und besitzt wirklich die Norm 1. Wir
konnen also das verallgemeinerte Cavalieri’sche Prinzip anwenden.

Dazu untersuchen wir erst die Schnitte der Niveaumengen von f mit dem Qua-
der. Da f~!(t) die Menge derjenigen Vektoren beschreibt, deren letzte Kompo-
nente ¢ ist, ldsst sich der Schnitt mit dem Quader sehr einfach beschreiben:

—1.,, 0, falls t & [an, bnl;
QN )= { [an, b] % - % [an—1,bur] x {£}, falls ¢ € [an, b].

Wir erhalten somit fiir ¢ € [a, b]

ATHRN ) = A" ([ar, 0] % -+ X [an—1,bn1] x {t})
ch jf"*l([al,bﬂ X oo X [an—17bn71])
Ié/. (bl —al)-.."(bn71 —an71).
Nun liefert uns Cavalieri:
@ = [aenrioa

,bn

= /(b1—a1)~...~(bn,1—an,1)dt

= (bl —al)-...-(b7L,1—an,1)-(bn—an).

Bemerkung 2.4.12 Tatséchlich ist es so, dass das Integral, welches beim verallge-
meinerten Cavalieri’schen Prinzip zu bestimmen ist, in jedem Fall endliche Grenzen
besitzt, da auf diese Weise nur das Hausdorff-Mafs einer kompakten und damit ins-
besondere beschriankten Menge berechnet werden kann. Die Grenzen von —oo bis oo
sind nur deshalb im Satz angegeben, da sie immerhin von der gewéhlten Menge A und
der Funktion f abh&ngen und diese allgemein anzugeben das Integral somit uniiber-
sichtlich werden liefse.

Definition 2.4.13 Sei B C R"! kompakt, sei h > 0. Dann heift
B x [0, A

Zylinder iber der Basis B mit der Héohe h.



106 KAPITEL 2. METRISCHE RAUME

Rn*l

Abb. 105

Mit der Abbildung f wie in Beispiel [2.4.11] berechnet man nach Cavalieri

A" (B % [0,h]) /%”‘1(3 x {t})dt

h

/ "N (B)dt

0
= h-#"YB).

Definition 2.4.14 Sei B ¢ R" ! kompakt, sei & > 0 und b € R®"!. Dann heifit

h

Zn(B,b) = | J (B +1tb) x {t})

t=0

schiefer Zylinder iber der Basis B mit der Héhe h.

Zn(B,b)

Rn,fl

Abb. 106
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Auch hier berechnen wir mit Cavalieri und f wie gehabt:

h
A" (Zn(B, b)) = /%"*%f*l(t) N Zn(B, b)) dt
0

h
/ff"*l((B +tb) x {t}) dt
0

h
/ff"*l(B + tb) dt
0

h
Bem. / %nfl (B)
0

= h-#""(B).

Satz 2.4.15 Sei (X,d) ein metrischer Raum, A eine Teilmenge von X. Sei weiter
f € Ahn(X,d) mit dem Mafistab r. Dann gilt fir alle m > 0:

A (f(A)) =r" AT (A).

Beweis. Wihle § > 0 und eine Uberdeckung {B;}; von A mit diam(B;) < §. Dann ist
{f(Bj)}j eine Uberdeckung von f(A) mit diam (f(BJ)) < rd. Deshalb gilt

diam ( f(Bj) " rdiam(B; "
nT () - g ()
. Z (diam(Bj)>m
. 2

= AFUA) = A
YT FA) = AT,

Definition 2.4.16 Sei B C R™™! kompakt, sei » > 0 und b € R™"!. Dann heifit

C(B,b,h) = {s(g) +(1—s) (2)

Kegel tiber der Basis B mit der Spitze (Z)

x€B70<s<1}
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Rnf'l

Abb. 107

Um 577 (C(B,b, h)) mittels des verallgemeinerten Cavalieri’schen Prinzips zu bestim-
men, wahlen wir wieder f wie oben und sehen uns zunédchst die Schnitte mit den

Niveaumengen an:
st+ (1—s)b
1—s)h

_ {((1—§)tx+%b>

daraus erhalten wir

277 () N O(B,b, b)) - s ((1 -
= 1 ((1 _

Satz[2.4.10] ( t

) NnC(B,b,h)

z € B, (l—s)h:t}

xEB};

h
h
sozBA8 n B, b, b)) _ /(1 - %)H (B)dt
0
Substitution z :=1— £; % = —1 <= dt = —hdx

2" (B) /10 " (—h) dx

1
A" (B) - h/ =" 'de
0

= 2" Y(B) - h

n .

Beispiel 2.4.17 Wir bestimmen das zweidimensionale Hausdorff-Maf der Kreisschei-

“ -{(5) e

x2+y2<1}.
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Wir wihlen f (;) = z und erhalten

3 0, falls t ¢ [-1,1];
DNfi() = { [—VI=2,VI—#], fallste[-1,1].

Nun kénnen wir berechnen:

A*(D)

/%ﬂl ([vi—evi—e))

1

/2 1 —t2dt

-1

Substitution sin(z) := ¢; & = cos(z) < dt = cos(z)dx

7 /1 = sin(z)2 cos(z) da

ol [V

cos(z)? dx

I
—

bl
= (sin(z)cos(z) + Z)Ez

2
= 1-:0+5—(-1-0-3%)

= .

Mit Satz [2.4.15] folgt fiir die Kreisscheibe vom Radius 7:

#°(D) = 7r®.

Beispiel 2.4.18 Wir bestimmen das dreidimensionale Hausdorff-Maf des Kegels C'
iiber der Kreisscheibe D vom Radius r mit der Héhe h.

Abb. 108
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AYC) = AD) %
Jfg,(c) _ 7T7;9)h

Beispiel 2.4.19 Das dreidimensionale Hausdorff-Mafs der Kugel
A={z R’ |z <1}

berechnen wir mit dem Cavalierischen Prinzip, wobei die Funktion f wie in allen
vorangegangenen Beispielen z auf x3 abbilde. Dann gilt

M 0, falls |t| > 1;

T2 234+ < 1} sonst

t
v — {0)7 falls |t| > 1;

o Kreisscheibe vom Radius v/1 — ¢2 sonst.

Abb. 109

Daraus erhalten wir

1
HP(A) = /%’2 (Kreisscheibe vom Radius /1 — t2) dt
—1

Aus Satz ergibt sich allgemein fiir die Kugel Ar vom Radius R

%S(AR) = %71’ - R3.

Beispiel 2.4.20 Nun bestimmen wir das dreidimensionale Hausdorff-Mafs der Kugel-
schale

Anr={zcR® ‘ r < |z|| £ R}.
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=
N

Abb. 110
Es gilt
Aor = AorUArR
Lemma 247 4”;23 = A (Aor) < H(Aoy)+ H(Ang) = 47;T3 + A (Avr)
= A (Arr) > %ﬂ-(RS — ¥,

Wir wollen nun zeigen, dass diese Ausdriicke tatséchlich gleich sind, bendtigen dem-
nach noch die umgekehrte Ungleichung. Sei dazu € > 0 beliebig; dann sind Ag,r—. und
Ay r disjunkt, und da sie iiberdies noch kompakt sind, kénnen wir Bemerkung
anwenden und erhalten:

%(r P A Arr) = A (Aves) + A (Anr)
= %3(140,7'76 U AT‘,R)
—— ——
CA[),R
Bem. m
< H°(Ao,r)
_ 471' 3
= AUw) < TR o))
= AU < T® .

Zusammen ergibt sich somit

4
HP(ArR) = gW(R3 —r?).

Beispiel 2.4.21 Die eben gewonnene Erkenntnis wollen wir noch benutzen, um den
Flacheninhalt der Sphére zu bestimmen. Dazu berechnen wir das Volumen der Ku-
gelschale mittels Cavalieri, lassen zunédchst die Kugeloberfliche unbekannt und er-
halten sie schliefslich, da wir das Volumen der Kugelschale bereits kennen. Sei also
U =R? — {0}, sei weiter f: U — R vermége f : © — ||z| = /23 + 23 + 22. Nun ist

2z

21/z§2+z§+:v§ -

T2

grad f(x) = \/W = m7 also H grad f(:c)” =1Vz e U.
2x3

2 2 2
24 /:vl+12+1‘3
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Die Niveaumengen besitzen die Form
- 3
F7H) = {z e R | ||z = ¢},

und aufierdem ist

FY N Avg = {f*l(t)7 falls r <t < R;
0 sonst.

Nun liefert Cavalieri

%w(R3 —r®) = #%(AR) = A (fil(t)) di

Il
X
—_
o~
95}
V]
-
<9
~

T

R

satz ZAI0] /
T

Il
X
—~
n
[\V)
—
ﬂ\m
o~
5 ¥
&

Daraus folgt nach Division durch (R?* — r%)/3:

H*(S?) = 4r

oder allgemeiner

A (r- S%) = 4.

Beispiel 2.4.22 Analog berechnet man fiir die Kreislinie S*
1
m(R® —r®) = #"(S") - §(R2 —r?),

und somit

A (r-S") =277,

Lemma 2.4.23 Ist K C R" kompakt, so ist " (K) < co.
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Beweis. Nach dem Satz von Heine-Borel existiert ein L > 0, so dass K vollstdndig im
Wiirfel [—L, L]™ enthalten ist. Damit ist dann

Bl AT o yn o o

H(K) < A" ([-L, L")
Lemma 2.4.24 Sei K C R" kompakt, sei H C R™ eine affine Hyperebene. Mit K,
und Ko seien die Teile von K auf der einen oder der anderen Seite von H (jeweils
inklusive K N H ) bezeichnet.

Ky

Rnfl

Abb. 111

Dann gilt:
H"(K) =" (K1) + " (Ko).

Beweis. Da K1 U Ky = K ist, folgt aus Lemma [24.5] direkt
H"(K) < H"(Kr) + " (Ko).
Wir miissen also lediglich noch die umgekehrte Ungleichung zeigen.

Nach einer eventuellen euklidischen Bewegung ist 0.B.d.A. H = R" ' x {0}, K1 = {z €
K|z, >0}, Ke = {z € K| z, < 0}. Wahle nun wie im Beweis von Lemma [2:4.23]
ein L > 0 so, dass [-L, L]" D K.

Ky

Rnfl

Pooconooooon

Abb. 112
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Zu jedem € > 0 setze
Ki.:={z € K|z, >¢c} sowie Ko :={z € K |z, < —c}.
Dann sind K7, und K> disjunkt und kompakt, und nach Bemerkung [2:4.0] ist somit
A" (Kie) + A" (Koe) = ™ (K1, UKa ) < #"(K).

Andererseits erkennen wir, wenn wir K7 den fehlenden Teil (und noch etwas mehr)
wiedergeben, dass gilt:

K1 C K1 U([-L,L]"" x [0,¢]),
also
H(Kr) < A" (Kre)+ A" (L LM x [0,¢])
= H"(Kie)+ (20" '-e
= H"(Kie) > A"(Kn) — (20)" e

Analog erhélt man
H"(Kao) > A (Ka) — (20)" e

Fasst man diese Ergebnisse zusammen, so ergibt sich

HAK) > A(Kyo)+ A (Kal)
> (K — (2L)" e+ 4" (K2) — (20)" e
= K > AH(K)+ A(K).

O

Definition 2.4.25 Wir nennen im Folgenden eine Abbildung ¢ : [a,b] — R? ecine
einfach geschlossene Kurve, falls

c(a) = c(b) sowie c|(4,p) injektiv.
Eine exakte Begriffsbestimmung liefern die Definitionen 5. 1.1l 5.1.24] und B.1.25]
Satz 2.4.26 Sei Q C R? ein Gebiet, das von der stetigen, stiickweise glatten einfach

geschlossenen Kurve (z) = c: [a,b] — R? im mathematisch positiven Sinne umrandet
wird.

Abb. 113
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Dann gilt:

Beweis. Sei a = tg < t1 < --- < tny = b eine Unterteilung, so dass die c‘[t . glatt
Ry
sind. T
1. Zunéichst zeigen wir die Gleichheit der Integrale. Es gilt
b N
[awity = 3> [ swiwa
a jzltj,1
N b
t’.
= Y (s - / H(0ytr)at)
i=1 e,
N N Y
= 3 (altut) ~ altiwl-) - Y [ #Ow)a
Jj=1 j=1

Die Gleichheit des Terms % fab (:c(t)y(t) — :'c(t)y(t)) dt ergibt sich daraus sofort.

2. Um das Hausdorff-Maf von €2 zu bestimmen, zerschneiden wir das Gebiet durch
senkrechte Geraden (d.h. mit konstantem y), und zwar sollen dies alle diejenigen
derartigen Geraden sein, die durch die ¢(t;) verlaufen oder tangential an ¢ sind.
(Man kann zeigen, dass nach einer eventuellen Drehung nur endlich viele solcher
Geraden auftreten.)

N7

Abb. 114
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Betrachte nun ein Teilgebiet

= {(5) ¥

wobei z1 und x> die x-Koordinaten zweier benachbarter jener senkrechten Linien

T e [xlva]v y(x) S [yUDtCﬂ(x)vyOben(x)]}v

sind.
xoben(x)
0
yunten(‘r)
: T
T2
Abb. 115
Wir berechnen mit Cavalieri und der Funktion f ((;)) =
H() = / A (U f (@) de

= /%1 ([yunten(x)7 yObCﬂ(x)]) dx

T2

= / (yobcn (:C) — Yunten (:C)) dx
T
To To
= / Yoben () dz — / Yunten () d.
xq T

Sei nun [11,T2] C [a,b] das Teilintervall des Definitionsbereiches von ¢, auf wel-
chem der untere Rand von §2; parametrisiert wird, d.h.

w®) _ ()
(y(t)> N (yUnten(SC(t))) Vit € [7'177'2].

Da €2 im mathematisch positiven Sinne umrandet wird, lduft das untere Kur-
venstiick von links nach rechts, also ist

21 = z(71) und x2 = x(72).
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Mittels Substitution = = x(t) berechnen wir nun

z2 T2

- / Yunten () dz - / Yunten ((t))2(t) dt

z1 T1

T2

= - / y(t)a(t) dt.

T1

Auflerdem sei [7'37 7'4] das Intervall, welches den oberen Rand von §2; parametri-

siert, also
(y(t)) B (yobcn(x(t))) Vit € [r3,73).

Hierbei ist allerdings zu beachten, dass, da €2 im mathematisch positiven Sinne
umlaufen wird, das obere Kurvenstiick von rechts nach links lauft, d.h.

22 = z(71) und 1 = x(72).

Dann liefert die Substitution

?yobcn(m)dx = jyobcn(x(t))fc(t)dt

T3

- / y(t)a(t) dt.

T4

Summiert man nun iiber alle Kurvenstiicke, so summiert man die Integrale
iber alle Teilintervalle von [a,b]. Nach Lemma ergibt die Summation
der Hausdorff-Mafke aller £2; das Hausdorff-Maf von ganz €2, und die Summa-
tion der Integrale auf der anderen Seite liefert das Integral iiber das gesamte
Intervall [a, b], also

Beispiel 2.4.27 Wir bestimmen auf diese Weise den Flécheninhalt der Ellipse.

O.B.d.A. sei
_ a cos(t)
e { (520 | ectom).
Dann ist
AlG] = %/ (a cos(t) - beos(t) — asin(t) - (—=b sin(t))) dt
1

= —ab/ (cos®(t) + sin®(t)) dt

0
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1
5ab~27r

= abr.

Bemerkung 2.4.28 Dieses Beispiel verifiziert unser Ergebnis fiir die Kreisflache,
denn ein Kreis ist nichts anderes als eine Ellipse mit identischen Halbachsenldngen
a=b=:r.

Satz 2.4.29 Sei (X,d) ein metrischer Raum, sei A C X. Dann gilt:
1. Ist #™(A) < oo, dann ist ™ (A) =0 fiir alle m' > m;
2. Ist #™(A) > 0, dann ist ™ (A) = oo fiir alle m' < m.
Beweis.

1. Sei #™(A) < co. Dann ist auch fiir jedes §
HGT(A) < H™(A) < oo.

Damit muss es eine Uberdeckung {B;}; mit diam(B;) < § geben, fiir die
diam(B;) \ "
o 3 () <
J

gilt, und es ergibt sich fiir m’ > m:

diam(B;) "

J

Oy diam(B;) \ " [ diam(B;) e
T am amZ( 2 2

J ——

Qo (S\™ diam(B;)\ "
< 5 cOm -5
B am (2) @ Z( 2
J
inf m’ A/ 0 m'—m m
2ot < () s
Y A < I0.m(A) =0
m’ —m>0 Qm ——
< oo
—  #"(4) = o

2. Sei #™(A) > 0, sei m' < m. Wire nun %’7”/(14) < 00, so wire nach
1. 4m(A)=0% O

Definition 2.4.30 Sei (X,d) ein metrischer Raum, A C X eine Teilmenge. Dann
heifit die Zahl
dim g (A) := inf{m | ™ (A) = 0} = sup{m | H™(A) = o}

die Hausdorff-Dimension von A in X.
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00

A (A)

dim%)(A) m
Abb. 116

Bemerkung 2.4.31 Ist 5™ (A) € (0, 00), dann ist m = dim s (A).
Beispiel 2.4.32 #°({Punkt}) = 1, also ist dim » ({Punkt}) = 0.

Beispiel 2.4.33 Sei [a,b] C R". Dann ist
A" ([a,b]) € (0,00) und somit dim e ([a,d]) = 1.

Bemerkung 2.4.34 Fir m = dims(A) kann das m-dimensionale Hausdorff-Mafs
auch die Werte 0 oder oo annehmen.

Beispiel 2.4.35 Sei (X,d) = (R,dg). Sei A = [0, 00). Dann ist nach Bemerkung [Z4.3]
AN (A) = ([0, L]) = L fiir alle L > 0 und somit
H'(A) = oco.

Nun ist 1 jedoch die Hausdorff-Dimension der betrachteten Menge: Wir zeigen, dass
fiir alle m > 1 das Hausdorff-Maf von A verschwindet. Betrachte dazu die folgende
Uberdeckung von A:

n—1

Bii=1[0,1], By:=[1,1+ 1], Bs:=[1+ 1,1+ 141 ... B,:= [le }
=1

i=1

ST

oo}
Dies ist tatsdchlich eine Uberdeckung, da die harmonische Reihe Z % divergiert. Um
i=1
nun noch zu gewéhrleisten, dass wir fiir alle 6 eine geeignete Uberdeckung finden,
setzen wir
5
und da fiir alle B; der Durchmesser % betragt, ist diam(B;-s) = g < . Hieraus errechnet

diam(B;) \ "
3 (*5%)

man nun:

IN

r%”n (A)

= ¢,

worin ¢, < oo alle Konstanten inklusive der fiir m > 1 konvergenten Reihe zusam-
menfasst. Lasst man nun aber § \ 0 gehen, so ergibt sich

A" (A) =0,

und das ist, was zu zeigen war. O
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Bemerkung 2.4.36 Ist A’ C A, so wissen wir bereits, dass fiir alle m gilt:
%M(Al) S %7H(A)7
woraus sich direkt ergibt:
dim;gﬂ (Al) S dimggo (A),

denn fiir all diejenigen m, fiir die 5#™(A) = 0 ist, muss 5#"(A’) ebenfalls verschwin-
den; es konnte lediglich sein, dass 5" (A’) fiir noch kleinere m ebenfalls den Wert 0
annimmt.

Bei unserer bisherigen Betrachtung des m-dimensionalen Hausdorff-Mafes war m im-
mer ganzzahlig. Wir haben auch immer eine ganze Zahl als Hausdorff-Dimension er-
halten, und so liegt die Vermutung nahe, dass alle Mengen nur ganzzahlige Hausdorff-
Dimension besitzen kénnen. Dies ist jedoch keineswegs der Fall:

Es gibt eine Klasse von Mengen — die sogenannten Fraktale, deren Hausdorff-Dimension
sogar irrational sein kann. Da uns hier wieder maftheoretische Grundlagen fehlen,
begniigen wir uns mit einer hinreichenden Bedingung statt einer Definition:

Jede Menge A mit
dimy (A) eR-Z

ist ein Fraktal.

Man kann sogar zeigen, dass es zu jeder Zahl m > 0 eine Menge A mit dims» (A) =m
gibt.

Beispiel 2.4.37 Wir betrachten die Cantor-Menge. Diese erhidlt man auf folgende
Weise:

Wir beginnen mit dem Intervall [0, 1] und entfernen das (offene) mittlere Drittel.

12 1
3 3
Abb. 117

Nun entfernen wir von den noch verbliebenen Teilstiicken wieder das mittlere Drittel.

H H H

0121 2781

9 9 3 399
Abb. 118

Und wieder muss von den verbliebenen Teilstrecken das mittlere Drittel weg.
HH—HH HH—HH

Abb. 119

Dieser Prozess wird nun unendlich oft fortgesetzt. Das Ergebnis, die Cantor-Menge,
lasst sich natiirlich nicht mehr graphisch darstellen, und es ist auch nicht leicht, anzu-
geben, welche Elemente sie noch enthélt; aber ein analytischer Ausdruck fiir die Menge
sei hier angefiihrt:
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¢ = 0-((33)V(EHVES) V)

co 3™—1
37+1 37+2
= [07 1] - U U ( 3]7L+1 ’ 3]7L+1 ) .

n=0 j=0

Wenn wir uns nun auf die Suche nach Uberdeckungen von C begeben, so sechen wir
in Abbildung [[17 eine Uberdeckung, die aus 2 Intervallen der Linge % besteht. In
Abbildung [[I8] erkennen wir eine Uberdeckung von C aus 4 Intervallen der Linge %7
und in Abbildung [IT9 zeigt sich eine Uberdeckung aus 8 Intervallen der Lénge % Was
wir also sehen, ist, dass zu jeder natiirlichen Zahl k eine Uberdeckung von C aus 2%

kL.
Intervallen der Liange (%) existiert.

Sei nun § > 0. Wahle k so grofs, dass ( )k < ¢ ist. Dann ist

1
3

%m(c) S Qm <(%2) ) . 2k

om \3m) -

Sei nun m so gewihlt, dass 3% =1 ist, also m = log4(2). Dann gilt
m QAm §—0 m (0779
25" (C) < m = ") < m < o0

und somit m > dimyr(C). Nun kann man noch zeigen, dass fiir dieses m auch
A (C) > 0 gilt, und damit ist

dim_ (C) = logs(2) = 0,63092975 . ..

Beispiel 2.4.38 Nun betrachten wir den Sierpinski- Teppich. Dessen Konstruktions-
weise ist &hnlich der fiir die Cantor-Menge verwendeten:

Wir beginnen mit einem Gitter von 3 X 3 Quadraten, aus dem wir das mittlere entfer-
nen.

Abb. 120
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Nun fassen wir die acht verbliebenen Quadrate wieder als 3 x 3-Gitter auf und entfernen
das mittlere Quadrat.

Abb. 121

Und wir wiederholen dies mit jedem der nun 64 verbliebenen Quadrate.

Abb. 122

Auch dies wird bis ins Unendliche fortgesetzt.

Analog zur Herleitung der Hausdorft-Dimension der Cantor-Menge erhélt man fiir den
Sierpiski-Teppich S:

dim - (S) = log4(8) = 1,892789. ..

Beispiel 2.4.39 Schliefilich schauen wir uns noch die Koch’sche Schneeflocke F an.
Diese erhilt man wie folgt:

Man beginnt mit einem gleichseitigen Dreieck. Das mittlere Drittel jeder Dreiecksseite
dient jetzt als Basis eines neuen gleichseitigen Dreiecks, welches aus dem ersten hin-
auszeigt. Wir entfernen das mittlere Drittel und ersetzen es durch die beiden anderen
Seiten des hinzugefiigten kleinen Dreiecks.
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Abb. 123

Dadurch erhalten wir ein Zwolfeck. An jeder Seite dieses Zwolfecks wiederholen wir
die Prozedur.

Abb. 12/
Die Koch’sche Schneeflocke berandet ein Gebiet. Im néchsten Schritt — der mittlerweile

nicht mehr besonders ausfiihrlich beschrieben werden muss — stellen wir das Gebiet
ausgefiillt dar.

Abb. 125

In dieser Darstellung erkennt man nun auch, warum diese Menge ,,Schneeflocke’ heifst.
Den Prozess fiihrt man auch hier bis ins Unendliche weiter, und man ermittelt

dim e (F) = logs(4) = 1,2618595 . ..

Satz 2.4.40 (Banach-Tarski-Paradoxon) Es gibt Mengen Xi,...,Xe C R® und
Yi,...,Ys C R?, so dass gilt:

1. Xj ist kongruent zu Y; fir alle j;

2. Die X; sind disjunkt und X, U ...U X = B1(0);

3. DieY; sind disjunkt und Y1 U ...UYs = Bz(0).

Diesen Satz kann man (recht aufwindig) beweisen. Man kann jedoch die Mengen
X; und Y; nicht angeben — auch dies lésst sich beweisen. Dennoch stellt sich uns
die Frage: Wie kann es sein, dass sich die Kugel vom Radius 1 zerlegen lédsst und,
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nachdem die Teile verschoben, gedreht und gespiegelt worden sind, zur Kugel vom
Radius 2 zusammengesetzt werden kann?

Das erscheint uns so unmoglich, dass wir einen Gegenbeweis suchen. Ein erster Versuch
iiber das Lebesgue-Mafs:

L3(B1(0) =Y LX) =Y L£3(Y;) = L2(Ba(0) = 8L*(B1(0))4

Aber die Mengen X, Y sind leider nicht Lebesgue-mefibar, und deshalb existieren die
Zwischenschritte nicht.

Dann eben mit dem Hausdorff-Maf, das existiert schlieflich fiir jede Menge:
6 6
ANB1(0) = Y ANX;) =D H(Y;) = H°(Ba(0)) = 82°(B1(0))s
j=1 j=1

Doch hier funktioniert die Zerlegung in die Summen nicht: Die Gleichheit haben wir
nur fiir disjunkte Vereinigungen kompakter Mengen gezeigt. Tatsdchlich gilt sie fiir die
disjunkte Vereinigung Lebesgue-mefibarer Mengen, aber die haben wir hier eben nicht.

Also miissen wir den Satz wohl hinnehmen und zu den Dingen zéhlen, die mit der
Anschauung aus dem Alltag nicht zu begreifen sind.



Kapitel 3

Spharische Geometrie

3.1 Spharische Trigonometrie

Auch die sphérische Geometrie ist u.a. wegen ihrer Bedeutung fiir die Seefahrt sehr
frith untersucht worden. Daher untersuchen wir nun die Geometrie der Kugeloberflache

S? = {z € R® | [|lz|| = 1}

mit der Metrik

ds(a,b) = arccos({a, b)) € [0, 7]

(vgl. Beispiel ZZT.3]).

Vorbereitung. Bereits in Beispiel Z.1.3lhaben wir festgestellt, dass das Kreuzprodukt
ein iiberaus niitzliches Hilfsmittel bei der Betrachtung der Sphére darstellt. Deshalb
versuchen wir, eine geometrische Anschauung fiir dieses Produkt zu gewinnen.

Wir berechnen zunéchst:
(z x y,z) = det(z,y,2) =0,

und ebenso
(x xy,y) = det(z,y,y) =0,
d.h. x X y steht sowohl auf z als auch auf y senkrecht.

125
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Weiter erhalten wir
lzxyl* = (oxyzxy)
= (z,2) (y,y) — (=,9) (y, )
= lal® - llyll* — (z,9)*

2
"I:7
- ||x||2-||y|2~<1——2—g< v) )
BRI

= =l Iyl - (1 = cos®(v))

= al® - llyll* - sin® (),

also

lz < yll = ll=l - lyll - sin(v),
wobei v die Winkelgrofe zwischen den Vektoren x und y ist. Die rechte Seite ist der
Flacheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms.

lyll sin(~)

|

|

|

| |

7, v

z ]
Abb. 126

| |
/ .
/ VA llyll sin()
| |
|

Fazit: Der Vektor x X y steht senkrecht auf der von x und y aufgespannten Ebene und
hat als Léange den Flacheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms.

Abb. 127

Bemerkung 3.1.1 In Beispiel 2.1.3] wurde gezeigt, dass fiir ds die Dreiecksunglei-
chung gilt. Der Beweis zeigt auch, wann (unter der Voraussetzung ds(z,y)+ds(y, z) <
m) die Gleichheit
ds(l’, Z) = ds(x, y) + ds(yv Z)
gilt: Das Ungleichheitszeichen entstand bei der Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung
[ x yll - [ly x 2] < {z xy,yx2).

Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt genau dann, wenn x X y und y X 2
linear abhéngig sind.  x y steht senkrecht auf der Ebene, in der z und y liegen; y X z
hingegen auf der Ebene, in der y und z liegen. Die beiden Kreuzprodukte sind also
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genau dann linear abhingig, wenn x, y und z in einer Ebene liegen, ndmlich in der
senkrecht auf z X y und y x z.

Abb. 128

Ist dagegen ds(z,y) + ds(y,z) > 7, so kann ds(z,z) = ds(z,y) + ds(y, z) natiirlich
nicht gelten (auch nicht, wenn z, y und z in einer Ebene liegen), da der sphérische
Abstand zweier Punkte niemals grofier als 7 ist. Ein Beispiel hierfiir wéiren drei Punkte
auf dem Aquator, die diesen in drei gleich lange Stiicke unterteilen.

Definition 3.1.2 Eine Abbilung ¢ : S? — S? heifit sphdrische Isometrie, falls fiir alle
z,y € S? gilt:
ds(p(z), o(y)) = ds(z,y).
(Vgl. Definition 217
Bemerkung 3.1.3 In Satz2 I I3lhaben wir gezeigt, dass die Isometrien auf S? genau

diejenigen Abbildungen sind, die durch die Einschriankung einer linearen Abbildung
A € O(2) auf S? entstehen.

Frage: Was entspricht in der sphérischen Geometrie den Geraden der euklidischen
Geometrie?

Definition 3.1.4 Ein Grofkreis ist eine Teilmenge von S? der Form S° N E, wobei
E C R? ein 2-dimensionaler Untervektorraum ist, d.h. eine Ebene, die 0 enthilt.

ein Grofskreis kein Grofikreis

Abb. 129
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Definition 3.1.5 Sei K = S2N F ein Grofikreis, sei p € K. Dann heiRen die Vektoren
X € E mit (X,p) =0 Tangentenvektoren an K im Punkt p.

Lemma 3.1.6 Sei K C S? ein Gropkreis, sei p € K und sei X ein Tangentenvektor
an K in p mit || X|| = 1. Dann gilt:

K ={c(t) | t e R},
wobei ¢(t) = cos(t) - p + sin(t) - X.

Beweis. Da p und X eine Orthonormalbasis von E bilden, durchliuft ¢(¢) den Ein-
heitskreis in E, denn

le@I? = (e(t),c(t))
= (cos(t) - p+sin(t) - X, cos(t) - p + sin(t) - X)
— cos?(t) (p, p) + 2cos(t) sin(t) (p, X) + sin(t) (X, X)
= cos?(t) + sin’*(t)
= 1.
g

Definition 3.1.7 Ein Grofkreisbogen ist eine Teilmenge von S? der Form {c(t) | t €
[0, L]}, wobei ¢(t) = cos(t) - p + sin(t) - X mit p, X € S*,{p,X) =0 und 0 < L < 2.

Abb. 150

Dabei heifst L die Linge des Grof$kreisbogens.

Bemerkung 3.1.8 Wegen cos (ds (p, c(t))) = (p,cos(t) - p+sin(¢t) - X) = cos(t) gilt
fir t € [0, 7):

ds(p,c(t)) = .
Hat ein Grofkreisbogen Lénge < 7, so ist die Lénge gleich dem sphérischen Abstand
seiner Endpunkte.

Satz 3.1.9 Seien A,B € S?, A # B. Fulls A # —B, so gibt es genau zwei Grofkreis-
bogen mit Endpunkten A und B. Einer (genannt der kurze) hat Linge ds(A, B), der
andere (genannt der lange) hat Linge 27 — dg(A, B).
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Abb. 131

Falls A= —B (A und B heiflen dann antipodal), so gibt es unendlich viele Grofkreis-
bogen mit Endpunkten A und B. Alle haben Linge .

A

B
Abb. 152

Beweis. a) Sei A # —B. Dann sind A und B linear unabhéngig und es gibt genau
eine Ebene E, die 0, A und B enthélt. Also gibt es genau einen Grofskreis, der A und
B enthalt. Dieser Groftkreis wird von A und B in zwei Grofkreisbogen zerlegt, einen
mit Lange < 7 und einen mit Lénge > 7. Die Lénge des kurzen Groftkreisbogens ist
nach der vorangegangenen Bemerkung genau der sphérische Abstand der Endpunkte.
Die Lénge des langen muss sich mit der Lange des kurzen Grofikreisbogens zu 27
aufaddieren.

b) Sei A = —B. Dann sind A und B linear abhéngig und es gibt unendlich viele
Ebenen, die 0, A und B enthalten. Also gibt es unendlich viele Grofkreise, die A und
B enthalten. A und B zerlegen jeden dieser Groftkreise in zwei Halbkreise. O

Bemerkung 3.1.10 Beschreibt ¢(t) den kurzen Grofkreisbogen von A nach B, so
lasst sich der Tangentenvektor X nach Bemerkung [3.1.8] aus

o(L) = B, L = ds(A, B)

bestimmen.

Definition 3.1.11 Seien K7 = {cos(t)-p+sin(t)- X |0 <t < L1} und Ko = {cos(t) -
p+sin(t)-Y | 0 < ¢t < Ly} zwei GroRkreisbogen, die vom Punkt p ausgehen. Dann ist die



130 KAPITEL 3. SPHARISCHE GEOMETRIE

Winkelgréfse von K1 und K2 in p definiert als die Winkelgrofe der Tangentenvektoren
X und Y, d.h. die eindeutige Zahl < (K1, p, K2) € [0, 7] mit

COS({(K17p7 K2)) = <X7 Y> .

Abb. 133

Notation. Zu A, B € §?, A # B, A # —B, schreiben wir fiir den kurzen GroRkreisbo-
gen mit Endpunkten A und B auch AB.

Definition 3.1.12 Ein sphdrisches Dreieck ist ein Tripel (A, B,C) von Punkten
A,B,C € 5%, die nicht auf einem GroRkreis liegen. Insbesondere sind diese Punk-
te paarweise verschieden und paarweise nicht antipodal. A, B und C' heiflen Ecken
des Dreiecks. Die kurzen Grofskreisbogen, die die Ecken verbinden, heiffen Seiten des
Dreiecks. Die Seitenlingen sind gegeben durch a = ds(B,C), b = ds(A,C) und ¢ =
ds(A, B). Die Winkelgréfien des Dreiecks sind gegeben durch o = <I(;1_B, A, @), B =
%(BA, B,BC) und v = <(CA,C,CB).

C
b a
A I I B
c

Abb. 18/

1 0 0
Beispiel 3.1.13 Durch A = 0 |,B= 1 und C = 0 ist ein sphéri-

0 0 1

sches Dreieck mit den Seitenléngen % und den Winkelgrofen % gegeben.



3.1. SPHARISCHE TRIGONOMETRIE 131
A

Abb. 135

Lemma 3.1.14 Sei (A, B,C) ein spharisches Dreieck mit Winkelgréfien o, 3,~. Dann
gilt:
a= J(Ax B,Ax(C),

B=<%(BxABxC),
v=<4(Cx A,C x B).

Beweis. Es geniigt, die erste Gleichung zu zeigen. Seien X bzw. Y die Tangentenvek-
toren der Lénge 1 an AB bzw. AC im Punkt A. Dann gilt

cos(a) = cos(x(X,Y)) = (X,Y)

und wir koénnen schreiben
B = cos(c)A + sin(c) X,

C = cos(b)A + sin(b)Y.

Abb. 136

Es folgt
Ax B=Ax (cos(c)A+sin(c)X) = cos(c)A x A+sin(c)A x X =sin(c)A x X

und analog
A x B =sin(b)A x Y.
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Also ist

Ax B,AxC
cos(4(A x B, A x C)) - ijl SOTTITES é‘l\

(sin(c)A x X,sin(b)A X Y)
- sin(c) - [A x X||-sin(b) - [A x Y|
=1 =1

= (Ax X, AXY)

Satz I@ (iv) det <<

= cos(a).

Satz 3.1.15 (Winkelsumme im sphérischen Dreieck) Fir die WinkelgrofSen ei-
nes sphdrischen Dreiecks gilt

o+ B4y >m.
Beweis. Seien A, B, C die Ecken des sphérischen Dreiecks. Es gilt

det(Ax B,Cx B,Cx Ay ML 0% B).Cx A)

Satz L3 (ii) <

(A,CxB)B—(B,CxB)YA,Cx A
—_——
=0

= (A,C x B)(B,C x A)
= det(A,C, B) - det(B, C, A)
= —det(A, B, C)?

< 0,

da A, B, C nicht auf einem 2-dimensionalen Untervektorraum liegen und daher linear
unabhéngig sind. Somit sind auch A x B,C x B und C' x A linear unabhéngig. Aus
a= (A x B,AxC) folgt
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e = J(Ax B, -Ax(C)

_ <I( AxB CxA )
[Ax B["[[Cx Al
d AXB Cx A

- S\ TAx B[ C x A]

Dreiecksungl. AxB CxB CxB CxA
< as (B e ) s (resET e )
= J(AXx B,C x B)+<x(C x B,C x A)
= 4(BxA,BxC)+<x(CxA,CxB)
= B+ .

O

Bemerkung 3.1.16 Nach oben ist die Winkelsumme trivialerweise durch 37 be-
schrénkt, da jeder Winkel < 7 sein muss. Diese Schranke lasst sich nicht weiter verbes-
sern: Denn wihlt man A und B auf dem Aquator und C' ein wenig dariiber, so erhlt
man ein sphérisches Dreieck, dessen Winkel nur beliebig wenig kleiner als 7 sind, so
dass die Winkelsumme beliebig nahe an 37 kommen kann.

< o >

Abb. 187

Satz 3.1.17 (Sinussatz der sphérischen Geometrie) Fir die Seitenlingen a,b,c
und die Winkelgrofien o, 3,7 eines sphdrischen Dreiecks gilt

sin(a) _ sin(b) _ sin(c)

sin(e)  sin(B8)  sin(y)’

Beweis. Seien A, B, C' die Ecken des Dreiecks. Satz [ZT.3] (iiii) liefert

(AxC)x(AxB) = (A AxB)C—-{(C,AxB)A
=0

—(C,Ax B)A.
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Nun ist einerseits

(A% C) x (Ax B

JAx C| - ||Ax B| -sin(x(A x C, A x B))
= sin(<(A4,C)) -sin(¥(A4, B)) - sin(«)
= sin(b)sin(c) sin(a)
und andererseits
|—(C,Ax B)A|| = |(C,Ax B)|=|det(C, A, B)|
= |det(4, B,C)|.

Es gilt also
sin(b) sin(c) sin(a) = | det(A, B, C)].

Ersetzt man A durch B, B durch C und C durch A, so ergibt sich
sin(c) sin(a) sin(f) = | det(B, C, A)| = | det(A, B, C)].
Nochmaliges zyklisches Vertauschen der Ecken liefert
sin(a) sin(b) sin(y) = | det(A, B, C)|.
Es gilt also
sin(b) sin(c) sin(a) = sin(c) sin(a) sin(3) = sin(a) sin(b) sin(y).

Division durch sin(a) sin(b) sin(c) liefert die Behauptung. O

Satz 3.1.18 (Seitenkosinussatz der sphiirischen Geometrie) Fir die Seiten-
lingen a,b, c und die Winkelgréfien o, 3,7 eines sphdrischen Dreieicks gilt:

cos(a) = cos(b)cos(c) + sin(b) sin(c) cos(a),
cos(b) = cos(a)cos(c) + sin(a) sin(c) cos(B),
cos(c) = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b) cos(7y).

Beweis. Es geniigt, die dritte Gleichung zu zeigen. Einerseits gilt
(Cx A CxB) = |CxA|-||CxB|-cos(x(C x A,C x B))
= sin(<(C, A)) - sin(<(C, B)) - cos(7)
= sin(b) - sin(a) - cos(7).
Andererseits haben wir

(©x 4,0 xp) SELEE) det( wo )

= 1-(A,B) — (A, C)(C, B)
= cos(X (A4, B)) — cos(x(A,C)) cos(x(C, B))

= cos(c) — cos(b) cos(a)
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Bemerkung 3.1.19 Dieser Satz erlaubt es, aus den Seitenlédngen a, b und ¢ die Win-
kelgréfien o, 6 und  zu berechnen.

Bemerkung 3.1.20 Sei (A, B, C) ein sphérisches Dreieck. Im Beweis von Satz B.T.T5l
haben wir gesehen, dass dann auch B x C,C x A und A X B linear unabhéngig sind.

Somit bildet auch (A’, B’,C’) ein sphérisches Dreieck, wobei A" := ¢ - %’ B =

CxA / Ax B ; ;
g =>4 und C' := ¢ - 422 mit € = sign (det(A4, B,C)) = £1.
[0 AT T4 B gn (detl 4, 5,€)
Definition 3.1.21 (A’, B’,C") heift das Polardreieck zu (A, B, C).

Frage. Wie hingen die Seitenldngen und die Winkelgrofien von (A, B, C) mit denen
von (A’, B',C") zusammen?
ad = <«(B,C") = ¥(CxAAxDB)
J(—Ax C,Ax B)

— 71— 3(AXC,AxB) Lemmgl.?)ﬁ.7T

Analog ergibt sich
= ™= ﬂ7
d=7m—n.

Proposition 3.1.22 Sei (A, B,C) ein sphirisches Dreieck, sei (A',B',C") das Po-
lardreieck zu (A, B,C). Dann ist (A, B,C) das Polardreieck zu (A', B',C").

Beweis. Sei (A", B"”,C") das Polardreieck zu (A’, B',C"). Wir zeigen C"" = C. Die

anderen beiden Identititen A” = A und B” = B folgen analog. C" = ¢’ - %

steht auf A" und B’ senkrecht. C steht ebenfalls auf A’ und B’ senkrecht, also gilt
Cc=4-C"

mit § = +1. Es gilt

|A" x B|| - ¢/ (A'x B',C"y = (A'xB,sC)

B x CH(.;HC X A {(BxC) x(CxA),C)

= 1Exorqoay (B:CxA)C—(C.Cx 4)B.C)

_ ) ) 2
= TExol oxay (BCxAlcl

)
-det(A, B, C).
BT o= A " et B, ¢)

Also ist €/ = §- sign (det(A, B,C)) =6 - &.
Im Beweis von Satz haben wir gezeigt, dass

det(B x C,C x A, A x B) = det(A, B,C)* >0



136 KAPITEL 3. SPHARISCHE GEOMETRIE

und somit

¢’ =sign(det(eB x C,eC x A,eAx B)) =& =¢.
Es folgt § = 1 und daher C = C”. |
Korollar 3.1.23 a=a" =7 — o/, also

/
@ =T — Q.

Analog erhalten wir

Satz 3.1.24 (Winkelkosinussatz der sphirischen Geometrie) Fir die Seiten-
lingen a,b, c und die Winkelgréfien o, 3,7 eines sphdrischen Dreiecks gilt:

cos(a) = cos(a)sin(y)sin(B) — cos(v) cos(B),
cos(B) = cos(b)sin(a)sin(y) — cos(a) cos(7),
cos(y) = cos(c)sin(a)sin(B) — cos(a) cos().

Beweis. Der Seitenkosinussatz angewandt auf das Polardreieck liefert
cos(c') = cos(a’) cos(b’) + sin(a’) sin(b) cos(vy'),
also

—cos(y) = cos(r—7)
cos(m — a) cos(m — ) + sin(m — a) sin(w — B) cos(m — ¢)

cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) cos(c).

T —
T —

O

Bemerkung 3.1.25 Dieser Satz erlaubt es, aus den Winkelgrofen «, 8 und v die
Seitenlédngen a, b und ¢ zu berechnen. Man beachte, dass dies fiir euklidische Dreiecke
nicht mdoglich ist.

Satz 3.1.26 (Hohenformel der sphirischen Geometrie) Analog zum euklidi-
schen Fall definiert man die Hohen eines spérischen Dreiecks als Groflkreise, die durch
eine Ecke verlaufen und die gegeniiberliegende Seite senkrecht schneiden.

Bezeichnen wir nun mit ho den spharischen Abstand von C und dem Schnittpunkt der
Héhe durch C' mit AB und vergeben analog die Bezeichnungen ha und hp, so gilt:

sin(hc) sin(b) - sin(c) sin(a) - sin(8),
sin(hg) = sin(a)-sin(y) = sin(c) - sin(a),
sin(ha) sin(c) - sin(3) .

sin(b) - sin(7).

Der Beweis verlduft analog zu dem der euklidischen Héhenformel, Satz[[.313, und sei
dem Leser als Ubung zur persénlichen Erbauung tberlassen.
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Zur Axiomatik: Setzen wir P := S? und G := {GroRkreise} sowie J := {(p, K) €
P x G| pé€ K}, dann sind die folgenden Inzidenzaxiome erfiillt: I1, I3, I4, nicht aber
Io.

Die Anordnungsmenge A, d.h. die ,Zwischenrelation, ist nicht befriedigend definier-
bar. Da sich je zwei Grofkreise schneiden, gibt es keine Parallelen. Satz [LI.I7] gilt
also keinesfalls, egal wie wir die Anordnungs- und die Kongruenzrelationen definieren.
Daran sieht man, dass nicht alle Inzidenz-, Anordnungs- und Kongruenzaxiome gelten
konnen, denn diese haben ja Satz [[LT.I7] impliziert.

Aber das Parallelenaxiom ist sehr wohl giiltig, denn da es {iberhaupt keine Parallelen
gibt, gibt es erst recht niemals mehr als eine!

3.2 SO(3)

Wir erinnern uns an die Menge der orthogonalen Matrizen

0B3) = {AeMBx3R)|AA=13}
= {AeM@Bx3,R|(Av, Aw) = (v,w) Yv,w € R’}
= Iso(S° ds).

Eine Untergruppe hiervon stellt die speziell orthogonale Gruppe SO(3) dar:
SO(3) = {A € O(3) | det(A) = 1}.

Lemma 3.2.1 Jede Matriz A € SO(3) besitzt den Eigenwert 1.

Beweis.

1. Wir zeigen zunéchst, dass diese Matrizen iiberhaupt einen reellen Eigenwert
besitzen. Dazu stellen wir fest, dass das charakteristische Polynom von A von
der Form

Pa(A) = det(A — M3) = —A* + O(\?)
ist und damit fiir A — co gegen —oo, fiir A — —oo wiederum gegen co geht. Da
Polynome stetig sind, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein A\g € R mit

Pa(Xo) =0,

d.h. ein reeller Eigenwert von A.

2. Alle Eigenwerte von A besitzen den Betrag 1, denn sei v ein Eigenvektor zum
Eigenwert A, d.h. Av = Av, v # 0, so ist

ol = (v,0) = (Av, Av) = (w, ho) = Xl = A =1,

also |A\| = 1.

3. Nun koénnen entweder alle Eigenwerte reell sein, also A\; = 1. Da die Determi-
nante von A dem Produkt ihrer Eigenwerte entspricht, kénnen wir leicht {iber-
priifen, was geschidhe, wenn alle Eigenwerte negativ wéren, denn dann hétten
wir

det(A) = AAads = (—1) - (=1) - (=1) = —1 => A € SO(3).
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Diese Moglichkeit wire also ausgeschlossen.

Nun gut, es kann ja auch nur ein Eigenwert reell sein und die anderen beiden
aus C — R. Dann aber ist A3 = A2, und wir erhalten

1= det(A) = A1+ A2 Ao = A1[ha]?,

woraus sich weiter ergibt

A1 = >0= A\ =+1 O

1
|Az|?

Satz 3.2.2 Sei ¢ : R® — R? eine lineare Abbildung mit der darstellenden Matriz A
bzgl. der Standardbasis. Dann ist A € SO(3) genau dann, wenn ¢ eine Drehung um
eine Achse beschreibt.

Beweis.

»<=* Ist A darstellende Matrix einer Drehung, so erhilt A alle Langen und Winkel
und somit auch das euklidische Skalarprodukt. Damit ist schon einmal A € O(3).
Da Drehungen iiberdies die Orientierung erhalten, ist det(A) = 1 und somit

A €50(3).

»= Sei v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1, also Av = v, v # 0. Dann ist R-v
eine invariante Achse, das wird also die Drehachse sein. Da A die Winkel erhélt,
werden die Vektoren, die senkrecht auf v stehen, auch auf solche abgebildet, also
Avt C ot
Somit beschreibt A eine Abbildung, die die Orientierung erhélt (wegen det(A) =
1) und einen zweidimensionalen Vektorraum in sich abbildet. Aus der linearen
Algebra wissen wir bereits, dass A ol damit eine Drehung beschreiben muss,
und deshalb stellt auch A eine Drehung um die R - v-Achse dar.

Wir fiithren nun folgende Bezeichnungen ein:

1 0 0
T (a) = <0 cos(a) — sin(a)) (Drehung um die e1-Achse);
0 sin(a) cos(e)

cos(B8) 0 —sin(8)
T2(8) = ( 0 1 0 > (Drehung um die e2-Achse);
sin(8) 0 cos(B)
cos(y) —sin(y) O
Ts3(vy) = (sm(fy) cos(7) 0) (Drehung um die es-Achse).
0 0 1
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€3

MY

Abb. 138

€1

Satz 3.2.3 Eine Matriz A € M(3 x 3,R) ist genau dann aus SO(3), wenn es Winkel
a, B,v € R gibt, so dass
A=Ti(a) T2(B) - T5(7).

Beweis. Die Richtung ,,< ist klar; wir zeigen ,,=

Fiir ¢ € R? wissen wir aus der linearen Algebra, dass ein £ € R existiert mit

[ cos(§) —sin(g) (0
HOa= (sin(s) cos(€) )q‘ (y) >0

d.h. wir kénnen ¢ so drehen, dass es auf die positive y-Achse abgebildet wird.

Wir schreiben die Matrix A wie gewohnt als A = (a;;). Dann wihlen wir ¢ := (a23)

¢ =: —a und erhalten ass
o an a1z | a13
0 | T(-a) A* | q
_ ail a2 | a3
= \(TCaa [TCa)

ail a2 ais
= bo1 b2 O .
bs1 b3z y1

Nun wahlen wir ¢ := (21;) und £ =: v und bekommen

a1 a2 a3
C:=B Ty(—y) = < ¢ 0)-(
bs1 b3z w1
a11 ta12 | a13 )
b31 b32 t Yl wn

a11 )t aig
a12 0

B ( C32 Y1
Cll ais
= C12 0
C32 Y1
<c 1 a13 )

13:::71(——a)~4A

Il
N
—_
[an]

S

o

o
~
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An dieser Stelle interessiert uns die Gestalt von C' etwas genauer: Da

€so(3) €S00B) es0(3)

C = Tl(—a) .
N——"

bilden die Zeilen und Spalten von C ein Orthonormalsystem. Sehen wir uns insbeson-
dere die zweite Zeile an, so stellen wir fest, dass y» = £1 sein muss, und da y2 > 0

gefordert wurde, ist
11 Ci2 a13
C=| 0 1 0 .
€31 €32 Y1
Aus der Orthogonalitdtsbedingung ergibt sich weiter ci2 = cz2 = 0, und wir haben
ci1 0 ais
cC=(0 1 0 ].
csi 0

1 =det(C) = 1-det <C“ ‘“3> = (C“ ‘;13) €80(2).
1

C31

Nun ist

Somit existiert ein 8 € R mit

ci1 a3\ _ [ cos(B) —sin(B)
cs1 y1 ) \sin(B) cos(B) )’
also C' = T>(8), und es ergibt sich

Ti(~a)ATs(—) = T2(f) <= A =Ti(~a) "T2(B)Ts(—y) " = Ti(a)T2(B)T3(7). O

Bemerkung 3.2.4 Man kann zeigen, dass man sogar mit zwei Drehachsen auskommt,
so dass
VA € 80(3) Jp, v, 0 eR: A= T3(<p) . Tl(i/)) . T3(0)

Die Winkel ¢, 1,0 nennt man Eulerwinkel von A. Ist E12 die Ebene, die von e; und
e2 aufgespannt wird, so gilt

Ei2 NA(E12) =R - (cos(¢p)er + sin(e))ez).

Ahnliche Gleichungen lassen sich fiir die durch e;,es bzw. durch es, es festgelegten
Ebenen aufstellen. Die jeweils entstehenden Schnittgeraden nennt man Knotenlinien.

Satz 3.2.5 Sei p:R® — R? eine Rotation um den Winkel x mit der Drehachse R -v.
Sei ) : R® — R? eine Rotation um den Winkel y mit der Drehachse R-w. Dann erhilt
man die Drehachse und den Winkel der Rotation v o ¢ nach folgendem Verfahren:

1. Wir wihlen Q als einen der Schnittpunkte der Grofkreise g = S% Nvt und
h:=S5?Nw".

2. Drehen wir nun Q um —35 um die Achse Rv, so erhalten wir einen Punkt P € g.
Den gerichteten Grofskreisbogen m assoziieren wir mit der Drehung .

8. Analog finden wir ein R € h, indem wir Q um den Winkel +% um die Achse
Rw drehen. Den gerichteten Grof$kreisbogen Cﬁ assoziteren wir mit 1.
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4. PR beschreibt nun die Drehung Yoy auf dieselbe Weise, d.h. der Winkel, um den
gedreht wird, hat die Gréfie 2 -ds(P, R); die Drehachse steht senkrecht auf der
Ebene, die von P und R aufgespannt wird; und die Drehrichtung ist so festgelegt,
dass sich P in Richtung R (und dann natirlich dariber hinaus) bewegt.

R
Yo "

P 7 Q
Abb. 1539

Beweisidee. Wir ,,spiegeln“ das sphérische Dreieck (P,Q, R) an seinen Eckpunkten,
d.h. wir folgen z.B. dem Grofkreisbogen durch P und @) von P ausgehend in entge-
gengesetzter Richtung zu @, bis wir den Abstand dgs(P, Q) zuriickgelegt haben. Dann
ergibt sich folgende Situation:

Abb. 140

Nun beobachten wir, dass die Drehung ¢ das Dreieck (P,Qp, Rp) auf das Dreieck
(Pg, @, Rq) abbildet, denn wenn wir unser Augenmerk auf @Q p richten, so wird es durch
o auf dem Grofkreis durch P und @ entlang bewegt, und zwar um z = 2-dg(P, Q) =
ds(Qpr, Q). Ebenso wird P auf Pg abgebildet, und die Kongruenz der Dreiecke ergibt
sich aus Kongruenzsatz SWS.

Analog sehen wir in ¢ die Abbildung, die (Pg,Q, Rg) auf (Pr,Qr, R) bewegt, und
damit ist o ¢ tatséchlich diejenige Rotation, die als Bild von (P, Qp, Rp) das Dreieck
(Pr, Qr, R) liefert. Diese dreht jedoch offensichtlich um die Drehachse senkrecht zur
von P und R aufgespannten Ebene; und zwar um den Winkel ds(P, Pr) = 2-ds(P, R).

O

3.3 Spharischer Flacheninhalt

Bisher konnten wir auf der Sphére nur Abstinde von Punkten sowie Winkel zwischen
Grofskreisen berechnen. Ziel dieses Abschnitts soll es sein, auch Flidcheninhalte von
Gebieten auf der Sphére zu berechnen, und zwar mittels einer Formel, welche beinahe
ebenso handlich ist wie diejenige in der euklidischen Geometrie (vgl. Satz 2:4.26]).

Vorab miissen wir jedoch noch ein Problem klaren: In der Definition des Hausdorfi-
Mafies kommt der Durchmesser einer Menge vor, und dieser héngt von der gewahlten
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Metrik ab. Mit S? C R® steht jedoch sowohl die sphérische als auch die euklidi-
sche Metrik fiir Flichen in S? zur Verfiigung, und uns interessiert nun, welches der
Hausdorff-Mafie ein sinnvolles Konzept des sphérischen Flécheninhalts liefert.

Bevor wir uns hieriiber aber noch lange Gedanken machen (wir kémen zu dem Schluss,
dass wir, solange wir uns nur auf S? bewegen, auch die hierfiir geschaffene Metrik
ds nehmen miissten), zeigen wir, dass die Hausdorfl-Make beziiglich dg und dg fiir
Teilmengen von S? identisch sind.

Vorab vereinbaren wir noch, dass, wann immer die Metrik unklar ist, wir diese wie
folgt angeben:
H™(A,d)

ist das m-dimensionale Hausdorfl-Maff von A C X im metrischen Raum (X, d); die
»Zwischenergebnisse* aus den J-feinen Uberdeckungen notieren wir analog als

H5" (A, d)
und den Durchmesser der Menge A beziiglich d als

diamg(A).

Lemma 3.3.1 Seien di,d2 Metriken auf X. Es gebe Konstanten C,d0 > 0, so dass
fir alle p,q € X mit d2(p,q) < do gilt:

di(p,q) < C-d2(p,q).
Dann ist fir alle A C X und m >0

(A, dy) < CTAT(A, ds).

Beweis. Sei § € (0,80]. Sei {B;}; eine hochstens abzihlbare Uberdeckung von A mit
diamg, (B;) < 4. Dann gilt fir alle p,q € B;

di(p,q) < C -da(p,q) < C9,

und somit ist diamg, (B;) < C9.

Wir bestimmen nun den Term
diamg, (B;) \ ™ C-diama, (B) " m diamg, (B;) \ ™
amz(ﬁ San 3 (Gl BT o, 3 (S8
J J J

Bei der Infimumbildung miissen wir jetzt etwas achtgeben: Wir wissen ja nicht, ob
es nicht noch weitere Uberdeckungen von A gibt, die zwar beziiglich d; Cé-fein sind,
jedoch beziiglich d2 einen groferen Durchmesser als § besitzen. Wenn wir allerdings
die Menge, tiber der wir das Infimum bilden, vergrofiern, kann das Infimum selbst nur
kleiner werden, also ist

He's(A,dr) < C™ G (A, d2)

und mit ¢ \,0 auch
HT(A,dr) < CMH(A,do). O
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Satz 3.3.2 Fiir alle A C % und m > 0 gilt:

HT(A,ds) = A (A, dg).

Beweis.

1. Da ein Kreisbogen zwischen zwei Punkten lénger ist als eine Strecke, gilt fiir alle
p,q € S*
de(p,q) < ds(p,q)
und mit Lemma B3] (6o beliebig, C =1, d1 = dg, d2 = dg) fiir alle A C 52

H"(A,dp) < A (A, ds).

Nun miissen wir uns nur noch um die umgekehrte Ungleichung kiimmern.

3ds(p,q) p
! sin(3ds(p,0)) = 2dp(p,q)
0
ds(p, q)
1 de(p, q)
q
Abb. 141

Der Zeichnung entnehmen wir

sin (1ds(p7 q)) L

1 : 1 2
_dE(p7 q) = sin _dS(p7 q) = : _ds(p7 Q)v
? : ) 3ds(pg)  ?

also mit 2ds(p,q) =z € (0, %
sin(x
dE(p7 q) = IZE ) 'ds(p7 Q)

Selbst x = 0 bereitet keine Probleme, da wir die Funktion fortsetzen kénnen zu
einer stetigen, positiven Funktion f : [0, ] — R vermdge

S falls @ € (0, Z;
) = T sy 21
f@) { 1 falls x = 0.

Da der Definitionsbereich von f kompakt ist, nimmt die Funktion ihr Minimum
an, und da der Wertebereich positiv ist, ist auch das Minimum gréfer als 0, d.h.

Ja>0: f(:c)ZanG[QgL

woraus wir erhalten

Vv

de(p,q) > ads(p,q)
& ds(p,q)

IA

1
~dp(p,q) Vp,q € 5°.
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3. Sei € > 0. Dann gibt es ein é; > 0 derart, dass

sin(x)

>1—eVa €10,d1].

(Das ist ja gerade der Grund, warum f in O stetig ist.)
Setze nun o := 2ad;. Dann gilt fiir alle p,q € S? mit ds(p, q) < do:

1 1 do
= — < — < — =
z 2ds(p7Q)7 2adE(p7Q)7 2 617

und damit ist weiter

de(p,q) < de(p, q).

ds(p,q) = sin(z) 1-—¢

Das Lemma [3.3.1] liefert nun

(A, ds) < (1 L

— &

) A" (A7 dE)7
und wenn € gegen null geht, ergibt sich
H(A,ds) < (A, dE),

was zusammen mit dem ersten Beweisteil die gewiinschte Gleichheit zeigt. [

Satz 3.3.3 Sei ¢ : [0,L] — S? eine stetige, stiickweise glatte einfach geschlossene
Kurve, welche das Gebiet Q) C S? berandet (vgl. Definition[2.7.25). Es gelte {es, —es}N
Q=0 (Nord- und Siidpol sind beide nicht in Q und auch nicht auf dem Rand).

&

Abb. 142

()
Dann gilt mit c(t) = | y(¢) |:

2@ = | / (20O = () 1

z(t)? +y(t)?

Der Satz soll an dieser Stelle unbewiesen bleiben.

Bemerkung 3.3.4 Wir kénnen wegen c(t) € S? & z(t)® + y(t)* + 2(t)> = 1 auch
schreiben:

L
HQ) = ‘ / Z(t)x(t)yftz;(f)(f)y(t) al
0
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Beispiel 3.3.5 Wir bestimmen den Flécheninhalt der Kugelkappe mit der Héhe h.

Abb. 143

Nun haben wir allerdings noch ein Problem: Der Nordpol liegt in der Kugelkappe! Da
wir aber selbst bestimmen kénnen, welche Achse wo liegt, benennen wir einfach die
Achsen um und das Problem ist fort.

Abb. 144

Nun beschreiben wir die Randkurve: Die z-Koordinate ist konstant (1 —h). Die y- und
die z-Koordinate beschreiben einen Kreis. Somit ergibt sich

1-h
c(t) = [ rcos(t) |, te]0,2m),
rsin(t)
und da dies eine Kurve in S? sein soll, gilt
le@]? = 1+ h)2+7r2 = 1. (3.1)

Nun kénnen wir 5#%(Q) bestimmen:

L
2,6y _ E(t)y(t) — z()y(t)
HQ) = /z(t) Oy
0

B ) 0-7cos(t) — (1 —h)-r(—sin(t))
0/r51n(t) (1 — h)? + r2 cos?(t) dt
_ 7 (1= h)r?sin®(t)
TR T 2ot (D
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_ (1—h)}0/(1ih)2 1+(S’i'22)(2t)cosz(t) dt}

1

_ ‘ bsin? dt‘
o 1+ cos2

- (1—h)-2(\/1—+b—1)7r

= 2(1—h)( %—Qw

[

i
_

|
X\A
=

|
>
=

Beispiel 3.3.6 Wir suchen eine Formel fiir den Flécheninhalt eines rechtwinkligen
sphérischen Dreiecks. Nach Anwendung einer Isometrie kénnen wir 0.B.d.A. anneh-
men, dass (mit den iiblichen Bezeichnungen der Seiten und Winkel)

1. ¢ auf dem Aquator liegt (also z fiir diese Seite konstant gleich 0 ist);
2. der rechte Winkel bei B liegt, also 8 = 7;
3. die Ecke B = ey ist.

Durch diese Bedingungen wird festgelegt, dass fiir die Dreiecksseite a die Bedingung
r = 0 gilt.

Abb. 145

Damit wir auch tatséchlich ausschliefen, dass der Nordpol in Q enthalten ist, muss a <

5 sein. Man kann sich iiberlegen, dass das Ergebnis, welches wir am Ende bekommen,

auch fiir rechtwinklige sphérische Dreiecke mit ldngeren Seiten gilt.

Da fiir die Seite ¢ die Bedingung z = 0 erfiillt ist, tragt diese nicht zur Flachenberech-
nung bei (denn dort enthélt der Integrand den Faktor z). Ebenso trigt a nicht zur
Flache bei, und wir miissen lediglich das Integral fiir die Hypotenuse bestimmen (was
sich als schwierig genug erweisen wird).
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Um die Seite b zu beschreiben, bendtigen wir den Punkt A und den Tangentenvektor an
A in Richtung C' — dieser heifle X . Letzterer ldsst sich jedoch nicht so leicht bestimmen,
weshalb wir einen Umweg iiber Y, den Tangentenvektor an A in Richtung B, gehen.
Dabei entnehmen wir sofort unseren Annahmen (oder gegebenenfalls der Grafik), dass

sin(c) —cos(c)
A= cos(c) | undY = | sin(c) |.
0 0

Um nun X zu bestimmen, setzen wir erst einmal X = (£1,£2,£3)" und untersuchen
nun die Skalarprodukte mit den uns bekannten Vektoren:

0=(A,X) = ¢&sin(e)+ & cos(e),
cos(a) =(Y, X) = —&icos(c)+ &2sin(c)
= &1 = —cos(c) cos(a), &2 = sin(c) cos(a).

AuRerdem ist || X|| = 1, also

& =1/1- (& +8)=/1-cos?(a) = sin(a),

und damit kénnen wir auch X angeben:

— cos(c) cos(a)
X = ( sin(c) cos(a) ) .

sin(a)

Nun wird die Seite b parametrisiert durch
x(t) cos(t)sin(c) — sin(t) cos(c) cos(a)
y(t) | = cos(t)A +sin(t)X = | cos(t)cos(c) + sin(¢)sin(c)cos(a) | .
z(t) 0 + sin(t) sin(«)

Jetzt konnen wir uns langsam ans Integral zur Flachenberechnung wagen: Wir bestim-
men

(t)y(t)
z(t)y(t)

Man erkennt bereits vor dem Ausmultiplizieren, dass die gemischten Terme (mit
sin(t) cos(t)) in beiden Ausdriicken dasselbe Vorzeichen besitzen. Da jedoch die Diffe-
renz gebildet wird, fallen gleiche Terme mit gleichen Vorzeichen weg, und {ibrig bleibt

(— sin(¢) sin(c) — cos(t) cos(c) Cos(a)) (cos(t) cos(c) + sin(t) sin(c) cos(a));

(cos(t) sin(c) — sin(t) cos(c) cos(a)) (— sin(t) sin(c) + cos(t) sin(c) cos(a)).

E(t)y(t) —z(t)y(t) = —sin®(t)sin®(c)cos(ar) — cos”(t) cos®(c) cos(a)
— cos®(t) sin®(c) cos(ar) — sin®(t) cos®(¢) cos(ax)
= - (sin2 (t) + cos® (t)) (sin2 (¢) + cos® (c)) cos(a)

= —cos(a).

Nachher ist nur der Betrag des Integrals wichtig, und deshalb kénnen wir im Zahler
auch einfach cos(a) schreiben. Es ist also

L
AP = ‘/Z(t)i?(t)yftz;:c(t)y(t) »
0
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1 —sin?(t) sin?(a)

b
‘/sin(t) sin(a) cos(a) dt‘
0

sin(«) COS(O()’/ sin(t dt’

)
1 — sin?(t) sin?(a)

a — arctan (cos(b) tan(a))

= sin(a) cos(c) - sin(a) cos(a)

= « — arctan (cos(b) tan(a)).

Nun wollen wir diesen — zugegebenermafien etwas unschénen — Ausdruck nur mit Hilfe
von Winkeln umschreiben, und zu diesem Zwecke bemiihen wir den Winkelkosinussatz
der sphérischen Geometrie (Satz [B.I.24]), welcher besagt:

0=-cos(8) = cos(b)sin(a)sin(y) — cos(a) cos(7y)

cos(a) cos(7y)

< cos(b) sin(«) sin(7y)

= cot(a) cot (7).

Oben eingesetzt ergibt dies

H*(Q) = a — arctan (cot{@) cot(y)tanta)) = a — (g — 7)

Satz 3.3.7 Sei (A, B,C) ein nicht entartetes spharisches Dreieck mit den Innenwin-
keln a, B,~. Dann hat das von (A, B,C) berandete Gebiet Q) den Fldacheninhalt

HPQ)=a+ L+ (3.2)

Bewets. Zunichst iiberlegen wir, dass die nicht unseren Erkenntnissen aus Beispiel [3.3.6]
widerspricht, denn dort war 8 = 7, womit wir

%Q(Q):O[—'—g—’—’y—ﬂ':a—’—f}/_g

erhalten, was genau dem obigen Ergebnis entspricht.

Nun treten wir den allgemeinen Beweis an, indem wir das Dreieck in zwei rechtwinklige
Dreiecke zerlegen. (Dies ist prinzipiell nur eine Beweisskizze, da man zeigen miisste,
dass sich jedes sphérische Dreieck so zerlegen lasst.) Die dabei entstehenden Gebiete

heifen Q1 bzw. Q.
a
.‘A

Abb. 146
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Nun gilt

@ P B e e

sp. 19.9.0]
B30 -t (-3

= ay +az2+0+y—m.
1+ a2 +08+7

=

Beispiel 3.3.8 Wir bestimmen den Flacheninhalt eines konvexen sphérischen n-FEcks
(a1,...,an). Wéhle dazu einen Punkt P im Inneren des n-Ecks und zerlege es in die
n sphérischen Dreiecke (a;, P,aj+1) (modulo n).

Abb. 147

Um nun das vom n-Eck umrandete Gebiet zu erhalten, addiert man alle Dreiecksge-
biete. Dabei muss man alle Winkel der Dreiecke addieren, was am Ende die Summe
aller Winkel a; des n-Ecks ergibt plus den Vollwinkel (27) bei P; und fiir jedes Dreieck
— also m-mal — 7 subtrahieren. Damit erhdlt man

%Q(Q):Zaj—&—%r—mrzz%- — (n—2)m.
j=1 Jj=1

Wie wir nun sehen, konnen wir in diese Formel auch n = 3 einsetzen und erhalten

genau (B3:2]).

3.4 Kartographie

Bei der Erstellung von Landkarten kommt es darauf an, ein bestimmtes Gebiet auf
der Erdoberflache (die der Einfachheit halber als Kugeloberfliche angenommen werden
kann) moglichst maRstabsgetreu auf ein flaches Blatt Papier zu transformieren. Wir
suchen also eine Ahnlichkeitstransformation f von S? (oder zumindest von einem Teil
von S?) in R
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- f
)
<)
% (>0 y
Abb. 148

Lemma 3.4.1 (Dieses Lemma beinhaltet zwar keine geometrische Aussage; wir brau-
chen es jedoch, um den folgenden Satz zu beweisen.)

In einer Umgebung von t = 0 gilt

£b) = % <1 fiirt £0,

d.h. int =0 besitzt f ein isoliertes Maximum.

Beweis. Zunéchst erkennt man, dass f(0) = 1 ist. Wir bestimmen nun die erste Ab-
leitung:
, 2 cos(v/2t) sin(t) — v/2sin(v/2t) cos(t)
)= 3 :
cos3(t)

Wie leicht nachpriifbar ist, gilt f'(0) = 0, was schon mal die notwendige Bedingung
fiir ein Maximum darstellt. Nun bendtigen wir noch die zweite Ableitung:

_ 2sin(t) (3 cos(v/2t) sin(t) — 2v/2sin(v/2t) cos(t))

cos*(t)

()

In der Nihe von t = 0 ist sin(t) = ¢t + O(t*) und cos(t) = 1 + O(¢?), und wir erhalten
(2t + O(E) ((3+ O(t*))(t + O(£*)) — 2v2(v2t + O(t)) (1 + O(t*)))
cos*(t)

— (4t +0(t*)))

'y =
(2t + O(t*)) (3t + O(¢*

cost(t
(2t + O(t*)) (=t + O(t
cos*(t)
—2t2 + O(tY)
cos*(t)
2. T2+ o(t?)
cost(t)

~—

~—

w

)

Der Nenner cos®(t) ist in einer Umgebung von t = 0 positiv, der Zihler —2 + O(t?)
hingegen negativ. Da t? fiir t # 0 positiv ist, ist die zweite Ableitung von f also in
einer Umgebung von ¢ = 0 negativ, falls ¢t # 0 ist. Damit ist f selbst rechtsgekriimmt,
und wir haben tatsachlich ein isoliertes Maximum bei ¢ = 0. O

Satz 3.4.2 Sei U # 0 eine offene Teilmenge von S%. Dann gibt es keine Ahnlichkeits-
transformation f von U auf eine offene Teilmenge von R>.
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Beweis. Zunichst einmal stellen wir fest, dass sich zu einer Ahnlichkeitstransformation
f : U — V mit dem Mafstab r immer auch eine Isometrie %f U — %V finden
lasst. Wir kénnen unsere Betrachtungen also ohne Beschrankung der Allgemeinheit
auf Isometrien einschrinken.

Angenommen, es gibe eine Isometrie, die U C S auf V C R? abbildet. Wihle nun
P € U und setze zur besseren Ubersicht f(P) =: P’ € V. Da U offen ist, ldsst sich ein
0 € R so finden, dass alle Q € S? mit ds(P,Q) < ¢ in U liegen.

Wahle nun zwei Grofskreise durch P, die senkrecht aufeinander stehen, und auf diesen
Grofkreisen die vier paarweise verschiedenen Punkte A, B,C, D, die von P den Ab-
stand a < g besitzen. An dieser Stelle sollten wir uns merken, dass wir a beliebig klein
withlen kénnen. Der Ubersicht halber schreiben wir wieder f(A) =: A’ usw.

Abb. 149

Nun soll ja f eine Isometrie sein, d.h. ds(A, B) = dg(A’, B') und entsprechend fiir
die anderen Seitenlingen der Vierecke (A, B,C, D) und (A’, B',C’, D’). Da weiter-
hin ds(A,B) = ds(B,C) = ds(C,D) = ds(D, A), sind auch die Seitenldngen von
(A, B',C’, D') alle gleich, das Viereck ist also eine Raute.

Wir wissen aber, dass sich in einer Raute die Diagonalen senkrecht schneiden, und
damit liefert der Satz des Pythagoras fiir (P’, A, B'):

de(A', B") = \/dg(P', A2 + dg(P',B')2 = V2 -a.

Der Seitenkosinussatz fiir (P, A, B) sagt hingegen:
cos(ds(A, B)) = cos®(a) + sin?(a) cos (g) = cos*(a).

Nun gilt aber immer noch dg(A, B) = dg(A’, B'), also

Ccos (\/ia)
2a) = cos® ——< =1
cos (\/_a) cos”(a) & cos?(a)
An dieser Stelle sei daran erinnert, dass a beliebig klein gew#hlt werden kann, und
Lemma [3.2.1] sagt aus, dass der Bruchterm in einer hinreichend kleinen Umgebung
von 0 fiir a # 0 immer kleiner als 1 ist. Wir haben also einen Widerspruch zu der
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Annahme gefunden, dass die Abstdnde unter f erhalten bleiben kénnen, und somit
gibt es keine Isometrie und damit iiberhaupt keine Ahnlichkeitsabbildung von U C 52
in V C R% 0

Um nun verschiedene in der Kartographie iibliche Projektionen kennenzulernen, ist es
hilfreich, eine handliche Darstellung der Punkte auf der Sphére zu besitzen.

Deshalb erinnern wir uns an die Darstellung der Punkte von S? in Polarkoordinaten.
Dabei bestimmen wir einen Punkt P € S? durch zwei Winkel:

0 € [0, w] ist der Winkel zwischen der positiven e;-Achse und dem Vektor P;
@ € [0,27) ist der Winkel, den die Projektion von P in die ez-e3-Ebene mit der

positiven es-Achse einschliefst.

€1

€3

sin(6) sin(y)

Abb. 150

In der Abbildung erkennt man:

cos(0)
(0,) = [ sim(0) cos(e) | -
sin(0) sin(p)
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Stereographische Projektion

Bei dieser Projektion werden alle Punkte der Sphére bis auf einen ausgewahlten Punkt
N auf die Tangentialebene T" an S? in —N abgebildet, indem einem Punkt P € S? der
eindeutige Schnittpunkt von G(N, P) mit T zugeordnet wird.

1
Wir kénnen 0.B.d.A. N = (0) setzen. Damit ist
0

—1
::{<x2> G]R3|ac2,a:3€]R}‘
T3
N

Schnitt mit der Ebene x
durch N, 0 und P: 0 P
S

o(P)
N —— 2 tan(z) %\
Abb. 151

Die Abbildung [I5]] hilft uns, eine explizite Abbildungsvorschrift fiir die stereographi-
sche Projektion ¢ zu finden.

Dazu erkennen wir zunéchst, dass das Dreieck (N,0, P) gleichschenklig ist, denn
de(N,0) = dg(P,0) = 1. Somit sind die im Querschnitt mit = gekennzeichneten
Winkel tatsdchlich gleich und es gilt

9+2x:7r<:>x:WT_Q:dE(S,,Q(P)):Qtan(WgQ).

Diesen Querschnitt miissen wir jetzt nur um den richtigen Winkel ¢ drehen, aber der
ist durch P bestimmt: Wenn wir P in Polarkoordinaten angeben, kénnen wir ¢ und 6
direkt ablesen.

Nun kénnen wir noch die Ebene T mit R? assoziieren, und wir erhalten

0:5% —{N} — R? vermége 9(1/;(9,@)) = 2tan (wT—H) (Z?I?((Z))) .

Eine wichtige Eigenschaft der stereographischen Projektion ist die Winkeltreue,
d.h. die Gréke des Schnittwinkels zweier Grofkreise in S? stimmt mit der Grofe des
Schnittwinkels von deren Bildern iiberein.

Bereits die Schwierigkeit, ,,Winkeltreue” fiir diese Projektion genau zu erkléren, legt
nahe, dass ein formaler Beweis nicht ohne Methoden der Differentialgeometrie sowohl
fir Kurven in S? als auch fiir ebene Kurven auskommt. Einen entsprechenden Beweis
werden wir zu Satz fiihren. Hier soll ein anschaulicher Beweis den Vorzug be-
kommen, der allerdings eine Liicke beinhaltet: Wir miissen ndmlich eine Hilfsabbildung
0 definieren, bei der wir nicht wissen, wie sie sich zu o selbst verhélt.
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Lemma 3.4.3 Sei P € S? — {N}. Zu jeder Tangente g an S?, die durch P verliuft,
definieren wir §(g) als den Schnitt von T mit der eindeutigen Ebene, die g und N
beinhaltet. §(g) ist eine Gerade.

Abb. 152

Seien nun g und h zwei Tangenten, die S* in P berihren. Dann ist

(g, h) = x(2(g), &(h)),

d.h. ¢ ist winkeltreu.

Beweis. Seien g und h zwei Geraden wie im Lemma gefordert, die jedoch nicht parallel
zu T verlaufen. Der Schnittpunkt von g und T heifie A, h und T schneiden sich in B.

Betrachte zusétzlich die Tangente n, die von P in Richtung N verlduft. Diese schneide
T in F.

Da g, h und n simtlich in der Ebene 7’ liegen, die sich tangential zu S? ausbreitet
und P beinhaltet, liegen A, B und F auch alle auf der Geraden t :=T7'NT.

Schnitt mit der Ebene
durch N, 0 und P:

Abb. 153

In der linken Abbildung sind bereits zwei rechte Winkel eingezeichnet. Diese lassen
sich wie folgt erkldren:

A(A,F,P) =% : Die Gerade t liegt nach Definition ganz in T’. Alle Richtungsvektoren dieser
Ebene stehen jedoch senkrecht auf P. Somit ist der Richtungsvektor v der Ge-
raden t schon einmal senkrecht zu P. Weiterhin sind P, v, e1 offensichtlich linear
unabhéngig, und v L e1, da v in der ez-e2-Ebene liegt. Damit ist v senkrecht zu
span(P, e1), aber n C span(P,e1) nach Definition von n, also v L n. Sonach ist
n = G(F, P) Hohe im Dreieck (A, B, P).



I(A, F, o(P))
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=% : Da F € n C span(P,e1) und o(P) € span(P, e1) nach Konstruktion, sehen wir
wie eben v L G(F, o(P)).

Nun wenden wir uns dem rechten Teil der Abbildung [I53] zu. Wir wissen bereits, dass
die mit x gekennzeichneten Winkel {ibereinstimmen.

Der gestreckte Winkel bei P setzt sich zusammen als

7r—:c+£+ — —E—x

wahrend die Innenwinkelsumme im Dreieck (N, S, o(P)) liefert:
7r—:c+z+z<:>z—z—:c
T2 2 7

Das Dreieck (F, P, p(P)) hat also identische Basiswinkel y = z und ist somit gleich-
schenklig:
dp(F, P) = dp(F, o(P)).

Nun zuriick zur Gesamtsituation: In den Dreiecken (A, B, P) und (A, B, o(P)) ist
eine Seite identisch, namlich AB. Des Weiteren sind die jeweiligen Hohen auf AB
gleich lang. Das geniigt, um zu wissen, dass diese beiden Dreiecke kongruent sind.
(Wer das nicht sofort einsieht, der betrachte zunédchst die Teildreiecke (A, F, P) und
(A, F,0(P)).) Damit stimmen auch die Winkelgrofen < (A,P,B) = <(g,h) und
3(4, o(P), B) = 4(8(g), o(h)) iberein. 0

Bemerkung 3.4.4 Der Beweis des Lemmas selbst beinhaltet in dieser Form noch
drei Ungenauigkeiten:

Zunichst kann P = S sein. Dann ist die Gerade ¢ nicht eindeutig, sondern es gilt
stattdessen A = B = F = S. In diesem Fall ist aber auch g(g) = g und g(h) = h, und
es bleibt nichts zu zeigen.

Als néchstes konnte g || T sein, dann gibe es den Punkt A nicht. In diesem Fall ldsst
sich leicht zeigen, dass auch ¢(g) || ¢ ist, und alles weitere kann man dann z.B. durch
Konstruktion einer Hilfsgeraden, die nicht parallel zu ¢ ist, beweisen.

Schliefflich ist nicht in jedem Fall <(g,h) = < (A, P, B), nimlich genau dann
nicht, wenn der Winkel (A, P, B) stumpf ist. Da dasselbe dann jedoch auch fiir
(A, o(P),B) gilt, lassen sich alle diesbeziiglichen Bedenken schnell aus dem Weg
raumen.

Lemma 3.4.5 Sei v : [a,b] — R? eine differenzierbare Abbildung und es gebe ein
M € R? derart, dass
Y(t) L (v(t) = M) Vt € [a,b].

Dann beschreibt v einen Kreisbogen um den Mittelpunkt M.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass ||y(t) — M| konstant ist. Dazu ist dquivalent, dass
lv(t) — M||* konstant ist, und dies ist genau dann der Fall, wenn die Ableitung ver-
schwindet. Wir berechnen also

L) - MIP = 2 ()~ M) — M)
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= 2(y(t),~(t) = M)
= 0 nach Voraussetzung.

Da weiter eine differenzierbare Abbildung immer stetig ist, beschreibt v auch nicht
mehrere separate Kreisbogen. O

Satz 3.4.6 Die stereographische Projektion ist kreistreu (wenn man Geraden als Krei-
se mit unendlichem Radius betrachtet). Im Einzelnen gilt:

1. Ist K C S? ein Kreis mit N € K, so ist o(K) C R? eine Gerade;
2. Ist K C 5% ein Kreis mit N € K, so ist o(K) C R? ein Kreis.

Beweis.

1. Sei K C S? ein Kreis, der N enthilt. Sei E die Ebene, in der K liegt. Insbeson-
dere ist damit N € F.
Wenn wir die Punkte des Kreises nun in die Ebene abbilden wollen, so miissen
wir geméaft der Konstruktionsvorschrift eine Gerade durch N und solch einen
Punkt legen und deren Schnitt mit 7" bestimmen. Diese Gerade und damit auch
der Bildpunkt liegen nun aber naturgeméf in F, und so erhalten wir

o K)=ENT.

Abb. 15/

(Dass es sich bei p(K) nicht nur um eine Strecke handelt, ist daran zu erkennen,
dass N € K liegt, N selbst jedoch auf den unendlich fernen Punkt abgebildet
wird. Dieser ist somit ein Bestandteil des Bildobjekts.)

2. Sei nun N € K, sei v eine Funktion, die K beschreibt. Wir betrachten nun in
jedem Punkt von K diejenige Tangente an S?, die auRerdem senkrecht auf der
Tangente an K in diesem Punkt steht. Um die Menge solcher Tangenten zu
beschreiben, miissen wir leider noch einmal eine Fallunterscheidung machen:

(a) K ist kein Grofkreis.
Dann ist die oben beschriebene Menge der Beriihrkegel von K, und die
Tangenten schneiden sich alle in der Spitze P des Beriihrkegels. Damit
schneiden sich aber auch die Bilder all dieser Tangenten unter der Abbil-

dung ¢ in Q := g(P).
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Siese-
\ 9y -
7 riij:l"“li
/ Abb. 155

In der Abbildung erkennt man, dass alle Geraden durch @ Bild einer Man-
tellinie des Beriihrkegels von K sind. Aufserdem bildet ¢ die Tangenten an
K auf Tangenten an o(K) ab, da ¢(g)No(K) fiir alle Geraden g ebensoviele
Punkte enthalten muss wie g N K.

Da nun $ nach Lemma [3.4.3] winkeltreu ist und K alle Mantellinien des
Beriihrkegels senkrecht schneidet, nuss auch o(K) alle Geraden durch Q
senkrecht schneiden und ist somit geméf dem Lemma [B.4.5] ein Kreis mit
dem Mittelpunkt Q.

(b) K ist ein GroRkreis.

In diesem Fall gibt es keinen Beriihrkegel; stattdessen formen die oben be-
schriebenen Tangenten einen Zylinder. Die Bilder dieser Tangenten unter
0 erhélt man als Schnitt von T mit der Ebene, die die jeweilige Gerade und
N enthélt. Da die Tangenten nun alle parallel sind, enthalten die Ebenen
sdmtlich die Gerade, die zum Zylinder parallel verlauft und N enthé&lt. Der
Schnittpunkt dieser Geraden mit 7" liegt somit auf allen Bildgeraden der
Mantellinien des Zylinders. Weiter argumentiert man dann wie in Beweis-
teil (a). O

/ Abb. 156

Definition 3.4.7 Der Schnittwinkel zweier Kreise in R? ist der Winkel zwischen den
Tangentenvektoren.
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Abb. 157

Der Schnittwinkel eines Kreises mit einer Geraden in R? ist der Winkel zwischen dem
Tangentenvektor des Kreises und dem Richtungsvektor der Geraden.

Abb. 158

Satz 3.4.8 Die stereographische Projektion o ist winkeltreu, d.h. fir je zwei Grof$krei-
se Ki,Ks € 52 gilt:
A(K1, K2) = A(e(K1), 0(K2)).

Ein formal korrekter Beweis soll hier, wie oben erwahnt, nicht gefiihrt werden; aber wir
wissen nun immerhin, was Winkeltreue fiir die stereographische Projektion tatséchlich
bedeutet.

Zum Schluss dieses Abschnitts folgen noch ein paar typische Karten von Gebieten der
Erdoberflache in stereographischer Projektion:

Zunichst eine Karte der Nordhalbkugel (hier war N der geographische Siidpol):

Quelle: www.wikipedia.de

Abb. 159
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Auf dieser Karte erkennt man, dass alle Breitenkreise auch auf Kreise abgebildet wur-
den. Die Meridiane wurden bei der Abbildung zu Geraden, denn sie verlaufen durch
den Siidpol.

Fiir gewohnlich wird die stereographische Projektion jedoch nur fiir die Polargebiete
gebraucht, denn in der Ndhe des Punktes S, der auf der Projektionsebene liegt, ist die
Verzerrung noch gering.

In seltenen Fallen bekommt man auch einmal eine Karte zu Gesicht, bei der N keiner
der Pole ist: In diesem Beispiel liegt N auf dem Aquator und dem 180. Léngengrad.

Quelle: www.wikipedia.de

Abb. 160

Lambert-Entwurf

Diese Projektion geht zuriick auf Johann Heinrich Lambert (1728-1777). Dabei wird
die Sphére mit einem Zylinder umgeben, der diese in einem GroRkreis (0.B.d.A. dem
Aquator) beriihrt. Auf dessen Mantelfliche projiziert man nun in geeigneter Weise,
dann wird sie abgerollt und man erhélt eine rechteckige Landkarte, deren x-Koordinate
praktischerweise mit dem Winkel ¢ der Polarkoordinaten iibereinstimmt.

AZOEREN.
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Wilkry ~rrLnN /1,
WELEFT T+
TS e FRELER
|‘|’\qu CEErRL FLL ’_6
WAV Erme g
WSELS AT | 92
AT HHTFELY)
NNSATOLUTHALEY
SNSRI, 3724
A N g
a1 L

Abb. 161
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Die einfachste Moglichkeit, die y-Koordinate zu definieren, ist, einfach die es-
Koordinate beizubehalten, wie im folgenden Querschnitt verdeutlicht wird:

P
m Q)

Abb. 162

Der auf diese Weise entstandene Lambert-Entwurf ist zwar nicht, wie die stereographi-
sche Projektion, kreis- oder winkeltreu, doch es stellt sich heraus, dass diese einfache
Abbildung eine andere sehr niitzliche Eigenschaft besitzt.

Zunichst aber wollen wir diese Projektion erst einmal exakt definieren — Sie lasst sich
am leichtesten in Polarkoordinaten wie folgt ausdriicken:

Uy S2 [0,27) x [—1,1] mit ¥, (1/1(9780)) = (coi@)) ’

denn die erste Koordinate eines Bildpunktes ist genau der Langengrad (der Winkel ¢),
wahrend die zweite Koordinate der es-Koordinate des Urbildes entspricht, und das ist
cos(0). (Achtung: In Abbildung[I50] waren die Achsen abweichend bezeichnet!)

Ebenso einfach lasst sich die Umkehrabbildung bestimmen:

y =1 /1—y?sin(z)
Y

. /1= y2 cos(z)
()= (v

Lemma 3.4.9 U ist flichentreu, d.h. ist Q@ C S? ein Gebiet, so ist H#*(Q) =
AL(9),

Beweis. Der Bequemlichkeit halber beweisen wir nur einen Spezialfall des Lemmas:
Das Gebiet Q2 soll von einer einfach geschlossenen Kurve c : [0, L] — S? (vgl. Definiti-
on B225) berandet werden, wobei alle Voraussetzungen zur Berechnung von /72 (2)
mittels der Integralformel (Satz[B33)) erfiillt seien. Auferdem sei ¥, oc wieder einfach
geschlossen, dann wird ¥,(Q) von ¥y, o ¢ berandet.

Nun ist zu zeigen:
AHQ) = A(VL(Q)) = Acur[VL()]

/OL ldit)z(i(t)y(t)—y(t)x(t))dt = /()L(—d(t)b(t))dt,
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e (3)-((2)) <

In diesem Fall gilt sogar Gleichheit fiir die Integranden und damit auch fiir die Inte-
grale:

= YD bt cos(a(t)) — /T = b(0)%a(t) sin(a T sin(a
= 1_b(t)2<< 2b(lt)b(lt)2 T0E (a(t)) = V1 = b(t)2a(t) ((t))> 1= b(t)?sin(a(?))

- <—2b(t)i)(t)m sin(a(t)) + /1 — b(t)?a(t) cos(a(t))) 1 —b(t)? cos(a(t)))

T b2 (—a(t)(1 = b(t)*)(sin® (a(t)) + cos®(a(t)))

I

|
Q.
—~
~
~—
S
—~
~+
~—

Mercator-Projektion

Diese Form der Projektion ist benannt nach Gerhard Kremer (1512-1594), der seinen
Namen wie damals iiblich latinisiert hatte.

Im 16. Jahrhundert waren zwar auch die Flacheninhalte interessant, da die eroberten
Gebiete unter den Eroberern moglichst gleichméfig aufgeteilt werden mussten; die
Mathematik war jedoch auf diesem Bereich noch nicht weit genug fortgeschritten, um
die Vorteile der Projektion, die heute als Lambert-Entwurf bekannt ist, zu erkennen.
Dieser Projektion wurden also keine niitzlichen Eigenschaften zugesprochen, und ihr
asthetischer Wert (ein nicht zu unterschétzender Faktor in der Kartographie) ist auch
nicht besonders hoch, da gleiche sphérische Abstdnde in Richtung der Pole immer
kleineren Absédnden auf der Projektionsfliche entsprechen.

Also skalierte man einfach die y-Richtung noch mit einer geeigneten Funktion! Die
Funktion, die uns die heute iibliche Mercator-Projektion liefert, hat sich im Laufe der
Jahrhunderte als die beste herausgestellt:

Definition 3.4.10 Die Abbildung

1 8% —[0,27) x R vermége u(¢(9,¢)) = <1n (Cof( )))

0
2
heillt Mercator-Projektion.

Diese Abblidung hat immer noch grofte Nachteile, denn sie lasst sich nicht elementar
konstruieren, und die Verzerrung an den Polen lidsst nun die Flachen dort viel grofer
erscheinen; aber es gibt einen entscheidenden Vorteil, der diese Karten fiir die Seefahrt
und spéter auch fiir die Luftfahrt so interessant gemacht hat:
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Satz 3.4.11 Kurven konstanten Kurses werden unter p auf Geraden abgebildet.

Kurven konstanten Kurses sind solche, die zu allen Meridianen denselben Winkel ha-
ben. Diese lassen sich leicht unter Benutzung eines Kompasses ermitteln: Wenn die
Nadel ihre Richtung nicht veréndert, fahrt man konstanten Kurs. Und der grofse Vor-
teil dabei ist, dass diese Kurven oft gute Naherungen an Groftkreise darstellen.

Will man also auf konstantem Kurs von A nach B und hat eine Karte in Mercator-
Projektion zur Hand, so zieht man einfach eine gerade Linie zwischen den Punkten
und liest den Kurs ab, den man fahren muss.

Abb. 163

Dieser Satz ist nichts weiter als ein Spezialfall des folgenden:

Satz 3.4.12 Die Mercator-Projektion ist winkeltreu.

Beweis. Da es keine elementare Konstruktion der Mercator-Projektion gibt, bleibt
uns hier nichts anderes iibrig, als einen mathematisch exakten, aber unanschaulichen
Beweis zu fiithren:

Seien 71,72 Kurven auf S2. Sei 71(0) = 72(0) ein Schnittpunkt dieser Kurven. Wir
schreiben die Punkte, die die ; durchlaufen, in Polarkoordinaten:

Yit) = (0:(t), @s(t)), i=1,2.

Weiter schreiben wir
71(0) = 72(0) = 70 = ¥ (0o, ¢0)-

Berechnen wir nun den Winkel zwischen den Tangenten an ;1 und v2 in vo:

cos Y1 Yo = M
(3(1(0,3200) = 1 o1

— sin(fg) 0 — sin(fg)
61(0) cos(0p) cos(pg) | +¢1(0) | —sin(8p)sin(po) ,02(0) cos(0p) cos(pg) | +¢2(0) | —sin(8p)sin(po)
cos(6p) sin(pg) sin(fg) cos(po) cos(0p) sin(po) sin(6g) cos(vp)

0

)

— sin(6g) 0
61(0) cos(0p) cos(pg) | +#1(0) | —sin(6p) sin(po)
cos(60) sin(o) sin(80) cos(«0)

0

—sin(6g)
02(0) [ cos(8g) cos(pp) | +%2(0) | —sin(6o) sin(pg)
cos(8o) sin(o) sin(00) cos(¢o)
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An dieser Stelle muss man eine Weile scharf hinschauen, um zu sehen, dass die Terme,
in denen 6 und ¢ vorkommen, alle wegfallen, und {ibrig bleibt

61(0 )92( 0) + ¢1(0)2(0) sin®(do) '
V/602(0) + ¢2(0) sin?(6o)/62(0) + $2(0) sin(6o)

cos((41(0),42(0))) = (3.3)

Nun miissen wir den Winkel zwischen p o1 und g o2 im Schnittpunkt bestimmen.
Da wir eine Abbildungsvorschrift fiir @ besitzen, ist das auch nicht komplizierter:

¢1(0) $2(0)
: (i) (i)
COS({(E(MO’)Q)(O),E(Mo’yz)(O))) = H( )H H( )
o =

£1(0)¢2(0) + L0

sin2 0

) 42(0) ] 62(0)
\/('0% (O) + sin12(90) (,0%(0) + sin22(90)

Erweitern wir nun diesen Ausdruck mit sin®(6), so erhalten wir genau den Term aus

B3D. m|

Das Lemma B:4TT] folgt hieraus insofern, als die Meridiane der Konstruktion nach
auf parallele Geraden abgebildet werden und aufgrund der Winkeltreue die Kurve alle
Parallelen in demselben Winkel schneiden muss. Eine Kurve jedoch, die alle Parallelen
unter demselben Winkel schneidet, ist eine Gerade.

Wir haben also bei Karten der Erdoberfliche die Wahl, ob wir Winkel ablesen kénnen
mochten — dann wihlen wir z.B. Mercator — oder lieber die Flichen im richtigen
Mafstab sehen wollen — dann kénnen wir den Lambert-Entwurf heranziehen.

Abschliefend auch noch ein Kartenbeispiel fiir die Mercator-Projektion:

Quelle: www.wikipedia.de

Abb. 164
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Hier erkennt man deutlich die charakteristische Verzerrung in Polndhe: Auf dieser
Karte ist Gronland grofer als Stidamerika! Meist bricht man bei 70° siidlicher sowie
bei 75° nordlicher Breite die Darstellung ab.

3.5 Exkurs: Polytope

Definition 3.5.1 Ist H C R" eine affine Hyperebene, dann heifst die Menge der
Punkte von R", die auf einer Seite von H liegen, inklusive H abgeschlossener Halbraum.

Abb. 165

Definition 3.5.2 Eine Teilmenge P C R"™ heifit (n-dimensionales) Polytop, falls gilt:

1. P ist Durchschnitt endlich vieler abgeschlossener Halbraume;
2. P ist kompakt;

3. Das Innere von P ist nicht leer, d.h. es existiert ein Punkt p € P und ein € > 0,

so dass
B.(p) :={z € R" | dg(z,p) <e} C P.

Abb. 166

Bemerkung 3.5.3 Da ein endlicher Durchschnitt abgeschlossener Mengen (was die
abgeschlossenen Halbraume ja sind) wieder abgeschlossen ist, Mengen aber genau dann
kompakt sind, wenn sie beschrankt und abgeschlossen sind, kann die Bedingung [2] in
der Definition ersetzt werden durch

2. P ist beschrankt.

Bemerkung 3.5.4 Da abgeschlossene Halbrdume konvex sind, sind auch Polytope
konvex.
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Hieran sieht man auch, dass nicht jedes n-Eck ein Polytop ist.

a4

ai

n-Fck Polytop
Abb. 167

Bemerkung 3.5.5 Ist das Polytop der Durchschnitt der abgeschlossenen Halbraume
Hi,...,Hy, dann ldsst sich der Rand des Polytops angeben als

k
opr = | |(Pn Hy).
j=1

Die einzelnen Segmente (P N Hj) des Randes erfiillen die Eigenschaften [I] und 2] aus
der Definition, jedoch Blim Allgemeinen nicht.

Fiir dreidimensionale Polytope P besteht 0P aus Ecken, Kanten und Flachen. Wir
bezeichnen die Anzahl der Ecken mit e(P), die der Kanten mit k(P) und die der
Flachen mit f(P).

Beispiel 3.5.6 Einige Werte fiir e(P), k(P) und f(P) bei bekannten Kérpern:

Tetraeder: e(P) =4, k(P) =6, f(P)=4

Diese und die folgenden Abbildungen kénnen mit der Maus gedreht werden.

Abb. 168
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Wiirfel: e(P)=38, k(P)=12,f(P)=6

Abb. 169

Oktaeder: e(P) =6, k(P) =12,f(P)=38

Abb. 170

TIkosaeder: e(P) = 12,k(P) = 30,f(P) =20

Abb. 171
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Dodekaeder e(P) = 20, k(P) = 30, f(P) = 12

Abb. 172

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen diesen Zahlen fiir Polyeder finden.
Diesen liefert uns der folgende

Satz 3.5.7 (Euler’scher Polyedersatz) Ist P C R? ein Polytop, so gilt:

e(P) — k(P) + f(P) = 2.

Um diesen Satz zu beweisen, formulieren wir zunéchst einen allgemeineren Satz, der
aber einfacher zu beweisen ist. Vorher bendtigen wir dazu noch eine Definition.

Definition 3.5.8 Ein sphdrischer Graph ist ein Paar T' = (£,K), wobei £ C S?
endlich und nicht leer ist (Der Graph besitzt mindestens eine, aber nicht unendlich viele
Ecken) und K = {c1, . .., cx} eine Menge stetig differenzierbarer Kurven c¢; : [0, 1] — S?
mit den Eigenschaften

—_

. ¢j(0),¢;(1) € £ (Anfangs- und Endpunkt von ¢; sind Ecken);

o

cj(t) ¢ EVt € (0,1) (sonst enthalt ¢; keine Ecken);

w

cj ’(0,1) ist injektiv;

N

. ((O, 1)), cey Ch ((0, 1)) sind paarweise disjunkt.

T" heilst zusammenhdngend, falls
k
= {Je(0,))uecs?
j=1

eine zusammenhéngende Teilmenge der Sphére ist, d.h. wenn es zu je zwei Punkten
z,y € |T'| eine stetige Kurve f : [0,1] — |T'| gibt mit f(0) =z, f(1) =y.
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CA 5D

@
zusammenhangend nicht zusammenhangend
Abb. 173

Wir fiihren die folgenden Notationen ein:

el = #¢E,
k(L) = k=#K,
f(T) := #{Zusammenhangskomponenten von S — |T'|}.

Fiir den zusammenhingenden Graphen I'; aus Abbildung[I73] ist
e(h) = 4, k(1) = 6, (1) = 4.
Fiir den nicht zusammenhéngenden Graphen I's aus der Abbildung ist

e(rg) = 47 k(rg) = 47 f(Fz) =3.

Satz 3.5.9 (Eulerformel fiir sphirische Graphen) Fir jeden zusammenhdngen-
den sphdrischen Graphen I' gilt:

e(T) — k(D) + f(T) = 2.

Beweis. Wir fiihren die vollstdndige Induktion nach k(T).

LLA. k(T") = 0. Dann ist ¢(I') = 1, denn I' muss mindestens einen Eckpunkt besitzen,
und hétte er zwei, so wire der Graph nicht zusammenhéngend. |I'| besteht also
nur aus einem Punkt, und damit ist f(I') = 1. Wir iberpriifen die Giiltigkeit
der Gleichung;:

e —-kM+fTM)=1-0+1=2V

I.S. Wir nehmen die Giiltigkeit der Aussage fiir k(I') — 1 an. Nun entfernen wir eine
Kante von I'" und erhalten den sphirischen Graphen I'. Die Menge £ bleibt
dabei unverandert.

1. Fall: T ist zusammenhingend. Dann gilt:
e(I'") = e(I")
(denn & haben wir nicht modifiziert),
E(T)=k() -1
(denn wir haben schliefflich eine Kante entfernt) und

f) =) -1,
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denn entweder haben wir eine Kante entfernt, die eine Ecke mit sich selbst
verbindet —

/ dann geht die Flache, die
- { von dieser Kante umlau-

fen wird, in der Umge-
bung auf —;

Abb. 17

oder wir haben eine Kante entfernt, die zwei verschiedene Ecken mitei-
nander verbindet — aber da auch I'" zusammenhingend ist, muss es noch
einen anderen Weg geben, der diese Ecken miteinander verbindet, und
dieser schliefst zusammen mit der entfernten Kante ein Gebiet ein, was
auch in diesem Fall in der Umgebung aufgeht und somit entfallt.

Abb. 175

Also gilt

e(T) — k(D) + f(T) = e(T) — (K(I') + 1) + (F(I') + 1) '= 2.

—~

2. Fall: TV ist nicht zusammenhiingend. Dann besteht dieser Graph aber aus zwei
zusammenhéngenden Teilstlicken, da I' zusammenhé&ngend war.

o
@\

Abb. 176

In diesem Fall entfernen wir zusédtzlich noch eine der Ecken, die die eben
entfernte Kante miteinander verband, und fiihren alle darin einlaufenden
Kanten in die andere Ecke. Man kann zeigen, dass dies so moglich ist, dass
das entstandene Gebilde alle Bedingungen an einen sphérischen Graphen
erfiillt, und nach Konstruktion ist dieser zusammenhéngend. Nennen wir
ihn I'”.
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Abb. 177
Nun gilt
e(l")=e(l) -1

(wir haben eine Ecke entfernt),
ET")=k(T) -1
(auch eine Kante haben wir entfernt) und

F@") = f(1),

denn dadurch, dass wir eine Ecke — wir kénnen uns vorstellen: entlang
der entfernten Kante — auf eine andere Ecke verschieben, bekommen wir
weder zusitzliche Zusammenhangskomponenten in S? — [I”/| noch gehen
uns solche aus S? — |T| verloren. Wir erhalten also

() = K(T) + (1) = (e(T") +1) = (K(T") +0) + f() 'S 2. O
Nun konnen wir auch den Euler’schen Polyedersatz beweisen:

Wir wahlen einen Punkt ¢ im Inneren des Polytops (was laut der
Definition von Polytopen moglich sein muss) und eine Zahl € > 0
so, dass B:(gq) C P ist. Nun wird 9P auf 0B.(q) projiziert — diese
Abbildung ist bijektiv — und dann durch eine Ahnlichkeitstransforma-
tion in S? iiberfiihrt. Durch diese Hintereinanderausfiihrung zweier
Abbildungen werden die Ecken und Kanten des Polytops auf einen
Abb. 178 sphérischen Graphen abgebildet.

Sofort klar ist hierbei e(P) = e(I") und k(P) = k(I'), es stellt sich nur noch die Frage, ob
auch f(P) = f(I") gilt. Die Flachen des Polytops werden von seinen Kanten umlaufen,
und da die Projektion stetig und bijektiv ist, sind auch die Bilder der Flichen die
Gebiete, die von den Bildern der Kanten umlaufen werden. Aber die Anzahl der von

den Kanten eines sphérischen Graphen I' umlaufenen Gebiete ist ja genau f(I'), also
gilt auch diese Gleichheit, und aus Satz [3.5.9] folgt direkt Satz .57 O

Definition 3.5.10 Eine Menge X C S? heift sphdrisch konvez, falls die Menge
{t-x]zeX,t>0}

im herkémmlichen Sinne konvex ist.
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N

Abb. 179

Definition 3.5.11 Ein Tupel (A1,...,An) mit A; € S? heifit nicht entartetes sphdi-
risches N-Eck, falls ds(Aj, Aj+1) < 7 (j ist immer modulo N zu betrachten), das
von den verbindenden Grofkreisbogen umschlossene Gebiet sphérisch konvex ist und
die Innenwinkel alle kleiner als 7 sind.

, nicht oder

Abb. 180

Proposition 3.5.12 Sei (A1,..., An) ein (konvezes) nicht entartetes sphirisches N -
Eck. Seien a1, ...,an die sphdrischen Seitenlangen; aa, . ..,an die Winkel im N-Eck.
Dann gilt:

a1+---+an <2m, a1+---+an > (N —2)r.

Beweis. Zunéchst beweisen wir die Aussage iiber die Winkelsumme mittels vollstandi-
ger Induktion nach N:

N = 3: Das ist genau Satz [3.1.15l

N —1— N: Zerlege das sphirische N-Eck (A1,As2,...,An-1,An) in das Dreieck
(A1,A2,AN) und das N — 1—ECk (AQ, e ,AN_l,AN).
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Ay

a2
a3’ AS

P2

X

By 7 N
on L Anoa

An

Abb. 181

Aus der Induktionsvoraussetzung wissen wir einerseits iiber das Dreieck:
a1+ B2 + AN >
andererseits jedoch auch fiir das N — 1-Eck:
Yetas+-+anv-i+yv > (N-2)— 1)
Addiert man nun die Gleichungen, so erhélt man sofort:

ar+Be+vtas+--tan1+ B+ v > (N=-3)n+7=(N-2)nv
—— ———

=ag =an

Fiir die Seitenlingensumme sei hier lediglich ein Beweis skizziert: Sei (A7, ..., Aly) das
zugehorige Polar-N-Eck zu (A1,...,An), d.h. es gelte (modulo N):

Ao A X Ain
T4 x Ajal]

Das Polar-N-Eck ist ebenfalls ein (konvexes) nicht entartetes sphérisches N-Eck. Wie
bei Dreiecken (vgl. Korollar [B.1.23]) sicht man

’
Q; = T — Qq,

also
(N=-2)r < oaj+ - +ay
= (m—a1)+ -+ (r—an)
= N7r—(a1—|—---+aN)
& ar+---+an < 2.

O

Lemma 3.5.13 Sei P C R® ein Polytop, sei ¢ € OP eine Ecke. Der Punkt q sei
Eckpunkt der Fldchen S1,...,Sn des Polytops, und der Winkel bet q in der Fliche S;
heifle aj. Dann gilt:

a; + -+ any < 27.
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4

Abb. 182

Beweis. O.B.d.A. sei ¢ = 0. Seien Ay, ..., Ax die Schnittpunkte der von ¢ ausgehenden
Kanten mit S? (mit anderen Worten, die Endpunkte der von ¢ ausgehenden Kanten,
auf Einheitslange normiert). Dann ist (Ai,..., Ax) ein (konvexes) nicht entartetes
sphérisches N-Eck mit den Seitenléingen a1, ..., an, da die sphérischen Seitenléngen
gerade als die Winkel im Koordinatenursprung definiert sind. Die Aussage des Lemmas
entspricht dann genau derjenigen der Proposition

Definition 3.5.14 Wir nennen ein gleichseitiges n-Eck in der euklidischen Ebene
regelmdfsig, falls alle Winkel gleich sind.

Definition 3.5.15 Ein Polytop P C R> heifit platonischer Kéorper, falls alle Rand-
flichen kongruente regelméfige gleichseitige n-Ecke sind und in jeder Ecke dieselbe
Anzahl g von Kanten anliegt. Man nennt g den Grad des Polytops.

Definition 3.5.16 Ein Tetraeder ist ein platonischer Kérper mit n = 3, ¢ = 3 und
f = 4. Ein Hezaeder ist ein platonischer Korper mit n = 4, g = 3 und f = 6. Ein
Oktaeder ist ein platonischer Koérper mit n = 3, g = 4 und f = 8. Ein Dodekaeder ist
ein platonischer Korper mit n = 5, ¢ = 3 und f = 12. Schliefslich nennen wir einen
platonischen Kérper mit n = 3, g =5 und f = 20 ein [kosaeder.

Bemerkung 3.5.17 Je zwei Tetraeder sind zueinander &hnlich.

Aquivalent dazu ldsst sich formulieren: Besitzen zwei Tetraeder dieselbe Kantenlénge,
so sind sie kongruent.

Beweisskizze. Sei T' ein Tetraeder. Wir wenden eine euklidische Bewegung so an, dass
eine Seitenfldche in die z-y-Ebene abgebildet wird. Einen Punkt legen wir in den Koor-
dinatenursprung, eine Kante an die positive z-Achse. An jede Kante dieser Seitenflédche
(welche der Definition zufolge ein gleichseitiges Dreieck ist) schliefit eine weitere Sei-
tenflache an.
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Abb. 183

Da von einer Ecke aber nach Definition nur drei Kanten ausgehen, fallen die Kanten
a und b zusammen und miissen miteinander verklebt werden. Hierbei gibt es zwei
Moglichkeiten, die Flachen zu falten, ndmlich entweder nach oben oder nach unten. Die
dritte Flache muss dann in dieselbe Richtung gefaltet werden. Die beiden Mdglichkeiten
gehen durch Spiegelung ineinander {iber, sind also kongruent. |

Bemerkung 3.5.18 Analoge Aussagen lassen sich ebenso fiir die anderen platoni-
schen Koérper zeigen. Dabei erkennt man auch, dass die Begriffe Hexaeder und Wiirfel
dieselbe Klasse von Polytopen bezeichnen.

Satz 3.5.19 (Klassifikation der platonischen Kérper) Jeder platonische Kor-
per P ist entweder ein Tetraeder, ein Hexaeder, ein Oktaeder, ein Dodekaeder oder
ein Tkosaeder.

Beweis.

1. Wir iiberlegen zunéchst, dass die Winkelsumme im konvexen euklidischen n-Eck
genau (n — 2)7 betrigt: Aus Satz [[33.6] wissen wir bereits, dass die Winkelsum-
me im euklidischen Dreieck genau 7 ist, also gilt die Aussage fiir n = 3. Der
Induktionsschluss erfolgt analog zum Beweis von Proposition
Damit wissen wir, dass im regelméfigen gleichseitigen n-Eck jeder Innenwinkel
die Grofe @ besitzt.

2. Ist g der Grad des Polytops, so stofien in einer Ecke g Seiten und somit auch g
n-Ecke aneinander. Auf die Innenwinkel der n-Ecke, deren Scheitel diese Ecke
ist, ldsst sich Lemma [3.5.13] anwenden, woraus man die Relation

-2
2 > g~n ™
n
o < 2n
g n—2
erhélt. Wéare nun n > 6, so wére % < % und damit
n—2 1 1 1 2n
=-—=—2>2-=>9< 3
om 2 n-3 ISn—2="

aber weniger als drei Kanten in einer Ecke spannten kein rdumliches Gebilde
auf. Es konnen also nur die Fille n = 3,4, 5 auftreten.
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3. Als néachstes suchen wir eine Beziehung zwischen der Zahl der Flachen und dem
Grad eines platonischen Kérpers. Dabei erkennen wir zunéchst den Zusammen-
hang zwischen Ecken- und Kantenzahl: Von jeder der e(P) Ecken gehen g Kanten
aus, so kommen wir auf g-e(P); aber dabei haben wir jede Kante doppelt gezahlt
(némlich fiir beide Ecken, die die Kante verbindet), also ist

Analog argumentieren wir fiir

1
K(P) = 30 J(P),
und der Euler’sche Polyedersatz liefert noch

e(P) — k(P) + f(P) =

In der letzten Gleichung lassen sich nun leicht e(P) und k(P) eliminieren:

—k(P) K(P)+ f(P) = 2
(2—9)( )+9f(P) = 29
(2- ) nf(P)+9f(P) = 2
(2n—gn+29)f(P) = 4g
_ 4g
1p) = 2n —gn+2g°

4. Mit all diesen Beziehungen ergeben sich nun die folgenden Mdoglichkeiten:

2 gl sy | P
3 6 3 4 Tetraeder
4 8 Oktaeder
5 20 Tkosaeder
4 3 6 Hexaeder
5 lg 3 12 | Dodekaeder
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Kapitel 4

Hyperbolische Geometrie

4.1 Minkowski-Geometrie

1 Y1
Wir fithren das Minkowski-Produkt auf R® ein. Fiir x = <x2> und y = <y2> cR®

X3 Y3
setze

(z,y) == —z1y1 + T2y2 + T3Y3.

Das Minkowski-Produkt ist eine nicht ausgeartete, indefinite, symmetrische Bilinear-
form. Wir setzen

C = {seR| (z,az) =0},
Cy = {zxeC|x1 >0},
C. = {zeC |z <0},

I = {zeR®| (x,z) <0},

I, = {zel]|z >0}

I- = {zxel|x1 <0},

J = CUl={zecR®| (z,z) <0},
Jr = Cyuly,

Jo = C_Ul_.

177
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T1

Abb. 18/
0
Die Menge C bildet einen Doppelkegel, ihre Elemente # | 0 | heiflen lichtartige Vek-
0

toren, diejenigen von C4 bzw. C_ heilen zukunftsgerichtete bzw. vergangenheitsge-
richtete lichtartige Vektoren. Elemente aus I heifsen zeitartig, diejenigen aus I bzw.
I_ heiflen zukunftsgerichtet zeitartig bzw. vergangenheitsgerichtet zeitartig. Elemente

0 0
# (O) aus J heiflen kausal. Elemente aus (R® — J) U { <O> } heiflen raumartig.
0 0

Satz 4.1.1 Seien x,y € I, seit > 0. Dann ist
(’L) t-x € I+,
(i) © +y €Iy,

Aussage (i) gilt auch mit I,1-,C,Cy,C—,J, J+,J— oder R® — J statt I.. Aussage (ii)
gilt auch mit I_, J oder J_ statt 1.

Beweis.
(i) Wegen z € I+ ist ((z,z)) <0, also (tz,tz) = t* - (=,2,) < 0, somit tx € I.
Mit 1 > 0 ist auch t- 1 > 0, also tx € 1.
(ii) Die Bedingung = € I bedeutet £1 > 0 und 23 + 3 < z1. Sind z,y € I, so gilt
1 + y1 > 0 und ferner
(z1+11)? = a3+ 2z1y1 + yi
2 2 2 2 2 2 2 2
xa+a3+2- \/x2+‘733 : \/yz +y3+y2+y3

Cauchy-Schwarz ) ) ) )
= x2+x3+2~(x2y2+x3y3)+y2 + Y3

= (x2 4 y2)* + (x3 + y3)°.

Also ist auch z +y € 1. O
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Korollar 4.1.2 1,1, J+ und J— sind konvez.

Beweis. Seien x,y € Iy, sei t € (0,1). Dann sind ¢ > 0 und 1 — ¢ > 0 und daher
t-x€lyund (1—-t)-y€ly undsomit t-x+ (1 —t) -y € I4. O

Bemerkung 4.1.3 Das Korollar gilt nicht fiir I statt I,

Abb. 185

nicht fiir C statt I,

—

Abb. 186

und auch nicht fiir R® — J statt I, .
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Abb. 187

Definition 4.1.4 Eine Abbildung ® : R® — R? heifit Lorentz- Transformation, falls

(@), 2(v)) = (=, y)

fiir alle z,y € R3.

Definition 4.1.5 Eine Basis by, ba, b3 € R® heift Lorentz-orthonormal, falls
{(b1,01)) = —1, (b2, b2)) = (b3, bs)) = 1 und {(bs, b;)) = 0 fiir i # j.

Wir schreiben hierfiir auch

-1, fallsi=j=1;
(b, bs)) = 67;, wobei 67, =49 1, fallsi=j#1;
0, falls ¢ # j.

Beispiel 4.1.6 Die Standardbasis e1, e2, e3 € R? ist Lorentz-orthonormal.

Satz 4.1.7 Eine Abbildung ® : R® — R? ist genau dann eine Lorentz- Transformation,
wenn ® linear ist und ®(e1), ®(e2), ®(e3) € R? eine Lorentz-orthonormale Basis bilden.

Beweis.

a) Sei @ : R® — R® eine Lorentz-Transformation. Wegen (®(e;), ®(e;)) = (ei,e;)
ist ®(e1), P(e2), ®(e3) € R? eine Lorentz-orthonormale Basis. Fiir 2 € R® schrei-
be

B(x) =Y cid(er).

Dann gilt einerseits



4.1. MINKOWSKI-GEOMETRIE 181

(@ (2), D(e1)))

Il
—

und andererseits
(@(z), @(e1)) = (@, e1)) = —21

und somit ¢; = x1. Analog sehen wir c2 = x2 und cs = x3. Es folgt

B(z) = Y wid(ei),

d.h. ® ist linear.

b) Sei ® linear und sei ®(e1), ®(e2), P(e3) € R® eine Lorentz-orthonormale Basis.

Dann folgt fiir =,y € R3
3 3
i=1 j=1

3
= > miy; (®@(e), B(e;))
i,j=1
= —T1y1 + T2y2 + x3Ys3

= (=)

(@ (), 2(y))

O
-1 0 0
Bemerkung 4.1.8 Setzen wir J:= [ 0 1 0 |, so gilt fiir alle =,y € R®
0 0 1

(z,y) = (z,Jy) = Jz,y)

und

<x7y> = <<:C7°]]y>> = <<°]]x7y>>
Somit ist die durch eine 3 x 3-Matrix A vermoge ®4(x) := Ax gegebene lineare Ab-
bildung ®4 genau dann eine Lorentz-Transformation, wenn fiir alle z,y € R®

(z, A'JAy) = (Az,JAy) = (Az, Ay) = (z,y)) = (z,]y),

d.h. wenn

A'JA =1
gilt.
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Wir fassen zusammen:
Satz 4.1.9 Sei A eine reelle 3 x 3-Matrixz. Dann sind dquivalent:

(1) Die durch ®a(x) = Az gegebene lineare Abbildung ®a ist eine Lorentz-
Transformation.

(2) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Lorentz-orthonormale Basis von R®.
(3) Es gilt: A'JA =]. O

Ferner haben Lorentz-Transformationen folgende Eigenschaften:

Satz 4.1.10 (i) Sind 1, P2 : R® — R3 Lorentz-Transformationen, so ist auch
Py o Oy eine Lorentz-Transformation.

(ii) Ist ® : R* — R® eine Lorentz- Transformation, so ist ® invertierbar und ® ' ist
ebenfalls eine Lorentz- Transformation.

(iii) Die Matriz A einer Lorentz- Transformation erfullt

det A = +1.
Beweis.
(i) (@1(P2()), 1(P2(y))) = (P2(x), 2(y)) = (z,y))-
(iii) Aus —1 = detJ = det(A'JA) = det(A")det(J)det A = —det(A)* folgt

det(A)? =1, also det(A) = £1.
(i) Wegen (iii) ist ® invertierbar und es gilt fiir alle =,y € R®

(@) = (@@ (@), (@)
= (7@ 27 W)
O

Dem Satz [4.1.10] entnehmen wir, dass die Lorentz-Transformationen eine Abbildungs-
gruppe bilden.

Definition 4.1.11 Die Menge £(3) := {A] A ist reelle 3 x 3-Matrix mit A*JA = J}
heillt Lorentz-Gruppe.

Bemerkung 4.1.12 Mitunter schreibt man auch O(2, 1) statt £(3).

.. [ cos(#) —sin(0)
Beispiel 4.1.13 Ist B € O(2), also von der Form B = <sin(0) cos(6) oder

[ cos(20)  sin(20) .
B= <sin(29) — cos(20) )’ 50 15t

A= 0
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eine Lorentz-Transformation, denn

1/0 0 -1]0 0 1|00
ATJ-A = 8 Bt ' 2 1 8 B
-1]0 0
- 8 B'-B
-1]0 0
= N
0
= J

Beispiel 4.1.14 Fiir n € R ist

cosh(n) sinh(n) O
A= ( sinh(n) cosh(n) 0)
0 0 1

eine Lorentz-Transformation und wird Lorentz-Boost genannt. In der Tat gilt

cosh(n) sinh(n) O -1 0 0
A'JA = ( sinh(n) cosh(n) 0) - < 0 1 0) <A
0 0 1 0 0 1
—cosh(n) sinh(n) 0 cosh(n) sinh(n) 0
= ( —sinh(n) cosh(n) 0 ) < sinh(n) cosh(n) 0O )
0 0 1 0 0 1
— cosh(n)? + sinh(n)? 0 0
= ( 0 — sinh(n)? + cosh(n)? 0)
0 0 1
-1 0 0
= (W 10)-
0 01

Analog ist auch eine Matrix der Form

(cosh (n) 0 sinh(n) )
A= 0 1 0
sinh(n) 0 cosh(n)

in £(3) und wird ebenfalls Lorentz-Boost genannt.

Satz 4.1.15 Seien z,y € R3 — {(O, 0, O)T}. Dann sind dquivalent:
(1) (z,z) = (v,v)

(i) Es gibt ein A € L(3) mit y = Ax.
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Beweis. (ii) = (i) ist klar. Wir zeigen (i) = (ii).

a)

Betrachten wir den Fall, dass x, und damit auch y, zeitartig ist. Wir setzen
c = \/| {z,z) | = \/| {y,y) |. Dann ist auch z := ¢ - e; ein zeitartiger Vektor
mit ((z,2)) = —c* = ((x,z)). Es geniigt zu zeigen, dass man zu beliebigen z ein
A € L£(3) finden kann, so dass Az = z, denn dann findet man zu x ein solches
A1 € £(3) mit Ajz = z und zu y ein solches A2 € £(3) mit Ay = z. Dann gilt
y=Ay'2=A;'Aiz und A = A;' A € L(3).

Seialsoo.B.d. A.y =z = c-e;1. Fallsx € 1_, so betrachte & := As-xz € I, wobei

-1 0 O 1 0 0
Az:=| 0 1 0] €L(3). Fallsze Iy, sosetze Az=|0 1 0] €L(3),

0 0 1 0 0 1
d.h. Z = x. Wir drehen Z um die e;-Achse in die e1-e2-Ebene. In anderen Worten,

fiir geeigneten Winkel 6 erreichen wir, dass

:EIIA4-£E

verschwindende es-Komponente hat, wobei

1 0 0
Ay = <0 cos(f)  sin( )) € L(3).
(

0 —sin(@) cos

2/
() () - < -

und Z; /¢ > 1. Somit gibt es nach Korollar 72T ein n € R, so dass

Der Punkt (? / z> liegt auf der Hyperbel

= cosh(n) und :C—CQ = sinh(n).

cosh(n) sinh(n) O
Fir den Lorentz-Boost As := | sinh(n) cosh(n) 0 | € £(3) gilt also
0 0 1

¢ - cosh(n) y
As(cei) = | c¢-sinh(n) | =z.
0
Also ist fiir A:= A;'- Ay - Az € L(3)
Az = Ag1A4f: = Aglé =ce1 = y.

Ist = raumartig, so kénnen wir o. B. d. A. annehmen, dass y = ¢ - e2 mit

¢ = y/{z,z). Drehe z zunéchst um die e;-Achse in die e;-ez-Ebene, und zwar
auf dieselbe Seite wie e2. In anderen Worten, wir finden ein 6 € R, so dass fiir

1 0 0
Ag = (O cos(6) sin(0)> € 0(3)
0 —sin(f) cos(0)
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und Z := Ag - = gilt £3 = 0 und &2 > 0. Dieses Mal gilt

() - (2) = Seatead=Laa) =L (@a =1

c c c?

2

sowie =2 > 1. Daher kénnen wir ein € R finden, so dass

T2 T1 .
(?7 ?) = (COSh(’I])7SIHh(’I7)).
Dann gilt fiir
cosh(n) sinh(n) 0
A7 = (sinh(n) cosh(n) O)
0 0 1

sinh(n) Z1/c
dass A7 -ea = | cosh(n) | = | 22/c | = %i und somit
0 0

y:ceng;1:E:A;1'A6~$.

Sei schlieklich z, und damit auch y, lichtartig. O. B. d. A. sei y = e1 + ea.
Ist x vergangenheitsgerichtet, so spiegeln wir wie im zeitartigen Fall an der
es-e3-Ebene. Sei also o. B. d. A. z zukunftsgerichtet. Durch eine Drehung um
die ej-Achse konnen wir x auf ein positives Vielfaches von e; + ez abbilden,
y=oa-(e1+e2),a > 0. Wir setzen n := —In(c). Dann gilt fiir

cosh(n) sinh(n) 0
A= <sinh(n) cosh(n) 0) € L(3):

0 0 1

(¢]
~—

0 0 1

cosh(n) + sinh(n)
= a- <sinh(n) + cosh(n)>

0
e 1/« 1
= «- <e"> =a- <1/a> = (1) =y.
0 0 0

Satz 4.1.16 (Inverse Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Seien z,y € I. Dann gilt:

cosh(n) sinh(n) O 1
Az = «a- <sinh(n) cosh(n) 0) <1>

O

[ Gz,u) | = V(@2 [V (o) |-

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhdingig sind.
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Beweis. Nach Satz [L1.15l kénnen wir o. B. d. A. annehmen, dass y = ¢+ e; mit ¢ # 0.
Dann gilt:

|Gz, y) 1P = T2 -1 Gy o) )
(@, y)? — (= (@ 2))(— (y, y)

= (—ex)® — (2 — a5 —a3) -

= (23 +23)

> 0.
Gleichheit gilt genau dann, wenn x2 = x3 = 0, d.h. wenn x Vielfaches von y ist. O
Satz 4.1.17 Sei z € R? zeitartig, seien z,y € R® mit {x,2) = {(y,2) =0. Dann
gilt:

| (o) | < V1@ 2) - V] () |

mit ,=“ genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis. Wir konnen wieder o. B. d. A. annehmen, dass z = ¢ - e; mit ¢ > 0. Die
1

Bedingung ((z,z)) =0 fir z = <x2> bedeutet dann einfach z; = 0. Analog haben
X3

wir y1 = 0. Dann ist

(z,y) = —z1y1 +x2y2 + T3Y3 = <(m2) , (y2 >>
—— €3 Y3

und analog (x,z)) = <(i§> , (i§)> sowie ((y,y) = <<z§> , (Z§)> Die

Behauptung folgt nun aus der iiblichen Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir (-, ) auf R
O

a1l a2 a3
Satz 4.1.18 Sei A= | a21 a2 a3 | € L(3). Dann sind dquivalent:
as1 as2 ass

(i) a1 >0
(’L’L) A-el € I+

Beweis. Da ey zeitartig ist und A eine Lorentz-Transformation, muss auch A - ey zeit-

aii
artig sein, d.h. A-e; € I. Daher ist A-e; = <a21> € I;+ aquivalent zu a11 > 0. Dies
. a31
zeigt die Aquivalenz von (i) und (ii). Wegen e; € I ist die Implikation (iii) = (ii)
trivial.

Es bleibt (ii) = (iii) zu zeigen. Sei also A - e1 € I+ und x € I. Wir zeigen Ax € 1.
Da I, konvex ist, ist t-z+(1—t)-ey € I fiir alle t € [0,1]. Setze A(t-z+(1—t)-e1) =:
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yi(t)
y(t) = <y2(t)>. Wegen y(0) = A - e1 ist y1(0) = a11 > 0. Da y(¢) fiir alle ¢ € [0, 1]

ya(t)
zeitartig ist, ist y; (¢) # O fiir alle ¢ € [0, 1]. Also muss y1(¢) > 0 fiir alle ¢ € [0, 1] gelten.
Damit ist insbesondere y(1) = A - z zukunftsgerichtet. O

Definition 4.1.19 Die Elemente von £7(3) := {A € £(3) | a11 > 0} heifen zeitori-
entierungserhaltende Lorentz- Transformationen.

Wir stellen fest, dass £7(3) eine Untergruppe von £(3) ist, denn:

Korollar 4.1.20 Seien A, B € L'(3). Dann sind auch A-B,A™" € L1(3) und es gilt
A(Iy) = I+ sowie A(I-) =1_.

Beweis. Wir benutzen Kriterium (iii) aus Satz ELI8 Mit A, B € L'(3) gilt
A(B(I1)) € A(I4) C I4. Also ist A- B € L1(3).
——

cIy
Wire A™'-e; € I_, so wire —A7le € I+. Dann wiirde folgen
I, 3 A(—A'e))=—AA" ey = —er € 1,

Widerspruch. Somit ist A™! - e; € I und daher A € £7(3) nach Kriterium (ii) aus
SatzETI8l Nun gilt A(I+) C I sowieso. Da A~ € £7(3), gilt aber auch

I, = AA Y (I1) C A(Ly).
N—_——
CcIy

Also gilt A(I}) = I;+. SchlieRlich ist
A(I-)=A(—-14) =-A(ly) =14 =1_. a

100 10 0
Beispiel 4.1.21 [0 1 0] e£'3),[ 0 1 0]eLB) —-L'(3),

0 0 1 0 0 1
110 0
0 B € £1(3) fiir alle B € O(2), alle Lorentz-Boosts sind zeitorientie-
0
rungserhaltend.

Korollar 4.1.22 Sindz € I+ undy € Jy, y # 0, so gilt {z,y)) <O0.

Beweis. Fiir A € £(3) mit Az = c-eq,c > 0gilt A 'e; = %:c €1,. Alsoist A™' € £1(3)
und damit auch A € £7(3). Dann ist auch 7 := Ay € Jy \ {0}, d. h. §; > 0, und wir
sehen

(@, 9 = (Az, Ay) = (cer, g} = —ci <O. O

Korollar 4.1.23 Ist x € R® zeitartig und gilt fir y € R®, dass {(x,y) =0, so ist y
raumartig.
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Bewets. Wire y nicht raumartig, so ware y kausal, d. h. zeit- oder lichtartig. Indem
wir x bzw. y notfalls durch —z bzw. —y ersetzen, kénnen wir o. B. d. A. annehmen,
dass z und y zukunftsgerichtet sind. Dann aber folgt aus Korollar (z,y) <O
im Widerspruch zur Voraussetzung {(z,y)) = 0. O

4.2 Hyperbolische Trigonometrie

Definition 4.2.1 Die Menge
H* ={z el | (za) = -1} = {z € R*| (z,a)) = 1, &1 > 0}

heillt hyperbolische Ebene.

Abb. 188

Bemerkung 4.2.2 Nach der inversen Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt fir =,y €

H?:
()| = V(@) |-V y) | =1-1=1
Mit dem Korollar £T.22]ist also {(z,y)) < —1 fir alle z,y € I+ .

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind, d.h. y =t - x. Wegen

~1={y,y) = (ta,tz)) = * (2, 2) = ~t*

ist t = £1. Da sowohl z als auch y zukunftsgerichtet sind, muss t = +1 gelten. Wir
haben fiir z,y € H? gesehen:

[(zu)| =1 & z=y.

Wir beobachten ferner, dass cosh die Menge [0, co) bijektiv auf [1,c0) abbildet, denn
cosh(0) = 1, lim cosh(t) = co und wegen cosh’(t) = sinh(¢) > 0 fiir ¢ € (0, 00) ist cosh
t—oo

streng monoton wachsend auf [0, 00). Daher kénnen wir folgende Definition machen:



4.2. HYPERBOLISCHE TRIGONOMETRIE

189

Definition 4.2.3 Fiir z,y € H? sei der hyperbolische Abstand definiert als die ein-
deutige Zahl dg(z,y) € [0, 00) mit

cosh(dr (z,y)) = [(z,y) | = —(=,v)

Lemma 4.2.4 Fir alle z,y € R® gilt

Iz xy) = —(Jz) x (Jy).

Beweis. Wir rechnen einfach nach:

Jz) x (Jy)

—x1 —Y1
() ()
X3 Y3
T2Y3 — T3Y2
= ( —x3y1 + 1313/3)
—T1Y2 + T2y

Toys — T3Y2
= —J| z3y1 —z1y3
T1Y2 — T2Y1

= Iz xy).

Lemma 4.2.5 Fir alle z,y € H? gilt

sinh(dH(:c,y))2 = {(z X y,x X y).

Beweis.

{r x y,z x y)

(x x y,J(x xy))
—(z xy, (Jz) x (Jy))

<‘737J:C> <5C7u]]y>
et (<y,ﬂx> <y,Jy>>

= (&, 2) (y,9) + (y, @) (=, y)
—1 =-1

—1 + cosh®(du (z,y))

sinh?(dg (,y)).

O

Satz 4.2.6 Die hyperbolische Ebene H? bildet zusammen mit dg einen metrischen
Raum, d.h. fir alle z,y € H? gilt:

(i) du(x,y) >0 und

du(z,y) =0 < zx=y.
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(i) du(z,y) = du(y,z)
(i) du(x,z) < du(z,y) + du(y, 2).

Beweis.

(i) du(x,y) > 0 ist klar nach Definition von dg.

(ii) ist klar wegen {(z,y) = (y,x) .

(iii)

du(z,y) =0 <

| {z,y) | = cosh(dm(x,y)) =1

& =y

cosh(du (z,y) + du(y, 2))

= cosh(du(z,y)) - cosh(du(y, 2)) + sinh(dg (z,y)) - sinh(du(y, 2))

(@, 9) €y, 2) + Ve x g,z x y) -V {(y x 2,9 x 2).

Nun ist 0 = (y,z X y) = (Jy, =z x y)). Mit y ist auch Jy zeitartig, denn J ist eine
Lorentz-Transformation. Also steht x X y Lorentz-senkrecht auf dem zeitartigen
Vektor Jy. Genauso steht auch y X z Lorentz-senkrecht auf Jy. Wir kénnen also
Satz 4.1.17 anwenden und erhalten

[z x gy x2) | < VIexy,zxy) -1y x zyx2) .

Es folgt

cosh(dg(z,y) + du(y, 2))

v 1V

(@, 9) (y,2) + [ (= x y,y x 2) | (4.1)
(@, y) (y,2) + (= x y,y x 2)) (4.2)
(@, y) (y, 2) — (& <y, Jy) x (J=))

—de (1:7Jy> <JZ7JZ>
(=, y) (v, 2) dt<<y,,]1y> (y,Jz))

{z, y) (y, 2) — Lz, ) Ly, 2) + (v, ) (=, 2)
- <<:C7 Z>>
cosh(dg (z,2)).

Da cosh streng monoton wéchst auf [0, c0), folgt

du(z,y) +du(y,z) > du(z, z). O

Bemerkung 4.2.7 Gilt du(z,y) + du(y,z) = du(z,z), so muss in der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung (1) fiir z X y und y x z Gleichheit gelten. Also miissen z X y
und y X z linear abhéngig sein und somit x,y und z in einem 2-dimensionalen Unter-
vektorraum liegen.

Ferner muss in ([42]) Gleichheit gelten, d. h. {z X y,y x 2)) > 0 oder, anders ausge-
driickt, (y,y) (z, z) — (z,y) {y,z)) > 0. Wegen ((y,y) = —1 ist dies gleichbedeutend
mit (z, z)) + {z, y)) {y, z)) < 0. Diese Bedingung werden wir in Bemerkung[4.2.2T]noch
geometrisch interpretieren.
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Zusammengefasst sehen wir, dass du(z,y) + du(y,2) = du(z,z) genau dann gilt,
wenn z, y und z in einem 2-dimensionalen Untervektorraum liegen und {(z,z)) +

{z,y) (v, 2) <0.

Bemerkung 4.2.8 Wir konnen leicht tiberpriifen, dass (H 2 dpr) nicht nur ein anderes
Modell der sphéarischen Geometrie darstellt, denn dgy kann beliebig grofs werden: Setze

z.B.

1 cosh(4)

€T = 0 s Y = Slnh(4) S H2 = dH(IZ?,y) = 47
0 0

aber ds(a,b) < 7 < 4 fiir alle a,b € S°.

Die Frage, ob (H 2d ) ein Modell der euklidischen Geometrie darstellt, ist nicht so ein-
fach zu beantworten. Wir verschieben dies auf das Ende dieses Abschnitts, Satz[£.2.321

Definition 4.2.9 Eine Abbilung ¢ : H?> — H? heift hyperbolische Isometrie, falls fiir
alle z,y € H? gilt:

du(p(2), o(y)) = du(z,y).
(Vgl. Definition 1.7

Beispiel 4.2.10 Sei A € L£'(3). Mit # € H? ist dann auch Az € H?, denn
{Azx, Az) = {x,z) = —1 und Az ist ebenfalls zukunftsgerichtet. Fiir ¢ : H*> — H?
mit p(z) = A -2 und z,y € H? gilt dann

cosh(du((z),9(y))) = —{e(@),¢(y))
= — (A=, Ay)
= —{=y)
= cosh(du(z,y))

und somit di(¢(z), p(y)) = du(z,y). Also ist ¢ : H?> — H? eine hyperbolische Iso-
metrie.

Bemerkung 4.2.11 Man kann zeigen, dass alle hyperbolischen Isometrien von die-
sem Typ sind. Der Beweis verlauft analog zum sphérischen Fall, Satz 2-T.13l

Bemerkung 4.2.12 Zu z,y € H? gibt es ein A € £'(3) mit Az = y, denn wegen
(z,z) = {y,y) = —1 gibt es nach Satz LTTI5lein A € £(3) mit Az = y. Wére
A ¢ L1(3), so kénnten 2 und y nicht beide zukunftsgerichtet sein.

Definition 4.2.13 Eine Grofhyperbel ist eine Teilmenge von H? der Form H? N E,
wobei E C R? ein 2-dimensionaler Untervektorraum ist.
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Abb. 189

Definition 4.2.14 Sei G = H? N E eine Grofhyperbel, sei p € G. Dann heifen
Vektoren X € E mit (X, p)) =0 Tangentenvektoren an G im Punkt p.

G=H?’NE

Abb. 190

Bemerkung 4.2.15 Wegen Korollar [£1.23] sind Tangentenvektoren an H? stets
raumartig.

Lemma 4.2.16 Sei G C H? eine Grofhyperbel, sei p € G und sei X ein Tangenten-
vektor an G in p mit (X, X)) = 1. Dann gilt:

G ={c(t) | t R},
wobei ¢(t) = cosh(t) - p + sinh(t) - X.
Beweis. Schreibe G = H? N E mit 2-dimensionalem Untervektorraum E C R3. Alle

Punkte der Form c¢(t) liegen einerseits in F, da sie Linearkombinationen von p und X
sind. Andererseits liegen sie alle auf H?, da

{c(t),c(t)) = {cosh(t)p + sinh(t)X,cosh(t)p + sinh(¢) X))
= cosh(t)? {(p, p) +2 cosh(t) sinh(t) {(p, X)) + sinh(t)* (X, X)
=1 =0 =1

— cosh(t)? + sinh(t)* = —1.
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Auferdem ist ¢(0) = p zukunftsgerichtet und damit sind alle ¢(t) zukunftsgerichtet, da

es sonst ein to € R geben miisste, fiir das die erste Komponente von ¢(to) verschwindet,

im Widerspruch dazu, dass auch c(to) zeitartig ist. Wir haben gesehen:
{e(t)|teR}C H*NE =G.

Sei nun y € H>N E. Schreibe y = a - p + b - X. Dann ist

-1 = (y,y) = {ap+ bX,ap + bX))
S g
und auferdem ist 0 > {(p,y)) = —a, d.h. a > 0. Also liegt der Punkt (Z) € R? auf der
Hyperbel a® —b? = 1 mit a > 0 und kann daher in der Form a = cosh(t), b = sinh(to)

geschrieben werden. Somit ist y = ¢(to) und wir haben auch H2 N E C {c(t) | t € R}
gezeigt. O

Definition 4.2.17 Ein Grofhyperbelbogen ist eine Teilmenge von H? der Form
{e(t) |t € [0, L]}, wobei c(t) = cosh(t)-p+sinh(t)-X mit p € H?, {(p, X)) = 0, (X, X)) =

1 und L > 0 ist.

Abb. 191

Dann heifst L die Linge des Grof$hyperbelbogens.

Bemerkung 4.2.18 Wegen cosh (dH (p, c(t))) = —((p,cosh(t) - p + sinh(t) - X)) =
—cosh(t) - {(p, p) — sinh(t) - {(p, X)) = cosh(t) gilt fir alle ¢t > 0:
=—1 =0

dr (p, c(t)) = t.

Satz 4.2.19 Sind A, B € H? und A # B, dann gibt es genau einen Grofhyperbelbogen
mit den Endpunkten A und B. Er hat die Linge du (A, B).

Beweis. Wegen A # B und A, B € H? sind A und B linear unabhéngig und spannen
daher einen eindeutigen 2-dimensionalen Untervektorraum E von R? auf. Also ist

:= H? N FE die eindeutige Grokhyperbel, die A und B enthilt. Das Teilstiick, das
zwischen A und B liegt, ist der gesuchte Grofhyperbelbogen.
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Abb. 192

O

Bemerkung 4.2.20 Beschreibt ¢(t) den Grofhyperbelbogen von A nach B, so ldsst
sich der Tangentenvektor X nach Bemerkung [£.2.18] aus

o(L) = B, L = du(A,B)

bestimmen.

Setzen wir nun P := H?, G := {Grofhyperbeln} und p < G :< p € G, dann sagt uns
Satz [4.2.T9] dass die Inzidenzaxiome I; und Iz gelten. Axiom I3 ist klar, da auf jeder
Grofhyperbel sogar unendlich viele verschiedene Punkte liegen. Axiom 14 gilt ebenfalls,
da je drei Punkte x, y und z € H?, die als Vektoren im R? linear unabhéngig sind,
nicht auf einer Grofthyperbel liegen.

Um auch die Anordnungsaxiome zu diskutieren, miissen wir festlegen, wann ein Punkt
y der hyperbolischen Ebene zwischen zwei anderen Punkten x und z liegt.

In Anbetracht von Axiom A; sollten die drei Punkte paarweise verschieden sein und
auf einer GroRhyperbel G liegen. Schreiben wir dann G in der Form G = {c(t) |t € R}
mit ¢(t) = cosh(t)-y+sinh(¢)-T wie in Lemma2ZT6] d. h. {y,T)) = 0und (T, T)) =1,
so gibt es eindeutige t5,t. € R mit ¢(t;) = = und c(t.) = z. Auferdem gilt natiirlich
¢(0) = y. Wir sagen dann, dass y zwischen z und z liegt, falls 0 zwischen ¢, und t.
liegt, d. h. falls entweder ¢, < 0 und ¢, > 0 oder umgekehrt. Wir kénnen dies kurz in
der Bedingung t,t, < 0 zusammenfassen.

Bemerkung 4.2.21 In Bemerkung[4.2.7] hatten wir festgestellt, dass fiir drei Punkte
z,y, z € H? genau dann dy (z,y) +du(y, 2) = du(z, ) gilt, wenn z, y und z auf einer
Grofshyperbel liegen und zusétzlich

{(z, 2)) + (2, y) (y, 2) <0 (4.3)

gilt. Schreiben wir die Grofhyperbel in der Form G = {¢(t) |t € R} mit ¢(t) = cosh(t)-
y + sinh(¢t) - T, wobei (y,T)) = 0 und (T,T)) = 1, sowie = c(t») und z = ¢(tz), so
berechnen wir

(@, 2) + (z,y) (y: 2)
= {(cosh(tsz) -y + sinh(tz) - T, cosh(t) - y + sinh(t;) - T')
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+ {(cosh(ta) - y + sinh(ts) - T, y)) - (y, cosh(t:) - y + sinh(t:) - T)
= —cosh(t;) cosh(t;) + sinh(¢;) sinh(¢,) + cosh(tz) cosh(t.)
= sinh(t;) sinh(¢.).

Daher ist ([@3) dquivalent zu sinh(¢;)sinh(¢;) < 0 und somit zu ¢, - t, < 0. Zusam-
mengefasst sehen wird, dass dg(z,y) + du(y, 2) = du(z,2) genau dann gilt, wenn z,
y und z auf einer Grofshyperbel liegen und y zwischen z und z liegt oder y = = oder

Y=z

Nun aber zu den Anordnungsaxiomen. Axiome A; und Az sind nun offensichtlich.
Auch Axiom Aj ist leicht zu sehen. Axiome A4 und As gelten ebenfalls. Wir kénnten
dies direkt mit unseren Definitionen nachpriifen, allerdings ist es schlauer, einen Trick
zu verwenden, mit dem man es miihelos auf die Giiltigkeit der entsprechenden Axiome
in der kartesischen Ebene zuriickfiihrt.

Dazu betrachten wir die Zentralprojektion Z : H? — D, wobei D die Scheibe D =
{(1,y2,93) €R® | y3 + 93 < 1} ist und Z(z) = a:il

I
T
Y
To T3
Abb. 193
Z ist bijektiv mit Umkehrabbildung Z~' : D — H? Z '(y) = —Y%— Die

N
Grofthyperbeln in H? sind die Durchschnitte von H? mit 2-dimensionalen Untervek-
torrdumen E. Mit x € E ist auch Z(z) € E und umgekehrt. Also bildet Z die Grof-
hyperbel H? N E auf D N E, ein euklidisches Geradensegment, ab.
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Abb. 194

Wir sehen auch, dass fiir x,y,z € H? der Punkt y genau dann zwischen 2 und z
liegt, wenn Z(y) zwischen Z(z) und Z(z) liegt. Wenn nun von drei Punkten z, y und
z € H? mehr als einer zwischen den beiden anderen lége, so miisste auch mehr als einer
der drei Bildpunkte Z(z), Z(y) und Z(z) € D zwischen den beiden anderen liegen, im
Widerspruch zu Axiom A4 im kartesischen Modell der euklidischen Geometrie. Ahnlich
folgt aus der Giiltigkeit von Axiom As fiir das kartesische Modell die Giltigkeit fiir
die hyperbolische Ebene.

Definition 4.2.22 Seien G1 = {cosh(¢) - p+sinh(¢)- X | 0 < ¢t < L1} und G2 =
{cosh(¢) - p +sinh(t) - Y | 0 < ¢t < Ly} zwei GroRhyperbelbdgen, die vom Punkt p
ausgehen. Dann ist die Winkelgrdfse von G1 und G2 in p definiert als die eindeutige
Zahl <(G1,p,G2) € [0, 7] mit

cos(<I(G1,p7 Gz)) = (X,Y)

G1 Go

T —_——— — -

Abb. 195

Bemerkung 4.2.23 Hier ist zu beachten, dass sowohl X als auch Y auf p Lorentz-
senkrecht stehen und p ist zeitartig. Also gilt nach Satz [AI.I7l die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

XYY < VI XN VLYY =1

Daher kann ((X,Y)) tatséchlich als Kosinus einer Zahl in [0, 7] geschrieben werden.

Notation. Zu A, B € Hzﬁl/;é B, schreiben wir fiir den Grofhyperbelbogen mit
Eckpunkten A und B auch AB.
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Definition 4.2.24 Ein hyperbolisches Dreieck ist ein Tripel (A, B,C) von Punkten
A, B,C € H?, die linear unabhingig sind. Insbesondere sind diese Punkte paarweise
verschieden. A, B, und C heifen Fcken des Dreiecks. Die Grofshyperbelbigen, die die
Ecken verbinden, heifsen Seiten des Dreiecks. Die Seitenlingen sind gegeben durch
a=dg(B,C), b=du(A,C) und ¢ = du (A, B). Die Winkelgrofien des Dreiecks sind
gegeben durch a = %(AB, A, AC), 8 = <(BA, B, BC) und v = <(CA, C,CB).

C

Abb. 196

Die folgenden drei Illustrationen zeigen dasselbe hyperbolische Dreieck aus verschie-
denen Perspektiven. Insbesondere sieht man, wie die Seiten, also die entsprechenden
Grofkreisbégen, durch Schnitt mit den entsprechenden Ebenen durch den Nullpunkt
entstehen und woraus sich die beiden Endpunkte der Seite ergeben.

cwG

Abb. 197

Die euklidischen Dreiecke, die sich durch Zentralprojektion auf die Scheibe D ergeben,
sehen wir hier:

20 g

Abb. 198
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Wir untersuchen nun die Trigonometrie hyperbolischer Dreiecke. Sei (A, B,C) ein
hyperbolisches Dreieck. Wir kénnen eine Lorentz-Transformation Li € £7(3) finden,
so dass L1(A) = e1. Durch eine geeignete Drehung Lo um die ei-Achse konnen wir

1
zusétzlich erreichen, dass Lz (L1 (B)) in der e1-ez-Ebene liegt, d.h. La(L1(A)) = (O)

0

cosh(c)

und L2(L1(B)) = | sinh(c) |].
0

Zeitorientierungserhaltende Lorentz-Transformationen L € L£'(3) ergeben nach Ein-
schrankung auf H? hyperbolische Isometrien und erhalten daher den hyperbolischen
Abstand. Sie erhalten aber auch die Winkelgréfen, denn ist der Grofhyperbelbogen
von A nach B gegeben durch {cosh(t)- A+sinh(¢)-X | 0 <t < ¢}, so ist der Grofhyper-
belbogen von L(A) nach L(B) gegeben durch {cosh(¢)-L(A)+sinh(t)-L(X) |0 < t < ¢}
und analog fiir den GroRhyperbelbogen von A nach C. Also gilt fiir den Winkel o’ des
hyperbolischen Dreiecks (L(A), L(B), L(C))

cos(a) = (L(X),L(Y))
= (X,Y)

= cos(a).

Wir fassen zusammen: Durch Anwendung einer geeigneten Lorentz-Transformation auf
(A, B, C) erhalten wir ein hyperbolisches Dreieck (A, B, C') mit denselben Seitenlin-

1 cosh(c)
gen und WinkelgréRen wie (A, B,C). Ferner ist A’ = [ 0 | und B’ = | sinh(c) | .

0 0
Ty
FEi12N H?
B/
A/
Zs3
)
Abb. 199
Wir berechnen C’. Es gilt
cosh(b) = cosh(dg(A’,C"))

= -
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G-

= (1.

Wegen C' € H? ist
—1 = (0D +(C3)” + (C3)?
= —cosh(b)® + (C2)* + (C3)?

Cs
Cs

Also kénnen wir ein ¢ € [—7, 7] finden, so dass
Cy\ . cos(d)
<C§) = sinh(b) <sin(5) .

- 0
Der Einheitstangtenvektor X an A’B’ in A’ ist gegeben durch X = (1) und Y an

und somit )

= —1 + cosh(b)® = sinh(b)>.

0

- 0
A'C"in A" durch Y = <cos(5) ) Es folgt
0

sin(d)

cos(a) = cos(((ﬁ7A,7fXTC/”))
= <<X7 Y>>
= cos(d).

Deshalb ist § = +a;, d.h.
cosh(b) cosh(b)
C' = <Sinh(b) . cos(ia)) = < sinh(b) - cos(c) ) .
sinh(b) - sin(£a) =+ sinh(b) - sin()

Nun betrachten wir

(cosh(c) —sinh(c) 0)
L:= | sinh(¢) —cosh(c) 0 | e £'(3).

0 0 1
Wir berechnen
cosh(c)
LA = <Sinh(c) ) =B
0

und

cosh(¢) —sinh(c) 0 cosh(c)

LB = (sinh(c) — cosh(c) 0) (sinh(c))
0 0 1 0

~

cosh(c)? — sinh(c)?
= sinh(c) cosh(c) — cosh(c) sinh(c)
0

(-
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Die Lorentz-Transformation L vertauscht somit die Punkte A’ und B’. Wir erhalten
ein neues hyperbolisches Dreieck:

A = L(B)
C/
L(C")
B = L(4)
Abb. 200

Die Berechnung von C’, angewandt auf dieses neue Dreieck, liefert dann

cosh(a)
LC = < sinh(a) - cos(B) ) .
+ sinh(a) - sin(3)

Andererseits gilt

Lc’

cosh(c) —sinh(c) 0 cosh(b)
sinh(¢) —cosh(c) 0 sinh(b) - cos(«)
0 0 1 =+ sinh(b) - sin(c)
(cosh(c) cosh(b) — sinh(c) sinh(b) - cos(«) )

sinh(c) cosh(b) — cosh(c) sinh(b) - cos(a)
=+ sinh(b) - sin(«)

Wir vergleichen und erhalten
cosh(a) = cosh(c) - cosh(b) — sinh(c) - sinh(b) - cos(a), (4.4)

sinh(a) - cos(f) sinh(c) - cosh(b) — cosh(c) - sinh(b) - cos(a), (4.5)
=+ sinh(a) - sin(8) =+ sinh(b) - sin(w).

=

=

Wir haben bewiesen

Satz 4.2.25 (Seitenkosinussatz der hyperbolischen Geometrie) Fir die Sei-
tenldngen a,b,c und die Winkelgrofien a, 3, eines hyperbolischen Dreiecks gilt:

cosh(a) = cosh(b) - cosh(c) — sinh(b) sinh(c) cos(a),
cosh(b) = cosh(a) - cosh(c) — sinh(a) sinh(c) cos(B),
cosh(c) = cosh(a) - cosh(b) — sinh(a) sinh(b) cos(y).

O

sin(«) sin(8) . . .. o
Aus (L0 folgt, dass Smh(a) und Smh(D) bis auf das Vorzeichen {ibereinstimmen. Da

jedoch beide Terme positiv sind, folgt direkt der
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Satz 4.2.26 (Sinussatz der hyperbolischen Geometrie) Fir die Seitenlingen
a,b, c und die Winkelgrofien a, B, eines hyperbolischen Dreiecks gilt:

sin(@) _ sin(f) _ sin(y) O
sinh(a)  sinh(b)  sinh(c)’

Wenn wir in (&3] die Rollen von B’ und C’ vertauschen, erhalten wir
sinh(a) cos(y) = sinh(b) cosh(c) — cosh(b) sinh(c) - cos(a). (4.7)

Gleichung (L) multipliziert mit cos(c) sowie der Sinussatz liefern

sinh(a) cos(«) cos(B) = sinh(c) cosh(b) cos(a) — cosh(c) sinh(b) cos(a)?
@ sinh(b) cosh(c) — sinh(a) cos(y)
— cosh(c) sinh(b) cos(a)?
= sinh(b) cosh(c)(1 — cos(a)?) — sinh(a) cos(v)
sinh(b) cosh(c) sin(a)? — sinh(a) cos(7)
Sinussatz

sinh(a) cosh(c) sin(3) sin(a) — sinh(a) cos(7).

Daraus folgt
cos(a) cos(B) = cosh(c) sin(a) sin(B) — cos(7).
Wir haben gezeigt:

Satz 4.2.27 (Winkelkosinussatz der hyperbolischen Geometrie) Fir die Sei-
tenldingen a, b, c und die Winkelgrifien o, 3,~ eines hyperbolischen Dreiecks gilt:

cos(a) = cosh(a)sin(B)sin(vy) — cos(B) cos(v),
cos(B8) = cosh(b)sin(a)sin(y) — cos(a) cos(y),
cos(y) = cosh(c)sin(a)sin(B) — cos(a) cos(B).

O

Satz 4.2.28 (Hohenformel der hyperbolischen Geometrie) Analog zum eukli-
dischen Fall definiert man die Hohen eines spéarischen Dreiecks als GrofShyperbeln, die
durch eine Ecke verlaufen und die gegeniberliegende Seite senkrecht schneiden.

Bezeichnen wir nun mit ho den sphérischen Abstand von C' und dem Schnittpunkt der
Hoéhe durch C' mit AB und vergeben analog die Bezeichnungen ha und hg, so gilt:

sinh(hc) = sinh(b)-sin(a) = sinh(a) - sin(f),
sinh(hg) = sinh(a)-sin(y) = sinh(c) - sin(a),
sinh(ha) = sinh(c)-sin(8) = sinh(b) - sin(v).

Der Beweis wverliduft wieder analog zu dem der anderen Hdéhenformeln, siehe
Satz[1.3.13

Korollar 4.2.29 (Winkelsumme im hyperbolischen Dreieck) Fir die Winkel-
grofen eines hyperbolischen Dreiecks gilt

a+pB+y<m.
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Beweis. Sei o. B. d. A. a > . Nach dem Winkelkosinussatz gilt

cos(a) = cosh(a)sin(B)sin(y) — cos(B) cos(y)
1
> sin(f) sin(y) — cos(B) cos(y)
— cos(B+)

= cos(m = (B+7))
cos(|m — (B+7))-

Nun liegen a und |7 — (8 + )| beide im Intervall [0, 7), auf dem der Kosinus streng
monoton fallt. Also folgt

a<|r—(B+7)l.
Wire nun 7 — (6 + ) < 0, so wiirde folgen

a<|r=@B+7y)|=-1+ B + v <-mtat+tm=a,
~—

<a <m

Widerspruch. Also ist 7 — (8 4 ) > 0 und wir erhalten

a<m—(B8+7),

d.h.
a+B+y<m. |

Zur Axiomatik. Wir definieren zwei Strecken pg und ZT'q/' als kongruent, falls
du(p,q) = du(p’,q’). Zwei Winkel werden als kongruent definiert, wenn die entspre-
chenden Winkelgrofien iibereinstimmen:

Z(p,q,r) =20, ¢, ") & 2ap,q.q7) = (¢ d, ¢'7").

Wir weisen die Kongruenzaxiome K; bis Kg nach. Leider ist die Zentralprojektion
hier keine Hilfe, da hyperbolische Abstinde und Winkel nicht mit den entsprechenden
euklidischen Abstianden und Winkeln der projizierten Punkte {ibereinstimmen (vgl.
Beispiel und Seite 2I0). Das kann man schon daran sehen, dass der hyperboli-
sche Abstand zweier Punkte auf H? beliebig grof sein kann, wihrend der euklidische
Abstand zweier Punkte in D dagegen kleiner als 2 sein muss.

Zu Aziom K. Seien p, ¢, p' und ' € H?, p # q und p’ # r’. Sei L die GroRhyperbel,
die p’ und r’ enthélt. Wir schreiben L = {c(t) |t € R} mit ¢(t) = cosh(t)-p'+sinh(t)- X,
wobei X ein Tangentenvektor an H? im Punkt p’ mit (X, X)) = 1 ist. Es gilt dann
" = ¢(+du(p’,r")). Indem wir notfalls X durch —X ersetzen, kénnen wir erreichen,
dass 7' = c¢(du(p’,7")). Setze nun ¢’ := c(du(p,q)). Dann liegt ¢’ auf L, und zwar auf
derselben Seite von p’ wie r’; und nach Bemerkung 218l gilt du(p’,q’") = du(p,q).
Also sind die Strecken pg und p’q’ kongruent.

Axiom K ist klar.

Azxiom K3 ergibt sich aus folgender Beobachtung: Ist L eine Grofshyperbel und sind
p, g und r drei paarweise verschiedene Punkte auf L, so dass die Strecken pg und gr
keine gemeinsamen (inneren) Punkte haben, so liegt ¢ zwischen p und r. Dann gilt
nach Bemerkung A227] dass du(p,r) = du(p,q) + du (g, 7).
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Aziom Ky ist klar.
Agziom Ks lassen wir als Ubungsaufgabe.

Zu Aziom Ks. Seien (p,q,7) und (p’,q',r’') zwei Tripel von Punkten in H?, die
jeweils nicht auf einer GroRhyperbel liegen. Es gelte pg = p'q’, pr = p'r’ und
Z(q,p,r) = £(¢',p',r"). Dies bedeutet du (p,q) = du(p’,q'), du(p,r) = du(p’,r") und
4(qp,p, ™) = <(¢'p' p’, r'p"). Aus dem Seitenkosinussatz der hyperbolischen Geome-
trie folgt nun g7 = ¢'r’ und dann aus dem Sinussatz der hyperbolischen Geometrie
*(pa,q,7q) = <(p'q’,q',7'q"). Also gilt Z(p,q,7) = Z(p', ¢/, ).

Das Parallelenaxiom P diskutieren wir wieder mit der Zentralprojektion. Zu Geraden-
segment L in D und p € D,p € L, gibt es unendlich viele Geradensegmente L’ in D
mit p € L' und LN L = (). Axiom P gilt also nicht!

Abb. 201

Damit erfiillt die hyperbolische Geometrie alle Inzidenz-, Anordnungs- und Kongru-
enzaxiome der euklidischen Geometrie, nicht jedoch das Parallenaxiom. Insbesondere
lasst sich das Parallelenaxiom nicht aus den anderen Axiomen der euklidischen Geo-
metrie herleiten! Alle Versuche, eine derartige Herleitung zu finden, waren somit zum
Scheitern verurteilt.

(Aziom Vi ist ebenfalls erfiillt, da man nur

du (T7 S )
wéahlen muss; und die Giiltigkeit eines modifizierten Axioms Va2, bei dem man lediglich
die Forderung des Parallelenaxioms auslésst, zeigt man wie im kartesischen Fall. Somit
ldsst sich nicht einmal argumentieren, man kénne mit Vi und V2 die Giiltigkeit des
Parallelenaxioms herleiten.)

Nun, da wir wissen, was die hyperbolische von der euklidischen Geometrie unterschei-
det, wollen wir zeigen, dass (H 2, dm) tatséchlich kein Modell der euklidischen Geome-
trie ist. Gemaf der Definition auf Seite [[4] wissen wir dies schon; fiir die allgemeinere
Definition in Bemerkung 2.T.T6] miissen wir es noch beweisen.

Die Idee dabei ist, zu zeigen, dass die Giiltigkeit des Parallelenaxioms bei einer Iso-
metrie erhalten bleibt.

In Vorbereitung darauf miissen wir Geraden ausschlieflich mithilfe der Metrik charak-
terisieren.

Lemma 4.2.30 Sei G C R%. Dann sind dquivalent:

1. G ist eine Gerade;
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2. G ist eine mazimale Teilmenge von R? mit der Figenschaft, dass fiir alle
p1,p2,p3 € G nach eventueller Umnummerierung gilt:

de(p1,p3) = de(p1, p2) + de(p2, p3). (4.8)

Beweis.
e .1 = 2% Sei GG eine Gerade. Nummeriere so, dass p2 zwischen p; und ps liegt:

P1 b2 Ps3

Abb. 202
Dann gilt (£3]).
Hinzunahme eines weiteren Punktes zu G zerstort die Eigenschaft (S):

D2
//'\
Vs \\
// \
Vi \
r'd >
p1 b3
Abb. 203

Also ist G maximal.

e 2 = 1% Sei G maximale Teilmenge, die (L)) erfiillt.

G hat mehr als ein Element p, da jede Gerade durch p Bedingung (L3]) erfiillt
und somit {p} nicht maximal wéire (und () erst recht nicht).

Wihle nun p,q € G, p # q. Sei G’ die eindeutig bestimmte Gerade mit p,q € G’.
Giébe es ein r € G', r € G, so gilte laut Abbildung 203 die Eigenschaft ()
nicht; somit ist G C G'. Da G aber maximal mit der Eigenschaft (8] ist und
ganz G’ diese Eigenschaft besitzt, muss G = G’ sein, also ist G eine Gerade. [

Analog zeigt man das

Lemma 4.2.31 Sei G C H?. Dann sind dquivalent:

1. G ist eine GrofShyperbel;

2. G ist eine mazimale Teilmenge von H? mit der Figenschaft, dass fiir alle
p1,p2,p3 € G nach eventueller Umnummerierung gilt:

du(p1,ps) = du(p1,p2) + du(p2, p3). (4.9)

Nun koénnen wir den folgenden Satz beweisen:
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Satz 4.2.32 (R?,dg) und (H?,dy) sind zueinander nicht isometrisch.

Beweis. Angenommen, sie wiren isometrisch. Sei dann f : R* — H? eine Isometrie.

Fiir jede Teilmenge G C R?, die @) erfiillt, erfiillt f(G) c H? die Bedingung @9,
denn dg(z,y) = du (f(x),f(y)) ist ja gerade das, was eine Isometrie ausmacht; und
wenn f(G) nicht maximal wire, also mit p € H? p ¢ f(G) auch f(G) U {p} die
Eigenschaft @3) erfiillte, dann miisste G U {f ™ (p)} auch @) erfiillen, was nicht
geht, da G maximal in R? sein soll.

Mit anderen Worten, f bildet Geraden auf Grofhyperbeln ab. Analog bildet f~! Grof-
hyperbeln auf Geraden ab.

Wir wissen: (R?, dg) erfiillt das Parallelenaxiom , d.h. zu jeder Geraden G C R? und
jedem Punkt p € R?, p & G gibt es genau eine Gerade G’ mit p € G’, die G nicht
schneidet.

G/
/
p

/G

Abb. 204

In H? kénnen wir jedoch zu jeder GroRhyperbel G € H? und jedem Punkt p € H?, p ¢
G unendlich viele verschiedene Geraden finden, die p enthalten, aber GG nicht schneiden.

Diese haben beziiglich f auch verschiedene Urbilder, die aufgrund der Bijektivitdt von
f sdmtlich G nicht schneiden, und dies widerspricht dem Parallelenaxiom. O

')
1

f7HG)

Abb. 205
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4.3 Hyperbolischer Fliacheninhalt

In diesem Abschnitt bezeichnen wir verniinftigerweise mit 5™ (A) immer das
Hausdorft-Mafs, welches die hyperbolische Metrik verwendet. Entgegen dem sphéri-
schen Fall ist dieses nicht mit dem euklidischen Hausdorff-Maf$ identisch. Des Weiteren
sei nun die e3-Achse die ausgezeichnete, d.h. e3 € H?.

Satz 4.3.1 Sei ¢ : [0,L] — H? eine stiickweise glatte einfach geschlossene Kurve,
die das Gebiet Q@ C H? berandet (vgl. Definition [2.4.23). Sei es & Q. Dann gilt mit

x(t)
(t) = <y<t>>:
z(t)

Dieser Satz bleibt an dieser Stelle unbewiesen. Erstaunlicherweise stimmt diese Formel
mit derjenigen fiir den sphérischen Flécheninhalt iiberein.

Beispiel 4.3.2 Wir wollen den Flécheninhalt einer Hyperbelkappe berechnen.

Abb. 206

Hierbei ist allerdings Vorsicht geboten, denn es liegt in 2. Die Losung ist, nur die
halbe Hyperbelkappe Q' ausmessen zu wollen.

Abb. 207

Die Randkurve besteht nun aus zwei Teilen: c¢1, wo z =: cosh(#o) konstant ist, und
c2, wo x = 0 ist. Aber da ist ja immer noch e3 enthalten, zwar nicht im Inneren
von €', doch immerhin auf dem Rand! Hier hilft uns die bewihrte Epsilontik weiter:
Wir schneiden eine kleine Kappe (der Héhe 1 + & heraus) und erhalten so ein drittes
Randkurvenstiick c3, wo z = 1 + ¢ ist.

Hierbei stellen wir allerdings fest, dass das Kurvenstiick c2 iiberhaupt nichts zum
Integral beitragt; es sind also lediglich ¢; und c¢3 zu parametrisieren. Beginnen wir mit
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o sinh(to) - cos(t)
ci(t) = <sinh(1/)o) . sin(t)) Jte [_E E]‘
cosh(¢o)
Nun konnen wir rechnen:

. sinh? (1/10)(0052 (t) + sin® (t)) —  cos /
cosh(zo) ik (o) (co (1) + sin*(1)) dt = h(vo) / dt

\wlﬂ

VB

Analog erhalten wir fiir ¢3 (mit ¥1 so, dass cosh(¢1) =1+ ¢):

sinh?(11) (0052 () + sin2(t))

dt = (1 .
sinh?(¢1) (C052 () + sin? (t)) S

(1+e¢)-

\MIA

B

Damit ergibt sich fiir die Halbkappe ohne die e-Kappe das Hausdorff-Maf (z — (1 +
e))m = (h — e)7. Der Grenziibergang € \, 0 liefert

() = hr

und somit

Ahnlich wie im sphérischen Fall zeigt man den

Satz 4.3.3 Sei Q C H? das von einem nicht entarteten hyperbolischen Dreieck mit
den Winkeln o, 3,7 berandete Gebiet. Dann ist

H(Q) =7 —(a+B+7).

Bemerkung 4.3.4 Insbesondere ist .7(€2) nach oben durch m beschriinkt, obschon
die Seiten des Dreiecks beliebig lang werden kénnen. Fiir Dreiecke haben wir in unseren
drei Standardgeometrien die folgenden Beschriankungen:

Geometrie Metrik | Seitenldngen | Flacheninhalt
euklidisch de (0, 00) (0, 0)
spharisch ds (0,7) (0,2m)

hyperbolisch du (0, 00) (0, )
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4.4 Modelle der hyperbolischen GGeometrie

In Abschnitt haben wir zunichst einmal ein Modell der hyperbolischen Geometrie
kennengelernt: das sogenannte Hyperboloidmodell.

Abb. 208

Eigentlich kennen wir auch noch ein zweites Modell, ndmlich das, welches durch die
Zentralprojektion auf die Kreisscheibe entsteht (vgl. S.[I95]). Aber ist das wirklich ein
Modell geméfs Bemerkung Dazu fehlt uns noch eine Metrik (die euklidische
kann’s ja nicht sein, da hyperbolische Absténde beliebig groff werden); und haben wir
die Metrik, so fehlt uns immer noch die zugehorige Isometrie.

Aber fiir die Isometrie haben wir immerhin einen Verdachtigen — eben die Zentralpro-
jektion, und die hilft uns, auch eine Metrik auf D zu finden.
Bemerkung 4.4.1 Sei (X,d) ein metrischer Raum, Y eine Menge, f : X — Y bijek-

tiv.

Dann existiert genau eine Metrik dy auf Y, so dass f eine Isometrie ist, ndmlich
dy (y,y") = dx (f '), f'(W)) Vy,y/ €Y.

Beispiel 4.4.2 Wir wollen nun also die Metrik in dem uns bereits bekannten Schei-
benmodell bestimmen. Dazu betrachten wir den metrischen Raum (X, d) = (H?, ds),
die Menge Y = D und die bijektive Abbildung

Abb. 209
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Die Umkehrabbildung ist

()= )

Nun wird diese Abbildung zu einer Isometrie, wenn wir fiir die Kreisscheibe die Metrik
1 1
dp v2 || v2
Ys Ys
1 1 1 1,
= dn el Sl 22 | U2
V9I=9—y3 \ ys V31I-y" —yst \ g
= Acosh : v2 || w2
\/1—243—115\/1_3/52_3//32 Y3 Y3

! /
—  Acosh L — y2yo ysys2 _
VI—u3—u3V/1—® — v

definieren.

Wenn wir in der Darstellung der Kreisscheibe die erste Koordinate weglassen, da diese
sowieso immer 1 ist, und die Koordinaten dann zweckmaéfiigerweise nicht y2, y3, sondern
Y1, Y2 nennen, so kénnen wir auch die Metrik kompakter schreiben und erhalten einen
metrischen Raum

(K¢, dke) mit K= {y € R [yl <1} und dKl(y7y/) = Acosh < 1-y) ) ,

V1= yIPy/1 =l

der isometrisch zu (H,dg) ist.

Nach Felix Klein (1849-1925) heifst (K¢,dk¢) Klein’sches Modell der hyperbolischen
Geometrie. Es wird auch projektives Scheibenmodell oder Beltrami-Klein-Modell ge-
nannt.

Dieses Modell haben wir auf Seite genutzt, um die Ungiiltigkeit des Paralle-
lenaxioms in der hyperbolischen Geometrie zu zeigen (ohne es konkret zu benennen).
Leider sind die Isometrien in (K¢, dk,) sehr kompliziert zu beschreiben, weshalb wir
z.B. die trigonometrischen Lehrsétze fiir die hyperbolische Geometrie im Hyperbo-
loidmodell hergeleitet haben. Dieses hat den Vorteil, dass sich die Isometrien leicht
beschreiben und die hyperbolischen Langen und Winkel einfach bestimmen lassen; die
genaue Vorstellung der Grofshyperbeln ist jedoch beim Laien nicht immer klar, wes-
halb wir zur Begriindung der Ungiiltigkeit des Parallelenaxioms in der hyperbolischen
Geometrie wiederum das Klein’sche Modell herangezogen haben. Dieses bietet ndmlich
den Vorteil, dass die Grofhyperbeln einfach die Form von Geradensegmenten — also
Sehnen der Kreisscheibe — besitzen.

Wir benutzen also verschiedene Modelle derselben Geometrie, um unterschiedliche
Sachverhalte moglichst einfach zu erkennen.
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Dadurch, dass die Grofthyperbeln im Hyperboloidmodell den Sehnen im Klein’schen
Modell entsprechen, sehen auch die hyperbolischen Dreiecke wie euklidische aus; jedoch
sieht man daran einen zweiten grofien Nachteil des Modells:

Obschon man versucht ist, auch die Winkel direkt mit dem
Winkelmesser abzulesen, sollte man dies unterlassen, denn
die Winkel in (D27 dk¢) stimmen nicht mit den euklidischen
Winkeln iiberein. Dies erkennt man am einfachsten an der
Winkelsumme: Waren die Winkel gleich, so miisste die Win-
kelsumme im hyperbolischen Dreieck wie im euklidischen
gleich 7 sein; wir wissen jedoch, dass sie um genau den hy-
perbolischen Flacheninhalt kleiner ist.

D2

Abb. 210

Wir wollen jetzt ein weiteres Modell der hyperbolischen Geometrie kennenlernen, in
welchem wir sowohl die Isometrien einfach beschreiben als auch die Winkel mit dem
Winkelmesser ablesen kénnen. Dazu betrachten wir erneut eine Zentralprojektion von
H?Z; nur ist dieses Mal das Projektionszentrum der Punkt —e; und die Ebene, in welche
projiziert wird, {0} x RZ.

Abb. 211

In der Abbildung ist der Lichtkegel gestrichelt dargestellt, die punktierten Linien stel-
len den um —e; verschobenen Lichtkegel dar. Hieran kann man das Bild dieser Projek-
tion P erkennen, denn alle Geraden durch —e1, die steiler als der Lichtkegel verlaufen,
schneiden H?, der verschobene Lichtkegel selbst stellt den Grenzfall dar. Somit ist
P(H?) = {0} x D%

Weiterhin erkennen wir, dass P injektiv ist, denn jede Gerade durch —e; schneidet
das Hyperboloid nur einmal. Insgesamt ist also P : H? — {0} x D? bijektiv.

Nun bestimmen wir eine Abbildungsvorschrift fiir P. Schreibe dazu

X1 0
X = <x2>,P(X)— <y1>.
X3 Y2
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0 1 —1
P(X)GG(X,—el):<y1>_t~<1’2>+(1—t)< 0 )
Y2 3 0

fiir ein t € R. Losen wir zunéchst die Gleichung fiir die erste Komponente nach ¢ auf,

dann erhalten wir
1

:E1+1‘

Da die erste Komponente von P(X) ohnehin verschwindet, kénnen wir nun schreiben

<O> <O> : (O>
Y1 =1t- i) = i) .
Y2 3 w1 gy

Nun lassen wir noch wie bereits beim Klein’schen Modell die konstante erste Koordi-
nate weg und beschreiben die Abbildung als

T1
P:H> - D?>mit P| | o — T2 )
s 1+ 1\ 3

Als néchstes suchen wir die Umkehrabbildung. Hierzu schreiben wir

(W -1 _ o
Y<y2>,P (Y)<z§>.

Nun wissen wir zunéichst, dass P~ (Y) € H?, also

=t —(1—t) & t=

-1 = —zi+a5+a3 |-t
—t° = —(tx1)® + (tw2)” + (tx3)?
~—~— ~—~— ~—~—
=1-t =Y1 =Y2
-2 = —(1-t)+yi+v}
(1 -2t+) = yi+v =]yl
1
= t = 5(1—|Iy|\2)'

Weiterhin wissen wir:

2 T—lyll* _ 14 wl?

IR S T e T

1
t1’1:1—t2>1’1:¥—1

Y1 2y
tx2:y1:x22—27
t 1yl
2y2
txz3 = Yo = T3 = ———;
1—lylI?’

also insgesamt

2
s L (1t
P : = W 2y1 .
Y2 ly 2
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Nun koénnen wir geméaft Bemerkung [£.4.1] eine Metrik dp derart bestimmen, dass P :
(H?,dy) — (D? dp) eine Isometrie ist:

de(yy') = du(P'(1),P'(¥))
= Acosh (— (P! (y), Pil(y')»)

— ACOSh — + Y 2 + y, 2 + 4y1y/ + 4y2y2, )
h

= Acos

L4l + 191 + P 7 =4 oy )
T Hyll)( (v.v))

- Acosh< (1= [l = Iy'[1%) + 20l + 201’1 —4<y7y'>)

(1 = llyl*) @ = 1ly"lI*)

- ||y|2+||y|2—2<yy>)>

L—1lyl2) (@ = lly'?)

2y —y'|I” )
Acosh | 1+ .
( (1= lyl*) (X = [ly'lI?)

Nach Konstruktion von dp ist nun (Dz, dp) ein Modell der hyperbolischen Geometrie.

Definition 4.4.3 Der metrische Raum (D?, dp) heifit Poincaré-Scheibenmodell oder
konformes Scheibenmodell der hyperbolischen Geometrie.

Warum ,konform*“? Dieses Wort bedeutet nichts anderes als ,,winkeltreu*, und das
erkléart der folgende

Satz 4.4.4 Die Abbildung P : (H? du) — (D?, dg) ist winkeltreu, d.h. die Winkel im
Poincaré-Scheibenmodell stimmen mit den euklidischen Winkeln tberein.

Beweis. Um diesen Satz zu beweisen, wenden wir einen Algorithmus aus der Differen-
tialgeometrie an, mit dem sich Winkeltreue leicht zeigen oder widerlegen lasst:

1. Wir bestimmen die partiellen Ableitungen von Q := P~!. Dazu leiten wir zu-
néchst den Vorfaktor ab:

1
Tl
01 13} 1 2y
O T—yl> O l-yi -3 (1- |P)?

Nun berechnen wir schnell

1 2 2
Wy = 2 4—239;1/ ! b >
Iy (1 - [lyl2)? 2 =yl \ o

y (Ol )
m 2y7 + (1 = lylI*)
Y 2y1y2

2 2,
= — = |1+ .
-2\
Y1Y2
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Durch Vertauschen der Rollen von y; und y2 erhalten wir

2y2
0 2

2. Nun bestimmen wir die Minkowskiprodukte (welche die Winkelgrofen im Hy-
perboloidmodell bestimmen)

<<gzcj- ®), g—fj(y)», je{1,2}:

0 0 4
<<8—g(y)7 8—z(y)>> = m(—‘lﬁ +1+y1 +ya +2u7 — 295 — 2yTys + 4yiy3)
4
= m(1+y?+y§—2yf—2y§+2yfy§)
4 2
= w(l —llyl*)
. 4
(1= lylI2)?

Wieder vertauschen wir die Rollen von y; und y2 (da ist nicht viel zu tun) und

erhalten
9Q .y 9Q -4
<< 20" By (y)>> (- [yl

Schlieflich bestimmen wir noch

<<§—ﬁ(y>,§—i<y>>> - <<§—i(y>,§—ﬁ<y>>>
4

:W(—4y1y2+2y1y2(1+1ﬁ—y§+1+y§—yf)) =0.

3. Seinun ¢: I — D? eine glatte Kurve durch ¢(0) mit dem Tangentenvektor ¢(0).

(0)
O)
D2
0)
Abb. 212
Dann gilt fiir die Bildkurve Q o ¢ : I — H? nach der Kettenregel:
d 02 o o+ 22 oo o
G,y = FE ) 2:(0) + T (e(0) - 2(0).

Sei ¢ eine weitere derartige Kurve mit ¢(0) = ¢(0). Dann gilt fiir den hyperboli-
schen Winkel o zwischen den Tangentenvektoren der Bildkurven in H?:

_ (#C®)],_y #QEW),_,) |
VUEQEW)|_y 2] _ ) /(R £E0)] )
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Betrachten wir zunéchst den Zéahler, dann erkennen wir

(5Qod,_p 5@, )

oQ . 0Q . 0Q ., \\2 0Q ., =
<<8—yl(0(0))01 (0) + ===(¢(0))¢2(0), a—yl(c(O))q(O) + —(0(0))02(0)>>

Oy2 dy2
= & (0)a(0) <<§—fl<c<o>>7 g—g<c<o>>>> + &2(0)8(0) <<§—fz<c(o>>7 g—i<c<o>>>> +0
4

= Tojeopy B Oa0) +a0)50)
A e0),50)).
= e (O

Ebenso berechnet sich der Nenner zu

\/<<%Q(C(t))’t—07 %Q(C(tmt:o» . \/<<%Q(é(t))}t—07 %

S —POTIE
RS OB EAUEIL
und wir erhalten
(£(0),&0)) R
os(q) = ————— = cos ¢(0),¢(0))),
@)= femEo)) ~ " (HE<)
was den euklidischen Winkel beschreibt. O

Hat man diesen Algorithmus oft angewandt, so erkennt man bereits nach Schritt 2
die Winkeltreue, denn wir stellen fest, dass folgende Eigenschaften der Abbildung @
dafiir vonnoten waren: der Wegfall der gemischten Minkowski-Produkte der partiellen
Ableitungen sowie die Ubereinstimmung der Minkowski-Quadrate.

Eine Abbildung Q : (D?,dg) — (H? dg) ist also genau dann winkeltreu, wenn die

Matrix (as;) := aQ , B—Q_ ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. Als Ubung sei
J dy;’ dy;

empfohlen, diese Matrix fiir das Klein’sche Modell zu bestimmen. Man wird feststellen,
dass dabei kein Vielfaches der Einheitsmatrix herauskommt.

Im Zusammenhang mit dem Klein’schen Modell haben wir bereits festgestellt, dass
sich die Winkeltreue nicht damit vereinbaren ldsst, dass Grofhyperbeln die Form von
Geradensegmenten annehmen. Die naheliegende Frage ist demnach, welche Form Grof-
hyperbeln im Poincaré-Modell annehmen. Bevor wir diese Frage jedoch beantworten,
sehen wir uns erst einmal die Isometriegruppe dieses Modells an, wofiir wir noch einige
Begriffe aus der Funktionentheorie benétigen.

b

Definition 4.4.5 Seien a,b,c,d € C, ¢,d # 0 und det (Z d

> # 0. Dann nennt man
eine Abbildung F': C — {—% — C der Form

az+b

Fz) = cz+d

Mébius-Transformation.

QE(®)],_,))
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Eine Abbildung G der Form
G(z) = F(2),

wobei F' eine Mobius-Transformation ist, heifst Anti-Mdbius- Transformation.

Bemerkung 4.4.6 Man setzt C := C U {oo}, weiterhin

F(_g) — o0, F(00) ::{;, falls ¢ # 0;

oo, falls ¢ =0.

Dann kann man jede (Anti-)Mobius-Transformation F' als Abbildung von C auf C
auffassen.

Definition 4.4.7 Die Menge aller Md&bius-Transformationen bezeichnen wir mit
Mob(C), die Menge der Anti-Mobius-Transformationen mit Mob™ (C).

Lemma 4.4.8 Die Abbildung GL(2,C) — Mb(C) vermdige

az+b

a b .
A(C d>|—>FAm’LtFA(Z)CZ+ vzeC

besitzt die Figenschaften

Fi, =idg, FaroFa=Fara, Faor = (Fa)™'

Beweis.

1. F1,(2) = Lzt0 _ , — ide(2) v

0-z+1
2.
az+b
Far(F, = Fu
w (Fa(2)) v (51)
() ey
(=)
_d'(az+b)+V(cz+d)
T d(az+b)+d(cz+d)
_ (da+bc)z+ (a'b+b'd)
 (da+dc)z+ (cb+dd)’
. a b a b _ ada+bc a'b+dd
wéhrend (c' d’) (c d) - cda+d'c c’b—|—d'd> v
3. FyoroFa 2 Fyr,=Fy, Zida = Fyon = Fi ' 0

Bemerkung 4.4.9 Damit ist Mob(C) eine Gruppe und GL(2, C) — Mob(C) ist ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung 4.4.10

M6b(C) = GL(2,C)/{a - 12 | a # 0} =: PGL(2,C).
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Beweis. Hierfiir miissen wir nur den Kern des gegebenen Gruppenhomomorphismus
bestimmen. Es gilt

az+b

a b . .
A_<c d) liegt im Kern <

az+b=cz> +dzvzeC
c?+(d—a)z—b=0VzeC
c=d—a=-b=0

a O
A= (0 a) =a-12,a#0.

A

O

Bemerkung 4.4.11 Die Menge M&b(C)UMob™ (C) bildet ebenfalls eine Gruppe be-
ziiglich der Verkettung.

.. .. e b\ .
Beispiel 4.4.12 Fiir A = 0 1 ist
e 2 4b e

Fa(z) = 01

-z+b.

Die Multiplikation mit e*® beschreibt eine Drehung der komplexen Ebene um den
Winkel ¢; die darauffolgende Addition von b beschreibt eine Translation. Somit
sind alle orientierungserhaltenden euklidischen Bewegungen von R? = C MGobius-
Transformationen.

. .. e b\ .
Beispiel 4.4.13 Fir A = 0 1 ist

Fa(z) =re'? - z+br.

Dies beschreibt offensichtlich eine beliebige orientierungserhaltende Ahnlichkeitstrans-
formation: Auch alle orientierungserhaltenden Ahnlichkeitstransformationen von R?
sind Mobius-Transformationen.

Beispiel 4.4.14 Fir A = ((1) (1)> ist

Diese Funktion bildet offenbar den Einheitskreis auf sich selbst ab, den Koordinatenur-
sprung auf den unendlich fernen Punkt und jenen auf den Koordinatenursprung. Das
Innere des Kreises K;(0) wird also nach aufen gekehrt; man nennt diese Abbildung
deshalb Inversion am Kreis. Auch hierbei handelt es sich um eine Mébiustransforma-
tion.

Beispiel 4.4.15 Wir wissen bereits, dass ids eine Mobius-Transformation ist. Damit
ist die Konjugation (entspricht der Spiegelung an der reellen Achse) eine Anti-Mobius-
Transformation, denn

conj(z) = Z = ida(2).
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Definition 4.4.16 Fiir paarweise verschiedene z1, 22, 23, 24 € C heikt

(z1: 22523 1 24) 1=

ihr Doppelverhdltnis.

Bemerkung 4.4.17 Damit wir das Doppelverhéltnis auf ganz € definieren kénnen,
miissen wir uns liberlegen, was passiert, wenn einer der Werte oo ist. (Dass wir irgend-
wo durch 0 teilen, ist ausgeschlossen, da z1, 22, 23, 24 paarweise verschieden sind; das
Doppelverhiltnis selbst ist also immer aus C.) Um dies sinnvoll zu definieren, bilden
wir einfach den Grenzwert, wenn der jeweilige Eintrag gegen oo geht, und erhalten so
die folgenden Werte:

Z2 — 24
(00 225231 24) = ;
zZ2 — 23
zZ1 — k3
(21 : 00523 : 24) = ——;
21 — 24
zZ2 — 24
(z1: 22;00: 24) = ;
21 — 24
zZ1 — %3
(21 : 22523 : 00) = ———.
zZ2 — 23

Lemma 4.4.18 Mdbius-Transformationen erhalten das Doppelverhdltnis, d.h. fir alle

F € Méb(C) und paarweise verschiedene z1, z2, 23, z4 € C gilt:

(F(zl) : F(22); F(z3) : F(Z4)) = (21: 22;23 : 24).

Beweis. Schreibe wj := F(z;). Wir bestimmen zunéchst w; — ws:

az1+b azz+b
cz1+d - cz3+d
(aczrzs + adzi + bezs + bd) — (aczrzs + bezy + adzs + bd)
(cz1 +d)(czs +d)
(ad — bc)(z1 — #3)
(cz1 +d)(czs +d)’
Durch Vertauschung der Indizes lassen sich auch die iibrigen benétigten Differenzen
ermitteln, und so konnen wir nun den Z&hler des Doppelverhéltnisses berechnen:

w —ws _ (ad—=bc)(z1 — z3) (cz2 +d)(cza+d)
wy —ws  (cz1+d)(cza+d) (ad—bc)(z2 — 23)
czo+d z1 — 23

ch+d z2—z3

——

w1 — w3 =

=:k

wobei auffillt, dass k unabhéngig von z3 ist. Wenn wir nun also die Rollen von z3 und
z4 vertauschen, um den Nenner des Doppelverhéltnisses zu bestimmen, so erhalten wir

w1 — w4 k 21 — Z4
w2 — Wy Zo— 24’
und endlich
w1 —w3 ]5 Z1—23 z1—Z23
wp—w3 Z2—Z3 _ _Z2—%3 0
w1 —wy % zZ1—24 zi—z4

w2 — Wy 2224 2224
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Definition 4.4.19 Wir fassen Kreise und Geraden in R? unter dem Begriff verallge-
meinerte Kreise zusammen.

Lemma 4.4.20 Seien zi1,22,23,24 € C paarweise verschieden. Dann liegen diese
Punkte genau dann auf einem verallgemeinerten Kreis, wenn (z1 : z2;23 : z4) € R
1st.

Bewets. Wir zeigen nur ,,=, die andere Richtung lasst sich dhnlich zeigen und sei dem
Leser als Ubung zur personlichen Erbauung iiberlassen.

1. Fall: z1, 22, 23, z4 liegen auf einer Geraden.

Wir haben in Beispiel L. 4.13] bereits gesehen, dass Translationen Mobius-
Transformationen sind, und nach Lemma [£Z4.I8] bleibt damit das Doppelver-
haltnis erhalten. Sei also 0.B.d.A. z3 = 0. Dann sind z1, 22, 24 linear abhéngig,
und wir kénnen schreiben

zo=1t-z1 mitt € R,

z4 = 8- 21 mit s € R.

Daraus bestimmt man nun

z1—0 1
A . . t-z1—0 2170 T
(21 L2223 . 24) = T —s2] = T—s € R.

o~

t-z1—s-21 —s

(Dass der Wert existiert und nicht co ist, haben wir bereits bei der Einfiihrung
des Doppelverhéltnisses festgestellt.)

2. Fall: z1, 22, 23, 24 liegen auf einem Kreis.
Z3

\/
-

Abb. 213 Abb. 21

24

Damit sind die Umbkreise der Dreiecke (z1, 22, z3) und (21, 22, z4) identisch und
besitzen insbesondere denselben Radius r. Diesen kénnen wir jedoch nach Be-

merkung [[L5.13] berechnen:
|Z1 —Zgl |Z1 —22| . . /
2r = = = = .
r Sin(a) Sin{a) sin(a) = sin(a’)

Nun sind a, o’ € (0, 7), und auf diesem Intervall ist der Sinus leider nicht injek-
tiv. Wir kénnen jedoch zwei mogliche Fille unterscheiden, und zwar

/ /
a=«a odera =7 — .

Liegen z3 und z4 auf derselben Seite von G(z1, 2z2), so muss aus Stetigkeitsgriin-
den o = o’ gelten (vgl. Abbildung RT3).
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Weiter beobachten wir, dass der Vektor z; — z3 nur im Uhrzeigersinn um «
gedreht werden muss, um parallel und richtungsgleich zu z2 — z3 zu liegen. Nor-
mieren wir diese Vektoren, so sind sie nach der Drehung sogar identisch:

21 — 23 _ ja %2 — 23 21 — 23 ia 1— 23

= qe mitq:‘z eR.
z

|21 — 23] |z2 — 23] 22 — 23 2 — 23
Ebenso drehen wir den normierten Vektor z; — z4 um « auf den normierten

2z — 24, also

zZ1 — & i .
1 4 _ q/eza mit q/ e R7

zZ2 — Z4
und wir bestimmen nun

2123 qeia q
R . __ _z2—23 _ 9
(211225231 20) = 2= = i eR.
2224

Liegen z3 und z4 hingegen auf verschiedenen Seiten von G(z1, 22), so betrach-
ten wir die Tangente an den Kreis im Punkt z2 sowie zwei Punkte auf dieser
Tangente: p auf derselben Seite von G(z1, 2z2) wie z3 und ¢ auf derselben Seite
wie z4 (vgl. Abbildung 2T4)). Nun sehen wir, wenn wir den Punkt z3 gegen z2
laufen lassen, dass der Winkel o gegen <x(z1, 22, ¢) lauft, wohingegen, wenn wir
dasselbe mit z4 tun, o’ gegen (21, 22,p) geht. Damit gilt wieder aus Griinden
der Stetigkeit

a=(z1,22,9) =7 — X(21,22,p) =T — o

Jetzt miissen wir zwar immer noch z; — z3 im Uhrzeigersinn um « drehen, um auf
29 — 23 zu gelangen, 21 — z4 muss jedoch gegen den Uhrzeigersinn um o' = 7 —«
gedreht werden, damit es parallel und richtungsgleich zu z2 — 24 wird, also
1 — 24 _  —i(m—a) _ I —im i ! i
—— =gqe =qge e " =—qe",
zZ2 — 24

und somit erhalten wir

Z1—2Z3 qeza q
o . _ _z2—=23 __ _ 49
(211225238 1 24) = 20— = T eR. O
2224

Lemma 4.4.21 Das Bild eines wverallgemeinerten Kreises unter einer Mobius-
Transformation ist wieder ein verallgemeinerter Kreis.

Beweis. Sei F € Mijb((f:)7 sei K ein verallgemeinerter Kreis. Seien weiter z1, 22,23 € K
paarweise verschieden. Dann ist K durch zi, 22, 23 eindeutig bestimmt.

Wahle nun einen Punkt z € K — {21, 22, 23}. Dann ist
(F(zl) t F(z2); F(z3) : F(z)) =(z1:22;23:2) €ER,

und damit liegt F(z) auf dem verallgemeinerten Kreis K’, der durch F(21), F(22) und
F(z3) eindeutig bestimmt wird.

Hiermit ist erst einmal F/(K) C K’ gezeigt; die umgekehrte Inklusion zeigt man, indem
man F~' auf K’ anwendet. 0
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Bemerkung 4.4.22 Da neben den Mobius-Transformationen auch die komplexe
Konjugation (d.h. die Spiegelung an der reellen Achse) verallgemeinerte Kreise auf
ebensolche abbildet, stellen wir fest: Anti-Mobius-Transformationen bilden verallge-
meinerte Kreise ebenfalls auf ebensolche ab.

Definition 4.4.23 Wir bezeichnen mit Méb(Dz) die Menge all derjenigen M&bius-
Transformationen, welche die Kreisscheibe auf sich selbst abbilden, also

Méb(D?) := {F € Méb(C) | F(D?*) = D*}.
Analog definieren wir

Méb™(D?) := {F € Méb™ (C) | F(D?) = D*} = {z — F(2) | F € Méb(D?)}.

Lemma 4.4.24 Mob(D?) ist eine Untergruppe von Méb(@) und fir jede Abbildung
F € Mob(D?) gilt
F(dD*) c D"

Beweis.

1. F =idp> € M6b(D?) klar. v/
Sei F € Mob(D?). Dann gilt

F(D*)=D*= F ' (D*) = F ' (F(D*) = D* = F~' € Méb(D?). v
Seien F,G € Mob(D?). Dann ist
F(G(D?) = F(D*) = D* = F oG € Méb(D?). v

2. Sei z € OD?, d.h. |z| = 1. Sei F € Méb(D?). Fiir jede reelle Zahl r € (0,1) ist
r-z € D? und damit auch F(r - 2) € D?, d.h. ‘F(r . z)’ < 1. Lasst man nun
r /1 gehen, so ergibt sich

}F(z)| = }F(Tlim rz)|

stetig |
1

Tli}an(rz)} = Tli}nl |F(rz)| < 1.
<1

Wire nun ’F(z)‘ < 1, so hiefe das F(z) € D? und damit z = F~*(F(2)) € D*.%
Somit muss ‘F(z)’ =1 und damit F(z) € 9D? sein. O

Bemerkung 4.4.25 Dieser Beweis benutzt nirgends, dass es sich bei den Funktionen
tatsdchlich um Mobius-Transformationen und bei dem Gebiet um die Kreisscheibe
handelt. Tatséchlich verlaufen entsprechende Beweise fiir stetige Bijektionen auf belie-
bigen Gebieten analog. Deshalb besitzt auch Mb(D?) U Méb™ (D?) die angegebenen
Eigenschaften.

Lemma 4.4.26 Die Abbildungen F € Mb(D?) sind genau die Funktionen der Form

F(z)=a- . mita,p € C, |a| =1, |p| < 1.
pz—1
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Beweis.

2= (a) Sei F(2) =a-Z2=2 mit |a| =1 und |p| < 1. Sei z € D?. Dann ist

pz—1
2 |z —pl|”
|F()|" = la* - —0
—— [Pz —d
=1
(z=pP(E-P)

(pz = 1)(pz — 1)
2> — 2p — pz + |p|?
PPzl —pz —pz+1°

Nunist 1= (1 —|p*) +[p|* > |2 (1 = |p*) + [p|* = [2* = [z*[p|* + Ip|?
———— ~—

>0 <1
und damit

|2[2[p|> + 1 > |2 + |p|> & |p*|2> — pz — pz + 1 > |2> — pz — pz + |p|?,

also der Nenner des obigen Ausdrucks fiir ‘F (z)‘2 grofer als sein Zahler,
und folglich gilt
|F(2)]" < 1= F(D? c D2
(b) Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, bestimmen wir einfach die inverse
Abbildung. Wenn diese dann von der angegebenen Form ist, wissen wir
sofort
FY(D*) c D* = D* = F(F~Y(D?) c F(D?)
und erhalten damit die gewiinschte Gleichheit.

Formen wir also um:

2P
w:=F(z) = aﬁz—l
& (pz—1w = az—ap
& (pw—a)z = w—ap
& L o= YT
pw—a

1. w — ap

a alpw-—1
1

und wegen 1 = |a|° =aa < a ' =a

_w—ap
 Tapw—17
Wir sehen also, dass F'~! tatséchlich dieselbe Form wie F besitzt mit o’ = a
und p’ = ap. Offensichtlich gilt auch

o/ = |al = la| = 1 und |ap| = |a| - [p| <1.
L
=1 <1

Damit haben wir unser Ziel erreicht.
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»,= Sei F € Mob(D?). Dann ist F auf jeden Fall von der Form

az+b
F(z) = .
(2) cz+d
Wiire d = 0, so wiire F(0) = co ¢ D?, also ist d # 0. Nun kénnen wir den Bruch
mit —d kiirzen, also 0.B.d.A. d = —1 annehmen, und erhalten
F(z) = az + b.
cz—1

Nun ist F(0) = —b € D?, somit ist |b| < 1. Weiterhin gilt fiir z = €’* € 9D? mit
beliebigem ¢ € R:

_ 2 |ae™® + b|?
1= |F(Z)‘ |ceie — 1]2
= e’ — 1> = |ae’ +b|?
= le|> —ce’ —ce ™ +1 = |a|® + abe'® 4 abe " + |b]?
= (|c|2 +1—la® - |b|2) —(c+ab)e’” — (G+abje”™ = 0Vp€eR,
d.h. samtliche Koeffizienten miissen verschwinden. Wir erhalten also das Glei-
chungssystem
I 0 = [ +1—laf*— b
11 = —ab.
IinI 0 = |a]’|b]* +2—a|* — |b]?
= (P - 1) (b 1)
——
<0
2
= la”—1 = 0
& la] = 1
= a' = a

Hiermit besitzt die Abbildung die Form

az+b
—abz — 1
oz —_(—ab)
—abz — 1
Z=Pp
pz—1

F(z) =

= a

mit p := —ab, wobei
la| = 1; |p[ = a| - [b] <1. O
~—~

=1 <1
Satz 4.4.27 Die Isometriegruppe des Poincaré-Scheibenmodells ist bestimmt durch

Iso(D?,dp) = M6b(D?) UMb~ (D?).
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Beweis.

D% Wir erinnern uns an die Metrik im Poincaré-Scheibenmodell:

2
dp(z,2') = Acosh [ 1+ 2 |2~ .
(L=1=P) (1= 12P)

Zunichst zeigt man, dass fiir alle Punkte z, 2z’ € D? und fiir alle Abbildungen
F € M&b(D?) gilt:

und dies kann jeder einfach nachrechnen (mit F'(z) = a =

dp(2,2) = dp(F(z),F(z)
o= 2P - F(z) - F()?
ey o) G e 3 R (R T o5 1 T W T e T
" o= 2P _ F(z) — F(2)?
A D0-77 — - 1FE@P0 - FER)

-p
Pz — )

Offensichtlich gilt conj € Iso(D?,dp), da sich der Betrag einer komplexen Zahl
bei der Konjugation nicht &ndert. Fiir eine Anti-Mobius-Transformation, die
durch G : z — F(Z) gegeben ist, gilt deshalb

G(z)=F(2) = (_F oconj)(z) = G = F oconj € Iso(D?, dp).

Iso Iso

»C* Sei F € Iso(D?,dp).

(a) Betrachte zundchst den Fall F'(0) = 0. Um die Natur dieser Mobius-

Transformationen zu verstehen, gehen wir kurz zuriick ins Hyperboloidmo-
dell. Dem Punkt 0 im Poincaré-Scheibenmodell entspricht dort der Punkt
e1, und wir suchen somit die Lorentz-Transformationen, die e in sich {iber-
fihren. Dabei erkennen wir leicht, dass dies genau diejenigen sind, die
durch die Matrix

10 .
A_<O B)mltBGO(Q)

beschrieben werden.

Ebenso leicht sehen wir, dass bei der Zentralprojektion P die Drehun-
gen um die e1-Achse immer Drehungen bleiben, und zwar entspricht der
durch A beschriebenen Lorentz-Transformation die durch B beschriebe-
ne Drehung der Kreisscheibe. Drehungen sind aber nach Beispiel
Mobius-Transformationen.

Dasselbe gilt natiirlich auch, falls B eine Spiegelmatrix sind; aber Spie-
gelungen sind keine Mobiustransformationen. Falls B die Spiegelung an
der reellen Achse beschreibt, entspricht dieser die Abbildung conj, und wir
wissen bereits, dass es sich dabei um eine Anti-Mo6bius-Transformation
handelt. Haben wir nun eine Spiegelung an einer beliebigen Achse durch 0
mit dem Winkel « zur reellen Achse, so kbnnen wir die gesuchte Abbildung
aus einer Drehung um —a«, der Konjugation sowie einer Drehung um +«
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zusammensetzen, und dies ist sicherlich auch aus Mob(D?) U Msb™ (D?).
Wir kénnen die Abbildung genau angeben:
2ia_Z2—0

0-z—1

2

2 ' emiay = %@

zZ=—e

(b) Nun sei F(0) = b € D? beliebig. Betrachte die Abbildung

z—b
G(z) = ——.
) bz —1
BEs gilt offensichtlich G € M6b(D?) C Iso(D?,dp) und G(0) = b. Setze nun
H:=G 'oF elso(D? dp).

Wir erkennen, dass H(0) = G™*(F(0)) = G~'(b) = 0 ist und somit nach
Teil (a)
H € Mob(D?) U Msb™ (D?).

Somit ist auch
F =G o H e Méb(D?) UMb~ (D?). O
Bemerkung 4.4.28 Die Abbildung
Iso(H?,dy) = L'(3) — Iso(D?,dp) = M&b(D?) UMb6b™ (D?) mit ¢ — Pogo P!

ist ein Gruppenisomorphismus. Damit kénnen wir einen geometrischen Sachverhalt —
namlich Isometrie — auch algebraisch — ndmlich durch Isomorphie — ausdriicken.

Bemerkung 4.4.29 Bei diesem Isomorphismus werden die orientierungserhaltenden
Lorentz-Transformationen auf Mob(D?), die orientierungsumkehrenden hingegen auf
Mob™(D?) abgebildet.

Satz 4.4.30 Unter der Projektion P : H?> — D? werden die Grofhyperbeln genau
auf Abschnitte derjenigen verallgemeinerten Kreise abgebildet, die auf 0D? senkrecht
stehen.

Abb. 215
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Beweis.

1. Die GroRhyperbeln, die e; enthalten, entstehen durch Schnitte von H? mit Ebe-
nen, die die e;-Achse enthalten. Projizieren wir diese mit dem Projektionszen-
trum —e1, so erhalten wir die Schnitte derselben Ebenen mit D27 also Geraden-
segmente durch den Nullpunkt, und dies sind verallgemeinerte Kreise, die auf
dem Rand von D? senkrecht stehen.

2. Eine Grofhyperbel G lésst sich durch eine Lorentz-Transformation ¢ auf eine
Grofhyperbel durch e; abbilden. Nun sehen wir, dass nach 1 die Grofhyper-
bel ¢(G) einem verallgemeinerten Kreis im Poincaré-Scheibenmodell entspricht.
Bilden wir diesen nun durch F := Poy ' o P! auf P(G) ab, so muss dies auch
ein verallgemeinerter Kreis sein.

3. Da (Anti-)M6bius-Transformationen als Isometrien von (D?, dp) winkeltreu sind
(auch die Projektion P ist winkeltreu) und D? erhalten, muss der rechte Win-
kel, den P(¢(G)) als Durchmesser von D? mit deren Rand bildet, erhalten blei-
ben. Deshalb stehen alle verallgemeinerten Kreise, die Grohyperbeln beschrei-
ben, auf &D? senkrecht.

4. Dass jeder derartige verallgemeinerte Kreis tatséchlich einer Grofshyperbel ent-
spricht, sei dem Leser als abschliefiende Ubung zu zeigen iiberlassen. O

Bemerkung 4.4.31 In Abbildung 2I5] erkennt man auch, dass die Winkelsumme im
hyperbolischen Dreieck immer kleiner als 7 sein muss, denn im Vergleich mit einem
euklidischen Dreieck fehlt an den Ecken, von denen ein Kreisbogen ausgeht, jeweils ein
Stiick vom Winkel.

4.5 Exkurs: Kegelschnitte

Um Kegelschnitte auf einfache Weise untersuchen zu koénnen, bedienen wir uns der
Minkowski-Geometrie (vgl. Abschnitt 1)) erinnert. In ihr existiert bekanntermafen
eine Einteilung der Vektoren aus R3 in zeitartige ({(z, ) < 0), lichtartige ({(z,z)) =
0,z # 0) und raumartige Vektoren ({(x,x)) > 0 oder z = 0). Die Menge der zeitartigen
Vektoren und 0 nennt man Lichtkegel:

C={z¢€ R® | {z,z)) = 0}.
Definition 4.5.1 Sei E C R® ein zweidimensionaler Untervektorraum. Dann heift E

e zeitartig, falls E/ einen zeitartigen Vektor enthilt;
e lichtartig, falls E keine zeitartigen, aber lichtartige Vektoren enthélt;

e raumartig, falls E lediglich raumartige Vektoren enthélt.

Bemerkung 4.5.2 Jeder zweidimensionale Untervektorraum E C R?® enthilt von 0
verschiedene raumartige Vektoren.

Ist E zeitartig, so enthélt £ auch lichtartige Vektoren.
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Definition 4.5.3 Sei E C R® eine affine Ebene, d.h. E = Ey + p fiir einen zweidi-
mensionalen Untervektorraum Eo C R? und einen Punkt pE R3.

FE heifst zeit-, licht- oder raumartig genau dann, wenn FEy zeit-, licht- bzw. raumartig

ist.

Bemerkung 4.5.4 Raumartige affine Ebenen kénnen auch zeit- und lichtartige Vek-
toren enthalten.

Abb. 216

Satz 4.5.5 (Kegelschnitte) Sei E C R® eine affine Ebene. Dann gibt es fiir die
Gestalt von ENC genau die folgenden Méglichkeiten:

E 0eE? ENnC
raumartig ja {0}
nein Ellipse
lichtartig ja Gerade
nein Parabel
zeitartig ja Geradenkreuz
nein Hyperbel

Beweis.

1. Sei E raumartig.

(a) Sei E = Ey ein Untervektorraum von R®. Dann enthilt E nur raumartige
Vektoren, und der einzige raumartige Vektor in C ist 0, also ist

Enc = {0}.



4.5. EXKURS: KEGELSCHNITTE 227

Diese und die folgenden Abbildungen kénnen mit der Maus gedreht werden.

Abb. 217

(b) Sei 0 ¢ E = Eo + p. Wahle 0.B.d.A. p minkowski-orthogonal zu Fj,
d.h. {p,z)) = 0 Vz € Ey. (Die iibrigen moglicherweise zunéchst vorhan-
denen Komponenten von p verschieben Ep nur in sich selbst, weshalb sie
getrost aufler Acht gelassen werden kénnen.) Dann ist p zeitartig.

Die Einschrankung ((-,-)) ‘onEo
Minkowski-Produkt auf ganz R®, symmetrisch und bilinear. Es ist sonach
ein euklidisches Skalarprodukt auf Ej.

ist positiv definit und natiirlich, wie das

Nun wihlen wir eine Orthonormalbasis beziiglich ((-,+)) von Ejy, die noch
mit /| {p, p)) | skaliert wird, also b1, b2 € Eo mit

(bi, bs) = dij - | (w2 | = —0i5 (0, D)) -

Ein Punkt P = p + ab1 + yb2 € F liegt gleichzeitig auf dem Lichtkegel
genau dann, wenn

0 (p + b1 + yba, p + xby + yba))
= (p.p) + 2% (b1, b1)) + v (b2, b2))
= (p.p) (1-2"—y?)
= 0 = 1—-2°— y2
s 4 y2 = 1
& (y) € Ki(0).

Wir haben gezeigt: Fiir die affine Abbildung f : E € R? gegeben durch die
Translation um —p gefolgt von der linearen Abbildung, die b; auf e; und
by auf e abbildet, gilt

F(ENC) = K1(0),

und das heifit nach Korollar [.7.10}

ENC = ffl(Kl (0)) ist eine Ellipse.
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Abb. 218

2. Sei E lichtartig.

(a) Sei E = Ey ein Untervektorraum von R>. Sei I € E lichtartig. Dann ist auf
alle Fille R-1 C ENC, und wir miissen uns nur noch fragen, ob es noch
weitere lichtartige Vektoren in F gibt.

Wir nehmen an, I’ € E sei lichtartig mit I’ ¢ RI. Dann sind [,!’ line-
ar unabhingig und bilden somit eine Basis von E. Da jede Ebene einen
von 0 verschiedenen raumartigen Vektor enthélt, nehmen wir uns aus E
einen solchen her und nennen ihn gq. Wir kénnen ¢ nun in der Basis (I,1")

darstellen:
q=oal+ B8l mit a,BcR.
Dann ist
0 < (g,
= a2 ({I,1)+2 Ly 2l
o {L.0) +2a8 (L)) +5° (V1))
=0 —0
= 209 (1))
= 2a8((L,I')) > 0. (4.10)

Wir wihlen nun den Punkt § := ol — 8I’ € E. Wie eben berechnen wir

(@.3) = —2a8 (1.0 T,

also ist ¢ zeitartig. Eine lichtartige Ebene enthélt jedoch keine zeitartigen
Vektoren, also war unsere Annahme falsch:

ENnC=R-I,

und das ist eine Gerade.
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Abb. 219

(b) Nun sei 0 ¢ E = Eog+ p. Wieder sei | € Ejy lichtartig. Nach einer Drehung

um die x1-Achse und eventueller Skalierung von [ kénnen wir 0.B.d.A.
| = e1 + es annehmen.

Mit I’ := e; — es ist (l7637l,) eine Basis von R®. Versuchen wir nun, eine
Basis von Fy zu finden, kénnen wir [ schon einmal benutzen. Wir suchen
also nur noch einen zweiten Basisvektor b := Bes + yI'.

Dann muss fiir jedes a € R gelten:
g=oal+b=al+ Bes ++l' € Ey,
und da nach 2al Ey aufer R - [ nur raumartige Vektoren enthalt, ist

0<{gq) =05 +ay <<lyll>> =3 —2ay & %> 2a7yVa.

Wiére nun v # 0, so setze o := % =32 >28%4

Also wihlen wir e3 als zweiten Basisvektor und haben nun (I, e3) als Basis
von Fj.

Wir kénnen nun analog zu [Ibl 0.B.d.A. annehmen, dass p = « - I’ ist fiir
ein a € R — {0}.

Ein Punkt P = ol’ + xe3 + yl € E liegt auf dem Lichtkegel, falls

0 = <<al/ +xes +yl,al’ + zes + yl>>

- {{) (o)

~+a)+—a)+a’

Ly tya— by 2yat 1

0 = —Adya+ z2
x
<~ Y = E7

und das beschreibt (unter Zuhilfenahme einer Affinitéit wie in [IB]) eine

Parabel (vgl. (L29]) sowie Satz [[7.38)).
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Abb. 220

3. E = Ey + p sci zeitartig. ¢ € Fo sei zeitartig, 0.B.d.A. sei ¢ € H?, d.h. (¢, q) =
—1 und q ist zukunftsgerichtet. (Dies wird erreicht durch eine Skalierung von
q, gegebenenfalls mit einem negativen Faktor.) Dreht man g noch in die z1-z2-
Ebene und wendet anschlieffend einen geeigneten Lorentz-Boost an, so erreicht
man sogar 0.B.d.A. ¢ = e;1. Durch eine weitere Drehung um die x1-Achse kann
nun noch erreicht werden, dass 0.B.d.A. es € Ejy ist.

(a) p = 0. Dann ist xe1 + yez ein beliebiges Element aus E, welches genau
dann auch in C liegt, wenn

0 = ((we1 + ye2, we1 + ye2) = —2? 4y = y? =22

Diese Gleichung beschreibt ein Geradenkreuz.

Abb. 221

(b) Ist p # 0, so verfahren wir analog zum vorigen Fall, nur dass der beliebige
Punkt noch eine z3-Komponente besitzt, also P = xe1 4+ ye2 + aes. Dieser
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Punkt liegt in C, falls

0 = {(xe1+ yes+ aes,zer + yes + aes))
- 2?4+ a?
2 2
NG
« a
und das ist eine Hyperbelgleichung. O
Abb. 222

Bemerkung 4.5.6 Im Fall, dass F ein zeitartiger Untervektorraum von R? ist, ent-
spricht das Geradenkreuz E N C dem Asymptotenkreuz der GroRhyperbel E N H2.

Bemerkung 4.5.7 Die Menge der zeitartigen Vektoren {z | {(z,z)) < 0} und die
Menge der raumartigen Vektoren ohne 0 {x | {(z,z)) > 0} sind offene Teilmengen von
R3. ,Kleine Stérungen verindern deshalb zeitartige oder raumartige affine Ebenen
nicht in ihrer Art und die Falle 1 und 3 sind somit stabil. Fiir die Menge der lichtartigen
Vektoren gilt dies nicht, weshalb Fall 2 instabil ist und den Grenzfall zwischen den
Fallen 1 und 3 darstellt.
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Kapitel 5

Kurventheorie

Wir untersuchen Kurven im n-dimensionalen Raum mit besonderem Schwerpunkt auf
ebenen Kurven. Liange und Kriimmung werden eingefiihrt. Wir beweisen den Umlauf-
satz fiir einfach geschlossene Kurven. Wir zeigen die isoperimetrische Ungleichung,
die die Lénge einer einfach geschlossenen ebenen Kurve mit dem Flicheninhalt des
umlaufenen Gebiets vergleicht.

5.1 Kurven im R"

Wir wollen nun die Werkzeuge der Differential- und Integralrechnung benutzen, um
Kurven im n-dimensionalen Raum zu beschreiben. Unter einer Kurve stellen wir uns
anschaulich ein, in der Regel verbogenes, in den Raum gelegtes Geradenstiick vor.
Mathematisch driicken wir das folgendermafsen aus:

Definition 5.1.1 Sei I C R ein Intervall. Eine parametrisierte Kurve ist eine un-
endlich oft differenzierbare Abbildung ¢ : I — R". Eine parametrisierte Kurve heifit
reguldr, falls ihr Geschwindigkeitsvektor nirgends verschwindet: ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € 1.

Das Intervall I aus der Definition kann offen, abgeschlossen oder halbabgeschlossen
sein; auch kann I beschriankt oder unbeschriankt sein. Die Bedingung ¢(t) # 0 stellt
sicher, dass sich beim Durchlauf von ¢ € I der Kurvenpunkt c(¢) auch tatséchlich
bewegt. Insbesondere wird dadurch die konstante Abbildung c(t) = co ausgeschlossen.
Das ist sicherlich sinnvoll, denn das Bild dieser Abbildung besteht nur aus dem Punkt
co; nicht gerade das, was man sich unter einer Kurve vorstellt. Sehen wir uns einige
Beispiele an.

Beispiel 5.1.2 Eine Gerade kénnen wir folgendermafien als reguldre parametrisierte
Kurve schreiben:
c:R—R",
c(t)=co+t-v,

233
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wobei ¢g € R™ und v € R" — {0}. Die Bedingung ¢(t) = v # 0 ist dann offensichtlich
erfiillt.

Co

Abb. 223

Beispiel 5.1.3 Eine Kreislinie in der Ebene um den Mittelpunkt (0, O)T mit Radius
r > 0 sieht folgendermafien aus:

¢: R — R?

= (15 )

Abb. 224

Der Pfeil in der Skizze gibt die Durchlaufrichtung an. Dieses Beispiel zeigt, dass eine
reguldre parametrisierte Kurve nicht injektiv zu sein braucht. Wegen der Periodizitét
c(t+27) = c(t) wird jeder Bildpunkt unendlich oft durchlaufen. Wir kénnten natiirlich
den Definitionsbereich von ¢ auf ein Periodenintervall einschranken, doch dazu spéter
mehr.

Beispiel 5.1.4 Eine Schraubenlinie im 3-dimensionalen Raum kann so parametrisiert

werden:
¢:R—R3,

r-sint
ct)=1| r-cost |,
h-t

wobei r > 0 und A > 0.
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Abb. 225

2
Beispiel 5.1.5 Die parametrisierte Kurve ¢ : R — R?, ¢(t) = (ig ), heifst Neil’sche

Parabel.

Abb. 226

Obwohl die parametrisierte Kurve glatt ist, hat sie im Ursprung einen ,Knick“. Das
liegt daran, dass sie nicht regulér ist. In der Tat verschwindet ¢(t) = (2t,3t?)T genau
int=0.

Beispiel 5.1.6 Die folgende regulédre parametrisierte Kurve wird als Traktriz oder
auch Schleppkurve bezeichnet:

c: (0,%) — R?,

sint
oft) = ( cost + Intan(t/2) ) '
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Abb. 227

Mit der angegebenen Funktionsvorschrift liefe sich ¢ auf ganz (0, 7) definieren. Aber

fir t = 3 gilt ¢ (%) = (0,0)". Daher wire ¢ auf ganz (0,7) nicht mehr regulir. Im

Bild sieht man, dass c in ¢ (g) = (1, 0)—r eine Spitze hat. So etwas wird durch unsere
Definition einer reguldren parametrisierten Kurve ausgeschlossen.

Beispiel 5.1.7 Die logarithmische Spirale ist gegeben durch

¢: R — R?,

c(t) = et/10 . cost
T\ ePogint )

Abb. 228
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Eine parametrisierte Kurve ist mehr als nur die Menge der Kurvenpunkte in R",
d. h. mehr als nur das Bild ¢(I) von c¢. Es wird auch angegeben, wie dieses Bild
zu durchlaufen ist. Haufig m6chte man diese Parametrisierung dndern und dabei die
Bildkurve so belassen, wie sie ist. Dazu dient folgende

Definition 5.1.8 Sei ¢ : I — R" eine parametrisierte Kurve. Eine Parametertrans-
formation von c ist eine bijektive Abbildung ¢ : J — I, wobei J C R ein weiteres
Intervall ist, so dass sowohl ¢ als auch ¢ ' : I — .J unendlich oft differenzierbar sind.
Die parametrisierte Kurve ¢ = co ¢ : J — R" heillt Umparametrisierung von c.

¢ VK
/8_0\

J 1
Abb. 229

Wegen ¢ = ¢ o ¢ ' kann man c auch wieder aus ¢ zuriickgewinnen. Man sollte hier
beachten, dass die Ableitung einer Parametertransformation ¢ nirgends verschwinden
kann, denn nach der Kettenregel gilt

(e71) (p() - p(t) = (¢ o) (t) = 1.

Damit ist auch sichergestellt, dass eine Umparametrisierung einer regularen parame-
trisierte Kurve wiederum regulér ist:

&(t) = é(p(t)) - () # 0.

Eine Parametertransformation kann die Richtung, in der die Bildkurve durchlaufen
wird, entweder umkehren oder erhalten. Die triviale Parametertransformation ¢(t) =t
beispielsweise dndert nichts an der parametrisierten Kurve, die Parametertransforma-
tion 9 (t) = —t dagegen kehrt den Durchlaufsinn um.

Abb. 230
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Definition 5.1.9 Eine Parametertransformation ¢ heifit orientierungserhaltend, falls
@(t) > 0 fur alle ¢, d.h. falls ¢ streng monoton wichst. Die Parametertransformation
o heilt orientierungsumkehrend, falls ¢(t) < O fur alle ¢, ¢ also streng monoton féllt.

Jede Parametertransformation ist entweder orientierungserhaltend oder orientierungs-
umkehrend, denn giibe es ein t1 € I mit ¢(t1) < 0 und ein t2 € T mit $(t2) > 0, so
gibe es nach dem Zwischenwertsatz auch ein t3 zwischen ¢; und t2 mit ¢(t3) = 0. Das
ist aber, wie wir gesehen haben, nicht moglich.

Ist ¢ : I — R™ eine regulir parametrisierte Kurve, dann nennt man das Bild ¢(I) auch
ihre Spur. Offenbar wird jeder regulér parametrisierten Kurve durch ihre Parametri-
sierung ein Durchlaufsinn zugeordnet, der aber durch eine geeignete Parametertrans-
formation umgekehrt werden kann, bei der sich die Spur nicht dndert.

Definition 5.1.10 Eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve ist eine regulére pa-
rametrisierte Kurve ¢: I — R™ mit ||¢(t)|| =1 fiir alle t € T.

Nach Bogenlénge parametrisierte Kurven sind also gerade solche, die ihr Bild in R™
mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen. Etwas allgemeiner sagt man auch:

Definition 5.1.11 Eine proportional zur Bogenlinge parametrisierte Kurve ist eine
reguldre parametrisierte Kurve ¢: I — R", fiir die ||¢|| konstant (aber nicht unbedingt
gleich 1) ist.

Parametrisierungen nach der Bogenlénge sind fiir viele Zwecke besonders angenehme
Parametrisierungen. Aber existieren sie auch?

Proposition 5.1.12 Zu jeder reguldren parametrisierten Kurve c gibt es eine orien-
tierungserhaltende Parametertransformation ¢, so dass die Umparametrisierung c o ¢
nach Bogenldnge parametrisiert ist.

Beweis. Sei ¢ : I — R™ eine reguldre parametrisierte Kurve. Wir wéhlen ¢y € I und
setzen

b(s) = / el dt.

Wegen 1/)/(5) = ||é(s)]| > 0 ist 1) streng monoton wachsend und somit injektiv. Daher
ist

I — J:=y(()
eine orientierungserhaltende Parametertransformation. Wir bezeichnen die Umkehr-
funktion mit ¢ := ' : J — I. Dann sind ¢ und ) unendlich oft differenzierbar, und
fiir die erste Ableitung von ¢ haben wir die Formel

Daraus folgt nach der Kettenregel

l(co@) @I = llee(®) - ¢ = ’

() H _,
EEG]
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Somit ist ¢ o ¢ nach Bogenldnge parametrisiert. O

Bemerkung 5.1.13 Der Beweis der Proposition verlauft konstruktiv, er liefert also
ein Verfahren, zu einer gegebenen parametrisierten Kurven eine Bogenlédngenparame-
trisierung zu finden.

Parametrisierungen nach der Bogenlidnge existieren also. Inwieweit sind sie eindeutig?

Lemma 5.1.14 Ist ¢ : I — R" eine nach Bogenldinge parametrisierte Kurve und
@ J — I eine Parametertransformation, bei der die Umparametrisierung ¢ = co @ :
J — R"™ wiederum eine Parametrisierung nach Bogenldnge darstellt, dann ist ¢ von
der Form

(p(t) =t+to

fiir ein to € R, falls c und ¢ gleich orientiert sind. Falls c und ¢ entgegegesetzt orientiert
sind, ist sie von der Form
o(t) = —t + to.

Beweis. Es gilt

Also ist ¢(t) = +t + to. O

Um zu sehen, was nach Bogenlidnge parametrisierte Kurven mit Lange zu tun haben,
miissen wir erst die Lénge von Kurven definieren.

Definition 5.1.15 Sei c: [a,b] — R" eine parametrisierte Kurve. Dann heift

b
Ll = / el de

Lédnge von c.

Lemma 5.1.16 Die Ldange parametrisierter Kurven dandert sich nicht bei Umparame-
trisieren.

Beweis. Dies ist eine Folgerung aus der Substitutionsregel. Ist ndmlich ¢ = co ¢ eine
Umparametrisierung von ¢, ¢ : [a’,b'] — [a, b], dann gilt

b/
Lle) = [l\(cow)'(t)l\dt
b/
= [I\é(w(t))l\ “lo(8)] dt

b
= [lés)]ds
= L.
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Lemma[B.1.16] besagt, dass die Lange parametrisierter Kurven nicht von der gegebenen
Parametrisierung abhéngt.

Jetzt verstehen wir auch, warum Parametrisierungen nach der Bogenladnge so bezeich-
net werden, denn ist ¢ : [a,b] — R"™ nach der Bogenlinge parametrisiert, so gilt fiir
jedes Teilintervalle [«, 8] C [a, b]

B
L[C|[aﬁ]] = /1 dt =0 — a.

o

Eine nach Bogenlénge parametrisierte Kurve ist gerade so lang wie das Parameterin-
tervall.

Die Definition der Lénge durch eine Integralformel mag zunichst etwas willkiirlich
erscheinen. Ein anderer Zugang sieht so aus:

Definition 5.1.17 Ein Polygon im R"™ ist ein Tupel P = (ao,...,ar) von Vektoren
a; € R™.

Wir stellen uns die Vektoren a; als die Ecken des Polygons vor und zwei aufeinander-
folgende Ecken a; und ait+1 durch das entsprechende Geradensegment verbunden.

as
°
'/al._ \
aop as
[
a4
Abb. 231

Da sie Ecken besitzen, sind Polygone keine (reguldren parametrisierten) Kurven nach
unserer Definition. Aber es ist klar, was die Lénge eines solchen Polygons ist, ndmlich
die Summe der Lange der Geradensegmente:

k—1
LP) =) llaiss = ail.
=0

Um die Lénge einer parametrisierten Kurve zu definieren, kénnte man nun auch diese
Kurve durch Polygone annahern und ihre Lange durch den Grenzwert der Polygonlan-
gen erkléren, sofern dieser dann existiert. Die folgende Proposition besagt, dass dieser
Zugang denselben Léangenbegriff liefert.
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c(tr)

c(t1)

Abb. 232

Proposition 5.1.18 (Lingenapproximation durch Polygone) Sei ¢ : [a,b] —
R"™ eine parametrisierte Kurve. Dann gibt es fir jedes (noch so kleine) € > 0 ein § > 0,
so dass fiir jede Unterteilung a = to < t1 < --- < tx = b des Definitionsintervalls mit
Feinheit kleiner als § (d. h. tiz1 —t; < 6 fiir alle i) gilt:

L] - LIP]| <,

wobei P = (c(to),c(t1),. .., c(tk)).

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Wir wihlen ein ¢’ € (O, m) Nach dem Satz

iiber riemannsche Summen [8, Abschn. 11.8], angewandt auf das Integral

b
LM=/meu

gibt es zu €’ ein §p > 0, so dass fiir jede Unterteilung a = to < t1 < --- < t = b der
Feinheit kleiner als do gilt:

=
|
—

L] =y e (i) |- (tigr — ta)| < €. (5.1)

s
Il
o

Die Komponentenfunktionen ¢; : [a,b] — R der Ableitung ¢ von c sind stetige Funktio-
nen auf dem kompakten Intervall [a, b], also sind sie sogar gleichméfig stetig auf [a, b].
Daher gibt es §; > 0, so dass

lej(t) — ¢5(s)] < &,
wann immer |t — s| < §;, t,s € [a, b].

Wir setzen § := min {do, 1, . .., dn }. Sei nun eine Unterteilunga = to < t1 < -+ < ¢, =
b der Feinheit kleiner als ¢ vorgegeben. Nach dem Mittelwertsatz gibt es 75,5 € (ts, tit1),
so dass

cj(tit1) — (i) = ¢i(Tiy) - (tig1 — ti).
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Also gilt
le(tirn) = c(ta)ll = lle(tivn) | (tiva — t3)]
¢1(Ti,1)
= : (tivr — i) = |leCtira) || (Fiva — ti)
é'n,(Ti,'n,)
¢1(Ti,1) ¢1(tit1)
= — (tig1r — i)
Cn (Ti,n) én(ti+1)
¢1(1i,1) — €1(tit1)
< : “(tigr — )
C.'n, (Ti,n) - Cn(tz+1)
= D (E(mig) = &ti0)? - (tirs — 1)
j=1
< Vneeh (i — 1),

Beim ersten Ungleichheitszeichen haben wir die ,inverse Dreiecksungleichung" ‘H:CH -

||y|” < ||z — y|| benutzt. Summation iiber 7 liefert

LIP] = llé(tie)l|(bivr —t)

=0
k—1 k—1
= D lleltisn) = et = D llettirn)ll(tn — )
1=0 =0
< Vn-e'-(b—a). (5.2)
Daraus folgt die Behauptung, denn
k—1
|L[P] = L[d]| < LIP] = > leQirn)||(tirr — ts)
1=0
k—1
+ D llea)lltir — t) — Lid]
1=0
GIvE2

< Ve (b—a)+€

O

Bemerkung 5.1.19 Man kann nun leicht zeigen, dass immer L[P] < Lic| gilt
(Ubung).
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Wir erinnern uns an das Hausdorfl-Maf§ (vgl. Abschnitt 24]), welches wir zur Angabe
von Flacheninhalten oder Volumina benutzt haben, und im Falle reeller Intervalle oder
der Kreislinie gab uns dieses Mafs auch die Gréfse an, die wir als Linge erwarten. Ist
das Hausdorff-Maf einer Kurve (bzw. genauer: der Spur einer Kurve) nun identisch
mit ihrer Lénge?

Satz 5.1.20 Sei (X,d) = (R",dg), ¢ : [a,b] — R" sei eine reguldr parametrisierte
Kurve. Dann gilt:

A (e(la.t)) ) < LI

Abb. 233

Beweis. O.B.d.A. sei ¢ nach Bogenlidnge parametrisiert.

Wihle eine Unterteilung a = t9 < t1 < --- < ty = b der Feinheit kleiner § und
betrachte nun die Uberdeckung {B;};=1, ..~ mit B; := c([zfj-,l7 tj]). Dann gilt

. Bem. [5.1.10|
dlam(Bj) < L I:Cl[tjflytj]] = tj — tjfl < (57

und daraus erhalt man

IN

%l(c([a7b])> Mﬁ (MmT@>l

N
= Z diam(B;)
j=1

N
< ZL [Chtj—lvfjl]
j=1
[c].

= L

Lé&sst man nun 6 \,0 gehen, so ergibt sich die Aussage fiir das Hausdorff-Mafs:

A (c([mb])) < L[d. 0

Bemerkung 5.1.21 Es kann durchaus vorkommen, dass .57 (c([a, b])) < L[¢].
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cos(t)

Beispiel 5.1.22 Sei ¢(t) = (sin(t)

)7 t € [0,4x]. Da c([O7 471']) = c([O7 271']) = K1(0),

ist zwar

L[c] = 4x, aber #" (c([O7 471'])) =" (Kl(()))) =27 < 4m.

In den meisten (interessanten) Féllen ist jedoch das Hausdorff-Maf tatsdchlich mit der
Kurvenlénge identisch; dies ist Aussage des folgenden Satzes.

Satz 5.1.23 Sei (X,d) = (R",dg), set ¢ : [a,b] — R eine regulir parametrisierte
Kurve mit nur endlich vielen Mehrfachpunkten. Dann gilt

" (c([a,b])) — I[d.

Beweisskizze.

1. Fall Die Kurve c ist injektiv, besitzt also keine Mehrfachpunkte.

N —

Abb. 23/

Man zeigt, dass es geniigt, in den Mengen, deren Infima den %' entsprechen, nur
solche Uberdeckungen B; = c([tj,1)7 tj]) zu betrachten, die von Unterteilungen
von [a, b] herriihren (wie in Satz[5.1.20]). Dann erhélt man mit ausreichend kleiner
Feinheit < §:

L = Y le(ty) —elt;1)| & Y diam(B;) ~ 2! (c([a, b])).

2. Fall Die Kurve ¢ enthdlt Mehrfachpunkte.

Abb. 235

Dann betrachten wir die Punktmenge, die entsteht, wenn wir kleine Umgebungen
um jeden Mehrfachpunkt entfernen. Dadurch erhalten wir endlich viele Teilkur-
ven c¢j = c|I_ (in Abbildung 235 sind es 9), fiir die gilt

J

Lid —¢ = > Le)

J

S )

J
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Bem. ZAB 1 ( U ¢ (Ij))

wobei € der Fehler ist, der aus den entfernten Kurvenstiicken entsteht. Lasst
man diesen nun gegen 0 gehen, indem man den Durchmesser der Umgebungen
klein macht, so ergibt sich

Lld < 72" (c([a7b]))7
was zusammen mit Satz die Gleichheit liefert. 0

Definition 5.1.24 Eine parametrisierte Kurve ¢ : R — R"™ heiflt periodisch mit Peri-
ode L, falls fiir alle t € R gilt ¢(t + L) = ¢(t), L > 0, und es kein 0 < L' < L gibt, so
dass ebenfalls c(t + L) = c(¢) fiir alle t € R. Periodisch parametrisierte Kurven heifien
geschlossen.

Das Beispiel [5.1.3] ist eine periodische parametrisierte Kurve mit Periode L = 2. Die
Kreislinie ist somit geschlossen.

Nicht jede Parametrisierung einer geschlossenen Kurve ist periodisch. Man kann
z. B. eine periodische parametrisierte Kurve so umparametrisieren, dass sie bei je-
dem Durchlauf der Kurve langsamer wird. Dann wird fiir jeden Durchlauf ein immer
grofseres Zeitintervall benotigt. Diese Umparametrisierung ist dann nicht mehr peri-
odisch.

Definition 5.1.25 Eine geschlossene Kurve heifit einfach geschlossen, falls sie eine
periodische reguldre Parametrisierung ¢ mit Periode L hat, so dass c|jo,1) injektiv ist.

geschlossen, aber

cinfach geschlossen nicht einfach geschlossen

Abb. 236

Die Bedingung sagt also, dass die Kurve keine Selbstschnitte hat, abgesehen davon,
dass sie sich schliefst. Da Parametertransformationen bijektiv sind, gilt die Injektivi-
tatsbedingung nicht nur fiir eine periodische Parametrisierung der geschlossenen Kur-
ve, sondern automatisch fiir alle ihre periodischen Parametrisierungen. Die Wahl der
periodischen Parametrisierung der geschlossenen Kurve spielt also keine Rolle fiir die
Frage, ob sie einfach geschlossen ist.
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5.2 Ebene Kurven

Wir wollen uns in diesem Abschnitt auf solche Kurven konzentrieren, die in der Ebene
verlaufen, d. h. ihre Werte in R? annehmen.

Definition 5.2.1 Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R? heift ebene parametrisierte
Kurve. Analog sind ebene reguldre parametrisierte Kurven definiert.

Definition 5.2.2 Sei ¢ : I — R? eine ebene regulire parametrisierte Kurve. Dann
heifst die Funktion s : I — R,

det(c(t), é(t))

SO POl

die Krimmung von c.

Die geometrische Bedeutung der Kriimmung werden wir gleich untersuchen. Vorher
zeigen wir, dass die Kriimmung bei orientierungserhaltenden Parametertransforma-
tionen im Wesentlichen unveréndert bleibt, wéhrend sie bei orientierungsumkehrenden
Parametertransformationen das entgegengesetzte Vorzeichen bekommt. Genauer heifst
das:

Lemma 5.2.3 Seic: I — R? eine ebene regulire parametrisierte Kurve mit Kriim-
mung k. Ist ¢ 1 J — I eine orientierungserhaltende Parametertransformation, so gilt
fur die Umparametrisierung ¢ = c o ¢ mit Krimmung R

R=Koo.
Ist ¢ orientierungsumkehrend, so ist

R=—Kop.
Beweis. Nach der Kettenregel gilt &(t) = ¢(o(t)) - p(t). Kettenregel und Produktregel
liefern &(t) = é(@(t)) - ¢(t)? + é(p(t)) - $(t). Also folgt

Ry = etee®) ), dp(0) - G0 + elp(t) - (1)
|

)
|e(e(D) - @)1
_ det(élp(t)), e())) - ()* | det(é(p(t)), le(®))) - (1) - B(1)
eI - e @) (e () - @O
_ det(é(e(t). é(e(1))) - p(1)°
leCe@NI® -l

da die Matrix (¢(¢(t)), ¢(¢(t))) Rang 1 und somit verschwindende Determinante hat.
Es folgt

. o(t)°
R(t) = k(b)) -
lp(8)1°
Im orientierungserhaltenden Fall ist % = 1, im orientierungsumkehrenden Fall

oW _
eoF = 1 O
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Um die geometrische Bedeutung der Kriimmung zu verstehen, betrachten wir den
Fall ebener parametrisierter Kurven, die nach Bogenldnge parametrisiert sind. Sei
also ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Wir definieren das

Normalenfeld durch
0 -1 .
n(t) := (1 0 > - ¢(t).

Abb. 237

Die Definition ist gerade so gemacht, dass (¢(t),n(t)) stets eine positiv orientierte
Orthonormalbasis von R? bilden. Mit anderen Worten, wir drehen den Geschwindig-
keitsvektor um 90 Grad entgegen dem Uhrzeigersinn.

Da ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert ist, gilt
(¢,¢) = 1.
Differentiation dieser Gleichung liefert
0=(é¢e)+ (¢, ¢ =2(¢).

Also stehen ¢(t) und &(¢) senkrecht aufeinander. Somit ist é(¢) ein Vielfaches des Nor-
malenvektors n(t),

() = alt) - n(t)

fiir irgendwelche Koeffizienten «(t). Wir berechnen die Kriimmung

_ det(é(t), (1))
lle@)]?

wobei wir ||¢(¢)]] = 1 und det(¢é(t),n(t)) = 1 benutzt haben. Der Koeffizient «(t) ist
also gerade die Kriimmung x(t), d. h.

E(t) = w(t) - n(t). (5.3)

K(t) =det(¢(t), at) - n(t)) = af(t) - det(é(t),n(t)) = aft),

Die Kriimmung ist ein Maf dafiir, wie stark die Kurve von einer Geraden abweicht.
Ist ndmlich ¢ eine nach Bogenlédnge parametrisierte Kurve, so ist ¢ eine Gerade genau
dann, wenn ¢ = 0, d. h. wenn x = 0. Die Kriimmung ist positiv, wenn sich die Kurve in
Richtung ihres Normalenvektors kriimmt, d. h. in Durchlaufrichtung nach links, und
negativ, wenn sie sich nach rechts kriimmt.
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/i(tl) <0 H(tg) =0 H(tg) >0

Abb. 238

Beispiel 5.2.4 Betrachten wir die Kreislinie ¢ : R — R? vom Radius r > 0, parame-
trisiert durch ¢(t) = (r-cos(t),r-sin(t)) . Diese Parametrisierung ist proportional zur
Bogenlinge, aber nur im Fall 7 = 1 nach Bogenlénge, denn ¢(t) = (—r-sin(t),r-cos(t)) "
und somit ||¢(t)]| = r. Aus &(t) = (—rcos(t), —rsin(t)) T folgt

det ( —rsin(t) —rcos(t) > .

rcos(t) —rsin(t)

k(t) =

r3 r3

In diesem Fall ist die Kriimmung konstant gleich 1/r.

Beispiel 5.2.5 Wir berechnen die Kriimmung der Ellipse ¢ : R — R? mit
_[a-cos(t) .
oft) = ( b - sin(t) ) ’

—asin(t) —acos(t)
det ( beos(t)  —bsin(t) )

( —asin(t) )
bcos(t)
absin®(t) + abcos?(t)
(a2 sin®(t) + b2 cos? (t))%
ab
a3(1 — 2 cos? (t))%
b 1

a? (1 —¢g2 cosQ(t))%

)

7/a2—_p2
wobei € = aTb die numerische Exzentrizitdt der Ellipse ist. Ist a = b =: r, d.h. ist

die Ellipse ein Kreis, liefert auch diese Formel x(t) = 1.
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Bemerkung 5.2.6 Wir kennen nun den Flicheninhalt (siehe Beispiel [Z4.27]) und die
Kriimmung der Ellipse. Da scheint es uns ein Leichtes, nun endlich auch den Umfang
der Ellipse zu berechnen:

LIE] = / ! \/a2 sin?(t) + b2 cos2(t) dt
0

/ i \/(b2 — a?) cos?(t) + a2 dt
0

27
a/ 1 — £2 cos?(t) dt.
0

Dieses Integral ldsst sich jedoch nicht analytisch 16sen. Aufgrund seiner Bedeutung hat
es aber einen Namen bekommen: Es heifit elliptisches Integral.

Proposition 5.2.7 (Frenet-Gleichungen) Sei c: I — R? eine ebene nach Bogen-
lange parametrisierte Kurve. Wir setzen v := ¢. Sei k die Krimmung von ¢ und sei n
der Normalenvektor. Dann gilt:

(0(t), (1)) = (v(t),n(t)) (H(()t) —f:)(t) > .

Beweis. Die Gleichung © = - n ist gerade Gleichung (£.3]). Durch Differentiation der
Gleichung (n,n) = 1 schliefen wir wie oben, dass n(t) senkrecht auf n(t) steht und
daher ein Vielfaches von v(t) sein muss, n(t) = a(t)-v(t). Wir differenzieren (n,v) =0
und erhalten

0 = (n,v)+(n,v)
= (a-v,v)+(n,k-n)
= a+k.
Also ist @« = —k und damit n = —k - v. O

5.3 Der Umlaufsatz

Lemma 5.3.1 Seic: [a,b] — R? eine ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kurve.
Dann gibt es eine C*°-Funktion ¥ : [a,b] — R (die sogenannte Winkelfunktion), so

dass
.o [ cos(D(t))
oft) = (sin(ﬁ(t)) :
Sind Y1 und Y2 zwei solche Funktionen, so unterscheiden sie sich nur um ein ganzzah-

liges Vielfaches von 2w, 91 = Y2+ 2km mit k € Z konstant. Insbesondere ist 9(b) —9(a)
eindeutig durch c festgelegt.
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Abb. 239

Die Zahl ¥(t) misst den Winkel zwischen dem Geschwindigkeitsvektor ¢(¢) und der
x-Achse. Dieses Winkelmaf ist allerdings nur bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von
27 eindeutig. Jeder Einheitsvektor kann in der Form (cos(®¥),sin(#))" geschrieben
werden. Die wichtige Aussage dieses Lemmas besteht darin, dass der Winkel 9 als
stetige, ja sogar als glatte, Funktion von ¢ gewahlt werden kann. Natiirlich kénnte
man den Winkel eindeutig festlegen, indem man z. B. verlangt, dass er im Intervall
[0,27) liegt. Aber dann héitte die Funktion ¥ an den Stellen Spriinge, an denen der
Geschwindigkeitsvektor einen Umlauf vollendet hat.

Beweis. a) Wir betrachten zunéchst den Fall, dass das Bild ¢([a, b]) ganz in einem der
folgenden vier Halbkreise enthalten ist:

Sk :={(z,y)" € S* CR* x>0}, Si:={(z,9)" €S' CR* z<0},
So == {(z,y)T € S* CR? y >0}, Sv:={(z,y)" €S CR? y<0}

Dabei steht Sg fiir rechter Halbkreis, Sy, fiir linker, So fiir oberer und Sy fiir unterer.
Sei das Bild z. B. in Sg. Das bedeutet ¢' > 0. Fiir unsere Funktion ¢ muss also gelten

ea(t)  sin(9(t))

Also ist

éa(t)
Y(t) = arctan | - + 2km
()= et (2
mit k € Z. Dabei ist k konstant, da ¢ sonst nicht stetig ware. Man sieht an der Formel
auch, dass 9 sogar glatt ist. Wird der Anfangswert ¥(a) vorgegeben, so ist k& und
damit auch ¢ eindeutig festgelegt. Den Fall der anderen drei Halbkreise behandelt
man ahnlich.

b) Nun lassen wir die Voraussetzung fallen, dass das Bild ¢([a, b]) ganz in einem Halb-
kreis enthalten sein soll. Wir unterteilen das kompakte Intervall [a7 b]7 a=tys < t1 <
-+ < tm =, so dass jedes ¢([ti, ti+1]) in einem der vier Halbkreise enthalten ist. Wir
konnen ¥(a) vorgeben und erhalten nach a) ein eindeutiges glattes ¥ : [a, 1] — R mit
den gewlinschten Eigenschaften. Damit ist 9(¢1) festgelegt und wir erhalten erneut
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nach a) eine eindeutige glatte Fortsetzung ¥ : [a,t2] — R. Wir fahren induktiv fort
und erhalten schlieRlich ein glattes ¥ : [a,b] — R.

Die einzige Wahl, die wir gemacht haben, betrifft den Startwert J(a). Er ist nur bis auf
ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig. Damit ist auch ¥ insgesamt bis auf ganzzahlige
Vielfache von 27 eindeutig. O

Definition 5.3.2 Sei ¢: R — R? eine ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kurve,
periodisch mit Periode L. Sei ¥ : R — R wie in Lemma [5.3.J]1 Dann heifit

ne = 5 (U(L) = 9(0))
Umlaufzahl von c.
Ne = 2 Nne = —3
ne =20 ne =1
Abb. 240

Dass die Winkelfunktion aus Lemma [5.3.1] nur bis auf einen konstanten Summanden
2k7 eindeutig ist, ist fiir die Definition der Umlaufzahl ohne Belang, da dieser Sum-
mand bei der Differenzbildung ¥(L) — 9(0) wieder wegféllt.

Beispiel 5.3.3 Der Kreis vom Radius 7 > 0 hat die Bogenldngenparametrisierung
c(t) = (r-cos(t/r),r-sin(t/r)) T mit Periode L = 2rr. Fiir den Geschwindigkeitsvektor

ergibt sich
( —sin(t/r) )
cos(t/r)

_ (cos(t/r + 7r/2))
sin(t/r +m/2) )"

é(t)

Damit erhalten wir als Winkelfunktion ¥(t) = t/r 4+ 7/2 und somit fiir die Umlaufzahl

1
ne = 5-(9(2mr) - 9(0)) = 1.

™
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Lemma 5.3.4 Seien c1,c2 : R — R? zwei ebene nach Bogenlinge parametrisierte
Kurven, periodisch mit Periode L. Entsteht ca aus c1 durch eine orientierungserhal-
tende Parametertransformation, so gilt

Ney = Ney-
Entsteht c2 aus c1 durch eine orientierungsumkehrende Parametertransformation, so
gilt
Ney = —Ney-
Beweis. Nach Lemma [5.1.14] gilt fiir die Parametertransformation ¢ mit ¢1 = ca 0 ¢
go(t) = +t + to,

wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob die Parametertransformation die Orientierung
erhalt oder umkehrt. Ist 92 eine Winkelfunktion fiir co wie in Lemma [5.3.1] so ist, im
orientierungerhaltenden Fall, 1 := 92 o ¢ eine solche fiir ¢1, denn

1 (t) Co (t + to)

= (cos(92(t + to)),sin(P2(t + o))" .

Mit ; ist aber auch 1 eine Winkelfunktion fiir c1, wobei 151(15) :=v1(t+ L) ist und
L die Periode von c¢;. Es folgt

Moy — ey = (9(L) — 92(0)) — (91(L) — 01(0))

= 191([/ — to) — 191(—t0) — 191([/) + 191(0)
(91(~to) = D1(0)) = (91(~t0) — 91(0))
0.

Im orientierungsumkehrenden Fall sieht man, dass fiir eine Winkelfunktion 92 fiir c2
die Funktion ¥ (t) := ¥2(—t + to) + 7 eine Winkelfunktion fiir ¢; ist, denn dann ist
p(t) = —t + to und somit

é(t) = —éa(—t+to)
= —(cos(Pa(—t + to)),sin(da(—t + t0))) "

= (cos(9a(—t +to) + ), sin(Ia2(—t + to) + 7)) " .

Man folgert

Ney ey = (92(L) —92(0)) + (91(L) — 91(0))
= (Wi(=L+to) —x) — (V1(to) — x) + 91(L) — 9:1(0)
= (01(=L+to) — 91(0)) — (D1(—L +to) — 91(0))
= 0.

O

Das Lemma zeigt, dass die Umlaufzahl bei orientierungserhaltender Parametertrans-
formation unveréndert bleibt. Bei Orientierungsumkehr wechselt die Umlaufzahl ihr
Vorzeichen.
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Ferner konnen wir feststellen, dass die Umlaufzahl stets eine ganze Zahl ist. Aus
cos(9(L)) = cos(9(0)) und sin(I(L)) = sin(9(0)) folgt namlich L) = £¥©) ynd
damit ¥(L) — 9(0) € 27Z.

Nun liegt es nahe, einen Zusammenhang zwischen Umlaufzahl und Kriimmung zu ver-
muten. Kriimmt sich die Kurve lange genug nach links (k > 0), so sollte sie irgendwann
einen Umlauf vollendet haben und einen positiven Beitrag zur Umlaufzahl geliefert ha-
ben. Entsprechend sollte Kriimmung nach rechts (k < 0) einen negativen Beitrag zur
Umlaufzahl liefern. In der Tat gilt

Satz 5.3.5 Sei c: R — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte periodische ebene
Kurve mit Periode L. Sei k : R — R die Kriimmung von c. Dann gilt

L

L [ cyae.

Ne = —
2 0

Beweis. Wir schreiben gem#f Lemma [53.T] &(t) = (cos(¥(t)),sin(9(t))) . Differentia-
tion ergibt &(t) = (—sin(9(¢)) - 9(¢), cos(9(t)) - 9(¢)) . Andererseits gilt &(t) = r(t) -
n(t) = k(t) - (—sin(9(t)),cos(?¥(t))) ". Daraus folgt

(t) = K(t). (5.4)

Die Kriimmung gibt also gerade die Winkeldnderung des Geschwindigkeitsvektors ¢
mit einer festen Achse an. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert
wie gewiinscht

ne = oo (9(L) - 9(0))
1 L
1 L
) (t)dt

O

Es dréngt sich uns der Eindruck auf, dass eine geschlossene ebene Kurve, deren Um-
laufzahl einen Betrag von wenigstens zwei hat, Selbstschnitte haben muss. Vollfiihrt
die Kurve zwei oder mehr Umldufe, bevor sie sich schlieft, so muss sie sich selbst
durchdringen. Dieser Eindruck ist korrekt, wie folgender Satz besagt:

Satz 5.3.6 (Umlaufsatz) Eine nach Bogenlinge parametrisierte einfach geschlosse-
ne ebene Kurve hat Umlaufzahl 1 oder —1.

Zum Beweis des Umlaufsatzes bendtigen wir zunéchst eine Verallgemeinerung von

Lemma [5.3.11

Definition 5.3.7 Sei X C R" und zp € X. Dann heifit X sternformig beziiglich xo,
falls fiir jeden Punkt z € X auch die Strecke ZTTo ganz in X enthalten ist, d. h. fiir
alle t € [0,1] gilt tx + (1 — t)zo € X.
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> G

sternférmig bzgl. xg nicht sternformig bzgl. xg
Abb. 241

Lemma 5.3.8 (Liftungslemma) Ist X C R" sternformig bzgl. xo und e : X —
St C R? eine stetige Abbildung, dann existiert eine stetige Abbildung ¥ : X — R, so

dass
_ [ cos(¥(x))
o(z) = (sin(ﬁ(x))
fir alle x € X. Die Abbildung ¥ ist durch Vorgabe von 9(xo) = 9o eindeutig bestimmdt.

Beweis des Liftungslemmas. a) Betrachten wir zunéchst den Fall
n=1, X=[0,1 und x0=0.

Dies ist im Wesentlichen Lemma [5.3.1] nur dass wir ¢ durch e ersetzen. Da hier e nur
als stetig vorausgesetzt wird, ist ¢ natiirlich auch nur stetig und i. Allg. nicht C*°.
Erinnern wir uns kurz an den Beweis:

Wir unterteilen das Intervall [0, 1] in Teilintervalle, die unter e jeweils ganz in einen der
vier Halbkreise abgebildet werden. Dort kann man mit Hilfe des Arkustangens oder
des Arkuskotangens die Funktion ¢ explizit hinschreiben. Sie ist durch den Startwert
9(0) und die Stetigkeitsforderung eindeutig bestimmt.

b) Sei nun X C R" eine allgemeine sternférmige Menge, zo € X. Sei z € X. Wegen
der Sternformigkeit von X liegt die Strecke von zo nach x ganz in X und wir kénnen
die stetige Abbildung

er : [0,1] = S, en(t) i=e(tz + (1 —t)xo),

bilden. Nach a) gibt es genau ein stetiges ¥ : [0,1] — R mit 9¥,(0) = Yo und e (t) =
(cos(P4(t)),sin(9x(t))) . Gibt es eine Abbildung ¥ wie in der Behauptung von Lemma
(38 so muss wegen der Eindeutigkeit von 9, gelten

92(t) = Itz + (1 — t)xo).
Insbesondere gilt dann ¥(x) = J5(1). Damit ist die Eindeutigkeit von 9 bewiesen.

¢) Zum Beweis der Existenz setzen wir 9(x) := ¥,(1). Dann gilt
cos(¥(z)) \ _ [ cos(¥=(1))\ _ . — olx
(sin(ﬁ(:c))) = <sin(19x(1))) = ex(1) = e(2)

und ¥(zo) = Jo. Es ist lediglich noch die Stetigkeit von 9 : X — R zu tiberpriifen.
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Seidazuz € X und e > 0. Sei 0 = tp < t1 < -+ < ty = 1 eine Unterteilung des
Intervalls [0, 1], so dass e, eingeschriankt auf ein Teilintervall [t;, ¢i+1], stets ganz in
einem der vier offenen Halbkreise verlauft. Wegen der Stetigkeit von e gilt fiir alle
y € X nahe genug bei z fiir alle ¢ € [0, 1]

llex(t) — ey ()] <e.

Ist € klein genug, so ist auch ey, eingeschrinkt auf ein Teilintervall [¢;, ti41], stets ganz
in demselben der vier offenen Halbkreise wie e,. Das bedeutet auch, dass wir fiir ey
dieselbe Unterteilung von [0, 1] nehmen koénnen wie fiir e,. Durch eine Induktion iiber
die Anzahl N der erforderlichen Teilintervalle zeigt man nun leicht, dass im Fall des
linken oder rechten Halbkreises

_ ex,g(t)
¥(t) = arctan (m> + 2k

und

¥y (t) = arctan (M) + 2km

ey (t)

gilt, wobei das k € Z fiir  und y dasselbe ist. Hier haben wir e = (e1, e2) " geschrieben.
Im Fall des oberen und unteren Halbkreises haben wir die entsprechenden Formeln

92(t) = arcctg (Z:;Eg) + 2km

¥y (t) = arcctg <ZZ;EB> + 2km.

Insbesondere gilt, je nach Halbkreis,

¥(x) — I(y) = arctan <62 (x)> — arctan <62 (y)>

e1(z) e1(y)
bzw
ei(x) e1(y)
Y(x) — I(y) = arcct — arcct .
(z) —9(y) g (ez(x)) g (ez(y)
Die Stetigkeit von e, arctan und arcctg liefert nun die Stetigkeit von 9. O

Bemerkung 5.3.9 Ist die Abbildung e : X — S* nicht surjektiv, so ldsst sich die
Abbildung ¥ : X — R viel leichter angeben. Sei etwa (cos(y),sin(¢))" nicht im Bild
von e. Fiir jedes k € Z ist die Abbildung

Uy : (p+ 27k, o+ 2n(k+ 1)) — St — (cos(np),sin(np))T, Ui(t) = (cos(t),sin(t))T,

ein Homdomorphismus. Dann ist 9 := ¥; ' oe : X — (p + 27k, + 2m(k + 1)) C R
stetig und erfiillt
_ [ cos(¥(x))
o(z) = <sin(19(x)) :

Das k ist dann durch die Bedingung 9(x0) = 9o eindeutig festgelegt. Insbesondere gilt
dann fiir alle z1,z2 € X, dass |9 (z1) — H(x2)| < 27. O



256 KAPITEL 5. KURVENTHEORIE

Nach diesen technischen Vorbereitungen kénnen wir nun zum Beweis des Umlaufsatzes
kommen.

Beweis des Umlaufsatzes. a) Sei c¢ eine periodische Parametrisierung mit Periode L.
Sei xo := max{c'(t) | t € R}. Da die Spur von ¢ kompakt ist, wird das Maximum auch
tatsichlich angenommen. Die Gerade {(z,y)" € R | # = 20} schneidet die Spur von ¢
in einem Punkt p. Durch eine Parametertransformation der Form ¢ — ¢ + ¢t kénnen
wir erreichen, dass c(0) = p.

Sei G die Gerade, die durch s — p+s-(1, O)T parametrisiert wird. Auf der Halbgeraden
zu s > 0 liegen dann keine Punkte von ¢ mehr. Falls erforderlich, fiihren wir die
Parametertransformation ¢ — —t durch, um zu erreichen, dass ¢(0) = (0,1)". Diese
Transformation kehrt die Orientierung um und verédndert daher das Vorzeichen der
Umlaufzahl, was fiir die Behauptung jedoch ohne Belang ist.

¢ ¢(0)
)
Abb. 242

b) Wir setzen X := {(t1,t2)" € R* | 0 < t; < t2 < L}. Dann ist X eine bzgl. (0,0)7
sternférmige Menge.

to
L¢————
¥ :
TS t
(0,0)7 L
Abb. 243

Wir betrachten die stetige Abbildung

e: X — S
%7 to > t1 und (t17t2) ;é (07 L)
e(ti, t2) = é(t), to=t1 =t
_C(O)7 (tlvtz) = (07 L)

Man beachte, dass e nur deshalb wohldefiniert ist, weil c als einfach geschlossen vor-
ausgesetzt wurde. Sonst hétte im ersten Zweig der Definition c¢(t1) = ¢(t2) vorkommen
kénnen.
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Wir wihlen nun zu e eine Funktion ¥ : X — R wie im Liftungslemma [5.3.8] Wegen
e(t,t) = ¢(t) ist t — 9(t,t) eine Winkelfunktion wie in Lemma [E3T] Also gilt fiir die
Umlaufzahl

2mn. = ¥(L, L) — ¥(0,0) = ¥(L, L) — 90, L) +9(0, L) — ¥(0,0). (5.5)
¢) Wenn fiir ein ¢t € (0,L) gelten wiirde, dass e(0,t) = (1,0)", dann wire ¢(t) auf
dem rechten Halbstrahl von G im Widerspruch zu a). AuRerdem ist (1,0)" senkrecht
zu (0,1)7 = ¢(0) = ¢(0,0) = —e(0, L). Somit ist (1,0) " nicht im Bild der Abbildung
t — €(0,t). Wegen der Bemerkung 539 nimmt ¢ — (0, ¢) sein Bild in einem Intervall
der Form (27k,27m(k + 1)) an, k € Z. Aus e(0,L) = —¢&(0) = (0, —1)7 folgt 9¥(0, L) =
3% + 2rk und wegen €(0,0) = ¢(0) = (0,1) ist 9(0,0) = Z + 2mk. Somit gilt

9(0, L) — 9(0,0) = .

Analog ist (—1,0) " nicht im Bild der Abbildung ¢ + e(t, L) und wir erhalten
9(L, L) —9(0,L) = .

Aus ([B3) folgt
2mNe =T+ 7 = 2. O

5.4 Der Vierscheitelsatz

Definition 5.4.1 Eine ebene Kurve heillt konver, falls fiir jeden ihrer Punkte gilt:
Die Kurve liegt ganz auf einer Seite ihrer Tangente durch diesen Punkt.

konvex nicht konvex
Abb. 244

Ist ¢ eine Parametrisierung nach der Bogenldnge und n das Normalenfeld ldngs ¢, so
sagt die Konvexitatsbedingung fiir den Punkt c(¢o):

(e(t) = clto), n(to)) > 0 (5.6)

fir alle t oder
(c(t) — c(to),n(to)) <0 (5.7)

fur alle ¢.
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{e(t) = elto), n(to)) = 0

Abb. 245

Apriori kénnte man bei einer konvexen Kurve fiir manche ¢y die Bedingung (B.6])
benoétigen, fiir andere ¢y dagegen (5.7). Tatséchlich tritt das aber nicht auf: Gilt namlich
bei einer konvexen Kurve (c(t) — c(t1),n(t1)) > 0 fiir alle ¢ und {(c(t) — ¢(t2),n(t2)) <0
fiir alle ¢, so existiert aus Stetigkeitsgriinden ein t3 zwischen ¢; und t2 derart, dass
(c(t) — c(ts),n(t3)) = 0 fiir alle ¢. Dann aber muss ¢ eine Gerade sein und fiir alle g
sind sowohl (56) als auch (57) erfiillt. Wir haben bewiesen:

Lemma 5.4.2 Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve mit
Normalenfeld n. Dann ist ¢ genau dann konvex, wenn fir alle t,to € I gilt

(c(t) = c(to), n(to)) 2 0

oder fiir alle t,to € I gilt
(c(t) — c(to),n(to)) < 0. O

Die Intuition legt nahe, dass sich eine konvexe Kurve immer in dieselbe Richtung,
immer nach links oder immer nach rechts, kriimmt. In der Tat gilt:

Satz 5.4.3 Seic: R — R? eine Parametrisierung nach der Bogenlinge einer einfach
geschlossenen ebenen Kurve. Sei k : R — R die Kriimmung. Die Kurve ist genau dann
konvez, wenn k(t) > 0 fir alle t € R oder x(t) <0 fir alle t € R.

Beweis. Sei ¥ : R — R eine Winkelfunktion wie in Lemma [5.3.11 Wir wissen bereits

nach (5.4) 9 = .

a) Sei jetzt ¢ konvex. Wir haben zu zeigen, dass x das Vorzeichen nicht wechselt.
Gemaifs Lemma [5.4.2] konnen wir annehmen, dass fiir alle ¢,to € R gilt

(c(t) — c(to), n(to)) > 0.

Der Fall {(¢(t) — ¢(to), n(to)) < 0 wird analog behandelt und fithrt zum entgegengesetz-
ten Vorzeichen von k. In unserem Fall zeigen wir k(to) > 0 fiir alle tg. Wir fithren fiir
c eine Taylorentwicklung durch:

e(t) = elto) + é(to) (¢ — to) + 3é(t0) (¢ — to)? + (1),

wobei das Restglied einer Abschitzung der Form ||R(#)|| < K - |t — to|® geniigt. Ska-
larmultiplikation mit n(to) liefert wegen (¢(to), n(to)) = O:

0 < (c(t) = c(to), n(to)) = % (é(t0), n(to)) (t — to)* + (R(t),n(to)) -
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Wir dividieren fiir ¢ # to durch das positive (¢t — to 2 und erhalten

(R(t), n(to)) (B(t), n(to))

0= t—t0) t—t0)?

(é(to).nto)) + — (i) +

N =

Nun ist

‘<R<t>7n<to>>‘ ROl K ft—to*1

(t—=to)* | = (t—to)* =  (t—to)?
Der Grenziibergang t — to liefert also

(R(t),n(to))
-t "
und somit

H(to) > 0.

b) Sei jetzt k > 0. Wir zeigen, dass die Kurve konvex ist. Ware die Kurve nicht konvex,
so gibe es ein to derart, dass die Funktion

p:R—=R,  ot) = (c(t) — c(to), n(to)) ,

sowohl negative als auch positive Werte annimmt. Wegen der Periodizitdt von ¢ nimmt
¢ das Minimum in einem Punkt ¢; an und das Maximum in einem ¢»>. Es gilt mithin

p(t1) < 0= p(to) < p(t2). (5.8)

'90(751) ) ""<,0(t2)
Abb. 246

Aus $(t1) = 0 folgt (¢(t1),n(to)) = 0. Also ist ¢(t1) = £¢é(to). Analog folgt é(t2) =
+¢(to). Von den drei Einheitsvektoren ¢(to), ¢(¢1) und ¢(t2) miissen also mindestens
zwei libereinstimmen. Wir wéhlen s1, s2 € {to,t1,t2} mit s1 < s2, so dass

é(Sl) = é(82).

Es gilt also 9(s2) —9(s1) = 27k mit k € Z. Ausd = x > 0 folgt, dass ¥ monoton wiichst
und somit ¥(s2) — ¥(s1) > 0. Daher ist k € Ng. Analog folgt ¥(s1 + L) — ¥(s2) = 2l
mit [ € No. Fiir die Umlaufzahl folgt n. = k+1 (> 0). Nach dem Umlaufsatz ist dann
ne = 1. Also muss k = 0 oder | = 0 gelten. Sei etwa k = 0. Es folgt x = ¥ =0 auf
[s1, s2]. Somit parametrisiert ¢ auf [s1, s2] eine Gerade. Also gilt fiir alle s € [s1, s2]

c(s) =c(s1) + (s —s1)-¢(s1) = c(s1) £ (s — s1) - ¢(to)-
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Dann erhalten wir fiir die Funktion ¢ und s € [517 82]:
@(s) = (c(s) —c(to), n(to))
= (c(s1) £ (5 = s1) - &(to) — c(to), n(to))
= (c(s1) — c(to),n(to))

d. h. @ ist konstant auf [s1, s2]. Da aber wenigstens zwei der drei Werte to, t1 oder t2
im Intervall [s1, s2] liegen, widerspricht dies (5.8]). O

Bemerkung 5.4.4 Fiir die Giiltigkeit dieses Satzes ist allerdings wichtig, dass die
Kurve als einfach geschlossen vorausgesetzt wurde, wie das folgende Beispiel zeigt.

k> 0, aber nicht konvex
Abb. 247

Allerdings haben wir die Bedingung, dass die Kurve einfach geschlossen ist, nur fiir
eine Richtung im Beweis benétigt. Als wir zeigten, dass aus k > 0 die Konvexitét der
Kurve folgt, haben wir den Umlaufsatz verwendet und n. = 1 benutzt. Die andere
Richtung kommt ohne diese Voraussetzung aus. Wir halten fest:

Satz 5.4.5 Fiir die Krimmung einer Parametrisierung nach der Bogenldnge einer
konvezen (aber nicht notwendigerweise geschlossenen) Kurve gilt x(t) > 0 fir alle t
oder k(t) <0 fir alle t.

Definition 5.4.6 Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve.
Wir sagen, ¢ hat einen Scheitel in to € I, falls £(to) = 0.

Beispiel. Fiir einen Kreis ist jeder Punkt Scheitelpunkt, da die Kriimmung konstant
ist.

Betrachten wir die Fllipse, parametrisiert durch
c:R—R? c(t) = (acos(t))

mit 0 < a < b.
Aus Beispiel [(.2.5] kennen wir die Kriimmung von c:
b 1

a® (1 —¢g2 cosz(t))% '
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Differentiation liefert nun

N w

(1 —&° cos(t))

i (t) % - 2% sin(t) cos(t) - (—

a
_ 3be? sin(t) cos(t)

a® (1 —e2cos? (t))f

o
N—

d. h. £(t) = 0 gilt genau dann, wenn
2 sin(t) cos(t) = 0.
Wegen a? # b? ist € # 0 und somit 4(t) = 0 genau dann, wenn
sin(t) cos(t) = 0,

Bei einem Durchlauf durch [0, 27) hat die Ellipse also genau vier

d.h.wennteZ-
0, Z, 7 und 37”

Scheitel in t =

jus

5
s
2

Abb. 248

Tatséchlich hat eine einfach geschlossene konvexe Kurve stets mindestens vier Scheitel.
Genauer heifst dies:

Satz 5.4.7 (Vierscheitelsatz) Ist c: R — R? eine periodische nach Bogenlinge pa-
rametrisierte konvezre ebene Kurve mit Periode L, dann hat ¢ mindestens vier Scheitel
in [0, L).

Zum Beweis bendétigen wir folgende Hilfsaussagen:

Lemma 5.4.8 Sei c: (a,b) — R? eine regulire parametrisierte Kurve und sei G eine
Gerade, die ¢ in c(to) schneidet, to € (a,b). Falls es ein € > 0 gibt, so dass alle c(t)
fir |t — to] < € auf einer Seite von G liegen, dann schneidet G die Kurve c in c(to)
tangential, d. h. G lasst sich durch t — c(to) + ¢(to)(t — to) parametrisieren.

Beweis des Lemmas. Wir machen eine Taylorentwicklung
c(t) = c(to) + ¢(to)(t — to) + R(t)

mit |R(t)|| < K-(t—to)? fiir alle |[t—to| < e. Parametrisiere G durch t +— c(to)+v-(t—to)
0 -1

mit [|v|| = 1 und betrachte den Normalenvektor 7 := (1 0

> v von G. Bei richtiger
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Wabhl der Richtung von v liegen die Kurvenpunkte nahe c(to) auf der Seite von G, in
die n zeigt. Daher gilt dann

0 < (c(t) — c(to), ) = (¢(to), 1) (t —to) + (R(t), )
fiir alle |t — to] < e. Fr ¢t > to ist ¢t — to > 0 und daher

)< W - <é(t0)7ﬁ>+<j(;7/)£>/'

—0
wenn t—tq

Also ist
(c(t) — c(to),n) > 0.

Fiir t < to ist t — tp < 0 und man schliefft analog
(c(t) — c(to),n) < 0.

Also ist (c(t) — c(to), ) = 0 und daher ¢(to) = tv. O

Lemma 5.4.9 Schneidet eine einfach geschlossene ebene konvexe Kurve eine Gerade
in mehr als zwei Punkten, so enthdlt die Kurve ein ganzes Segment dieser Geraden
und hat damit insbesondere unendlich viele Schnittpunkte mit der Geraden.

8%

zwei Schnittpunkte mehr als zwei drei Schnittpunkte,
Schnittpunkte aber nicht konvex
Abb. 249

Beweis des Lemmas. Sei ¢ : R — R? eine Parametrisierung der Kurve nach der Bogen-
lénge mit Periode L. Durch eine Parametertransformation der Form ¢ +— ¢ +t¢ konnen
wir erreichen, dass ¢(0) einer der drei Schnittpunkte mit der Geraden ist. Nach Satz
(.43 kénnen wir, nachdem wir eventuell die Parametertransformation ¢ — —t durch-
gefiihrt haben, annehmen, dass die Kriimmung « > 0 erfiillt. Die Winkelfunktion aus
Lemma [5.3.7] erfiillt also 9 > 0, d. h. sie ist monoton wachsend. Nach dem Umlaufsatz
ist 9(L) —9¥(0) = 27n. = 2m. Also ist

9 : [07 L] — [1907190 + 271']
eine glatte monoton wachsende surjektive Funktion, 99 = 9(0).
Die Kurve ¢ schneide die Gerade G in den Punkten tg = 0 < 1 < 2 < L. Sei G
0 -1

parametrisiert durch ¢ — po +1¢-v. Sei n = 1 0 )Y der Normalenvektor von G.
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Sei nun I eines der drei Intervalle [0, ¢1], [t1, t2] oder [t2, L]. In den Endpunkten von
I liegt ¢ auf der Geraden G. Wenn c(t) fiir alle ¢ € I auf G liegt, so enthélt ¢ ein
Segment von G und das Lemma ist bewiesen. Nehmen wir also an, dass es auch Punkte
t € I gibt, so dass c(t) nicht auf G liegt. Wir betrachten nun die zu G parallelen
Geraden G, die durch ¢ — p+ s-n+t-v parametrisiert werden. Setze s := sup{s >
0 | G schneidet ¢|7}. Falls auf der Seite von G, in die n zeigt, keine Punkte von c¢|r
liegen sollten, betrachten wir statt dessen s; := inf{s < 0 | G schneidet ¢|7}.

Abb. 250

In jedem Fall schneidet G5, das Kurvenstiick c|7 in einem Punkt 7 aus dem Inneren
von [ tangential, d. h. ¢(7) = £v. Wenden wir dies auf alle drei Intervalle I = [0, ¢4],
I = [t1,t2) und I = [t2,t3] an, so erhalten wir drei Punkte 71, 72 und 73, 0 < 71 < t1 <
T2 < t2 < 13 < L, mit C'(Tj) = +w.

¢(3)

¢(2)

(1)
Abb. 251

Bezeichne 91 den eindeutigen Wert aus [0o, 9o + 27), fiir den v = (cos(91),sin(91)) T,
und 92 = ¥; £ 7 denjenigen mit —v = (cos(d92),sin(d2)) . Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass ¢2 = 91 + 7, ansonsten vertauschen wir die
Rollen von Y1 und ¥s.

1. Fall. Sei 91 (und damit auch ¥2) echt grofer als 9. Dann muss 9 an den drei Stellen
71, T2 und 73 jeweils einen der beiden Werte 91 oder 92 annehmen. Insbesondere muss
¥ an wenigstens zwei der drei Stellen gleich sein. Da ¢ monoton wéchst, muss ¥ auf
einem der Intervalle [11,72] oder [12,73] konstant sein. Dann ist aber ¢ = +wv auf
diesem Intervall, d. h. dieses Stiick der Kurve ist ein Geradensegment parallel zu G.
Da beide in Frage kommenden Intervalle einen Punkt enthalten, in dem ¢ die Gerade
G schneidet, ndmlich ¢; bzw. t2, muss ¢ ein Segment von G enthalten.

2. Fall. Nun gibt es noch die Moglichkeit, dass ¥(11) = ¥1 = Yo, ¥(12) = J2 und
¥(73) = Yo + 27 gilt. Dann aber ist, wieder wegen der Monotonie, ¥ auf dem Intervall
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[0, 71] konstant, und es folgt wie oben, dass c|jo,r,] mit einem Segment der Geraden G
ubereinstimmt. O

Lemma 5.4.10 Schneidet eine einfach geschlossene ebene konvexe Kurve eine Gerade
in mehr als einem Punkt tangential, so enthdlt die Kurve ein ganzes Geradensegment.

Beweis des Lemmas. Hat die Kurve mehr als zwei Schnittpunkte mit der Geraden G,
so folgt die Aussage aus Lemma [5.4.9] Also kénnen wir annehmen, dass die Kurve die
Gerade GG in genau zwei Punkten schneidet. Wegen der Konvexitét der Kurve liegt sie
ganz auf einer Seite der Geraden. Wir verschieben die Gerade ein hinreichend kleines
Stiick in Richtung der Kurve und erhalten eine parallele Gerade G’. Aus Stetigkeits-
griinden muss G’ die Kurve in der Nihe der beiden Schnittpunkte mit G jeweils in
mindestens zwei Punkten schneiden.

Abb. 252

Damit hat G’ mindestens vier Schnittpunkte mit der Kurve und wegen Lemma [5.4.9]
enthélt die Kurve ein Geradensegment. O

In Lemma [£.4.10] wird nicht behauptet, dass die Kurve ein Segment der tangential
schneidenden Geraden enthilt (obwohl auch das wahr ist), sondern das in der Kur-
ve enthaltene Segment darf durchaus zu einer anderen Geraden gehoéren. Fiir unsere
Anwendung des Lemmas im Beweis des Vierscheitelsatzes spielt dies aber keine Rolle.

Beweis des Vierscheitelsatzes. Die Krimmung x von ¢ nimmt wegen der Periodizitét
Maximum und Minimum an, was uns bereits zwei Scheitel liefert. Ohne Einschrankung
kénnen wir annehmen, dass das Minimum in ¢ = 0 und das Maximum in ¢t = ¢ € (0, L)
angenommen wird. Sei G die Gerade durch die beiden Punkte ¢(0) und c(to). Besitzt G
einen weiteren Schnittpunkt mit der durch ¢ parametrisierten Kurve, so enthélt ¢ nach
Lemma [5:49] ein ganzes Geradensegment. Dann aber ist auf einem ganzen Intervall
die Kriimmung konstant 0 und wir erhalten unendlich viele Scheitel.

Also betrachten wir den Fall, dass G keinen weiteren Punkt mit der Kurve gemein
hat. Nach Anwedung einer euklidischen Bewegung kénnen wir annehmen, dass G die
x-Achse ist. Angenommen, die Kurve hat keine weiteren Scheitel. Dann verschwindet &
nirgends auf den beiden Intervallen (0, ¢o) und (to, L). Da fOL k(t)dt = k(L) —k(0) =0
ist, muss £ auf einem der beiden Intervalle positiv, auf dem anderen negativ sein. Sei
etwa (t) > 0 fiir t € (0,%0) und £(t) < 0 fiir ¢ € (to, L).

L&ge ¢ ganz auf einer Seite von G, so wiirde ¢ die Gerade G in t = 0 und ¢t = to
tangential schneiden. Dann enthielte ¢ nach Lemma [5.4.10] ein Geradensegment und
hétte insbesondere unendlich viele Scheitel. Also kénnen wir annehmen, dass etwa
cl(0,to) oberhalb von G liegt, c|(,,r) dagegen unterhalb. Dies bedeutet, dass fiir die
y-Komponente von ¢ gilt c2(¢) > 0 fiir ¢t € (0, ¢0) und c2(t) < 0 fiir ¢ € (to, L).
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k<0
Abb. 253

Damit folgt %(t)cz(t) > 0 fiir alle ¢ € (0,%0) U (fo, L) und insbesondere

/L A(t)ca(t)dt > 0. (5.9)
0

Partielle Integration und die Frenet-Gleichungen aus Proposition £.2.7] liefern

&(t)e(t)d = - r(t)e(t)d
/0 (De(t)dt / (De(t)dt

= n(L) —n(0)
= (0,0)".

I

—
[wl

3.

=

o~

=

QU

o~

Wir nehmen das Skalarprodukt mit dem Einheitsvektor ez und erhalten

/L A(t)ea(t)dt = 0
0

im Widerspruch zu (5.9]).

Somit muss es einen dritten Scheitel geben, etwa in t1 € (to, L). Angenommen, es gibe
keinen vierten Scheitel. Dann haben wir unsere Kurve in drei Bogen aufgeteilt, auf
denen die Ableitung der Kriimmung nicht verschwindet, entsprechend den Intervallen
(0,%0), (to,t1) und (¢1, L). Wie oben sieht man, dass das Vorzeichen von & nicht auf
allen drei Bégen dasselbe sein kann. Wir fassen die beiden Bégen, auf denen £ dasselbe
Vorzeichen hat, zu einem Bogen zusammen. Dadurch erhalten wieder eine Unterteilung
der geschlossenen Kurve in zwei Bogen, auf denen & entgegengesetztes Vorzeichen hat,
abgesehen von einer einzigen Nullstelle von £ in einem der beiden Bogen. Diese eine
Nullstelle &ndert nichts an der Positivitdt des entsprechenden Integrals und derselbe
Beweis wie oben liefert einen Widerspruch. O

Der Vierscheitelsatz gilt auch fiir nichtkonvexe einfach geschlossene ebene Kurven,
aber der Beweis ist schwieriger.
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5.5 Isoperimetrische Ungleichung

Als vorldufig letzte Frage zu ebenen Kurven betrachten wir folgendes Optimierungs-
problem, dessen landwirtschaftliche Formulierung so lauten kénnte: Gesetzt ein Bauer
hat eine bestimmte Lange Weidezaun, z. B. 10 km. Wie miisste eine grofstmdogliche
Kuhweide aussehen, die er damit einzdunen kann?

Zunéachst miissen wir eine mathematische Definition des Flacheninhalts eines ebenen
Gebiets geben.

Definition 5.5.1 Sei ¢ : [0, L] — R? c(t) = (x(t),y(t)), eine parametrisierte einfach
geschlossene Kurve, die das Gebiet Q C R? einmal im mathematisch positiven Sinn
umliuft.

Wir definieren den Fldacheninhalt von € durch

L

AlQ] = /x(t)y(t)dt.

0

Bemerkung 5.5.2 Partielle Integration liefert

/ sOi0d = — / #(y(t)dt + 2(L)y(L) - 2(0)y(0)
0 OL
- —/gb(t)y(t)dt
0
Damit folgt
AlQ] = /:c(t)y(t)dt: —/x(t)y(t)dt
0 5 (0]
1

Gemaéf Satz [2.4.26] entspricht diese Definition dem zweidimensionalen Hausdorff-Mafs
der Flache; dies wird an angegebener Stelle auch bewiesen.

Beispiel 5.5.3 Wir berechnen den Flécheninhalt einer Kreisscheibe vom Radius r.
Wir legen den Mittelpunkt in (8) € R? und parametrisieren den Rand durch

= (1) et
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Somit erhalten wir fiir den Flacheninhalt

27T 27
% /(r cos(t) - rcos(t) — (—rsin(t)) ~rsin(t))dt = %rz /(COS(t)2 + sin(t)?)dt
0 0
27
= %7‘2 / 1dt
0
= l7’2~27r:7’2~7r.
2

Satz 5.5.4 (Isoperimetrische Ungleichung) Sei Q C R? ein Gebiet, das von der
einfach geschlossenen ebenen Kurve c berandet wird. Dann gilt:

L[] > 4 - A[Q].

In dieser Ungleichung gilt ,,=“ genau dann, wenn c ein Kreis ist.

Beweis. a) Verschiebe die y-Achse parallel, bis sie die Spur von ¢ erstmals von links
bzw. rechts beriihrt.

Abb. 254

Wir erhalten zwei senkrechte Geraden G’ und G, die ¢ tangential schneiden. Sei 2r der
Abstand zwischen G und G’. Verschiebe nun c lings der z-Achse um einen Wert z so,
dass der Ursprung genau in die Mitte zwischen den beiden Geraden zu liegen kommt.
Wir erhalten & G’ und G.
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(&)

GI
Abb. 255

Parametrisiere ¢ und ¢ im mathematisch positiven Sinne nach Bogenlénge, so dass ¢
die Gerade G in ¢ = 0 und die Gerade G’ int = tg trifft. Analog treffe ¢ die Gerade G in
t=0und G’ int = tg. Es gilt dann Z(t) = z(t) — 2, §(t) = y(t), wobei c(t) = (z(t),y(t))

und ¢é(t) = (2(¢),7

t)). Wir parametrisieren nun den Kreis mit Mittelpunkt (8 und

y(
Radius r durch &(t) = (Z(t), y(t)) wie folgt:

Z(t)

y(t

~—

I(t),
{ r? — j(t)27
— T2 — j(t)27

falls t € [0, to],
falls t € [to, L].

Da wir den Flacheninhalt der Kreisscheibe bereits kennen, erhalten wir

L L

= A= —/a‘é(t)y(t)dt = —/y(t)a’z(t)dt.

Es folgt

AlQ] + 72

IN

/ 2(0)y(t)dt — / (0 dt
OL ’ L L
E(t)y z y - [ gtz
O/ t)y(t)dt + O/y(t)dt O/y(t) (t)dt
L

=y(L)—y(0)=0

L

[ (i - swi)a

0

[Jzit - siw]ar

OL
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= /\/ —2a:yyx+y (2)2 dt

Si (#)2+()2 52

IN

/ W@z LRGP+ GPR+RERE (510)

/\/x+y (@) + ()?) dt

= -7
Es folgt

1 1

VAQ] - Vrr? < §(A[Q] +7r ) < 3 r - L|c]

und somit A[Q] -7 < %[L[c]z.
b) Ist ¢ ein Kreis vom Radius r, so gilt

L[c] = 27r
und

AlQ] = 7r?
und somit ,,=“ in der isoperimetrischen Ungleichung.
c¢) Es gelte nun ,=“ in der isoperimetrischen Ungleichung. Wir zeigen, dass c ein Kreis
ist. In allen Abschitzungen aus Beweisteil a) muss nun ,—* gelten.

Insbesondere ist

VAR Var® = 2 (A[0] + )

und somit A[Q] = 7% Also ist L[c] = 24/A[Q]r = 27xr. Der Radius r ist also nur
durch die Lange von ¢ bestimmt und wir wiirden dasselbe r erhalten, wenn wir statt
senkrechter Geraden G und G’ waagerechte genommen hétten.

Gleichheit in (I0) impliziert

—2ayys = °(2)* + (9)*9°,

d.h. L
(1:1: + 173]) =0,
d.h. ‘
i = i),
d.h. . B
I-Y-a
0] z
Es folgt

==
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d.h.
=4r

| &

und somit & = +ry, d.h. z(t) — z = £rg(t). Unter Verwendung von waagerechten

Geraden G und G’ statt senkrechter folgt analog y(t) — w = +rz(t). Wir schliefen
(@(t) = 2)” + (y(t) —w)* = r*y(t)* + r’&(1)* = r*.

Also parametrisiert ¢ = (z) einen Kreis mit Mittelpunkt ( ) und Radius r. O

z
w

5.6 Kriimmung von Raumkurven

Wir kommen jetzt zu solchen Kurven, die im dreidimensionalen Raum verlaufen, d.h.
ihre Werte in R® annehmen.

Definition 5.6.1 Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R heit parametrisierte Raum-
kurve. Analog sind reguldre parametrisierte Raumkurven definiert.

Anders als bei ebenen Kurven ist es nun nicht mehr so einfach, ein Normalenfeld zu
definieren. Ist ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve, so bilden
die Vektoren senkrecht zum Geschwindigkeitsvektor ¢(¢) eine Ebene, die senkrecht
stehenden FEinheitsvektoren eine Kreislinie.

Abb. 256

Im Fall ebener Kurven gab es zwei senkrecht stehende Einheitsvektoren. Wir haben
den Normalenvektor durch die Orientierungsbedingung festgelegt. Welchen Normalen-
vektor sollten wir nun im Fall von Raumkurven wiahlen? Erinnern wir uns daran, dass
das Vorzeichen der Kriimmung gerade charakterisierte, ob sich die Kurve nach links
oder nach rechts kriimmte. Was sollte das bei Raumkurven bedeuten?

Diese Problematik fithrt dazu, dass wir die Krimmung von Raumkurven nur ,ohne
Vorzeichen" definieren kénnen. Die Kriimmung einer Raumkurve ist stets > 0.

Definition 5.6.2 Sei c: I — R? ecine reguliire parametrisierte Raumkurve. Die Funk-

tion
lle() x )|l

SR

heiftt Krimmung von c.
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Ist ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert, so folgt durch Differentiation der Gleichung
(¢,¢) =1, dass ¢(t) auf ¢(t) senkrecht steht und somit ||¢(t) x é(t)]| = ||e(@)]] - |E@)|| =
[[E(#)]]. Also gilt in diesem Fall fiir die Kriimmung

Wie bei ebenen Kurven ist die Kriimmung ein Maf dafiir, wie stark die Kurve von der
Geraden abweicht. Ist ndmlich ¢ eine nach Bogenlénge parametrisierte Raumkurve, so
ist ¢ eine Gerade genau dann, wenn ¢ = 0, d.h. wenn x = 0. Die Kriimmung ist nun
aber stets > 0. Es macht keinen Sinn mehr davon zu sprechen, die Kurve kriimme sich
nach rechts oder links.

Lemma 5.6.3 Sei c : I — R? eine regulire parametrisierte Raumkurve mit Kriim-
mung k. Ist p : J — I eine Parametertransformation, so gilt fiir die Umparametri-
sterung ¢ = c o ¢ mit Krimmung R

Beweis. Nach der Kettenregel gilt é(t) = é(p(t)) - ¢(t). Kettenregel und Produktregel
liefern &(t) = é(p(1))-(t)*+¢((1))-@(¢). Da die Vektoren é(io(t))-(t) und é(o(t))-3(t)

linear abhéngig sind, ist

&t) x &(t) = (o) - (1)) x (1) - 9()?) = ()" - cl(t)) x (D).

Also folgt

O

Im Gegensatz zu ebenen Kurven &ndert sich im Fall von Raumkurven die Kriimmung
auch bei orientierungsumkehrenden Parametertransformationen nicht. Dies passt na-
tirlich dazu, dass die Kriimmung nun auch kein Vorzeichen mehr hat.

Zur Rechtfertigung der Definition der Lénge einer Kurve ¢ haben wir Polygonziige
zur Approximation von c¢ betrachtet. Ist ¢ auf I = [a, b] parametrisiert, so kann man
zu jeder Unterteilung von I, d. h. a = t9 < t1 < -+ < ty = b, das zugehorige
einbeschriebene Polygon P = (c(to),c(t1), ..., c(tn)) betrachten. Wir denken uns die
aufeinanderfolgenden Ecken durch Geradensegmente verbunden. Die Lénge eines Po-
lygons P = (ao,a1,...,an) ist definiert durch

N
P = "llai — ai]|
=1
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c(t3) = c(b)

Abb. 257
Ist P in ¢ einbeschrieben, d. h. a; = ¢(t;) fiir eine Unterteilung von I, dann gilt
L[P] < Lid],

da das Kurvenstiick von ¢, das zwei aufeinander folgende Ecken verbindet, mindestens
so lang ist wie der euklidische Abstand dieser Ecken. Proposition B.1.18] besagt, dass
flir immer feinere Unterteilungen die Lange des Polygons die Lange der Kurve immer
besser approximiert. Gemeinsam mit Bemerkung [5.1.19] ergibt dies

Sl;p L[P] = L[¢].

Dabei wird das Supremum iiber alle in ¢ einbeschriebenen Polygone genommen.

Wir wollen im Folgenden die Kriimmung von Raumkurven ebenfalls durch Polygone
approximieren. Dabei verstehen wir unter einem geschlossenen Polygon ein Tupel P =
(a1,...,am), fiir das a; # a;—1 fir alle i = 2,...,m und auch a1 # am gilt. Wir denken
uns dabei a,, mit a1 verbunden und verwenden die Konvention a;tm = a;.

a4
a2

a]p = as as

Abb. 258

Mit «; bezeichnen wir dann stets die Winkelgréfte an der Ecke a;, d.h. die Zahl «; €
[0, ], festgelegt durch

<ai — QAi—1, Q541 — ai>
lla: — ai—all - l|lai+1 — as|

cos(ay) =

Abb. 259
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Wir sehen, dass die Bedingung a; # a;—1 jetzt erforderlich ist, um sicherzustellen, dass
wir nicht durch 0 dividieren miissen.

Offensichtlich verschwindet die Winkelgrofle in der Ecke a; genau dann, wenn
ai—1,a;,a;+1 in dieser Reihenfolge auf einer Geraden liegen. Die Winkelgrofse ist also,
wie die Kriimmung bei glatten Kurven, ein Maf fiir die Abweichung des Polygons von
einer Geraden. Den genauen Zusammenhang zwischen Kriimmung und Winkelgrofien
werden wir jetzt untersuchen.

Definition 5.6.4 Sei P = (a1, ...,am) ein geschlossenes Polygon mit den Winkelgro-

Ren a;. Dann heifdt
k(P) := Z ;
i=1

der Totalwinkel von P.

Beispiel 5.6.5 Betrachten wir ein Dreieck P = (a1, a2, as). Der Aufenwinkel o; und
der Innenwinkel (; in einer Ecke a; addieren sich stets zu «; + 3; = m auf. Nach
Satz ist die Summe der Innenwinkel 31 + 32 + B3 = 7. Es folgt

K(P) = oa1+az+as
a1+ B1+az+ B2+ as+ Bz — (81 + B2 + B3)

= 3m—m=2m7.

Lemma 5.6.6 Seien P, und P» geschlossene Polygone im R*. Das Polygon Pz ent-
stehe aus P1 durch Hinzunahme einer Ecke. Dann gilt:

K(P1) S K(Pz).

Die hinzugenommene Ecke a sei in Py zwischen a; und a;+1 eingefiigt worden. Gleich-
heit k(P1) = k(P2) gilt genau dann, wenn einer der beiden folgenden Falle auftritt:

1) Die Punkte ai,a,a;+1 liegen auf einer Geraden, oder

2) Die Punkte a;—1,a:,a,ai+1,ai+2 liegen auf einer Ebene.

Aj+1

oder

a;
Abb. 260
Beweis. a) Die Winkelgrofen von P; bezeichnen wir wie iiblich mit ay. Fiir die Win-

kelgrofsen von P» in der Ecke ay, schreiben wir (§y, fiir diejenige in der Ecke a schreiben
wir #. Dann gilt ax = Ok, es sei denn k =4 oder k =i + 1.
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Betrachten wir nun das Dreieck (ai, a, a;+1) und bezeichnen dessen Innenwinkelgréfen
in den Ecken ar mit v, k =14,7+ 1.

Abb. 261

Dann gilt

B =i+ vit1.
Nun ist die Winkelgrofe zwischen zwei Einheitsvektoren X und Y nichts anderes als
der sphérische Abstand zwischen X und Y, aufgefasst als Punkte auf der zweidimen-
sionalen Sphére, d.h. die Lange des verbindenden kurzen Grofkreisbogens. Betrachten

. . . . a; — Qg —a; a; —aQ; .
wir also das sphirische Dreieck mit den Ecken =t 2-% ypd 7% Die
lla;—a;—11” lla—a;ll lla;+1—aqll

sphérischen Seitenldngen sind «;, 3; und 7.

la—a;ll Yi Ait1—0;
lait1—aill

Abb. 262

Die Dreiecksungleichung liefert
a; < Bi + i
Analog erhalten wir unter Benutzung des sphérischen Dreiecks mit den Ecken

a;jir1—a; a;11—a a;1o—a;
i+1 i , i+ 1 und i+2 i+ 1 .
lait1—a;ll’ llaj41—all llajt2—aitall

Ait1 < Bit1 + Vig1-
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Wir fassen zusammen:

K(P2) — k(P1) Bi + B+ Bir1 — (o + qiy1)
= (Bi — i) + B+ (Bit1 — @iy1)
—%i + 8 — Yit1

0

Y

und damit

K(Pz) Z K(P1).
b) Es bleibt der Gleichheitsfall zu diskutieren. Nach obigem Beweis gilt x(P1) = &(P2)
genau dann, wenn in den beiden betrachteten sphérischen Dreiecken Gleichheit in
der Dreiecksungleichung gilt. Dies wiederum gilt genau dann, wenn die Ecken dieser
sphérischen Dreiecke jeweils auf einem Grofskreis liegen. Dies bedeutet, dass zum einen

. a; —a; a; —a; . . . . .
die Vektoren ———=1 und ——* linear abhingig sein miissen und zum
lfai—a; 1117 lla—as]l llair1—aill
. a; —a; a; —a a; —a; . .
anderen auch die Vektoren —ti—i  ——itl und —2—1_ Die Normierung auf
llair1—aill? lla;41—all llaiyo—aitqll

Einheitslédnge spielt fiir die lineare Abhéngigkeit keine Rolle. Also ist k(P1) = k(P2)
dquivalent dazu, dass sowohl a; — a;—1,a — a; und a;+1 — a; linear abhéngig sind als
auch a;+1 — ai,ai41 —a und aiy2 — aiy1.

1. Fall: a;,a,ai+1 liegen auf einer Geraden.

Einerseits gilt dann [5.6.6])) und andererseits sind a — a; und a;4+1 — a; linear abhingig,
ai+1 — a; und a;+1 — a ebenso. Also ist k(P1) = k(FP2).

2. Fall: ai,a,a;+1 liegen nicht auf einer Geraden.

Dann spannen a;,a und a;+1 eine affine Ebene E auf. Die lineare Abhéngigkeit von
ai — ai—1,0 — a; und a;+1 — a; ist nun dquivalent dazu, dass a,—1 auf E liegt. Genauso
ist die lineare Abhéngigkeit von a;+1 — ai,ai+1 — a und a;+2 — a;+1 gleichbedeutend
damit, dass ai+2 auf E liegt. Somit gilt k(P1) = x(P2) genau dann, wenn alle fiinf
Punkte auf E liegen, was [5.6.0]) ergibt. O

Definition 5.6.7 In Analogie zum Totalwinkel definieren wir fiir eine periodische
nach Bogenldnge parametrisierte Raumkurve ¢ mit Periode L die Totalkrimmung

durch .
k(c) ::/ k(t)dt.

Definition 5.6.8 Sei ¢ : R — R? eine periodische nach Bogenlinge parametrisierte
Raumkurve mit Periode L. Ein Tupel U = (¢1,...,tm) heilt Unterteilung, falls 0 <
t1 < -+ <tm < L. Die Zahl

f(U) = max{tz —t1,t3 —ta2,...,tm —tm—1,t1 +L—tm}

heifit Feinheit der Unterteilung. Das Polygon P(U) = (c(t1), ..., ¢(tm)) heifft zur Un-
terteilung U gehoriges einbeschriebenes Polygon.

Satz 5.6.9 (Kriimmungsapproximation durch Polygone) Sei ¢ eine geschlos-
sene nach Bogenldinge parametrisierte Raumkurve. Dann gilt

#(c) = sup K(P),
P

wobei das Supremum tber alle in c einbeschriebenen Polygone P zu nehmen ist.
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Zum Beweis des Satzes bendtigen wir einige Hilfsaussagen. Zunéchst leiten wir eine
Abschéatzung her, die kontrolliert, wie gut die Ableitung einer Kurve, also der Diffe-
rentialquotient, durch die entsprechenden Differenzenquotienten angenahert wird.

Lemma 5.6.10 Sei c : [to,t1] — R® ein nach Bogenlinge parametrisiertes Kurven-
stiick mit ||¢(u) — é(v)|| < e fir alle u,v € [to, t1]. Sei T := 3(t1 + to). Dann gilt

c(t1) — c(to)
t —to

—¢(7)

€
—(t1 — to).
<4(1 0)

Beweis. Wir berechnen

/T ! < / U(E(u) - é(T))du) dv

_ / ([(etw) — el dv

/ (ew) — () — (v — T)(r)) do

= [(e(v) = é(T)v = (5 = T

= (t1 —7)(=¢(r) + 7E(1)) + c(tr) — c(7) — %( 2_ TZ)E(T)
= e(tr) — e(r) — (11 = T)E(r) — 3 (02 — 7)), (5.11)

Analog ergibt sich

/ </ (é(r) — é(u))du) dv = (1) —c(to) — (7 — to)e(T)

1 .
—&—5(7' —t0)2é(r). (5.12)
Wegen t1 — 7 = 7 — o ergibt Addition von (&.I1)) und (EI12)

/:1 </Tv(e(u) - é(T))du) dv + /t (/UT(E(T) - é(u))du) dv

= c(t1) — clto) — (t1 — to)é(7). (5.13)

Nun gilt mit der Voraussetzung unseres Lemmas

‘/:1 (/Tu(é(u) —a(T))du> dv /:1 (/ ll(é(w) _5(7))|du> dv
/:1 /Tvedudv—/:l(ev—eT)dv
)2

= %(tl—T

IN

N

(5.14)
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‘ / (/;(“T) - E(u))du) v

Einsetzen von (5.14) und (BI5) in (EI3)) ergibt mit t1 —7 =7 —to

und analog

< %(T—to)2. (5.15)

le(ts) = e(to) = (b = )Ml < S(ts=7)* + S (r —to)?
= eti—1)= Z(tl —to)>
Division durch t; — to liefert die Behauptung. O

Bemerkung 5.6.11 Das vorangegangene Lemma stellt insbesondere sicher, dass fiir
hinreichend feine Unterteilungen die zugehorigen einbeschriebenen Polygone tatséch-
lich geschlossene Polygone sind, d. h. dass zwei aufeinander folgende Ecken des Poly-
gons stets verschieden sind. Da namlich die Funktion (u,v) +— ||é(u) — é(v)|| doppel-
periodisch und stetig ist, ist sie beschrankt. Das heifst, es gibt eine Konstante K > 0,
so dass

lé(u) — é(v)|| < K Vu,v € R.

Sei nun U eine Unterteilung der Feinheit F(U) < 4. Wire c(tit1) = c(t;), so wiirde
aus Lemma [5.6.10] folgen, dass

ctitr) — c(ti)

1 = lle((tiv1 +t:)/2)]| = tir: — &

= &((tit1 +t:)/2) H

K
< Z(tiJrl_ti) <

Widerspruch. O

Nun vergleichen wir euklidischen und sphérischen Abstand.

Lemma 5.6.12 Es gibt eine Konstante C1 > 0, so dass fir alle X,Y € S? gilt:
0 < ds(X,Y)—|X-Y|| < Ci-[|X-Y|>

Die Abschétzung durch || X —Y||* zeigt, dass sich euklidischer und sphérischer Abstand
nahe beieinander liegender Punkte nur sehr wenig unterscheiden.

Beweis. Seien X,Y € S?. Schreiben wir fiir den sphérischen Abstand ds(X,Y) kurz
a, so gilt || X — Y| = 2sin(a/2).

X =Y

Y
Abb. 263
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Betrachten wir nun die Funktionen
fFR->R, f(z)=x—2sin(z/2),
und
g:R—R, g(z)=(2sin(z/2))>.
Man berechnet sofort
f'(x)=1—cos(x/2), f"(z)=sin(x/2)/2, f"(z)=cos(z/2)/4
und
g (x) = 12sin(z/2)? cos(x/2), ¢"(x) = 12sin(z/2) cos(z/2)* — 6 sin(x/2),

g (x) = 6cos(z/2)® — 21 sin(x/2)” cos(z/2).
Insbesondere ist f(0) = f'(0) = f”(0) = g(0) = ¢’(0) = ¢”(0) = 0 und f"'(0) = 1/4
sowie ¢g’(0) = 6. Nach dem Satz von L’Hospital ist

m M = lim C) _ 1

a0 g(x) oo g (z) 24

Die auf (0, 7] definierte und stetige Funktion f/g setzt sich somit stetig auf das kom-
pakte Intervall [0, 7] fort. Da stetige Funktionen auf kompakten Intervallen stets be-
schrinkt sind, gibt es ein C; > 0 mit % < () fiir alle z € (0, 7] und somit

flx) < Ci-g(2)

fiir alle € [0,n]. Da der sphirische Abstand zweier Punkte auf S% nur Werte im
Intervall [0, 7] annehmen kann, folgt

ds(X,Y) = [|X = Y| = f(ds(X,Y)) < C1 - g(ds(X,Y)) = C1 - | X — Y.

Ferner ist wegen f' > 0 die Funktion f monoton wachsend und wegen f(0) = 0
insbesondere f(x) > 0 fiir alle x > 0. Daraus folgt

ds(X,Y) = | X = V|| = f(ds(X,Y)) > 0. 0

Lemma 5.6.13 Es gibt eine Konstante C2 > 0, so dass fiir alle X, X', Y, Y’ € R3\ {0}

gilt:

Beweis. Betrachten wir zunéchst den Fall, dass X, X',Y,Y’ € S2. Sei o. B. d. A.
4(X,Y) > 9(X',Y’). Dann folgt aus der Dreiecksungleichung fiir den sphérischen
Abstand (Beispiel Z1.3) und Lemma [5.6.12]

Yl

O

X

/ / X
|<I(X7Y)_<I(X 7Y)| <Cs- (Hm -

[2(X,Y) — (X", Y| F(X,Y) - 2(X,Y)

dS(X7 Y) - dS(XI7YI)

< ds(X,X')+ds(X,Y) +ds(Y,Y) —ds(X',Y")

= ds(X,X')+ds(Y',Y)

< X=X +C- X =X P+ [y =Y+ Cu- Y =Y
< (140 2)(IX = X[+ [IY = Y|).
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Wir haben hierbei benutzt, dass fiir alle Punkte Z, Z' € S? gelten muss ||Z — Z|| < 2.
Also erfiillt C2 := 1 4 4C in diesem Fall die Anforderungen.
Sind allgemein X, X', Y,Y’ € R*\ {0}, so folgt

T 17 T T

X7 ~ T

’ H Y1 v
Die wesentliche Aussage von Satz [5.6.9] findet sich in folgender Proposition.

[5(X,Y) —x(X Y| =

)

Proposition 5.6.14 Sei c eine geschlossene nach Bogenlange parametrisierte Raum-
kurve. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass fir alle Unterteilungen der
Feinheit < § fir das zugehorige einbeschriebene Polygon P gilt:

|k(c) — k(P)| < e.
Beweis. Sei € > 0. Die Funktion ¢ — ||é(t)]| ist stetig und periodisch, also beschrankt,
d. h. es gibt eine Konstante C's > 0, so dass
[E)] < Cs (5.16)

fiir alle ¢ € R. Die Lange (und damit die Periode) von ¢ bezeichnen wir mit L. Wihle
1 > 0 so klein, dass

s§~cl-c§-L<§ (5.17)
und
e1-Ce-L < % (5.18)

Dabei sind C7 und C> die Konstanten aus Lemma und Lemma [5.6.13] Da die
Funktion ¢ — ||é(¢)]| wie jede stetige und periodische Funktion gleichmé&Rig stetig ist,
konnen wir ein 61 > 0 finden, so dass ||¢(u) — é(v)|| < €1 ist, wann immer |u — v| < d1.
Also gilt nach Lemma [B.6.10] fiir jede Unterteilung U = (t1,...,tm) der Feinheit < &

c(tit1) — c(ts)

tiv1 — i

—&(m)

< %(ti+1 — 1), (5.19)
wobei 7; = 1 (tiy1+t:). Da fiir je zwei Vektoren X, Y € R? gilt ||| X|[|—[|Y]|| < [ X =Y,
folgt

c(tiv1) —c(ts) c(tit1) — c(ts)

’ - IIé(Ti)II‘

tit1 — i tit1 — i
< C(tiJrl) - C(ti) _ é(Ti)
tiv1 — i
12.19) €1
< I(ti+1 — ti). (5.20)
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Hieraus folgt

C(t1‘+1) — C(ti) e
‘|dnﬁ>—ca0| )
ctivr) —c(ti)  cltiv1) — clts) tiva) —elts) .
= lle(tit1) — c(ts) |l tit1 —ti ’ " biga — s )
GI9) c(tit1) — c(ti) lle(tiv1) — c(t:)| .
= Wﬁwﬂ—dhﬂ<1 fis — >H )
_ lle(tivs) —ct)ll| | e .
B ! tJir+1 =t ‘ * Z(t )
Wi .
< I(tzﬂ —t;) + —(tit1 — i)

Ferner stellen wir fest, dass

Ti4+1
/ é(r)dr

k3

Tit1 ©.16)
S‘/ le(mlldr < Cs - (Tig1 — 7). (5.22)

k3

l[é(Titr) = é(m)ll = ’

Die Abschétzungen gelten fiir alle 7 € Z, wenn wir die Konvention ¢4, = t; + L und
entsprechend 7,,4+; = 7; + L benutzen.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir endlich zur Totalkriimmung. Wegen

L
4@:/|www:Lm

ist die Totalkrimmung von ¢ nichts anderes als die Lange der sphérischen Kurve ¢.
Nach Proposition [(.1.I8] gibt es ein d2 > 0, so dass fiir alle Unterteilungen der Feinheit
< d2 die Lange von ¢ und die des zugehorigen einbeschriebenen Polygons sich um

weniger als % unterscheiden. Wir setzen § := min{éi1,d2,e1}. Sei U = (¢1,...,tm) eine
Unterteilung der Feinheit < §. Sei P = P(U) das zugehorige einbeschriebene Polygon.
Setze 1; 1= %(ti+1 +1t;). Dann ist auch (71,...,7m) eine Unterteilung der Feinheit < 4.

Wir wissen

le(c) = w(P)| = [L[¢] = w(P)|

Ll - }jn7w1—cnu

IN

(Ti41) = &m)l| — w(P)

< g+ §ju7w1—cnw—n<>

Bleibt zu zeigen, dass

&(rip1) — é(m)|l — w(P)| <
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Es gilt

Zn é(riv1) — &(m)|| — w(P)
< ‘Z|é(ﬁ+1)—é(7’i)|—Zi(é(nﬂ),c’(n)) +

Lemma E612
Z<I é(Tiv1), K(P)

(&(7i+1), €(73))

ZCI lle(rizr) — é(m)||® +

ESZZI) Cr- Z C3 - (rin — )’ + (e(Tit1), é(r)) — K(P)
< C-C3- Zé (Tit1 — i) (Titr), K (P)
- Cy-C3.8% L+ Zq(é(ml),é(n))—ﬁ(l))
< Cy-C5e2 L+ Z I(é(Titr), é(r)) — w(P)

B0 % + Z L(eria1), &) — K(P)] .

Bleibt noch zu zeigen, dass |Z L(e(Tig1), ¢(m)) — /{(P)‘ < £. Mit Lemma [5.6.13] folgt

(&(Ti+1), é(mi)) — K(P)

(9(é(rit1), é(mi)) — A(cltiva) — cltisr), ctiya) — C(ti)))‘

< DT () = A(eltire) = eltin),cltin) = c(t)
. o _ c(tive) — c(tit _
= “ Z( Hrere) lle(tive) — c(tira)|l H ) t+1 ”H)
B o c(tivz) — c(tiva)
= 2.0, é(Tit1) — c(tirz) —cltirn)]] H
62T
< 2-Cs 'Z%(ti+2 —tit1)
= Co-e1-L
GI8 .
< 3

Damit ist der Beweis beendet. O
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Satz [5.6.9] ist nun leicht zu zeigen.

Beweis von Satz[5.6.9. Angenommen, es gibt ein in ¢ einbeschriebenes Polygon P, so
dass k(P) > k(c). Setze € := k(P) — k(c) > 0. Geméf Proposition [5.6.14] kénnen wir
die P zugrunde liegende Unterteilung so verfeinern, dass fiir das daraus entstehende
einbeschriebene Polygon P’ gelten wiirde:

|(c) — k(P")| < e. (5.23)

Da P’ durch Hinzunahme von Ecken aus P entsteht, gilt nach Lemma [5.6.6]

,. 623
k(P) < k(P") < k(c)+e=r(P),
Widerspruch. Also gilt fiir alle einbeschriebenen Polygone P
k(P) < k(c)

und somit auch
sup k(P) < k(c).
P
Angenommen, supp k(P) < k(c). Setze € := k(c) —supp k(P) > 0. Wiederum erhalten
wir geméR Proposition [5.6.14] fiir eine hinreichend feine Unterteilung, dass fiir das
zugehorige einbeschriebene Polygon P’ gilt

k(c) — k(P') < e.

Also liefert

k(c) < K(P') +e < 51113p K(P) +e=k(c)

einen Widerspruch. Damit ist der Satz bewiesen. O



Kapitel 6

Knotentheorie

6.1 Grundlegende Definitionen

Definition 6.1.1 Ein orientierter Knoten ist eine einfach geschlossene periodische
regulire parametrisierte Raumkurve ¢ : R — R3. Seien ¢ und é orientierte Knoten.
Dann heift ¢ isotop zu ¢é , falls es eine stetige Abbilung H : R x [0,1] — R? gibt, so
dass

(i) fiir jedes s € [0,1] ist H, : R — R® H,(t) := H(t,s), ein Knoten,

(ii) Ho = C,

(i) Hi=é.

Die Abbildung H heiflt Isotopie zwischen ¢ und é.

cos(t) 0
Beispiel 6.1.2 Sei ¢(t) = <sin(t) ) Kreis vom Radius 1 mit Mittelpunkt <O> und
0 0

1 cos(t) + 1
é(t) = [ isin(t)+1 | Kreis vom Radius % und Mittelpunkt { 1 |. Wir setzen
1

Dann ist Ho(t) = H(t,0) = c(t),Hi1(t) = H(t,1) = ¢&(t) und fiir jedes s €
[0,1] ist H, periodisch mit Periode 27, einfach geschlossen und wegen H.(t) =

— (1 — %) sin(t) 0
(1 — %) cos(t) # | 0 | ist H, regulér. Also ist ¢ isotop zu é.
0 0

Satz 6.1.3 Isotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der orientierten Kno-
ten.

283



284 KAPITEL 6. KNOTENTHEORIE

Beweis.

a) c ist zu sich selbst isotop. Setze einfach H(t,s) := c(t) fir alle ¢ und s.

b) Ist ¢ isotop zu &, so ist ¢ isotop zu c. Ist H wie in der Definition mit Ho = ¢ und
Hi = ¢, so gilt fiir H(t,s):= H(t,1—s), dass Ho = ¢ und H; = c.

c) Ist ¢ isotop zu ¢ und ¢ isotop zu ¢, so ist ¢ auch isotop zu ¢. Sei H wie in der
Definition mit Hg = ¢ und Hi1 = ¢ und H ebenfalls mit Ho = ¢ und H1 =G

H(t,2
Wir definieren H(t, s) = { I;IEt72L:)7— 1) [s 762[]1 1]
9 ) 27

Dann gilt Ho = Ho = c, H, = H; = & und fiir jedes s € [0,1] ist H . eine einfach
geschlossene periodische regulire parametrisierte Raumkurve.

Die beiden Zweige in der Definition von H sind fiir sich jeweils stetig, da sie
Verkettungen stetiger Abbildungen sind. Sie setzen sich bei s = % stetig zusam-

men,daﬁ%:leﬁozﬁ. O
cos( t
Beispiel 6.1.4 Jeder zur Kreislinie ¢(t) = | sin t 1sot0pe orientierte Knoten heifst
Unknoten.
Abb. 26/

Dieser Knoten ist ebenfalls Unknoten:

(&

Abb. 265

Denn:

=YeYel

Abb. 266
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Beispiel 6.1.5 Kleeblattschlinge

D

Die Kleeblattschlinge und ihr Spiegelbild

Abb. 267

e

Achterknoten

Beispiel 6.1.6 Achterknoten

Abb. 268

Satz 6.1.7 Sind ¢ und ¢ zwei orientierte Knoten, die durch eine orientierungserhal-
tende Parametertransformation auseinander hervorgehen, dann sind ¢ und ¢ isotop.

Beweis. Sei ¢ : R — R die Parametertransformation, d. h. ¢ = ¢ o ¢p. Da ¢ orien-
tierungserhaltend ist, gilt ¢’ > 0. Sei Lo die Periode von ¢ und L; die Periode von
c.

a) Behauptung: Fiir alle ¢t € R gilt
@(t+ L1) = ¢(t) + Lo
Beweis der Behauptung: Es gilt
c(p(t)) = et) = é(t + L) = c(p(t + L1)).

Da c einfach geschlossen mit Periode Lo ist, folgt ¢(t+ L1) = ¢(t) + kLo fir ein k € Z.
Aus Stetigkeitsgriinden héngt k nicht von ¢ ab. Bleibt zu zeigen, dass £ = 1. Da ¢
orientierungserhaltend, also streng monoton wachsend ist, muss k£ > 0 sein.

Analog gibt es ein I € N mit o (¢t + Lo) = ¢ *(t) + 1L, fiir alle t € R. Vollstandige
Induktion liefert
-1 -1
¢ (t+mLo)=¢ (t)+mlly

fiir alle ¢ € R und alle m € N. Wegen
t+Li=¢ (p(t+L1) = ¢ (o) + kLo) = ¢~ ' (p(t)) + kL1 =t + klL

ist k-1 =1, also auch k = 1.
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b) Wir setzen nun fiir s € [0, 1]
Ls:=(1-s)Lo+sL1>0
und i .
ps(t) := (1_8).L_s.t+8.<p(L_s.t)'

Dann gilt fiir s € [0, 1]

’ _ Lo Ly /(Ll)
ws(t)=(1 s)Ls+sLsg0 Lst > 0.

Somit ist s eine orientierungserhaltende Parametertransformation mit @o(t) = ¢ und
w1 = . Also ist Hy := co s fiir jedes s € [0,1] Umparametrisierung von ¢, also
insbesondere eine einfach geschlossene regulire parametrisierte Raumkurve. Wegen

L L
os(t+Ls) = (I—S)L—O(t+Ls)+8tp(L—1(t+Ls))
L L
= (1—S)L—(:t+(1—8)Lo+8<,0(L—it+L1)
L L
= (l—s)L—(:t—&—(l—s)Lo—i—sgo(L—it)+8L0
= ¢s(t) + Lo

ist Hs periodisch mit Periode Ls. Somit erfiillt

o _ . Lo Ly
Hit,s) = Hy(t) = c(ips (1)) 70((1 S)LSHW(LS +t))
alle Bedingungen. O

Definition 6.1.8 Eine endliche Menge C = {c1,...,cr} paarweise disjunkter orien-
tierter Knoten heiflt orientierte Verschlingung. Die orientierten Knoten c; heifien die
Komponenten von C.

Beispiel 6.1.9 Triviale Verschlingung

Abb. 269

Beispiel 6.1.10 Hopf- Verschlingung

Abb. 270

Beispiel 6.1.11 Borromeo-Ringe

AN

Abb. 271
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Definition 6.1.12 Zwei orientierte Verschlingungen ¢ = {ci,...,¢cx} und C =
{é1,...,&} heiRen isotop, wenn es stetige Abbildungen H',...,H* : R x [0,1] — R?
gibt, so dass

(i)  fiir jedes s € [0,1] ist {H.,..., HF} eine orientierte Verschlingung

(i) C={Hg,...,H}

(i) C={H{,...,HF}.

Bemerkung 6.1.13 Wie fiir Knoten zeigt man, dass Isotopie von orientierter Ver-
schlingung eine Aquivalenzrelation ist und dass orientierungserhaltende Parameter-
transformationen zu isotopen Verschlingungen fiihren.

Wir wollen Verschlingungen durch 2-dimensionale Projektionen beschreiben. Seien da-
zu v,w € R® orthonormal, d.h. ||v|| = ||w|| = 1 und (v,w) = 0. Wir betrachten die
zugehorige Projektion

Der Kern dieser Projektion ist die von v X w erzeugte Gerade.

Definition 6.1.14 Wir nennen die Projektion II, . zuldssig fiir die Verschlingung
{c1,...,cx}, falls gilt:

(i) Mow(é@) # (7))  firalleteR,j=1,...,k

| zuléssig

Abb. 272
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(ii) Jeder Bildpunkt im R? hat unter Iy, hochstens zwei Urbilder auf

.U Ck
zuldssig unzuléssig
Abb. 273
(iii) Sind cl(tl) # ¢;j(t2) mit I, w(cl(tl)) =11, w(c] (tz)), so sind T, 4 (éi (tl)) und
Iy cJ hnear unabhéngig.
zuldssig unzuléssig
Abb. 27/

Der Punkt I, (ci(tl)) =Iy,w (Cj (tg)) heifdt dann Uberkreuzungspunkt oder Doppel-
punkt.

Bemerkung 6.1.15 Man kann zeigen, dass fiir jede Verschlingung eine zuléssige Pro-
jektion existiert.

Definition 6.1.16 Ist II, . eine zuldssige Projektion fiur {ci,...,cx}, so heifst
{Iy,w o ey, Myw 0 ek}, {(J1,t1)s- -+, (Jn,tn)}) das zugehorige Verschlingungsdia-
gramm (im Fall k = 1 auch Knotendiagramm), wobei I1, (cj1 (tl)), oy oy (Cjn (tn))
genau die paarweise verschiedenen Uberkreuzungspunkte sind und fiir das jeweils an-
dere Urbild ¢;/ (t) von Iy (Cji (tl)) unter T, ., gilt:

(e, (ti),v X w) > <ch( (t),v x w> .

Anschaulich heiflt dies, dass von den beiden Urbildern eines Doppelpunktes der Punkt
¢j, (t;) dasjenige ist, das iiber der von v und w aufgespannten Projektionsebene weiter
oben liegt, der Punkt cj! (t;) dagegen dasjenige, das weiter unten liegt. Das Verschlin-
gungsdiagramm enthélt also nicht nur die projizierten Kurven Il, , oci, ..., Il w0 ck,
sondern auch die Information, welcher von den beiden Stréangen durch einen Doppel-
punkt iiber den anderen verlauft.
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MONG
Cy(th)
l Hv,w
v X W >< /
Abb. 275

Wir stellen {(j1,%1),.-., (jn,tn)} grafisch dadurch dar, dass wir I, ., o ¢;/ (t) fiir |t —
t;| < e nicht zeichnen, £ > 0 hinreichend klein.

[ </

Abb. 276

Satz 6.1.17 Haben zwei orientierte Verschlingungen dasselbe Verschlingungsdia-
gramm, so sind sie isotop.

Beweis. Seien {c1,...,c,} und {¢1,..., ¢k} zwel orientierte Verschlingungen. Seien v, w
und v, w jeweils orthonormal in RS, so dass I1, ., zuléssig ist fiir {017 . ,ck} und Il
fiir {¢1,...,¢} und die zugehorigen Verschlingungsdiagramme iibereinstimmen. Wir
miissen zeigen, dass {c1,...,cx} und {¢1,..., ¢} isotop sind.

a) Wir betrachten zunéchst den Fall v = 9, w = w. Dann ist Iy, 0 ¢; = Iy,w 0 &5,
fir alle j = 1,...,k. Definiere H’(t,s) := s - &(t) + (1 — s)c;(t). Dann ist
H{(t) = H’(,0) = ¢;(t) und Hi(t) = H’(t,1) = &;(t). Es bleibt zu zeigen, dass
{H},... HF} fiir jedes s € [0,1] eine orientierte Verschlingung ist.

Iy (HIE) = Muw(sé(t)+(1—s)é(t)
= slw(&(1) + (1 — 5)Iyw (¢(2)
= TL,u.(¢&(1)),
da die Verschlingungsdiagramme  {ibereinstimmen. Insbesondere ist

0
Huw(Hg(t)) # <8> und damit auch (Hg(t)) # <O> Fiir die Uber-
0
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kreuzungspunkte sehen wir ferner

(HE(t),0 x w) = (58, (t) + (1= s) s, (), 0 x w)

\S//' <éji (ti)vv X w> + (1 - 5) : <Cji (ti)vv X w>

=20 >0
><6j/_(t;),v><w> - ><Cj{ (t;),vxw>
> s- <éj((t;)7v X w> +(1—-s) <cj((t;)7v X w>
<HJ (t),v x w>

Insbesondere hat {H ... H f} keine Selbstdurchdringungen und bildet somit
eine orientierte Verschlingung.

Seien nun v, w und ¥, w nicht notwendig gleich. Sei E C R® eine Ebene, die 0, v
und v enthdlt, sei ¢ die Winkelgrofie zwischen v und 9.

Sei A(s) € O(3) die Drehung in F um die Winkelgrofe s - ¢ von v in Richtung

¥. Dann ist A(0) = id und A(1)v = 9. Setze vs := A(s)v,ws := A(s)w, HI(t) :=

Hj(t s) = A(s) - ¢;(t). Dann ist {c1,...,cx} = {H{,...,HE} isotop zu

{Hl,... HF} = {cl,.. ,ér} und fiir alle s € [0,1] ist IL,, ., zuldssig fir

{H} HF) mit demselben Verschlingungsdiagramm, denn TT,, ., (Hg (t)) =
?)

(Hi() ) ( @ammm0_<@ww>_ . .
Qmww> (A(s)e; (1), Als)w) ) — \ (e (1), w) = Mo (es0)). 4

A(s) eine orthogonale Matrix ist. Eine erneute Drehung um die 9-Achse, welche

w in @ iiberfiihrt, liefert eine zu {é1, ..., &} isotope Verschlingung {¢1, .. .,¢e},
fiir die 11,4 zuldssig ist, mit demselben Verschlingungsdiagramm. Nach Tell a)
sind {1, ..., ¢} und {cl, ...,Ck} isotop, also auch {c1,...,cx} und {é1,..., ¢}

O

Definition 6.1.18 Zwei orientierte Verschlingungsdiagramme

({51, ..

Ek} {(jlvtl) (]nvtn)}) und ({617" 7ék}7{(317£1)7"'7 (5n7£n)}) heifsen

isotop, wenn es stetlge Abblldungen HY, ... H* :Rx [0,1] — R? und stetige Funk-
tionen 71,..., 7, : [0,1] — R gibt, so dass

(i)
(i)

fiir jedes s € [0,1] ist ({3, ..., H}, {(G1,71(5)), -+, (Jns Ta(s))3})
ein orientiertes Verschlingungsdiagramm

nach eventueller Umnummerierung gilt j1 = ji,..., jn = jn
Elé = Ci, EI{ =&

7:(0) —t; € Z - L,

Ti(l)—tZGZ Lh? B

wobei L; die Periode von ¢&; und L; die von &; ist.

Bemerkung 6.1.19 Isotope Verschlingungsdiagramme haben stets dieselbe Anzahl
k von Komponenten und dieselbe Anzahl n von Doppelpunkten.
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Bemerkung 6.1.20 Isotope Knoten (oder Verschlingungen) kénnen Knotendiagram-
me haben, die nicht isotop sind.

Abb. 277

Abbildung 277 zeigt zwei Knotendiagramme von Knoten, die zueinander isotop sind:
Beide sind Unknoten. Die Diagramme selbst sind aber nicht isotop, da sie nicht einmal
dieselbe Anzahl von Doppelpunkten haben.

Ahnlich wie die bisherigen Sitze zeigt man:

Satz 6.1.21 Haben zwei orientierte Verschlingungen isotope Verschlingungsdiagram-
me, so sind sie selbst isotop.

6.2 Die Reidemeister-Bewegungen

Definition 6.2.1 Man sagt, ein orientiertes Verschlingungsdiagramm entsteht aus ei-
nem anderen durch Anwendung einer Reidemeister-Bewegung €2;, falls die Diagramme
auferhalb einer kleinen (rot umrandeten) Scheibe {ibereinstimmen und sich innerhalb
der Scheibe wie folgt éndern:

" R0 @

o 3 - X
v R -

Beispiel 6.2.2 Qs

Abb. 278
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Beispiel 6.2.3

Qo

Abb. 279

Satz 6.2.4 (Reidemeister) Seien D und D Verschlingungsdiagramme der orien-
tierten Verschlingungen C und C. Die orientierten Verschlingungen C und C sind
genau dann isotop, wenn es eine endliche Folge von Verschlingungsdiagrammen
Do, D1,...,Dn gibt, so dass

(i) Do =D
(ii) Dx = D
(i4i) D; entsteht aus D;—1 durch eine Diagramm-Isotopie oder eine Reidemeister-
Bewegung, t=1,...,N.

Ohne Beweis. Eine Richtung ist aber leicht zu zeigen: Nach Proposition [6.1.21] fithren
isotope Verschlingungsdiagramme zu isotopen Verschlingungen. Dass die Reidemeister-
Bewegungungen zu Isotopien der zugehérigen Verschlingungen gehoren, ist auch leicht
zu sehen. Die Schwierigkeit im Beweis ist zu zeigen, dass man mit den Reidemeister-
Bewegungen auskommt.

6.3 Die Verschlingungszahl

Definition 6.3.1 Sei D = ({017 e h {0, t), o (n, tn)}) ein orientiertes Ver-

schlingungsdiagramm, sei p = cj,(t;) = c;,(¢;) ein Doppelpunkt. Wir ordnen dem
Doppelpunkt das Vorzeichen sign(p) = +1 zu, falls det (éji (t:), ¢y (ti)) > 0, d.h. falls

Abb. 280

¢, (t) und ¢, (t;) eine positiv orientierte Basis von R? bilden. Falls
det (éji (t:), ¢5, (t;)) < 0, setzen wir sign(p) = —1.
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Definition 6.3.2 Sei D = ({517 ok {0, t), e Un, tn)}) ein orientiertes Ver-
schlingungsdiagramm. Dann heifit fiir ¢ # j

lk)(éi, Ej) = E s1gn(p)
Doppelpunkte p von D,
in denen ¢; iiber ¢; lauft

die Verschlingungszahl von ¢; und c;.

Beispiel 6.3.3 Triviale Verschlingung Oal 052 i 1lk(é1,c2) =0

Beispiel 6.3.4 Hopf-Verschlingung

C1 @ C2 lk(EhEg) =—1

T
C1 OC) C2 lk(EhEg) = +1.

dh
Satz 6.3.5 Entsteht das orientierte Verschlingungsdiagramm D aus D durch eine
Diagrammisotopie oder eine Reidemeister-Bewegung, wobei ¢; in ¢; und ¢; in ¢; uber-
geht, so gilt

lk(5i7 Ej) = lk(5i7 53').

Beweis. Im Fall einer Diagrammisotopie gehen die Doppelpunkte auf entsprechende
Doppelpunkte mit denselben Vorzeichen iiber. Also dndert sich die Verschlingungszahl
nicht.

Im Fall einer Reidemeister-Bewegung vom Typ €2
— () — )
entsteht bzw. verschwindet lediglich eine Uberkreuzung einer Komponente iiber sich

selbst. Diese spielt daher fiir die Verschlingungszahl zweier verschiedener Komponenten
keine Rolle.

Im Fall einer Reidemeister-Bewegung vom Typ 22

entstehen bzw. eliminieren sich zwei Uberkreuzungen mit entgegengesetztem Vorzei-

chen. Dies dndert die Summe nicht.

Im Fall einer Reidemeister-Bewegung vom Typ €23

R %

haben die mit a resp. a’, b resp. b’ und ¢ resp. ¢’ markierten Uberkreuzungen dieselben
Vorzeichen. Die Verschlingungszahl dndert sich auch hier nicht. |
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Korollar 6.3.6 Definiert man fiir zwei verschiedene Komponenten c¢; und c; einer
orientierten Verschlingung C die Verschlingungszahl

lk(ciycj) :==1k(Toc;, M ocy),

wobei Il = I, ., eine zuldssige Projektion von C ist, so ist dies wohldefiniert, d.h. unab-
hingig von der speziellen Wahl von v und w, und liefert fir eine isotope Verschlingung
dieselben Werte. O

Beispiel 6.3.7 Die Hopf-Verschlingung ist nicht trivial, da die beiden Komponenten
Verschlingungszahl +1 haben und nicht 0.

Beispiel 6.3.8 Eine Kette der Form

ST DNED

Kette aus n Segmenten

Abb. 281

kann nicht in zwei Teilketten der Form

(4990 (H8 00

Kette aus k£ Segmenten Kette aus n — k Segmenten

Abb. 282

zerfallen, da sich die Verschlingungszahl der beiden Komponenten, die auseinander
genommen wiirden, von 1 auf 0 verédndern wiirde.

Beispiel 6.3.9 Sei V = {c1, ¢z}, wobei die beiden Komponenten wie folgt verschlun-
gen sind:

SVAVAVAV

9

m Doppelpunkte

Abb. 283

Dann ist lk(c1,c2) = £m.
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Beispiel 6.3.10 Der Ringstek (Seemannsknoten zur Befestigung einer Leine an einem
Ring).

Ringstek

Abb. 284

Es gilt lk(c1,c2) = 0 und beide Komponenten sind fiir sich genommen Unknoten. In
der Tat ist die Verschlingung trivial.

Beispiel 6.3.11 Die Verschlingung

a8

Abb. 285

besteht aus zwei Komponenten, die jeweils fiir sich genommen Unknoten sind. Die
Verschlingungszahl ist 0. Dennoch ist diese Verschlingung nicht trivial, was wir spéter
zeigen konnen.

Beispiel 6.3.12 In den Borromeo-Ringen haben je zwei Komponenten Verschlin-
gungszahl 0:

C1 C2

V:Q

€3
Abb. 286
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In der Tat bleibt nach Entfernung einer der Komponenten eine triviale Verschlingung
mit zwei Komponenten iibrig. Ob die Borromeo-Ringe insgesamt isotop zur trivialen
Verschlingung mit drei Komponenten sind, kénnen wir jetzt auch noch nicht beant-
worten.

Satz 6.3.13 Sind c1 und ca zwei verschiedene Komponenten einer orientierten Ver-
schlingung C, dann gilt:

(i) lk(c1,c2) = lk(cz,c1)

(i) Kehrt man die Orientierung von c1 um, also é(t) := c1(—t), so ist lk(¢1,c2) =
—lk(c1,c2).

Beweis. Es sei D ein Verschlingungsdiagramm von C. Um (i) zu beweisen, bezeichnen
wir mit P; die Menge aller Doppelpunkte von D, in denen c¢; {iber c2 lduft, und
mit P> die Menge der Doppelpunkte, in denen c2 iiber ¢; lauft. Dann gilt nach der
Definition also

lk(c1,c2) = Z sign(p) und lk(c2,c1) = Z sign(p).

peP1 pEPy

Die Behauptung erhalten wir nun nach Induktion iiber die Zahl der Elemente von Ps.
Ist #P, = 0, also P> = (), dann liuft & stets iiber ¢ und eine einfache Translation
liefert eine Isotopie, so dass ¢1 und ¢ disjunkt sind. Dann ist lk(c1, c2) = lk(c2,c¢1) = 0.

Sei nun #P, > 0. Wir wihlen ein p € P», fiihren einen Uberkreuzungswechsel in p
durch und erhalten ein orientiertes Verschlingungsdiagramm D’ mit P{ = PyU{p} und
P; = P>\ {p}. AuRerdem haben wir sign’(p) = —sign(p), da p sein Vorzeichen #ndert.
Hierbei bezeichnet sign’(p) das Vorzeichen von p im Diagramm D’ und sign(p) das Vor-
zeichen von p im Diagramm D. Analog bezeichnen Ik und Ik’ die Verschlingungszahlen
im Diagramm D bzw. D’.

Wir erhalten

K (cr,e2) = ZSigH'(Q)
qEP]
= ) sign(q) - sign(p)
qe P,

= [k(¢1,¢2) — sign(p)
und

Ik (62,01) = Zsign/(Q)

/
qu’:‘P2

= Z sign(g) — sign(p)

qe P2
= [k(é2,¢1) — sign(p).

Da #P; = #P> — 1 gilt, liefert die Induktionsannahme k’(¢1,¢2) = Ik’ (C2,¢1) nun die
Behauptung lk(é1,¢2) = lk(E2,¢1). Damit ist (i) gezeigt.
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Aussage (ii) ist eine Ubungsaufgabe. O

Als Folgerung aus Satz erhalten wir neben der zu (ii) analogen Behauptung
beziiglich ca:
lk(chag) = lk(62701) = —lk(02701) = —lk(C17C2)

schlieklich fiir ein Verschlingungsdiagramm D von C:

1
lk(C1702) = E(lk(ChCz) +lk(02701))
1
= 5l > sign(p) + > sign(p))
Doppelpunkte p von D, Doppelpunkte p von D,
in denen ¢y iiber ¢ lauft in denen cg iiber ¢ lauft
1
= 5 > sign(p)).

alle Doppelpunkte p von D,
in denen sich &1 und ¢ kreuzen

6.4 Das Kauffman-Polynom

Nach Einfiihrung der Verschlingungszahl konnten wir bereits von vielen Verschlingun-
gen sagen, dass sie nicht Isotop zur trivialen Verschlingung sind. Allerdings fanden
wir auch Beispiele, wo es uns nicht moglich war, eine derartige Aussage zu treffen;
und iiber einzelne Knoten kdnnen wir noch gar nicht urteilen, denn wenn wir keine
Reidemeisterziige finden, heifit das ja noch lange nicht, dass es wirklich keine gibt.
Wir suchen also eine weitere Invariante, die uns weitere Aussagen iiber die Isotopie
von Verschlingungen liefert. Diese wird ein Polynom sein.

Isotope Verschlingungen sollen dasselbe Polynom erhalten; dann wisen wir, dass Ver-
schlingungen, die nicht dasselbe Polynom zugeordnet bekommen, nicht isotop sein
kénnen. Wir ordnen also Verschlingungsdiagrammen Polynome so zu, dass sie sich
nicht &ndern, wenn man ein Diagramm durch ein isotopes ersetzt oder durch eines,
welches durch eine Reidemeister-Bewegung entsteht.

Notation. Wir schreiben fiir die Menge der Polynome in den Variablen Xi,..., X,
mit ganzzahligen Koeffizienten

N
Z[X1,..., Xn] = { D ks X{ X | N €Ny, € Z}.
J1ye5dn=0

Satz 6.4.1 Es gibt eine eindeutige Abbildung

orientierte
Verschlingungsdiagramme

} — Z[A, B, (],
D — (D),

so dass gilt

(i) Sind D und D' isotop, so ist (D), = (D"),

(i) (X =24 (XK +B- (0,

(iii) (DUQ); =C (D),

(iw) (O)y=1



298 KAPITEL 6. KNOTENTHEORIE

Beispiel 6.4.2 Wir berechnen

©0), ¥ A4.(c0,+B-(0O0),
A'<O>3+B'C'<O>3

A+B-C

()& i)

)

Beispiel 6.4.3 Unter Benutzung des soeben Berechneten sehen wir

(i)

(QQ0)4 A(C0); + B(COO),

A(QO); + BC(QO);
= (A + BO) (CO),

=  (A+BC)?

= A% + 2ABC + B*C*.

(4)&(iid)

Beweis des Satzes. Findeutigkeit.

Seien {(j1,t1),...,(jn,tn)} die Markierungen der Doppelpunkte im Verschlingungs-
diagramm D. Unter einem Zustand von D wollen wir eine Abbildung

Z {(j17t1) ey (jn7tn)} — {a7b}

verstehen. Wir stellen uns einen Zustand so vor, dass jeder Uberkreuzungspunkt des
Diagramms mit dem Buchstaben a oder b dekoriert ist. Zum Beispiel hat COO 4

OO OO0

Abb. 287

Jedem Zustand von D ordnen wir das Verschlingungsdiagramm ohne Uberkreuzungen
zu, dass aus D dadurch entsteht, dass wir in den Uberkreuzungen, die auf a abgebildet
werden, die Transformation

Abb. 288

durchfithren, und in denen, die auf b abgebildet werden, die Transformation

X)-0¢

Abb. 289
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Sei v(Z) die Anzahl der Komponenten nach Durchfithrung dieser Transformationen.
So erhalten wir z. B. fiir die Zustdnde von QOO

CEO~COO -
COO~O CO -
COO~O 0 O -

Abb. 290

Sei ferner a(Z) die Anzahl der Uberkreuzungen, die auf a abgebildet werden, und 3(Z2)
die Anzahl derer, die auf b gehen. Insbesondere gilt

a(Z2)+ B(Z) =n.
Wir zeigen nun durch Induktion iiber die Anzahl n der Uberkreuzungen, dass

(D), = Z A%(2) pB(2) o (Z2)-1 (6.1)
Zusténde Z

Dann haben wir eine Formel fiir (D), hergeleitet und insbesondere die Eindeutigkeit
bewiesen.

Induktionsanfang n = 0:

Dann gibt es nur den trivialen Zustand Zy. Es gilt a(Zy) = 5(Zo) = 0 und y(Zo) ist
die Anzahl der Komponenten von D. Da keine Uberkreuzungen vorliegen, sind alle
Komponenten von D trivial. Daher gilt

(D), = (OQU--UQ), =" (O),
C’Y(Zo)*l —A°.BY. C'Y(Zo)*l‘

Formel (6.1 gilt also fiir n = 0.
Induktionsschritt n — n + 1:

Sei D ein Verschlingungsdiagramm mit n + 1 Uberkreuzungen. Wir unterteilen die
moglichen Zustidnde von D in zwei Typen, je nachdem, was der Zustand mit der
letzten Uberkreuzung macht. Wir nennen einen Zustand Z von D vom Typ I, falls
Z((jn+17tn+1)) = a, und vom Typ II, falls Z((jn+17tn+1)) = b. Durchfiihrung der
entsprechenden Transformation im (n 4+ 1)-ten Doppelpunkt liefert eine Verschlingung
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Di bzw. Dy1. Ein Zustand Z von Typ I liefert Zustand Z’ von Dj, Zustand von Typ
11 liefert Zustand Z” von D1, so dass

a(2) =a(Z)+1, B(2)=p(2),
a(2)=a(Z"), B(Z)=B(Z")+1,

und

Fiir die Zustdnde von D = QOO haben wir beispielsweise

OO~ OO

Zustand Z von D Zustand Z’ von Dj

RO~ X0

Zustand Z von D Zustand Z’ von D;

CXO~CO O

Zustand Z von D Zustand Z” von Diy

CXXO~CO O
>
Zustand Z von D Zustand Z” von Dyy

Abb. 291
Es gilt nun nach Induktionsannahme fiir D; und Dig

<D>3 = A <D1>3 +B- <DH>3
- A. Z Aa(Z')Bﬁ(Z’)CW(Z')*l

Zustinde 2’
von Dy

+B. Z Aa(Z”)Bﬁ(Z”)C’Y(Z”)*l

Zustinde Z//
von Djp

= A. Z Aa(zfl)Bﬁ(Z)CW(Z)*l

Z vom Typ I

+B. Z Aa(Z)Bﬁ(Zfl)C“/(Z)*l

Z vom Typ II

— Z AX(Z) gBZ) v (2)—1

Zustdnde Z
von D

Damit ist Formel (61)) fiir alle n gezeigt.
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Existenz.
Definiere (D), durch Formel (6.I). Man sieht dann leicht, dass (i) - (iv) gelten. O

Nun untersuchen wir, wie sich (D), bei Reidemeister-Bewegungen verhélt. Wir begin-
nen mit der Reidemeister-Bewegung 22:

(G0), - (&), (&),

o (50), () )
+B{A<®>+B<®>}

(A’ + ABC + B?) - <®>3 + AB- <®>3

Entsprechend der Reidemeister-Bewegung 25 hétten wir gerne

(30).-(09),

Dies ist dquivalent zu A2+ ABC + B2 =0und AB=1,d. h. zu

B = A%,
C = —-A?-A"2

Wir substituieren nun einfach diese Werte fiir B und C' und erhalten ein neues Poly-
nom, das nur noch von A abhéngt.

Definition 6.4.4 Das Polynom
(D) (A) := (D) (A, A™", A — A7) € Z[A, A7)

heiftt Klammerpolynom des Verschlingungsdiagrammes D.

Wir haben alles so eingerichtet, dass (D) (A) sich bei Isotopie des Verschlingungsdia-
grammes und bei Anwenden von 22 nicht dndert. Zu Q3:

) - ()6
> () (58)

(&) - Aé@wé@

und analog
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Also dndert sich (D) auch bei Anwenden von Q3 nicht. Nun zu 1:

(&) = (&) ()
= (Ac+4™) <®>
= (A(-42-A7%+47) <®>
_As.<®>

(@)=

Das Klammperpolynom &ndert sich also nicht bei Isotopie von Diagrammen und bei
Qs,Q3, wohl aber bei 1! Dies miissen wir noch korrigieren.

Analog erhalten wir

Bemerkung 6.4.5 Bislang hat die Orientierung des Verschlingungsdiagrammes keine
Rolle gespielt: Kehrt man die Orientierung einer oder mehrerer Komponenten um, so
andern sich (D), und (D) nicht.

Definition 6.4.6 Die Verwringung von D ist definiert durch

w(D) := Z sign(p).

Doppelpunkte

p von D
Beispiel 6.4.7
w(D) =—1, aber w(D) = +1
-1 +1
Abb. 292

@ @

Q
w(D) = -3

w(D) =2
Abb. 293
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Definition 6.4.8 Fiir ein orientiertes Verschlingungsdiagramm D ist das Kauffman-
Polynom von D definiert durch

Lp = (—A)"P) (D).

Satz 6.4.9 Seien D und D’ Verschlingungsdiagramme der orientierten Verschlingun-
gen C und C'. Sind C und C' isotop, so gilt

CD :LD"

Beweis. Nach dem Satz von Reidemeister lisst sich D’ aus D durch endlich viele
Diagrammisotopien und Reidemeister-Bewegungen erzeugen. Bei Diagrammisotopien
andern sich weder (-) noch w. Zu den Reidemeister-Bewegungen:

Qa: D' ergebe sich aus D durch die Reidemeister-Bewegung 2. Wir wissen bereits,
dass dann (D) = (D'). Die bei 2 auftretenden beiden neuen Doppelpunkte
haben entgegengesetztes Vorzeichen. Also &ndert sich die Verwringung nicht,

00 ®

Lp = (—A)"P) (D) = (~A) P (D" = L}

Somit gilt

Q3: D' ergebe sich aus D durch die Reidemeister Bewegung Q3. Wir wissen (D) =
. Auch hier gilt w( , siehe z.B.

@ @ Also gilt wiederum Lp = Lp.

Q1: D’ ergebe sich aus D durch die Reidemeister-Bewegung ;.

Es gilt (D) = —A% (D') sowie w(
Also folgt

Lo = (=A)UD) = (-a) I (A% (D)
(—A) 3w(D’) < > LD/

O

Korollar 6.4.10 Definiert man fir orientierte Verschlingungen C das Kauffman-
Polynom Lc durch
Lc:=Lp,

wobei D ein Verschlingungsdiagramm von C ist, dann ist dies wohldefiniert, d.h. un-
abhangig von der speziellen Wahl von D, und liefert fiir isotope orientierte Verschlin-
gungen dasselbe Polynom. |
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Beispiel 6.4.11 (Q) =1, w (O) = 07L‘,O(A) =(-A)*0.1=1

Beispiel 6.4.12

(0), = A+BC
(Q0) = A4+A N (-A’-AH=4-A-4
= A3
w((x)) S
LoolA) = (A)””'<(X)>
= (-4)P-(-47Y)
= 1.

Dies muss auch so sein, da <X> der Unknoten ist.

Beispiel 6.4.13 Hopf-Verschlingung

<OQ> A.<@>+A1-(C\'>>
A A.<Q@>+Al.<co>

+AT - (A(c0)+ 47 (O O))
= A (-AP—AH 141443414
= —A'—14+1+1-1-4""
- At _p

2

/(CO)

L‘,@(A)

(_A)73>2(_A4 _ A74)
— A76(—A4 _ A74)
_ _A72 _ A710

Beispiel 6.4.14 Triviale Verschlingung mit & Komponenten

<OOO> = (_AQ_A72)I<:71<O>
k _ (—A2 _A,Q)kﬂ
»(00-0) - ¢
ﬁ@...o(A) = (AP —ATHH!
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Insbesondere fiir k = 2 ist

L~(A)=—-4%7— A2

OO
Es gilt somit £ 00 #* E@ , also kann die Hopf-Verschlingung nicht trivial sein.
Beispiel 6.4.15 Fiir die Kleeblattschlinge aus Abbildung [293] ist

L(C)=—A" + A + A"

(Ubung!)
Die Kleeblattschlinge ist also nicht isotop zum Unknoten.

Bemerkung 6.4.16 Kehrt man in einer orientierten Verschlingung die Orientierung
aller Komponenten um, so dndern sich die Vorzeichen der Doppelpunkte nicht, da

det(—¢j, (t), —¢5 (7)) = det (&5, (1), ¢ (7).

Also ist w = w’ und somit Lp(A4) = Lp/(4).

g2)Ss

Abb. 294

Also éndert sich auch die Verwringung und damit auch das Kauffman-Polynom nicht.
Insbesondere ist das Kauffman-Polynom eines Knotens unabhéngig von der Orientie-
rung.

Wir wissen nun, dass verschiedene Kauffman-Polynome immer zu nicht isotopen Ver-
schlingungen gehoren. Aber haben isotope Verschlingungen in jedem Falle dasselbe
Kauffman-Polynom? Die Beantwortung dieser Frage beschéftigt uns im Rest dieses
Abschnittes.

Definition 6.4.17 Seien D; und D> zwei orientierte Verschlingungsdiagramme. Die
Summe der Diagramme D1§D2 entsteht aus der disjunkten Vereinigung der Diagram-

me wie folgt:
0 )+ (¥
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Beispiel 6.4.18

D, D, D11Ds
(isotop zu Do)
Abb. 295

Im weiteren Verlauf geben wir die Summe zweier Verschlingungsdiagramme nur bis
auf Diagrammisotopie an.

Beispiel 6.4.19 Summe zweier Kleeblattschlingen

L EEVAY)

Abb. 296

Bemerkung 6.4.20 Die Summe zweier Verschlingungsdiagramme ist kein wohldefi-
niertes Diagramm: Es kommt darauf an, auf welche beiden Strange die Definition[6.4.17]
angewandt wird.

Lemma 6.4.21 Sind D1 und D2 orientierte Verschlingungsdiagramme, so gilt
w(DlﬁDz) = w(Dl) + w(Dz),

denn durch die Anwendung von Definition [6.4.17 kommen weder Doppelpunkte hinzu,
noch fallen solche weg. |

Lemma 6.4.22 Fiir zwei Verschlingungsdiagramme D1 und D2 ist

<D1ﬁD2>3 = <D1>3 : <D2>3‘

Beweis (mit Zustandssummen). Wir wollen zunéchst die Zustédnde von DifD; mit
denen von D; und von D2 in Verbindung bringen. Dabei erkennen wir, dass fiir die
Doppelpunkte der Diagramme gilt:

{Doppelpunkte von D1§D>} = {Doppelpunkte von D1 }U{Doppelpunkte von Ds}.

Somit kann einem Zustand Z von DifDs ein Paar von Zustdnden Z; von D; und Zs
von D> derart zugeordnet werden, dass

Z1(P) = Z(P) VP Doppelpunkt von D;



6.4. DAS KAUFFMAN-POLYNOM 307

und
Z3(P) = Z(P) VP Doppelpunkt von Ds.

Diese Abbildung ist sogar bijektiv: Die Umkehrabbildung hat die Vorschrift

2(P) = Z1(P), falls P Doppelpunkt von Dy;
" | Z2(P), falls P Doppelpunkt von D-.

Um nun die Zustandssumme zu bilden, miissen wir die Doppelpunkte P zdhlen mit
Z(P) = a. Dazu nehmen wir erst die P € D; mit Z(P) = Z,(P) = a, und hinzu
kommen die P € D> mit Z(P) = Z2(P) = a. Insgesamt erhalten wir also

a(Z) = o(Zr) + a(Z2),

und analog

B(Z) = B(Z1) + B(Z2).

Schlieflich interessiert noch v(Z), also die Anzahl der Zusammenhangskomponenten,
in die D1#D2 nach Anwendung der Transformationen aus den Abbildungen und
zerféllt. v(Z1) und y(Z2) liefern die entsprechende Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten bei D; bzw. Dsz; da wir aber durch Anwendung der Definition [6.4.17]

erhalten:
OO — 0O

geht eine Zusammenhangskomponente wieder verloren, also

(2) =1(Z1) +7(Z2) — L.

Nun berechnen wir

(DitDs), = ZAQ(Z)Bﬁ(Z)CV(Z)*l
zZ
— ZZA&(Zl)+a(Z2)Bﬁ(zl)+ﬁ(Z2)CV(Z1)+W(Z2)*1*1
Zy Zo
_ ZZA&(Zl)Bﬁ(Zl)CN(Zl)*l . A¥(Z2) gB(Z2) v(Z2) -1
71 Zs

= <D1>3 ' <D2>3'

Satz 6.4.23 Lp,4p, = Lp, - LD,.

Beweis.

(—A)~* (P12 (D1 D,)
_ (_A)*3(w(D1)+w(D2)) <D1> <D2>
(—=A)~* VD) - (—A) 2P (Dy)
= Lp, Lp,

LDlﬁDz
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Dieser Zusammenhang erlaubt es uns, fiir zahlreiche Verschlingungen das Kauffman-
Polynom auf einfache Weise zu bestimmen.

Beispiel 6.4.24 Das , Doppelkleeblatt* aus Beispiel [6.4.19] besitzt das Kauffman-
Polynom

LC) = (A + A + A" = A% 247 + A* 247 1 24" 4 A,

Gegeniiber dem Ausrechnen ,,zu Fuft“ erspart das eine Menge Arbeit!

Wir kehren nun zur urspriinglichen Frage zuriick: Gibt es Verschlingungen, die nicht
isotop sind und dennoch dasselbe Kauffman-Polynom besitzen? Betrachte dazu fol-
gende Verschlingungsdiagramme:

- oI

DQ DlﬁDQ
Abb. 297
9 (/\ﬁ@A
D, DolfiDy
Abb. 298

Ohne das Kauffman-Polynom von D; explizit zu kennen, wissen wir doch, dass
L(DﬂjDz) = ,C(Dl) . [,(DQ) = L(Dz) . L(D1) = L(DzﬁD1);

die Kauffman-Polynome sind also identisch.

Die Verschlingungen zu den Diagrammen Di#D> und D2t D; sind jedoch nicht isotop,
denn Dif#iDs besteht aus einem Kreis und einem Doppelkleeblatt, wahrend D2fD1
aus zwei Kleeblattschlingen zusammengesetzt ist. Wéaren die beiden Verschlingungen
isotop, so miisste deshalb eine Isotopie existieren, die den Unknoten aus D:1fD2 in
eines der Kleebldtter aus DofD; iiberfiihrt, und dies ist wegen Beispiel nicht
der Fall.

Bei diesem Beispiel konnten wir noch mit einfachen Mitteln erkennen, dass es sich nicht
um isotope Verschlingungen handelt. Es gibt jedoch auch Verschlingungen mit nur
einer Komponente, die nicht isotop sind, aber dasselbe Kauffman-Polynom besitzen.
Um solche zu unterscheiden, existieren noch weitere Invarianten, die hier jedoch nicht
behandelt werden sollen. Es sei auf die angegebene Literatur zu Knoten verwiesen.
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6.5 Das Jones-Polynom

Definition 6.5.1 Sei C eine orientierte Verschlingung. Dann heifst
-1 1 -1
Je(q)=Lelq ) eZ[q/"q 1]
Jones-Polynom von C.

Bemerkung 6.5.2 Das Kauffman-Polynom L¢(A) und das Jones-Polynom Lc(q)

enthalten dieselbe Information iiber C, da sie durch die Substitution A = qil/ 4 aus-
einander hervorgehen:

Je(q) = Le(g /%) und Le(A) = Je(A™).

Die Informationen, die wir iiber das Kauffman-Polynom bereits haben, iibersetzen sich

dann fiir das Jones-Polynom wie folgt:

Satz 6.5.3 Seien C und C' orientierte Verschlingungen. Sind C und C’ isotop, so gilt
Je = Jer.

Ist C ein Unknoten, so ist

Je = 1.
Entsteht C' aus C durch Hinzunahme einer weiteren Komponente, derart dass es eine
fir C' (und damit auch fiir C) zuldssige Projektion gibt, so dass fiir die zugehdorigen
Diagramme D und D’ gilt D' = DUO, dann ist

—1 1
Jor=(—q 2=q /') Je.

Beispiel 6.5.4 Aus diesem Satz ergibt sich direkt, dass eine triviale Verschlingung C
mit k¥ Komponenten das Jones-Polynom

-1 1
Je=(=q "2 =gy

hat.

Wir fithren das Jones-Polynom ein, da die folgende Relation die Berechnung von Bei-
spielen stark vereinfachen kann.

Satz 6.5.5 (Skein-Relation) Seien C°,Ct und C™ orientierte Verschlingungen, die
Verschlingungsdiagramme D°, DT und D~ besitzen, welche sich nur in einer Scheibe
wie folgt unterscheiden:

DY Dt D~
Abb. 299

Dann gilt:
— 1 —1
q 1-JC+—q-JC7:(q /2—q /2)Jc0-
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Beweis. Betrachten wir zusétzlich das (irgendwie orientierte) Verschlingungsdia-
gramm D'

Dl
Abb. 300
zur Verschlingung C'. Dann gilt
(DF) = 4-(D°)+47 (DY)
w(DY) = 14 w(D),

und somit

‘C‘D+

(—4) @0 (D)
(=4) 7070 (A (D%) + 47H(D"))
= A% Lpo(A) — (—A) PPN (DY

Also ist —(—A)73“’(D0) <D1> = AL (A) + A%L 0 (A). Analog sehen wir

(p7) = A(Dh)+a (DY),
w(D”) = w(D°) -1,

also .

Lp-(A) = —ALp, (A) — (—A)* P+ (Dh)|
und somit )

—(=A)*PIUDYY = AT L (A) — AT Lo (A).
Es folgt
A'Lps (A) + A%Lpo(A) = AL (A) + A% Lpo(A),

d.h.

AL (A) = ALy (A) = (A7 — A*)Lpo(A).
Die Substitution A = q71/4 liefert die Behauptung. O

Beispiel 6.5.6 Wir berechnen das Jones-Polynom der Hopf-Verschlingung. Es ist

D_®(;/l> .AlsoD+_®z/l> undDO_@ .

Abb. 301

Die zugehérigen Verschlingungen €™ und C° sind trivial. Es gilt also

—1 1
Jeo(q) =1, Jer(a)=—(q¢ > +q/?).
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Aus dem Satz folgt

_ -1 1 1 —1

¢ (=g P=q)—q e (@)=("*—q 7)1,

b 1/ 1/ =3/ “1/5 1/ =3/
—q-Je-(@)=q'* —q +q +q =q'?+g¢q

und somit ;
T - _ Y T
(@) =—q q '*.

Beispiel 6.5.7 Nun zur Kleeblattschlinge. Es sei

——~

//_\ Ve Ve
/ \ / \ /
o @ID @mm_\
AN _ 7/ AN _—K AN
Abb. 302

Wir sehen, dass Dt Verschlingungsdiagramm des Unknotens C* ist und D° das Dia-
gramm der Hopf-Verschlingung wie im Beispiel [6.5.6] Es gilt also

_ 1 —1 —1 -5
' l-qJe(q) = @?—q ?)(~q 2—q 7
= —1-q¢%+q'+q7°

d.h.

—q-Je-(@)=-1-q " +q°

und somit

3 4

Je-(@)=q¢  +a 7 —q¢ "
Dieses Ergebnis deckt sich mit dem aus Beispiel [6.4.15]

Beispiel 6.5.8 Wir betrachten den Achterknoten C™:

Abb. 303

Dann ist C~ der Unknoten, d.h. J.—(¢) = 1, und C° ist isotop zur Hopf-Verschlingung
aus Beispiel [6.5.6] somit Jeo(q) = —qil/2 — q75/2. Nach Satz [6.5.5] gilt

B 1 1 1 _5
g er(@)—q-1 = (@—q ?)~q 2—q )

d.h.
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und somit

Jer(@)=q*—q+1—q ' +q >

Der Achterknoten ist somit weder der Unknoten noch isotop zur Kleeblattschlinge.

Ubung: Bestimmen Sie das Jones-Polynom der Verschlingung aus Beispiel B.3.11]sowie
das der Borromeo-Ringe (Beispiel [6.1.1T])!

Bemerkung 6.5.9 Einer der Griinde, warum die Berechnung des Jones-Polynoms
mittels Skein-Relation fiir viele Beispiele mit sehr viel weniger Rechenaufwand zum
Ziel fithrt als die Berechnung des Kauffman-Polynoms mittels der Relationen fiir das
Klammerpolynom, besteht darin, dass das Jones-Polynom im Gegensatz zum Klam-
merpolynom sich bei Reidemeister-Bewegungen des Diagramms nicht verdndert. Wenn
wir also im Laufe der Rechnung ein Diagramm zu behandeln haben, von dem wir sehen,
dass es sich durch Reidemeister-Bewegungen in eines iiberfiihren lésst, fiir das wir das
Jones-Polynom bereits kennen, so konnen wir dies gleich in die Rechnung einsetzen.
Beim Klammerpolynom hingegen miissen wir mittels der Relationen weiterrechnen,
was oft viel aufwindiger ist.

Allerdings stellt sich die Frage, ob es mittels der Skein-Relation {iberhaupt moglich
ist, das Jones-Polynom fiir jede Verschlingung zu berechnen. Beim Klammerpolynom
sind die Relationen so, dass sich die Berechnung fiir ein Diagramm mit n Doppelpunk-
ten auf die Berechnung fiir zwei Diagramme mit n — 1 Doppelpunkte zuriickfithren
lasst. Irgendwann sind alle Doppelpunkte elimiert und wir haben unsere Rechnung
abgeschlossen. Bei den Skein-Relationen dagegen haben wir die Berechnung auf die
Berechnung fiir ein Diagramm mit n — 1 Doppelpunkten und eines mit n Doppel-
punkten zuriickgefiihrt. Dabei entsteht das Diagramm mit derselben Anzahl von Dop-
pelpunkten aus dem gegebenen durch einen Uberkreuzungswechsel. Warum endet die
Rechnung mittels solcher Relationen iiberhaupt irgendwann?

Dazu muss man beobachten, dass man ein gegebenes orientiertes Verschlingungsdia-
gramm durch die richtigen Uberkreuzungswechsel in eines iiberfithren kann, das zu
einer trivialen Verschlingung gehort.

Betrachten wir dazu zunéchst den Fall eines Knotens c. Sei (¢, {t1,...,tn}) ein orien-
tiertes Knotendiagramm von c bzgl. der Projektion II. Der Einfachheit halber nehmen
wir an, dass II(z1, z2,23) = (z1,22). Wahle einen Punkt ¢(¢o) so, dass ¢ ganz auf einer
Seite der Tangente in diesem Punkt liegt.

Abb. 304
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Insbesondere ist ¢(t) fiir jedes ¢ € [to — €,t0 + €] kein Doppelpunkt. Sorge nun notfalls
durch Uberkreuzungswechsel dafiir, dass beim ersten Erreichen eines jeden Doppel-
punktes eine Uberkreuzung vorliegt, d. h. t; ist das kleinste ¢ > to mit &(t) = &(¢;).

@

Abb. 305

Sei L die Periode von ¢, sei f : R — R eine glatte Funktion mit derselben Periode L,
die im Intervall [to + €,to — £ + L] streng monoton fillt.

A AN
to—e tO to+e to+L

Abb. 306

Dann finden wir eine Kurve é : R — R? mit H(&(t)) = ¢(t) := (ei(t),c2(t), f(¢)).
Da die x3-Komponente von ¢ von Doppelpunkt zu Doppelpunkt immer kleiner wird,
findet in der Tat bei jedem ersten Erreichen eines Doppelpunktes eine Uberkreuzung
statt.
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Die Kurve ¢ ist tatsdchlich ein Unknoten mit dem gegebenen Knotendiagramm.

Hat man eine orientierte Verschlingung mit mehreren Komponenten ¢; bis ¢, so sorgt
man durch Uberkreuzungswechsel dafiir, dass @ stets unter allen anderen Komponen-
ten verlduft, ¢z liber ¢, aber unter allen anderen Komponenten usw., bis schlieklich
¢ lUber allen anderen Komponenten verlduft. Dann kann man zu diesem Diagramm
eine Verschlingung finden, so dass jede Komponente ¢; bis ¢, in einer anderen ,,Hohen-
schicht*“verlauft, z. B. liege die z3-Komponente von ¢; im Intervall (0, 1), die von & in
(1,2) usw. Dann kann man durch Isotopie die Komponenten horizontal so verschieben,
dass ihre Bilder unter II disjunkt werden.

(X
N

Abb. 308

Anschliefend verarztet man die einzelnen Komponenten wie im Fall eines Knotens.

Satz 6.5.10 Sei C eine orientierte Verschlingung mit k Komponenten. Dann gilt fiir
das Jones-Polynom:

(i)  Ist k ungerade, z.B. falls C ein Knoten ist, so enthdlt Jc(q) nur ganz-
zahlige Potenzen von q.

2m-+

(ii) Ist k gerade, so enthilt Jc(q) nur Potenzen der Form ¢~ 2 : ,m € Z.
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Beweis. Ist C eine triviale Verschlingung, so gilt

—1 1 _ k—1 _ .
Je(@)=(—q > —q")" " =qg7 (=g -1

Die Aussage gilt also in diesem Fall. Seien nun CT,C~ und C° wie im letzten Satz.
Sei kT, k™ und k° die jeweilige Anzahl der Komponenten. Dann gilt k¥ = k&~ und
kK = kT + 1, denn:

1. Fall: Die beiden Stringe in der Scheibe gehéren in C° zu zwei verschiedenen Kompo-
nenten. Durch den Ubergang zu einer Uberkreuzung werden diese beiden Komponenten
zu einer zusammengefiigt.

j@; X

=kt +1
Abb. 509

2. Fall: Die beiden Striinge in der Scheibe gehéren in C° zu derselben Komponente.
Durch den Ubergang zu einer Uberkreuzung wird diese Komponente in zwei Kompo-
nenten aufgetrennt.

Abb. 510

Die Relation ¢~ - Jo+(q) — ¢ - Jo=(¢) = (ql/2 — qil/z)JCo (q) zeigt, dass der Satz fiir
eine der drei Verschlingung C*,C~ und C° gilt, falls er auch fiir die beiden anderen
gilt.

Nun kénnen wir die Behauptung durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl n der
Doppelpunkte zeigen:

n = 0. In diesem Fall liegt eine triviale Verschlingung bereits vor — wir haben nichts
mehr zu zeigen.

n — n + 1. Die Behauptung gelte fiir alle Verschlingungsdiagramme mit héchstens n Dop-
pelpunkten. Das Diagramm D, zu dem das Jones-Polynom bestimmt werden
soll, habe n + 1 Doppelpunkte. Uberfithre D nun durch geeignete Uberkreu-
zungswechsel geméf Bemerkung in eine triviale Verschlingung. Die da-
bei tatséchlich durch Uberkreuzungswechsel entstehenden Diagramme seien mit
Dy, ..., DD; bezeichnet; diejenigen, die durch Auflésung der Uberkreuzung ent-
stehen, mit DY, ..., D?. Letztere haben offensichtlich hchstens n Doppelpunkte
— fiir sie gilt also die Behauptung.
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D D1 D2 [P — Dl*l R Dl

— DY — Dy — =D, — D

D, ist eine triviale Verschlingung, fiir die die Behauptung gilt; eben haben wir
bereits festgestellt, dass sie auch fiir DY giiltig ist — und somit wegen der Skein-
Relation auch fiir D;—;. Damit und mit der Behauptung fiir D?,l als Pramisse
zeigt man nun die Giiltigkeit der Behauptung fiir D;_2 und fahrt so fort, bis
man schliefllich von D7 und D(l) auf D schlieffen kann. O

6.6 Totalkrimmung von Knoten

Wir definieren einen weiteren Begriff der Kurventheorie, die Briickenzahl einer ge-
schlossenen Raumkurve. Dazu sei ¢ : R — R? eine periodische parametrisierte Raum-
kurve mit Periode L, und sei e € R? ein Einheitsvektor. Die Funktion

be : R — R, be(t) = (c(t),e)

ist dann beliebig oft differenzierbar und damit insbesondere stetig. Ist e einer der drei
Standardbasisvektoren des R?, e = e, so ist b. , = ¢; einfach die j-te Komponente von
c.

Bezeichnen wir mit u(c, e) die Anzahl der lokalen Maxima der Funktion b. in einem
Periodenintervall. Es gilt u(c,e) € NU {oo}.

ule,e) =2 ple,e) =1 p(e,e) = oo
Abb. 311
Bemerkung 6.6.1 Bei jeder stetigen periodischen Funktion muss zwischen zwei lo-
kalen Maxima ein lokales Minimum liegen und umgekehrt. Es gibt also gleich viele

lokale Maxima wie lokale Minima. Nun sind die lokalen Minima von b. die lokalen
Maxima von —b. = b_.. Es gilt also

plc, e) = plc, —e).

Die Zahl p(c, e) hangt aber durchaus vom Vektor e ab. Bei der Kurve in nachstehender
Abbildung gilt p(c,e1) =1, wu(c,e2) = 2 und schlieRlich p(c, es) = oo.
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€3

Cc

Abb. 312

Definition 6.6.2 Ist ¢ eine periodische parametrisierte Raumkurve mit Periode L,
dann heift das Minimum von p(c, e) fiir e € S?

#(c) = min pu(c,e)
e€sS?

die Briickenzahl von c.

Bemerkung 6.6.3 Da sich u(c,e) bei Umparametrisierungen nicht dndert, gilt dies
auch fiir die Briickenzahl p(c). Aufierdem benétigten wir zur Definition von u(c,e)
lediglich die Stetigkeit von ¢, die Parametrisierung musste also nicht notwendig regular
sein. Die Briickenzahl kann somit auch fiir geschlossene Polygone definiert werden.
Dazu parametrisieren wir das Polygon P = (ao,...,ay) fiir t € [tj,t;j41] durch

tiy1 —t
saj41 + it L aj. (6.2)

tj+1—t;

Fiirt € [tj,t;+1] stellt ¢(t) das Geradensegment zwischen ¢(t;) = a; und ¢(¢j41) = aj4+1
dar.

Einen ersten Zusammenhang zwischen dem Begriff der Briickenzahl und der Isotopie
von geschlossenen Raumkurven liefert das folgende Lemma.

Lemma 6.6.4 Ist ¢ eine einfach geschlossene Raumkurve (d. h. ein Knoten) und gilt
u(c) =1, dann ist ¢ isotop zum Unknoten.

Beweis. Es sei ¢ eine regulire parametrisierte Raumkurve. Gilt p(c) = 1, dann existiert
ein Einheitsvektor e mit p(c, e) = 1. Somit existiert genau ein lokales Maximum bmax
und ein lokales Minimum by, der Funktion be(t). Mit bpaz = (c(t1),€) und bpmin =
(c(t2),e) gilt dann fir die beiden Teilkurven ¢z (¢) und cgr(t) zwischen den Punkten
c(t1) und c(t2), dass die Funktionen {c(t),e) und (cr(t),e) jeweils streng monoton
sind.
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c(t1)

Wir wihlenInun einen zu e orthogona-
len Einheitsvektor v, fiir den Il , ei- L CR
ne zuléssige Projektion des Knotens ¢
im Sinne der Definition E.1.14] ist. Da
die Projektion senkrecht zu e erfolgt,
hat nun auch die Funktion (&(¢), e) ge-
nau ein Maximum im Punkt &(¢1) und
genau ein Minimum in ¢(t2). Wieder-

um ist die Funktion b.(t) = (&(t),e) SpL PR
auf beiden Teilintervallen zwischen t; /
und t2 streng monoton. Somit haben

die beiden Teilkurven ¢z (t) und ¢r(t) (

keine Selbstiiberkreuzungen. Zu jedem

Wert s zwischen (¢(¢1), e) und (¢(t2), )
gibt es Punkte pr, und pr mit pr, € ¢, E(tg)
pr € ¢r und (pr,e) = (pr,€) = s.

Abb. 313

Eventuell noch existierende Uberkreuzungen von ¢ mit ¢r (im Fall pr, = pr) kénnen
sukzessive durch Reidemeister-Bewegungen des Typs {21 beseitigt werden. Es entsteht
ein Knotendiagramm ohne Doppelpunkte, ¢ ist somit isotop zum trivialen Knoten. [

Wie bereits in obiger Bemerkung erwahnt, kann auch geschlossenen Polygonen eine
Briickenzahl zugeordnet werden. Wir betrachten nun eine Folge P, einer Raumkurve
¢ einbeschriebener Polygone, deren Totalwinkel x(Py,) die Totalkriimmung x(c) der
Kurve approximiert. Wir zeigen, dass dann auch eine analoge Aussage fiir die Briicken-
zahlen gilt.

Lemma 6.6.5 Es sei ¢ eine nach Bogenlinge parametrisierte einfach geschlossene
Raumkurve mit Periode L. Sei Uy, m € N, eine Folge von Unterteilungen, so dass

(i) Um1 ist Verfeinerung von Uy, fir alle m

(i3) F(Um) — 0 fiir m — oo.
Sei P, := P(Uy) das zugehdrige einbeschriebene Polygon. Sei ferner e € S* ein
Vektor, der auf keiner der Strecken der Polygone P, senkrecht steht.

Dann ist die Folge u(Pm,e) monoton wachsend und es gilt

lim (P, €) = plc,e).

m— oo

Bewets. Wir parametrisieren P, stiickweise linear wie in (IBZD und bezeichnen die
Parametrisierung mit pm,(t). Da e auf keiner der Strecken von P,, senkrecht steht,
kann die Funktion ¢ — (pm(t),e) nur in den Ecken lokale Extrema annehmen. Hat

1 Damit dies moglich ist, muss man eventuell e nochmal etwas abiandern. Das ist aber nicht
so wichtig und soll uns nicht weiter bekiimmern.
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(pm(t),e) in der i-ten Ecke, d. h. fiir ¢ = ¢;, ein lokales Maximum, so muss auch die
Funktion (c(t),e) im Intervall (t;—1,t;4+1) ein lokales Maximum annehmen.

c(ts)

c(tiy1)

Abb. 31/

Auflerdem koénnen zwei aufeinander folgende Ecken niemals beide lokale Maxima von
(pm(t), e) sein. Also hat (c(t), e) mindestens genauso viele lokale Maxima wie (pn (1), e},
d. h.
p(c,e) = p(Pm,e)

fiir alle m. Hinzunahme einer Ecke zu P,, kann die Anzahl der lokalen Maxima nicht
verringern. Nimmt némlich (p,(t),€) in der i-ten Ecke ein lokales Maximum an und
fiigt man die neue Ecke zwischen der i-ten und der (i 4+ 1)-ten Ecke ein, so bleibt
entweder die i-te Ecke lokales Maximum oder die neue Ecke wird eines. Genauso verhélt
es sich, wenn man die neue Ecke vor einem lokalen Maximum einfiigt. Fiigt man die
neue Ecke woanders ein, also zwischen zwei Ecken, in denen (pm(t),e) kein lokales
Maximum annimmt, so bleiben alle bisherigen lokalen Maxima auch fiir das neue
Polygon solche. Da wegen Bedingung (i) jedes Pm+1 aus P, durch Hinzunahme von
Ecken entsteht, gilt somit

W(Pm+1,€) > p(Pm,e) (6.3)

fiir alle m. Somit existiert der Grenzwert lim p(Ppm,e) und es gilt

lim p(Pm,e) < ulc,e).

Bleibt zu zeigen, dass lim u(Pm,e) nicht strikt kleiner als p(c, e) sein kann. Dazu
m—00

reicht es wegen (6.3)), ein m zu finden, so dass pu(c, e) < p(Pm,€).
1. Fall: p(c,e) < oo.

Die Funktion ¢ — (c(t), ) nehme ihre lokalen Maxima in t = t; an, 0 <t <tz < -+ <
tr < L, k = p(c,e). Zwischen zwei aufeinanderfolgenden lokalen Maxima liegt genau
ein lokales Minimum. Sei 7; € (¢;,¢;j4+1) so, dass (c(t), e) in 7; das lokale Minimum hat.
Hier verwenden wir wieder die Konvention tx4; = t; + L. Es gilt {(c(¢;),€) > {c(75), €)
und (c(tj+1),e) > {c(75),e). Aus Stetigkeitsgriinden gibt es ein € > 0, so dass

(c(t),e) > (c(7),€)

wann immer ¢ € (t; —e,t; +¢€) oder t € (tj41 —€,tj41+€)und 7 € (15 — e, 75 +¢€).
Nach Bedingung (ii) ist fiir hinreichend grofes m die Feinheit F(U,,) < e. Dann
kommt in jedem der Intervalle (t; — €,t; + €) und (73 — €,7; + €) mindestens ein
Unterteilungspunkt zu liegen. Daher hat (pm (), e) mindestens k lokale Maxima, also
(P, €) > k= ple,e).
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2. Fall: u(c,e) = co.

Die Funktion (c(t), e) kann auf keinem echten Teilintervall [a,b] C [0, L), a < b, kon-
stant sein, weil sonst fiir alle m, die so gro® sind, dass die Feinheit F(Uy,) < b — a ist,
auch die Funktion (p.m(t), e) auf einem Teilintervall konstant sein miisste. Dazu miiss-
te e senkrecht auf der entsprechenden Strecke von P,, stehen, was wir ausgeschlossen
haben.

Wir fixieren k& € N. Wir wihlen k paarweise verschiedene Werte t1,...,¢, € (0, L),

in denen (c(t),e) ein lokales Maximum hat. Dann gibt es paarweise disjunkte offene

Intervalle I1,..., I, mit ¢; € I;, so dass (c(t;),e) > (c(t),e) fir alle t € I;. Da (c(t), e)

auf keinem Teilintervall konstant ist, muss es 7;,7; € I;, 7; < t; < 7;, geben mit

(c(ty),e) > (c(75),e) und (c(t;),€e) > <C(TJ/-)76>.

Ahnlich wie im ersten Fall siecht man nun, dass fiir hinreichend grofes m gilt
w(Pm,e) > k.

Daraus folgt limm—co t(Pm,e€) > k. Da k beliebig ist, schliefen wir

lim p(Pm,e) =00 = u(c,e). O

m—0o0

Bemerkung 6.6.6 Wir haben fiir den Richtungsvektor e € S? verlangt, dass er auf
keiner Kante irgendeines der Polygone P,, senkrecht stehen darf. Haben wir dadurch
signifikant viele Richtungsvektoren e ausgeschlossen?

Fiir eine Kante @;a;+1 eines der P, bildet die Menge der ,verbotenen“ e einen Grof-
kreis, namlich {e € 52 e L aiy1 — a;}. Jedes der Polygone hat endlich viele Kanten,
so dass wir insgesamt auf abzdhlbar unendlich viele Kanten kommen. Die Vereinigung
abzahlbar vieler GroRkreise ist eine Nullmenge in S?. Das heifit, sie hat den Flichen-
inhalt 0. Insofern haben wir nicht viele e ausgeschlossen, obwohl es unendlich viele
sind. Wir werden spater iiber die S? integrieren. Dabei spielen dann die e aus einer
Nullmenge keine Rolle.

Wir stellen noch den Begriff des sphérischen Bildes eines Polygons bereit.

Definition 6.6.7 Ist P = (ay,...,am) ein geschlossenes Polygon im R3, dann heift
das durch b; := Hzlﬁi:zl“ definierte sphérische Polygon @ = (b1, ..., by ) das sphdrische
Bild von P. Dabei haben wir wieder die Konvention a,,+1 = a1 benutzt.

as
. m .

az

aq b3

Abb. 315
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Wir zeigen nun, dass man fiir geschlossene Polygone P durch Mittelung von u(P,e)
iiber alle Richtungen e den Totalwinkel von P erhélt.

Proposition 6.6.8 Sei P ein geschlossenes Polygon im R®. Dann gilt

/ w(P,e)dS(e) =2 - k(P).
S2

Beweis. Schreibe P = (a1,...,am). Sei Qo =
(b1, ..., b)) das sphirische Bild von P. Fiir e € S?
sel nun Se der GroRkreis auf 5'2, der zu e ortho-
gonal ist, d. h. S. = S? Net. Der Grofkreisbogen
bi—1b; schneidet S. genau dann, wenn (b;_1,e) und
(bi, e) verschiedene Vorzeichen haben. Dies gilt ge-
nau dann, wenn {a; — a;—1, e) und {(a;+1 — as, €) ver-
schiedene Vorzeichen haben, also genau dann, wenn
(ai, e) ein lokaler Extremwert von (p(t),e) ist. Abb. 816

Dabei ist p(t) wieder eine Parametrisierung von P wie in (6.2)).

a; Qi1

oder

Ait+1

Abb. 317

Die Vereinigung der zu Qo gehérenden Grofikreisbégen bezeichnen wir mit @, d. h.
Q = b2b1U- - -Ubmbm—1Ubi1bm. Da jeder Schnittpunkt von Se mit einem Bogen b;—1b;
genau einen Extremwert von (p(t), e) liefert und da es gleich viele lokale Maxima wie
Minima gibt, gilt

1Q N Se| = 2u(P,e). (6.4)

Da @ nur endlich viele Ecken b; hat, erhalten wir als Menge aller e, fiir die S. einen
Eckpunkt von @ enthélt, die Vereinigungsmenge S* := | J Sy, der endlich vielen Grog-
kreise Sy, , ..., Sb,,, eine Menge vom Mafe Null.
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Abb. 318

d

Die Komplementirmenge S? \ S* zerfillt wiederum in endlich viele Kugelsegmente
Fu, ..., F;. Der Wert von u(P,e) kann sich bei Verdnderung von e nur &ndern, wenn
Se dabei eine Ecke von @ tiberstreicht. Auf den Kugelsegmenten Fj ist (P, e) somit
konstant. Damit integrieren wir eine stiickweise konstante Funktion, das Integral

/S urgdsE = [ uroase

52\ S*

existiert.

Wir kehren nun die Betrachtung um, indem wir zu einem gegebenen Bogen b;—1b; die
Menge der Punkte e € S? bestimmen, fiir die S, diesen Bogen schneidet. Wir erhalten
ein Gebiet K; aus zwei Kugelteilflichen (zwei Kugelzweiecke, Doppelmond), das von
begrenzt wird.

zwei Grofkreisen, namlich Sy, und Ss

bi—l Se

i—17

bi

€i—1

€

Abb. 319
Fiir die Winkelgréfse a zwischen diesen Grofkreisen gilt
o= A(bi—1,b;) = <(ai — Gi—1,0i4+1 — a3) = Q.
Fiir den Flicheninhalt A[K;] von K; bedeutet dies

1=2.-241621= Y 4r =4,
A[K] =2 27rA[S] - dr =4 . (6.5)
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Nach Konstruktion ist 2u(P, e), also die Zahl der Extremalwerte von (p(t),e), genau
die Anzahl der ¢ mit e € K;. Daraus folgt

2/52 n(P,e)dS(e) =y " A[K] 4 i =4r(P),

womit die Proposition bewiesen ist. O

Satz 6.6.9 Flir jede einfach geschlossene nach Bogenlinge parametrisierte Raumkur-
ve ¢ gilt
w(e) > 2 - (o).

Beweis. Sei c eine einfach geschlossene nach Bogenlédnge parametrisierte Raumkurve.
Wir wéhlen eine Folge von Unterteilungen Uy, wie in Lemmal[6.6.5 Seien P, := P(Un,)
die zugehorigen einbeschriebenen Polygone. Aus Lemma und Bemerkung
wissen wir, dass fiir alle e € S? \ AV gilt

lim M(P"“ 6) = /1/(07 6)7 (6'6)

m—00

wobei A eine Nullmenge ist. Nach Proposition 5.6.14] gilt ferner

lim &(Pm) = k(). (6.7)
Wir berechnen
/ w(ee)dSe) = / u(ere) dS(e)
52 SN
.0 / lm p(Pr,e)dS(e)
S2\WN m— oo
© lim / (P, e) dS(e)
m— oo S2\N
= lim / (P, e)dS(e)
prop BEB ) 9 k(P)
'[' 2 k(c)

Die Vertauschung von Integral und Grenzwert in Gleichung (x) ist gerechtfertigt, da
die Funktionenfolge p(Pm,e) gemifi Lemma monoton ist (Konvergenzsatz von
Levi [9) Abschn. 8.2]). Da u(c) das Minimum aller Werte u(c, e) ist, folgt

2k(c) = c,e)dS(e) > e)dS(e) = ulc)- A[S?] = 47 p(c
© = [ weese > [ uease) = uwe)- Al = druo
und damit die Behauptung. O

Als Folgerungen erhalten wir zwei sehr schone Satze iiber die Totalkriimmung geschlos-
sener Raumkurven.
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Satz 6.6.10 (Fenchel) Ist ¢ eine einfach geschlossene nach Bogenlinge parametri-
sterte Raumkurve, dann gilt:
k(c) > 2.
Beweis. Da stets p(c) > 1 ist, gilt nach Satz[6.6.9]
k(c) > 2mu(c) > 2. O
Diese untere Schranke an x(c) lasst sich ohne zusétzliche Annahmen an ¢ nicht weiter

verbessern, da z. B. fiir die Kreislinie x(c) = 27 gilt. Ist ¢ jedoch verknotet, so gilt der
folgende

Satz 6.6.11 (Fary, Milnor) Ist c eine einfach geschlossene verknotete nach Bogen-
lange parametrisierte Raumkurve, dann gilt:

k(c) > 4.

Beweis. Folgt direkt aus Lemma [6.6.4] und Satz [6.6.91 0

Beispiel 6.6.12 Fiir das Kleeblatt gilt u(c) = 2, also k(c) > 4m. Der rechte Knoten
ist ein Beispiel fiir p(c) = 3 und somit x(c) > 6.
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geschlossenes Polygon,
Grad

eines Polytops, I73]
Graph, sphérischer,
GroRhyperbel, 1911
Grofthyperbelbogen, [T93]

Lange, 193]
Grofkreis,
GrofRkreisbogen,

kurzer ~, [12§]

Léange,

langer ~, [128
GroRhyperbel,

Halbachse,

Halbraum, abgeschlossener, [164]
Hausdorff-Dimension, [I18]
Hausdorft-Mag,

Hesse’sche Normalform,
Hexaeder, 173

Hilbert, David, 2, [I4]

Hohe
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eines Dreiecks, 29] [T36]
eines schiefen Zylinders,
eines Zylinders,
Hohenformel
euklidisch,
hyperbolisch,
sphérisch,
Ho6hensatz, 29
Hopf-Verschlingung,
Hyperbel, [[4] 237]
Hyperbelast,
Hyperbelkappe,
hyperbolische Ebene,
hyperbolische Funktionen, [{7]
hyperbolische Geometrie, [I3] 188
Beltrami-Klein-Modell

/" Klein’sches Modell,

/" Zentralprojektion,
Hyperboloidmodell, [I88]
Klein’sches Modell,

/" Zentralprojektion,
konformes Scheibenmodell,
Poincaré-Scheibenmodell,
projektives Scheibenmodell

/" Klein’sches Modell,

/" Zentralprojektion,

hyperbolische Isometrie, [T91]
hyperbolischer Abstand,
hyperbolisches Dreieck, [197]
Fliacheninhalt,
Winkelsumme,
Hyperboloidmodell, [I88]

Tkosaeder, 166
Inkreis,
Inversion am Kreis,
Inzidenzaxiome, [2] 137] [194]
Isometrie,
euklidische ~,
hyperbolische ~, [T97]
sphérische ~, [@3]
Isometriegruppe,
isometrisch,
Isoperimetrische Ungleichung, 266]
isotop
Knoten,
Verschlingungen,
Verschlingungsdiagramme,
Isotopie
zwischen Knoten,

INDEX

zwischen Verschlingungen,
zwischen Verschlingungsdiagram-
men, [290)

Jones-Polynom, [309]

kartesisches Modell, [3]
Kartographie,
Kauffman-Polynom,
kausal, 73]
Kegel, 107
Kegelschnitte, 225]
Klammerpolynom,
Kleeblattschlinge,
Klein’sches Modell,
Klein, Felix,
Knoten, orientierter,
Knotendiagramm,
Knotenlinie,
Koch’sche Schneeflocke,
Komponenten einer Verschlingung,
konformes Scheibenmodell,
kongruente Strecke,
Existenz,
Kongruenz
der Gegenwinkel, [IT]
der Nebenwinkel,
von Dreiecken,
von Mengen,
von n-Ecken,
von Strecken,
Kongruenzaxiome, [
Kongruenzsatz fiir Dreiecke, [26]
konstanter Kurs,
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal,
konvex,
Korper, platonischer, I73]
Kosinussatz
euklidische Geometrie, [24]
hyperbolische Geometrie
Seiten-,
Winkel-,
sphérische Geometrie
Seiten-, 134
Winkel-,
Kreis, [40] 02 [I55] 234]
verallgemeinerter ~, 218]
Kreisflache, 108 T8
Naherungsformel, [I]
Kreiskegel,
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Kreislinie, 2341 [245] 248]

Kreisscheibe
Hausdorff-Maf, [108] 18]
Kreistreue,
Kreisumfang,
Kremer, Gerhard, [I61]
Kronecker-Delta,
Kriimmung
Approximation durch Polygone,
einer ebenen Kurve,
einer Raumkurve, 2701
Kugel,
Kugelkappe,
Kugeloberflache, [TT1]
Kugelschale, [TT0]
Kurs, konstanter,
Kurve, [14] 233]
ebene ~,
einfach geschlossene ~, [I14]
geschlossene ~,
im Raum,
~ konstanten Kurses,
Kriimmung, 246]
parametrisierte ~, 233
ebene ~,
periodisch parametrisierte ~,
reguldre parametrisierte ~,
ebene ~,
Spur,
~ zweiten Grades,
kurzer Grofkreisbogen,

Lambert, Johann Heinrich,

Lambert-Entwurf,

Lénge
einer Kurve,

Approximation durch Polygone,

eines Grofshyperbelbogens,
eines Grofskreisbogens,
eines Polygons,

langer Groftkreisbogen,

Leitgerade,

lichtartig
affine Ebene,
Untervektorraum,
Vektor, [I78]

Lichtkegel,

Liftungslemma,

Lobatschewski, Nikolai Iwanowitsch
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(H. N. Jlo6auescknit), I3
logarithmische Spirale,
Lorentz-Boost,

Lorentz-Gruppe,

Lorentz-orthonormale Basis, [I80]

Lorentz-Transformation,
zeitorientierungserhaltende ~, [I87]

maximales vorlaufiges Modell der ebenen
euklidischen Geometrie, [I4]
Maximalitéitsaxiom, [I4]
MafRstab, (8]
Mercator-Projektion, [I61]
Messkunde, [J
metrischer Raum,
Milnor, John,
Minkowski-Geometrie, [[77]
Minkowski-Produkt, 77
Mittelpunkt
einer Ellipse,
einer Hyperbel, [74]
einer Sphire,
eines Kreises, 40
Mittelsenkrechte, 48]
Mobius-Transformation, 214
Modell
der ebenen euklidischen Geometrie,
I
der hyperbolischen Geometrie,
einer Geometrie,
kartesisches ~, [3]
Morley, Satz von,
Morley-Dreieck,

n-Eck, 31
regelméRiges,
sphérisches, [[49], 71l
nach Bogenldnge parametrisierte Kurve,
253]
Navigation, [II
Nebenwinkel,
Neil’sche Parabel,
nichteuklidische Geometrie,
Norm
euklidische ~, B9
Normalenfeld einer ebenen Kurve,
Normalenvektor einer Geraden,
Normalform,
numerische Exzentrizitit, [74]
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Oktaeder, [166] 173

orientalische Hochkulturen, [I]

orientierte Verschlingung,

orientierungserhaltende Parametertrans-
formation,

orientierungsumkehrende
transformation,

orthogonale Matrix,

Parameter-

Pappus von Alexandria, Satz von,
Parabel, [B4]
Parallele,
Eindeutigkeit, [I3]
Existenz, [IT]
Parallelenaxiom, [I3] 137 203]
Parallelogramm,
Parametertransformation, 237
orientierungserhaltende ~,
orientierungsumkehrende ~, 238]
parametrisierte Kurve, 233
im Raum,
Parametrisierung einer Kurve, 237]
Pascal, Satz von, [37]
Passante,
Periode,
periodisch,
platonischer Korper,
Poincaré-Scheibenmodell,
Polardreieck,
Polarkoordinaten
eben,
sphérisch,
Polar-n-Eck,
Polyeder
/" Polytop, [164]
Polyedersatz von Euler,
Polygon,
/" Polytop, [164]
einbeschriebenes,
geschlossenes ~,
sphérisches Bild,
Polynome,

Polytop, [164]
Grad, 173

Projektion
Lambert-Entwurf,
Mercator-, [I61]

stereographische ~, [[53]
zuldssige ~,
projektives Scheibenmodell, [209]

INDEX

proportional zur Bogenldnge parametri-
sierte Kurve, 238

Punkt, 2] Bl

Pythagoras, Satz von,

Quader, [104]

raumartig
affine Ebene,
Untervektorraum,
Vektor, [I78]
Raumkurve,
Kriimmung,
regulidre parametrisierte Kurve, 233
ebene ~,
im Raum,
Reidemeister, Satz von,
Reidemeister-Bewegung,

Satz vom Feuerbachkreis,
Satz von Desargues,
Satz von Euler, [B1]
Satz von Morley,
Satz von Pappus,
Satz von Pascal, [37]
Scheibenmodell
konformes ~,
Poincaré-, 212
projektives ~, 208
/" Zentralprojektion,
Scheitel,
eines Winkels,
Scheitelpunkt,
schiefer Zylinder,
Schleppkurve,
Schneeflocke, Koch’sche,
Schraubenlinie, 23]
Schwerpunkt,
Schwerpunktsatz,
Sehnen-Tangenten-Satz, [44]
Sehnensatz, 43|
Seite
auf derselben ~ liegen,
einer Geraden in der Ebene,
eines Punktes auf einer Geraden,
eines sphérischen Dreiecks,
Seiten
eines hyperbolischen Dreiecks, [[97]
Seitenhalbierende,
Seitenkosinussatz
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hyperbolischen Geometrie,

sphérische Geometrie, [[34]
Seitenlénge

hyperbolisches Dreieck, [197]
Seitenlénge

euklidisches Dreieck,

sphérisches Dreieck,
Sekante, [41]

Selbstschnitt,
Sierpinski-Teppich, 1211
sinh, [77]

Sinussatz

euklidische Geometrie, 23]

hyperbolische Geometrie,

sphérische Geometrie,
Skalarprodukt

euklidisches ~,
Skein-Relation,
sphérisches Bild eines Polygons,
Sphire,

Abstandssphére,
sphérisch konvex,
sphérische Geometrie,
sphérische Isometrie, [93]
sphérischer Abstand,
spharischer Graph,
sphérisches Dreieck,

Flacheninhalt,

Winkelsumme,
spharisches n-Eck, [[49] I71]
Spiegelungsmatrix,

Spirale,
Spitze

eines Kegels, [107]

Spur einer parametrisierten Kurve,
stereographische Projektion,
sternformig,

Strahlensatz,

Strecke, @]

Addierbarkeit, [7]

Kongruenz,
Streckenabtragung,
Streckungsfaktor, 58]

Summe

von Verschlingungsdiagrammen,
Symmetrie,

Symmetriegruppe,

Tangente, 41
Tangentenvektor
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an GroRhyperbel,

an GroRkreis,
Teppich, Sierpinski-, 121
Tetraeder, [165]
Totalkriimmung,
Totalwinkel,
Traktrix,
Transformation

affine ~,
Translationsanteil,
triviale Verschlingung,

Uberkreuzungspunkt,
Vorzeichen,

Umbkreis, 48]

Umlaufsatz,

Umlaufzahl,

Umparametrisierung, 237

Unknoten,

Unterteilung, [[T5] 2411 2551

Vektorprodukt,
verallgemeinerter Kreis, 218
verallgemeinertes Cavalieri’sches

Prinzip, [103]
vergangenheitsgerichtet

lichtartiger Vektor, [I78]

zeitartiger Vektor, [I78|
Verschlingung, orientierte,
Verschlingung, triviale,
Verschlingungsdiagramm,

Summe,

Zustand,
Verschlingungszahl,
Verwringung,

Viereck, 1]

Vierscheitelsatz,

Vieta’scher Wurzelsatz,

Vollstindigkeitsaxiome, [I3]

vorlaufiges Modell der ebenen euklidi-
schen Geometrie, [14]

Vorzeichen eines Uberkreuzungspunkts,

292

Widerspruchsfreiheit,
windschiefe Geraden, 211
Winkel, [7]
Winkelabtragung,
Winkelfunktion,
Winkelgroke,
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euklidisches Dreieck,
hyperbolisches Dreieck, 197
sphérisches Dreieck,
zwischen Grofthyperbelbdgen,
zwischen Grofikreisbégen,
Winkelkosinussatz
hyperbolische Geometrie,
sphérische Geometrie,
Winkelsumme
im euklidischen Dreieck,
im hyperbolischen Dreieck,
im sphérischen Dreieck,
Winkeltreue
Mercator-Projektion,
stereographische Projektion, [153]
IB%
Wiirfel,
Wurzelsatz von Vieta,

ZahlmafR,
zeitartig
affine Ebene,
Untervektorraum,
Vektor, 178
zeitorientierungserhaltend
Lorentz-Transformation, [I87]
Zentralprojektion,
zukunftsgerichtet
lichtartiger Vektor, [I78]
zeitartiger Vektor, [I78|
zuléssige Projektion,
zusammenhéngend
sphérischer Graph,
Zustand eines Verschlingungsdiagramms,
203
Zwei-Sehnen-Satz,
Zylinder,
schiefer ~,
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