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Vorwort

Dies ist das Vorlesungsskript zur Vorlesugiglemente der linearen Algebra und analytischen
Geometrie*, die ich im Wintersemester 2008/09 an der Usitér Potsdam gehalten habe.
Die Horer waren Studierende im ersten Semester des Lehréimtdie Primar- und die
Sekundarstufe I. Aus diesem Grund und weil die Vorlesungemgemestrig angelegt war, habe
ich bei der Stoffwahl konkrete Themen, wie lineare Gleidgsysteme oder die Geometrie der
Ebene, zunachst in den Vordergrund gestellt. Die absmaBegriffsbildungen wie Gruppen,
Korper, Vektorraume kamen erst spater. Dies hat auchvddeil, dass man dann bereits tber
mehr Beispiele, z.B. Matrixgruppen verfugt.

Da die Studierenden des ersten Semesters zunachst aktésmeathematisches Formulieren
und logisches Argumentieren herangefuhrt werden mijsserde dem eigentlichen Stoff der
Vorlesung ein Kapitel Uber elementarste AussagenlogikMengenlehre vorangestellt.

Mein herzlicher Dank geht an Martin Naumann, der die Ersieerdieses Skriptes in hervorra-
gender Qualitat verfasst hat.

Potsdam, Januar 2011,

Christian Bar






1 Grundlagen

Bevor wir uns mit linearer Algebra oder analytischer Geagiaebefassen, behandeln wir
zunachst einige grundsatzliche Fragen, die korrektemédgeren und Argumentieren in der

Was sich Uberhaupt sagen
l&sst, lasst sich klar sagen; und
wovon man nicht reden kann,
dariiber muss man schweigen.

(Ludwig Wittgenstein
Tractatus logico-philosophicus)

Mathematik und dartiber hinaus betreffen.

1.1 Vorbemerkungen zur Logik

In der Mathematik machen wir Aussagen, die entweder wahr fatkch sind. So ist etwa die

Aussage, 8 ist eine gerade Zahlvahr wohingegen Jede Quadratzahl ist geraddalsch ist.

Durch Aussagenverbindungen konnen aus Aussagend B neue Aussagen gebildet werden:

A& B AundB

AoderB | AoderB (kein ausschlieBendes oder)

A= B Aimpliziert B

A< B A und B sind aquivalent, d.hA = BundB = A

Ein Doppelpunkt vor oder hinter deAquivalenzpfeil driickt aus, dass eine Aussage durch eine
andere definiert wird, z.BA :<, 8 ist eine gerade Zahl*Ferner kbnnen Aussagen verneint
werden. Die Verneinung einer Aussagdast wahr, wennA selbst falsch ist, und umgekehrt. Ist

z.B. A 1<, 8 ist eine gerade Zahl'so ist ihre VerneinungA <, 8 ist keine gerade ZahlFur
die AussageB : <, Jede Quadratzahl ist geraddiaben wir-B < ,, Nicht jede Quadratzahl ist

gerade”. Fir letzteres konnten wir auehB <, Es gibt wenigstens eine ungerade Quadratzahl”

schreiben.

Haufig ist es niitzlich, eine ganze Serie von Aussagenuktstrierter Form zusammenzufassen.

So kénnten wir z.B. die Aussage

A(n) & ,nist eine gerade Zahl
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machen, wobei irgendeine positive ganze Zahl sein darf. OffensichtlgtdannA(1) falsch,
A(2) wahr, A(3) falsch usw.
Machen wir doch mal die Aussagg(n):

n(n—|—1).

Fur welche positiven ganzen Zahlerist diese Aussage wahr? Tatsachlich fur alle. Wie kann
man das einsehen?

Hier kommt das wichtige Beweisprinzip deollstndigen Induktiorzum Einsatz. Wir gehen
dabei folgendermaf3en vor: Zunachst Uberzeugen wir @ssA4]1) richtig ist (der Induktions-
anfang) und dann prifen wir nach, dass fur jedetie Aussaged(n) die AussageA(n + 1)
impliziert (der Induktionsschritt). Wenn wir das erledlgiben, sind wir fertig, denn dann wis-
sen wir, dassA(n) fur jedesn richtig ist. Der Induktionsschritt mit. = 1 sagt uns, dasd(2)
ausA(1) folgt, also ist auch4(2) richtig. Der Induktionsschritt mit = 2 sagt uns, dasd(3)
ausA(2) folgt, also ist auchd(3) richtig usw.

Fuhren wir dies im obigen Beispiel der Aussadign) <

1
durch.
InduktionsanfangWir miissenA(1) als wahr erkennen. In der Tat,
|- 1(1+1)
2

ist wahr.

Induktionsschritt Nun mussen wir zeigen, dass fur beliebigedie Aussaged(n) (die Induk-
tionsvoraussetzung) die Aussadén + 1) (die Induktionsbehauptung) impliziert, in Symbolen
A(n) = A(n+1):

1
1+24+-.-4+n = @
4
n(n+1
142+ 4n+(n+1) = (T)+(n+1)
I

n(n+1)+2(n+1)
2

1424 +n+(n+l) =

=

(n+1)(n+2)
2

1+24+---4+n+(n+1)

<~

(n+1)((n+1)+1)
2

142+ +n+(n+l) =
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Die erste Zeile ist die Aussagf(n), die letzte istd(n+ 1). Damit ist die vollstandige Induktion
vollzogen und somit die Aussaggn) fur alle n bewiesen.

Ist die Induktionsbehauptung eine Gleichung, so beginm mmalnduktionsschritt haufig mit
einer Seite der Induktionsbehauptung und fuhrt diese niie lder Induktionsvoraussetzung
(IV) zum Ergebnis, z.B.:

1424+---4+n+n+1) = A14+24+---+n)+(n+1)
v n(n+1)

5 St

m+1)((n+1)4+1)
2

In jedem Fall muss die Induktionsvoraussetzung benutztl@rersonst ist es keine Induktion!

Nun ist nicht jede Aussage von positiven ganzen Zahlenrajfand damit mit vollstandiger
Induktion nachprifbar. Auch erweist sich in einigen Balkin direkter Beweis als umstandlich
oder gar unmoglich. So kdnnte man z.B. fir die Aussages daendlich viele Primzahlen exi-
stieren, versuchen sie dadurch zu beweisen, dass man isheridle Primzahlen angibt. Das ist
allerdings nicht so einfach. Daher verwendet man hier eimeisprinzip, dem die Beobachtung
zu Grunde liegt, dasd = B logisch aquivalent zenB = — A ist. Gilt B nicht, so kann aucil
nicht gelten. Mit dem darauf beruhenden indirekten Bew®igjp (Prinzip des Widerspruchs-
beweises), werden wir sehen, dass es tatsachlich kedfiéegiPrimzahl gibt, d.h. unendlich viele
Primzahlen existieren. Dazu nehmen wir genau die Negiedend@ehauptung an und folgern
daraus eine falsche Aussage, einen so genannten Widdrsplert wir stets abkirzend mjt
kennzeichnen.

Fur unser Primzahl-Beispiel gehen wir von folgender Fegsthg aus.

Definition 1.1.1. Eine ganze Zahl hei®rimzahl, falls sie gro3er alg und nur durch sich
selbst und! teilbar ist.

Beispiele fur Primzahlen sin2l 3,5, 7, etc. Dagegen idl keine Primzahl, d@ = 3 - 3.

Satz1.1.2
Es gibt unendlich viele verschiedene Primzahlen.

Beweis.
Wir gehen von der Widerspruchsannahme aus, dass es nutendlie Primzahlen gabe. Seien
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also
p1:27 p2:37 p3:57 --+y PN

diese Primzahlen. Nun setzen wir

k:==p1-p2-...-pn+ 1L

Bei Division der Zahlk durch irgendeine der Primzahlen bleibt stets der ReBtaher ist die
positive ganze Zahk durch keine der Primzahlen teilbar. Andererseits kann redongh je-
de positive ganze Zahl in eindeutiger Weise als Produkt vamA2hlen darstellen und damit
insbesondere durch bestimmte Primzahlen teilen. An digtsle schlagt deg ein, d.h. die
Annahme nur endlich vieler Primzahlen war falsch. O

Bemerkung 1.1.3. Dieser Widerspruchsbeweis wird Euklid zuge-
schrieben und ist somit iiber 2000 Jahre alt. Euklid lebte@a365
bis 300 v. Chr. und war einer der bedeutendsten Mathemadixer Red 7
Antike. Sein beriihmtestes Werk, die vielbandigelemente fasst
den damaligen Kenntnisstand in Geometrie und Arithmetdamu+ o
men. Wir zitieren die Wikipediadber Euklid erhlt man sich viele ,z"
Anekdoten: Ein SdHer fragte, als er den ersten Satz gelernt hat, l

te:,, Was kann ich verdienen, wenn ich diese Dinge lerne?* Da ri¢ ‘ vy,
Euklid seinen Sklaven und sagtgsib ihm drei Obolen, denn der "
arme Mann muss Geld verdienen mit dem, was er lernt.”

/
1-

Abb. 1

Wir sind nun vertraut mit den Prinzipien des direkten Bewgjsdes Induktionsbeweises so-
wie des Widerspruchsbeweises. Hier eine wichtggrnung: Es mag fur den ein oder anderen
Uberraschend erscheinen, aber falsche Aussagen koratee vmplizieren! So folgt etwa aus
der falschen Aussagel = 1 die Aussagé—1)? = 12 und daraus wiederurh= 1, eine wahre
Aussage. Man kann also Aussagen nicht dadurch beweisendaswahre Aussagen aus ih-
nen herIeitQ. Eine derart fehlerhafte Argumentation kann man leiderarufn, von manchem
Lehrer abgesegnet, haufig antreffen.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zu dersgagenverbindungen komplet-
tieren. Seien daz und B Aussagen und bezeichnen W und F die Wahrheitswerte wahr und
falsch.

Dann besitzen die Aussagen& B und A oder B folgende Wertetafeln:

A|B| A&B A | B || AoderB
F|F F F|F F
FlW| F Flw w
W | F F W | F w
Wiwl| w W | W w

Ein Widerspruchsbeweis tut etwas anderes: Er beweist eirssalye, indem er aus ihrer Negierung eine falsche
Aussage herleitet. Das ist ok.
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Fur die AussagemM :<,8 ist gerade” (wahr) undB :<, 3 ist gerade” (falsch) ergibt sich
zum Beispield & B <,8 und 3 sind gerade“d.h. eine falsche Aussage. Andererseits gilt
A oder B <, 8 oder 3 ist gerade’ Auch die Aussage 2 oder 4 ist gerade‘ist wahr. Dieses
Beispiel zeigt, dass es sich bei dem mathematiscldennicht um ein exklusives oder handelt.
In anderen Worten: die Aussageoder B ist wahr, falls nur eine der beiden Teilaussagen oder
auch beide wabhr sind.

Die Negation vonA & B ist aquivalent zu-A oder—B, da fur die Aussage(A & B) bereits
genugt, dass nur eine der Teilaussagen nicht gilt. Umgelsth-( A oder B) aquivalent zu-A

& —B.

Zuletzt hatten wir die die Aussagf(n) < 1+...4+n = % fur alle positiven ganzen Zahlen
als richtig erkannt. Fir derartige Quantifikationen stelir mathematische Zeichenapparat die
ausdrucksstarken Symboaie(All-Quantor) und 3 (Existenz-Quantor) bereit. Flr eine Serie
von Aussageri(n) ist die neue Aussage

Vn : A(n)

genau dann wahr, wenA(n) fur alle n wahr ist. So ist z.B. die Aussag#&: positiv und ganz

14 ...+ n =" wahr. Die Aussage

dn: A(n)

dagegen ist genau dann wahr, wenn die Aussige fur wenigstens eim wahr ist. So ist z.B.
fir B(n) :<,n? ist gerade” die Aussage Vn ganz und positivB(n)* falsch, weil nicht alle
Quadratzahlen gerade sind (zB. = 1 nicht), aber die Aussagg/n ganz und positiv3(n)*

ist wahr, weil es gerade Qudratzahlen gibt (2B= 4).

Wie negiert man nun quantorenbehaftete Aussagen?

Dass eine Serie von Aussagdiin) nicht fur allen wahr ist, bedeutet dasselbe wie, dass sie
wenigstens fiir eim falsch ist, d.h=(Vn : A(n)) < 3n : ~A(n). Ahnlich gilt =(3n : A(n)) <

Vn : —A(n).

Bemerkung 1.1.4. Anders als im umgangssprachlichen Gebrauch ublich, hetleuder Ma-
thematik, es gibt ein..." (was durch den Quantbzum Ausdruck gebracht wird) stetss gibt
mindestengin. . . "“. Mochte man dagegen ausdriicken, dass es ein uneim(also genau ein)
n gibt, fir dasA(n) wabhr ist, so notiert mag!n : A(n).

Beispiel 1.1.5.Wir verdeutlichen den Einsatz vafiund 3! an unterschiedlichen Quantifizie-
rungen der Aussageforn® = 25 :

J!n positiv und ganzn? = 25  (wahr)
In positiv und ganzn? = 25  (wahr)
JIn ganz:n? = 25 (falsch)
In ganz:n? = 25 (wabhr)
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Selbstverstandlich begegnen uns Aussagenverbindunggruantifizierungen auch in Text-
form. Zum Beispiel lasst sich die Aussagglle viereckigen Kreise sind blauwie folgt kodie-
ren:

V Kreise K viereckig: K ist blau (1.1)

Gleichwohl diese Aussage vollstandig quantifiziert isscheint eine Entscheidung fiur wahr
oder falsch auf den ersten Blick schwierig. Gehen wir einmialNegierung der Aussage Uber:

3 Kreise K viereckig: —(K ist blau),

also umgangssprachlichEs gibt viereckige Kreise, die nicht blau sindDiese Aussage ist
falsch, da es Uiberhaupt keine viereckigen Kreise gibt.iSisinderen Negation, also die ur-
springliche Aussagé (1.1), wahr.

Oft treten Quantifizierungen geschachtelt auf. Betrachteriir n > m einmal alle Moglich-
keiten der Quantifizierung, also eine Verschachtelung mét QQuantoren:

VYn ganz:Vm ganz:n > m (falsch)
Jn ganz:¥m ganz:n > m (falsch)
VYn ganz:3dm ganz:n > m (wahr)
Jn ganz:3m ganz:n > m (wahr)

Besonders in Beweisen ergibt sich haufig die Notwendigleith verschachtelte Aussagen zu
negieren:

=(Vn:Vm: A(n,m)) < 3In:—=(Ym: A(n,m))
< dn:dn:-A(n,m).

Wir bemerken: Die Negation verschachtelter Quantifikatiomrrfolgt durch das Vertauschen
aller auftretenden Quantoren und die Verneinung der Aedsag. Wir betrachten als Beispiel
die Aussage; In so manchem Land haben allea8te weniger als 1 Million Einwohnernit
dem Ziel, das eben erarbeitete Kalkill anzuwenden undibelmre

JLand L : V StadtS in L : #(Einwohner inS) < 10°.
Die Negation kann nun quasi algorithmisch erfolgen:

VLandL : 3 StadtS in L : #(Einwohner inS) > 10°.

Dies bedeutet aber wiederum umgangssprachljéh:jedem Land gibt es (mindestens) eine
Stadt mit mindestens 1 Million Einwohnern®.
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1.2 Mengen und Abbildungen

Nach dem Begriinder der Mengenlehre Georg Cantor (1848}1i8tleineMenge eine Zusam-
menfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objektearem8@schauung oder unseres Den-
kens zu einem Ganzen.

Genau genommen ist diese Definition nicht wirklich prazda keinerlei Vereinbarung oder
Definition derwohlunterschiedenen Objekterliegt. Dieser Umstand soll uns jedoch nicht be-
irren, da wir die Mengennotation vor allem als Hilfsmittehen, die Objekte unseres Interesses
pragnant auszudriicken.

Beispiel 1.2.1.Folgende Mengen stellen die klassischen Zahlbereicheated&dar:

N={1,2,3,...} naturlichen Zahlen

Ny ={0,1,2,3,...} natirlichen Zahlen inkl. der Null
zZ={...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} ganze Zahlen

Q4= {§ | p,q € N} gebrochene Zahlen

Q= {§ |p,q €EZ & q# 0} rationale Zahlen

R ={reelle Zahlen reelle Zahlen

Wir wollen unsere Gedanken nun auch auf andere Mengen undén&onstruktionen richten.
Eine wichtige Eigenschaft einer Mendest die Anzahl ihrer Elementg A, etwa# {1,2,3} =
3, #N = oo und # {Primzahler} = co. Die wohl einfachste Menge ist die leere Mengé =
@. Fur sie gilt#2 = 0.

Mengen konnen wiederum Elemente anderer Mengen seint 38i§ 2} # @, denn{&} hat
genau ein Element, namlich. Es ist also# {@} = 1. Ferner ist# {@,{2},{2,{9}}} =3
mit den Elementerw, {@} und {@, {@}}, unabhangig davon, dagss, {@}} hierbei selbst
wieder eine zweielementige Menge ist.

Die Elemente einer Menge haben keine Reihenfolge, etwa,i8t = {3,2} . Zudem tritt jedes
Element einer Menge nur einmal auf, z.B.48t 1} = {1} und {2, 3, %} = {2}.

v 90 4
Definition 1.2.2. Sind A und B Mengen, so heiRd Teilmengevon B, in Symbolen

ACB:&Vac A:ac B.

Analog istA Obermengevon B, symbolischA > B :< B C A.
Ferner gilt die Mengengleichhet = B< A C B & B C A.

FurA = {$, 0,4, &} ist & € A und damit{{} C A. Ebenso kann fif?,& € A auch
{Q, &} C A notiert werden.
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Bemerkung 1.2.3. Aus der Definition vonTeilmengefolgt sofort, dass die leere Menge Teil-
menge jeder Menge ist.

Definition 1.2.4. Sei A eine Menge. Did?otenzmenge
P(A):={T | T cC A}

ist die Menge aller Teilmengen vof. In anderen Worterll’ ¢ A < T € P(A).

Nehmen wir einmald = {©, &} her. Dann istP(A) = {&,{O}, {&}, A}. Ein anderes Bei-
spiel wared = {1,2,3} undP(A) = {@, {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3} ,A}.

Bemerkung 1.2.5. Fur endliche Mengem gilt stets#P(A) = 2", wobein = #A. Dies
kann man durch vollstandige Induktion beweisen, was win @émgagierten Leser zlwbung

Uberlassen.

Wir haben die Verbindungen &, odes und < kennen gelernt, um Aussagen logisch zu ver-
binden. Zudem sind aus der Schule die Rechenoperatignen, - und: fir Zahlen bekannt.
Auch fur MengenA und B existieren Operationen, die Mengenoperationen:

VereinigungA U B = Durchschnittd N B = Differenz A\ B =
{z | z € Aoderz € B} {z|zr€e A& z € B} {zr|ze A&z ¢ B}

Abb. 2

Eine vierte wichtige Mengenoperation ist das kartesischadikt deren Aufbau wir uns
zunachst einmal an einem Beispiel klar machen: Bei derysealon Lehrer-Schiller-Interaktion
im Unterricht unterscheidet der Padagoge Flanders nach
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Sozialformen Grad der vorgesehenen Schillerinitiative
s1 | Unterricht im Klassenverband q 9 Instruiert werden

so | Teilgruppenunterricht go | Zur Entdeckung gelenkt werden

s3 | Einzelunterricht g3 | Impulse erhalten

Aus den so erzeugten Mengén= {s1, s2, s3} undG = {g1, g2, g3} bildet Flanders geordnete
Paare(s;, g;), geordnet, da stets im ersten Eingang die Sozialform undigge Komponente
der Grad der Schilerinitiative notiert werden soll. Daangeben sich z.B. die Interpretatio-
nen(s1, g1) = Frontalunterricht(sy, go) = Fragend-entwickelnder Unterricht odess, g1) =
Individualisierte Instruktion.

Das hier angewendete Konzept der Bildung geordnetéupel (a4, ..., a,) lasst sich fur end-
lich viele MengenA, ..., A, wie folgt mathematisch fassen:

Ay X oo x Ay i ={(a1,...,ay) | a1 € Ay a9 € Ag,...,a, € Ay}

heil3t kartesisches Produktder MengenAy,..., A,. Wie oben beschrieben, bedeutet ge-
ordnet dann z.B.(1,0) # (0,1), d.h. es kommt auf die Reihenfolge der Eingange

an. Betrachten wir z.B.A; = {0,1} und A, = {1,2,3}. Dann ist A; x Ay =
{(07 1)7 (07 2)7 (07 3)7 (17 1)7 (17 2)7 (17 3)} °
Im Spezialfall4; = ... = A, fUr irgendeine Mengel; = A schreibt man auch
A" = Ax ... x A,
N —
n-mal
etwa im FallR? = R x R x R. Je nach Konvention notiert man statt Tupéin, ..., a,) auch
ai
Spalten| : |, d.h.gehtzu
an
ay
A" = Sl lar €A, ,a €A
G,

uber.

Bemerkung 1.2.6. Fur endliche Mengem,, ..., A,, kann man sich Uberlegen, dag$A4; x
X Ap) =#A1 ... #A, qilt. Diesen Sachverhalt kdnnen wir als kleine Rechtfentig fur
den Ausdruck kartesisch&oduktauffassen.

Das soll zunachst alles zu Mengen und Mengenkonstrukiiagevesen sein. Der zweite
Teil dieses Abschnitts widmet sich nun dem Abbildungsbiedmn der Mathematik geht die
Einflhrung eines so grundlegenden und gebietsiibeegiddin Begriffes meist mit etlichen De-
finitionen einher, die dann fir das gesamte weitere Mattiketadium und auch Lehrer-Dasein
von Bedeutung sind, so auch hier.
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Definition 1.2.7. Sind A und B Mengen, so ist einAbbildung f : A — B eine Vorschrift,
die jedem Element € A genau ein Elemenf(a) € B zuordnet. Hierbei hei3t danA
Definitionsbereichund B Wertebereich von f.

A

Beispiel 1.2.8.Beginnen wir mit einigen Beispielen. Man beachte, dass beFdnktionsdefi-
nition sehr oft: — f(x) stattf(z) =, Funktionsterm“notiert wird. Hierbei bedeutet — f(x)
nichts weiter als;, = wird abgebildet auff (x)“.

1) f:Z—17Z, x = 2
2) [fRxR—=R, (z,y)—ax+y

| 1 ,fallszeQ
3) f:R— N, xH{o fallsz e R\ Q

4) idy: A— A, x — z fur eine beliebige Mengd.

Die 4. Abbildung heiRtdentische Abbildungoder Identitat.

Bereits im 1. Beispiel wird deutlich, dass nicht auf den gasa Wertebereicl?Z abgebildet
wird. Fur die Menge der tatsachlich vgingetroffenen Elemente gibt es einen Terminus ebenso
wie fur die Menge degRickverfolgungen® von Bildpunkten im Wertebereich zu @miginalen

im Definitionsbereich.

Definition 1.2.9. Seif : A — B eine Abbildung und4’ C A eine Teilmenge, dann heil3t
f(A) = {f(a’) K= A'} CB

dasBild von A" unter f.

10



1.2 Mengen und Abbildungen

Definition 1.2.10. Sei f : A — B eine Abbildung undB’ C B eine Teilmenge, dann heif3t
fiB)={acA|fla)eB'}CcA
dasUrbild von B’ unter f.

A

Bestimmen wir einmal Bild und Urbild an Hand des Beispiels:
fRXxR—=Rmit f(z,y) =2+ y.
SeiA’:={(0,y) € R xR |y € R}. Dann ist das Bild vod’ unter f gegeben durch

FA) = {f0,y) [y eR}
= {0+ylyeR}
= R

Sei nunB’ = {0} . Wir bestimmen das Urbild:

B = {(z.y) eRxR| f(z,y) € B'}

11
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= {(@,y) eRxR|z+ye{0}}
= {(z,y) eRxR|z+y=0}
= {(z,y) eRxR|y=—z}

= {(z,—z) |z R}

Beachtlich hierbei ist einerseif¢ B’ = 1 und anderseitg: f ~!(B’) = co.

Sehen wir uns nun an, wie wir Abbildungen unter bestimmteradssetzungen kombinieren
kénnen.

Definition 1.2.11. Seieng : A — Bund f : B — C zwei Abbildungen. Dann heif3t
fog:A—=C mit (fog)(a)= f(g(a))

Komposition oderVerkettung von f mit g.

Etwaistfurf : R - R,z — z?undg : R — R, z — 2 die Verkettung vonf mit g gegeben
durch

(fog)(x) = flg(z)) = f(2°) = (27)* = a°.

Bemerkung 1.2.12. Ein Wort der Warnung: Anders als vielleicht im letzten Bépguggeriert,
ist die Verkettung im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h.igsf o g # g o f.

Beispiel 1.2.13.Furf : R — R,z — 2+ 1,undg : R — R, z — 22, ist
(fog)(x) = fg(x) = f(a®) =2 + 1

wahrend
(gof)@)=g(f(x)=gz+1)=(x+1)> =2+ 2z +1

ist. Fur allex # 0 ist somit(f o g)(z) # (go f)(x),alsofog # go f.

Bemerkung 1.2.14.Liegen drei Abbildungerh : A — B, g: B —» Cundf : C — D

vor, so kénnen wir zunachsgto h bilden und schlieflicty dahinterschalten. Dabei kommt dann
fo(goh)heraus. Andererseits kdnnen wir auch éyst ¢) bilden und schlief3licth von rechts
,herankringeln®. Dies liefertf og) o h. Diese Unterscheidung macht uns glucklicherweise keine
Sorgen, denn in der Tat gilt:

(fog)oh=fo(goh).

12



1.2 Mengen und Abbildungen

Durch viermaliges Anwenden der Definition der Verkettungléin wir fur allea € A :
((fog)oh)(a) = (fog)(h(a)) = f(g(h(a))) = f((goh)(a)) = (f o (g0 h))(a)

Die Verkettung von Abbildungen ist also assoziativ und wauzhen uns keinerlei Gedanken
um die Klammerung zu machen. Daher kdnnen wir einfach

fogoh = (fog)oh:fo(goh)

schreiben.

Wir setzen den Reigen der Definitionen mit drei zentralereEsghaften von Abbildungen fort.

Definition 1.2.15. Eine Abbildungf : A — B heil3tsurjektiv :<

Vbe B3ac A: f(a) =b.

Eine alternative und Uiberaus kompakte Notation fur digeRtivitat lautet: f(A) = B.

Jedes Element des Wertebereidhsvird also von mindestens einem Element des Definitions-
bereichs getroffen.

Definition 1.2.16. Eine Abbildungf : A — B heif3tinjektiv :<
Yai,as € A: f(a1) = f(a2) = a1 = as.

Wie wir naturlich sofort erkennen, ista;,as € A : a1 # as = f(a1) # f(a2) dazu
aquivalent.

Auf jedes Element inB wird also hdchstens einmal abgebildet wird. Jedes ElemenZiel-
menge ist somit hochstens Bild von einem Element des Diefisibereiches.

Definition 1.2.17. Eine Abbildungf : A — B heil3tbijektiv :< f ist injektiv und surjektiv.

13



1 Grundlagen

Die definierenden Eigenschaften surjektiv und injektivngen die Begriffe mindestens und
hochstens mit sich. Zusammengenommery isbmit bijektiv <

Vbe BIla€ A: f(a) =b.

Eine bijektive Abbildungf ist stets umkehrbar, d.h. sie besitzt eine Umkehrabbildfm
welche auch als inverse Abbildung bezeichnet wird und férahnnf o f~! = idg und
f~'o f=id4 gilt. Die Eigenschaften surjektiv und injektiv liefern degen nur die Existenz
einer rechtsinversen bzw. linksinversen Abbildung. Fdienen wir dies in folgendem

Satz 1.2.18
Seif : A — B eine Abbildung mitd # @. Dann gilt:

1. fistsurjektivee 3g: B — A: fog=idg.
2. fistinjektive 3g: B— A:go f=idy4.
3. fistbijektive dg: B — A: fog=idg & go f =id4.

Beweis.

Zul)

Fir eineAquivalenz miissen wir die beiden Beweisrichtungest und ,=* iberpriifen.
p ="

Seig : B — A, so dassf o g = idg. Wir zeigen, dassf dann surjektiv ist. Die Surjek-
tivitat ist eine All-Aussage (vgl. Definition). Sei dahdsab € B beliebig. Nun setzen wir
a := g(b) € A, wenden auf dieses Element die Abbildufign und nutzen schlie3lich die Vor-

aussetzung o g = idg. Es gilt:

fla) = f(g(b)) = (fog)(b) =idp(b) = b.
=
Sei nun f surjektiv. Fur beliebige$ € B konstruieren wirg wie folgt: Da f surjektiv ist,
existiert mindestens ein (vanabhangiges) Element, € A mit f(a;) = b. Dann setzen wir
einfachg(b) := ay, d.h. die Abbildung wahlt zu jedem vorgegeberbegin Urbild a; aus. Dann
gilt fur alle b € B:

(fog)(b) = f(g(b)) = f(ap) = b =idp(b),

also
f o0g = IdB

14



1.2 Mengen und Abbildungen

Zu2)
w="
Seig: B — A, sodasgyo f = id4. Wir zeigen, dasg injektiv ist. Seien dazu, a; € A mit

f(a1) = f(aq) vorgegeben. Wir wenden die Abbilduggauf beide Seiten an und erhalten

9(f(ar)) = g(f(az))
= (9o f)la1) = (g0 f)az)
= idA(al) = idA(ag)
= a1 = as.
=
Sei nunf injektiv. An dieser Stelle geht ein, dadsnichtleer ist. Demnach existiert ein Element
ap € A, welches wir alg Sonstiges-Element” nutzen und somit B — A wie folgt definieren:

(b) = eindeutigest € Amit f(a) =b ,fallsb e f(A)
gy = ag , sonst.

Dann gilt fur allea € A :

(9o f)la) = 9(f(a)) = a =ida(a).

Zu 3))
w="
Seig: B — A,sodassd.hfog =idgundgo f = id4 gilt. Dann folgt nach,<" aus 1.), dass
f surjektiv ist und nach<" aus 2.), dasg injektiv ist. Definitionsgemalf ist somit bijektiv.
=

Sei f bijektiv, also surjektiv und bijektiv.

Nach, <" aus 1.) folgt die Existenz einer Abbildung : B —+ A : f o g1 = idg und
nach,<" aus 2.) folgt die Existenz einer Abbildung : B — A: gs o f = id 4.

A priori ist nicht klar, dasg; = g- gilt. Dies sehen wir aber wie folgt ein:
g1 =idgogi =(g20f)ogi=g20fogi=g20(foq)=g20idp = go.

Somit hatg := g1 = g die verlangten Eigenschaften. O

Bemerkung 1.2.19. g wie in 3.) heil3t dann die zfi inverse Abbildung, fir die wir statt fortan
f~! schreiben.

Bemerkung 1.2.20.Zwei Mengen A und B haben gleich viele Elemente, d.h. sind
gleichmachtig, wenn es eine bijektive Abbildung : A — B zwischen ihnen gibt. Statt Bi-
jektion sagt man auch eineindeutige Zuordnung oder 1:ieBang.
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1 Grundlagen

Zum Nachdenken prasentieren wi¥y und Z sind gleichmachtig, da folgende Abbildung
f : No— Z bijektiv ist:

ObwohINj eine echte Teilmenge vdhist, hatN, nicht weniger Elemente alg!

Ein komplexeres Beispiel, welches dieerschiedenenen Typen“ des Unendlichkeitsbegriffes
illustriert, ist bekannt unter dem Nameétilberts Hotel 2

In einem Hotel mit endlich vielen Zimmern kdnnen keine teamehr aufgenommen werden,
sobald alle Zimmer belegt sind. Stellen wir uns nun ein Hotél
unendlich vielen Zimmern vor, durchnummeriert, beginnéed1
und mit nur einem maoglichen Gast pro Zimmer. Man konntestinr
men, dass dasselbe Problem auch hier auftritt. Die naiveMeing \
hierzu ware: Wenn unendlich viele Gaste im Hotel sind,rkkain
weiterer Gast aufgenommen werden. Sehen wir uns einmaledn, w Abb. 6
che Erlebnisse eine Arbeitswoche in Hilberts Hotel be#dith

Montag: Alle Zimmer sind belegt und ein neuer Gast reist an.
Der Hoteldirektor bittet den Gastim Zimme&nach ZimmeeR umzuziehen, den Gastim Zimmer
2 nach ZimmeB umzuziehen, usw. Auf diese Weise ziehen gdliken” Gaste in das Zimmer mit
der nachsthoheren Zimmernummer um. Dadurch wird Ziminkeei und der neue Gast kann
einziehen. Mathematisch steckt folgende injektive undhingurjektive,,Umzieh-Abbildung®
hinter diesem Prinzip:

fN>N n—n+1.

Die Injektivitat stellt dabei sicher, dass niemals zweis&in einem Zimmer einquartiert wer-
den. Andererseits igt nicht surjektiv, denn offenbar wirtl € N nicht als Bild vonf angenom-
men, d.h. es gilt

JN)={f(n) [n e N} =N\{1} = {2,3,4,.. .},
alsol ¢ f(N).

Dienstag: Alle Zimmer sind belegt und ein Bus iiteuen Gsten trifft ein £ € N).

Wieder hat der clevere Hoteldirektor eine Losung paratedglte” Gast zieht in das Zimmer,
dessen Nummer urh groRer ist als das bisherige. Dadurch werden die Zimmer. , & frei.
Diesmal liegt die injektive aber nicht surjektive Abbildyn

f*N—=N, n—n+k,

2penannt nach dem beriihmten Mathematiker David Hilber621&onigsberg) - 1943 (Gbttingen)), siehe
http://de.wikipedia.org/wiki/David Hilbert
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1.2 Mengen und Abbildungen

zu Grunde, fur die
fN)=N\{1,... .k} ={k+1,k+2,...}

gilt. Daherist{1,...,k} N f(N) = @.

Mittwoch: Alle Zimmer sind belegt und ein Bus mit vielen Gisten trifft ein, deren Sitzglze
mit 1, 2, 3, ... durchnummeriert sind.

Der Plan: Die,alten" Gaste ziehen in ein Zimmer mit der doppelten Zimmermer und die
neuen Gaste belegen dann die ungeraden ZimmernummenmisHimsere injektive und nicht
surjektive,,Umzieh-Abbildung“ durch

f:N—=N, n— 2n,

gegeben. Das Bild der Abbildung lautet
f(N)={2n|n e N}.

Fur die neu eingetroffenene Gaste nehmen wir, Nieubelegungs-Abbildung*:

g:N—=>N n—2n—1.
Hierbei istg injektiv und es gilt

g(N)={2n—-1|n e N}
und damitf(N) N g(N) = @.

Donnerstag: Alle Zimmer sind belegt und viele Busse mit jeweils vielen Gasten treffen ein,
wobei Busse und SitAike jeweils mit, 2, 3, ... durchnummeriert sind.

Donnerstag ist ein sehr stressiger Tag in Hilberts Hotad., Blten* Gaste miissen zunachst wie
am Mittwoch in die Zimmer mit den doppelten Zimmernummernzighen. Wie wir wissen
sind diese Zimmernummern dann inbesondere gerade. Digsarinis und sein Fable fur Eu-
klid bringen den Hoteldirektor auf folgende Idee: Er ordalsterstes jedem Bus eine ungerade
Primzahl zu, d.h.

p1:37p2:57p3:77p4:117

Genau wie uns, ist auch ihm bewusst, dass es unendlich viehzd&hlen gibt, so dass wir alle
Busse mit je einer eigenen ungeraden Primzahl versorganekd Die Fahrgaste aus Bus 1
belegen nun nach und nach die Zimmér 32, 33, .... Die Fahrgaste aus Bus 2 belegen dann
sukzessive die Zimmer', 52, 53, .... Damit hat es der Direktor mal wieder geschafft!

Nun legen wir uns diese Angelegenheit noch einmal matheotetiurecht, behalten dazu unsere
,Mittwochs-Umzieh-Abbildung“f : N — N mit f(n) = 2n bei und definieren schlieBlich die
»Neubelegungs-Abbildung”

g:NxN—=N, (m,n) — p.
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1 Grundlagen

Dabei beschreibtn die Busnummer und: die SitzplatznummerUberlegen wir also, dasg
injektiv ist: Fir alle(m,n) und (m/,n’) folgt ausg(m,n) = g(m/,n’), dassp?, = pi,, also
Pm = pmr & n=n',dh.m =m' & n=n'. Nunist

f(N)Ng(N) C {n € N|ngeradé N {n € N | nungeradé = &
und daherf(N) N g(N) = @.

Freitag: Alle Zimmer sind frei und ein neuer Bus mit vielen Gasten trifft ein, wobei die
Sitzphtze mit den reellen Zahlen des Intervdlls 1) durchnummeriert sind, also unter anderem

mit 1, ¥2 oder etwar.
Ausgerechnet heute muss der Hoteldirektor passen und kaseizem Bedauern nicht allen
angereisten Gasten ein Zimmer anbieten. Wie man nungigktimutet, unterscheidet sich die
Anzahl oo der Sitzplatze im Bus zur Anzahb der Hotelzimmer. Exakt begriinden wir diesen

Sachverhalt mit

Satz 1.2.21
Es gibt keine injektive Abbildung: (0,1) — N.

Beweis.

Wir machen die Widerspruchsannahme, dass es doch eindivejéibbildungg : (0,1) - N
gibt und nutzen das so genannte Cantor'sche Diagonalverfa®bige Annahme gestattet es,
die Elementer; € (0, 1) wie folgt aufzulisten bzw. aufzuzahlen:

»Sitzplatz im Bus* »Zugeordnete Zimmernummer*
1 =0,a11a12a13 ... g(Il) minimal

To = O, 921092093 . . . g(.%'g) zweitkleinstes Element
x3 = 0,as1a3za33 ... | g(xs) drittkleinstes Element

Dabei ista;; € {0,...,9} die j-te Ziffer in der Dezimalentwicklung deiten Zahlx;. Wir
konstruieren nun eine neue reelle Zght 0,b;b203 ... mitb; € {0,...,9} und setzen hierzu

b e {3, falls aj; # 3

4, fallsa;; = 3.
Dann erhalten wir in der Tat eine reelle Zahle (0,1) mit der Nachkommaunterscheidung
b; # ajj, so dass fir allg € N gilt: y # x;. Alsoisty € (0,1) eine neue reelle Zahl, die noch

nicht in unserer Liste auftaucht:
4 zur Annahme, dass alle Zahlen d0s1) bereits in der Liste vorkommen. O
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1.2 Mengen und Abbildungen

Nach all diesen Grundlagen steigen wir im folgenden Kapitel endlich in den eigentlichen
Stoff der linearen Algebra und analytischen Geometrie ein.
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2 Matrixrechnung

Wake up, Neo. The Matrix has
you. Follow the white rabbit.

(Larry und Andy Wachowski
The Matrix)

2.1 Lineare Gleichungssysteme

Zunachst warmen wir uns an ein paar Beispielerlifigare GleichungssystemgLGS) auf.

Beispiel 2.1.1. Gegeben seien zwei Obstkorbe, einer volipfel und einer gefiillt mit Bananen.
Wir bestimmen einmal das Gewicht der Kdrbe auf der Grurelfaigender zwei Wiegungen
bzw. Messungen:

;:;, '
ay & & s

40cm 50cm
R, 1 __50cm _ L25cmf - =TT -
A5cm! | 25cm,
Abb. 7

Sei nunA das Gewicht deApfel (in kg) und B das Gewicht der Bananen (in kg). Wir erhalten

A-154+B-40 = 2-50
A-25 = 2.254+B-50 (2.1)

Dieses System ist aquivalent zu

3-A+8-B = 20
A-2B = 2

Addition der ersten Zeile mit dem 3-fachen der zweiten Zeile liefert

14.-B=14=B=1
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2 Matrixrechnung

und anschlieRendes Aufldsen der zweiten Gleichung dann

A=24+2B=4.

Bisher ist damit gezeigt: Wenn das LGS {2.1) Losungen Hesib missened = 4undB = 1
sein. Einsetzen der Losungen [in (2.1) lasst den Umkelusslzu, dass fud = 4und B = 1
die Gleichungen(2]1) gelten.

Insgesamt ist danfn (2.1) erfult A =4& B =1.

Example 2.1.2

Nun zu einem explosiven Beispiel aus der Chemie. Betrasteeden die Sub- g%
stanzerToluol C7 Hg, Salpetersiure H N O3, Wasser H,O sowieTrinitrotoluol =
C7Hs0gN3, besser bekannt als der Sprengstoff TNT. Die zugehorigktRens-
gleichung lautet:

Abb. 8

x-CrHg+y-HNOs — z - C7H50¢N3 + w - HyO (2.2)

Bekanntlich bleiben chemische Elemente bei (chemischeakfion erhalten. Au§ (2.2) erhalten

wir dann folgendes LGS mit vier Gleichungen in vier Unbekanrfur:

Kohlenstoff: C: 7-24+0-y=7-2+0-w
Wasserstoff: H: 8- x+1-y=5-2+2-w
Stickstoff: N: 0-z4+1-y=3-2+0-w
Sauerstoff.: O: 0-z+3-y=6-z+1-w
Dieses LGS ist aquivalent zu
xr = Z
8r+vy = 5z+2w
y = 3z
3y = 6z4w

Da die zweite Gleichung aus den Gleichungen eins, drei uadfeigt, ist das System sogar

unterbestimmt und damit aquivalent zu

xr = Z
y = 3z
= 3z
Die Losungsmenge ist also
z
32 |zeR,,
z
3z
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2.1 Lineare Gleichungssysteme

d.h. wir erhalten eine unendliche Losungsmenge, denrs jedeR liefert eine Losung. Dies ist
auch genau, was die Aufgabenstellung erwarten lasst, ieder Reaktionsgleichung kdnnen
natirlich die einzelnen Zutaten fir das TNT mengenmagigielfacht werden, und wir erhalten
dann die entsprechende vielfache Menge an TNT und Wassker[@agibt es nicht nur eine
Ldsung, sondern unendlich viele.

Example 2.1.3
Als drittes und letztes Beispiel kommen wir nun noch zu eiriexkurs in die
Finanzwelt. Und zwar wollen wir Aktien erwerben, wobei siahser Interesse

an folgenden drei DAX-Unternehmen ausrichtet: Abb. 9
Anzahl | Firma | Kurs (07.11.08, 13:14)
x (B)MW Kp = 21,18 Euro
Yy (D)aimler Kp = 24,69 Euro

z (M)unchener Ruck Kj; = 100,78 Euro

Insgesamt betragt unsere Anlagesumme 10 000 Euro. Sobanhhvair:
z-Kp+y-Kp+z- Ky = 10000

Da die bayerischen Finanztitel in letzter Zeit besondeliggie haben, gewichten wir zu Gunsten
von Daimler wie folgt:

r- Kp+2-2-Ky=vy-Kp

Damit kaufen wir nun weniger Aktien von BMW bzw. MincheneiidR. Nun wollen wir aber
auch die momentane Finanzkrise bei den Automobilherstelberiicksichtigen, d.h. es wird
eine erneute Gewichtung fallig:

- Kp+5-y - Kp==z-Ky

Wir interessieren uns also fur Losungeny, z € R und nehmen daher an, es gabe solche. Unser
LGS lautet:

- Kp4+y-Kp+z-Ky = 10000
w-KB—y-KD—l-QZ-KM 0
v - Kp+5 Kp—2z-Ky = 0

Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung und détedrivon der zweiten Gleichung
ergibt:

2y - Kp —z- Ky = 10000
—6y-Kp+3z-Ky = 0
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2 Matrixrechnung

Wir vereinfachen weiter und bekommen:

20-Kp —z- Ky = 10000
—2yKp + 2Ky 0

SchlieRlich fuhrt die Addition dieser beiden Zeilen auf:

040 =10000 4

Der Blitz deutet auf das Ende eines Widerspruchsbeweisesrtu tatsachlich haben wir eben,
wenn auch nicht in vollem Bewusstsein, einen solchen ggftenn: Die Nicht-Existenz von
Losungen negierten wir durch die Widerspruchs-Annahmeegdistenz von Losungen, y, z €

R. Daraus ergab sich obiger Widerspruch. Folglich war diegkme falsch und das LGS besitzt
in der Tat keine Losungen.

Problematisierung.  Die Beispiele zeigen, dass es keine, genau eine und uniendéte
Losungen geben kann.

Aber sind dies bereits alle Modglichkeiten? Oder gibt edleiight auch LGS mit genau zwei
Losungen? Fiuhren mehr als eine Losung stets zur Existeardlich vieler Losungen? Und
unter welchen Bedingungen entstehen welche qualitatiyeevon Losungsmengen?

Um Antworten auf diese Fragen zu erhalten, studieren widlia Gleichungssysteme nun sy-
stematisch und beginnen mit folgender formaler

Definition 2.1.4. Ein lineares GleichungssystenfLGS) ist ein Gleichungssystem der Form

A o1 +Ap 2o+ ...+ A1 2, = by

Aml-xl—i—AmQ-xQ—i—...—i—Amn-xn = bn

Hierbei istn die Anzahl der Unbekannten uma die Anzahl der Gleichungen. Man beachte,
dassm undn im Allgemeinen nicht Uibereinzustimmen brauchen.

Die Koeffizienten A;; sowie dieb; € R sind vorgegeben. Dignbekanntern, . .., z, dage-
gen sind gesucht.
Gilt b = ... = b, = 0, so heilt das LG8omogerund ansonsteinhomogen

So lagen etwa dem Obstkorb-Beispiel ebenso wie dem Bempsetier Finanzwelt inhomogene
LGS zu Grunde. Das LGS im Falle des Sprengstoff-Beispielshamogen.

Mehr und mehr wird deutlich, dass es nicht auf die Platzhalte. ..z, ankommt sondern
im Wesentlichen nur auf die Koeffizientes;;, fur die wir nun folgende kompakte Matrix-
Schreibweise einfuhren:
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2.1 Lineare Gleichungssysteme

Definition 2.1.5. Einem x n-Matrix reeller Zahlen ist ein rechteckiges Schema der Form
All to Aln
Aml o Amn
wobeiA;; € Rfirallei € {1,...,m}undj € {1,...,n} ist.

1 4 1

So ist zum Beispie(0 0) einel x 2-Matrix, [ 2 5 | eine3 x 2-Matrix und [ 2 | eine3 x 1-
3 6 3

Matrix. Wir werden nachfolgend die Menge aller reellenx n-Matrizen mit Matm x n,R)

bezeichnen. Fir uns ist dann also zum BeIS<I@| 5] € Mat(3 x 2,R).

Definition 2.1.6. Einel x n-Matrix nennen wirZeilenvektor und einem x 1-Matrix Spal-
tenvektor.

Nachfolgend fassen wir Tupel bzw. Elemente &Jsstets als Spaltenvektoren, ds. x 1-

Matrizen auf. Folglich gilt:
R™ = Mat(n x 1,R)

Bemerkung 2.1.7. Als Konvention fur die Eintrage von Matrizeft bzw. B aus Mafm x n, R)
nutzen wir der Definition entsprechent]; bzw. B;; also

Apn - A By -+ B
A= : : bzw. B = : :
Aml e Amn Bml o an
Sehen wir uns einmal an, welche Operationen mit Matrizeglitid sind.

Addition von Matrizen. SeienA, B € Mat(m x n,R) mit der Darstellung wie oben. Die
Matrizen stimmen also in Hohe und Breite Uiberein. Danntat B die Eintrage

(A+ B)ij = Aij + Bij.
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2 Matrixrechnung

Man spricht auch davon, dass die Addition komponentenwasidart ist, etwa im Fall

1 4 7 10 147 4+10 8 14
2 5|+1(8 11| =12+8 5411 ) =|10 16
3 6 9 12 3+9 6412 12 18
oder im Spezialfall
1 -2 1-2 -1
O+ 1]=(0+1]=1]1
-1 3 —1+3 2

Fur die pragnante Unterscheidung zwischen Matrizerdereghhlen und reellen Zahlen selbst
bezeichnet man letztere im Sprachgebrauch auch haufgkalare.

Multiplikation von Matrizen mit Skalaren. Sei A € Mat(m x n,R) mit Eintragen wie
oben und\ € R. Dann hat\ - A € Mat(m x n,R) die Eintrage

(A-A)ij = A~ A,

z.B.
1 4 2-1 2-4 2 8
2-12 5] =122 2:5]=1(4 10
3 6 2-3 2:6 6 12

Naiv kbnnte man nun auf die Idee kommen, auch die Multipidkazweier Matrizen kompo-
nentenweise zu definieren. Wie sich herausstellen wirdliést wenig sinnvoll, wohl aber die
folgende Definition der

Multiplikation zweier Matrizen. SeiA € Mat(m x n,R) und B € Mat(n x k,R). Die
Breite der ersten Matrix muss also mit der Hohe der zweitetriM Ubereinstimmen. Insbeson-
dere tritt die Grof3e: im Resultat nicht mehr auf, d.h. es gilt- B € Mat(m x k,R).

Bevor wir nun die recht komplizierte Formel fur die Matfiultiplikation in Augenschein neh-
men, betrachten wir zunachst einmal eine Moglichkeitsdirematischen Ausfuhrung der Mul-
tiplikation A - B =: (', das so genannte Falk-Schema:

Bi1 Bia Bi3
Bo1 Bay Bos
B B31 Bsa
bzw.
Al C A Ain A Ci1 Ci2 (i3
Agr Ay Cy1 Coy Caz
A3z Az Asz C31 C3 Cs3

Zur Berechnung, etwa vofiy3, geht man nun simultan die Zeile von A und die3. Spalte von
B durch, multipliziert in jedem Schritt die entsprechendéntage und addiert schlie3lich die
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Produkte auf:
(A-B)og = Ca3 = A9y - Big + Ags - Boz +

Ganz allgemein und fir jede Kombination von Zeilesnd Spaltery tauglich ist die Formel:
(A-B)ij = Aj-DBij+Ain-Baj+ ...+ A By
n
= Z Air - Byj
=1
Zum Beispiel gilt:
1-1+4-0 1-1+4-1

1 4 11 15
2 5 -(0 1>: 2:-1+5-0 2-14+5-1|=[2 7| € Mat3 x 2,R)
3 6 3:1+6-0 3-1+6-1 39

Bemerkung 2.1.8. Fassen wir die drei Operationen noch einmal in Gestalt vohildbngen
zusammen und notieren nochmals, auf welchen Mengen dibsitear.

(A,B) = A+ B auf Matm x n,R) x Mat(m x n,R) — Mat(m x n,R)
(MA) = A A auf R x Mat(m x n,R) — Mat(m x n,R)
(A,B)—~ A-B auf Matm x n,R) x Mat(n x k,R) — Mat(m x k,R)

Ungeklart ist, weshalb die dritte Operation auf diese kiimigrte Art und Weise definiert wurde
und welche Rechenregeln hier tiberhaupt gelten und weiche n

Satz 2.1.9
Reelle Matrizen gedigen den folgenden Rechenregeln:

1. VA, B,C € Mat(m x n,R) :

A+B=B+Aund(A+B)+C=A+ (B+C)

2. VA € RVA € Mat(m x n,R) VB € Mat(n x k,R) :

(A\-A)-B=A-(A-B)=X-(A-B)

3. VA € Mat(m x n,R) VB € Mat(n x k,R) VC' € Mat(k x [,R) :

(A-B)-C=A-(B-0C)
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4. VA, B € Mat(m x n,R) VC € Mat(n x k,R) :

(A+B)-C=A-C+B-C

Beweis.
Wir zeigen alle Teile auRer der 2. Aussage. Diese verblétitungsaufgabe.

Zul)
SeienA, B € Mat(m x n,R). Dann gilt fur alle; € {1,...,m}undj € {1,...,n}:

(A+B)y; = Ay+ DBy
= Bjj+ A
= (B+A4);

Daraus folgt:A+B = B+ A. Ahnlich sieht man auch die zweite Gleichung ein: Sele?, C' e
Mat(m x n,R). Dann gilt fir jedes € {1,...,m} und jedesj € {1,...,n}:

(A+B)+C)ij = (A+B)i;+Cy
= (4 + By) + 5
= A+ (By+Cy)
= Ay +(B+0)y
= (A+(B+0)y

Aus der Gleichheit aller Komponenten folgl + B) + C = A+ (B + C).

Zu 2))
Ubungsaufgabe

Zu 3.)
SeiA € Mat(m x n,R), seiB € Mat(n x k,R) und seiC’ € Mat(k x [, R). Dann gilt fur alle
ie{l,...,m}undye{1,...,1l}:

k
((A-B)-C)ij = > (A-B)is-Cy

s=1

S (z A Brs) e

s=1 \r=1

k n
- ZZ (Azr . Brs . Csj)

s=1r=1
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2.1 Lineare Gleichungssysteme

n k
- ZZ Azr Brs Csy)

L
= Z Z Brs Csy
=1

r=1

::E
= (4-(B-O)y

Esfolgt:(A-B)-C=A-(B-C).

Zu4d)
SeienA, B € Mat(m x n,R) und seiC’ € Mat(n x k,R). Dann gilt fur alle; € {1,...,m}
und jedes € {1,...,k}:

n

(A+B)-C)y = > (A+B)a-Cy
=1

= > (Au+Ba) Gy
=1

= Z(Ail -Cij + By - Cy)
=1

n n
= > Aq-Cy+> By-Cy
=1 =1

= (;1 Clij + (B '70)1']'
= (A-C+B-0)

Dies zeigt(A+ B)-C=A-C+ B -C. O

Bemerkung 2.1.10. Diese Rechenregeln versetzen uns in die Lage, mit Matriashso wie
mit reellen Zahlen zu rechnen. Von der Kommutativitat desdBktes zweier Matrizen kann
jedoch im Allgemeinen nicht ausgegangen werden, denmseiMat(m x n,R) und B €
Mat(n x m,RR). Wie wir wissen, ist danil - B € Mat(m x m,R) undB - A € Mat(n x n,R).
Gilt nunm # n, so besitzen die Matrizen offenbar verschiedene Abmalensh@sondere gilt
somitA - B # B - A. Ist andererseitgs: = n, kann sowohl der Fall - B = B - A als auch der
Fall A- B # B - A eintreten. Etwa fur die Matrized = (é ?) und B = (; i) erhalten
wir einerseits:

1 3
an=(t N5
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10

|V|ItA=<1 1

> und B wie oben ergibt sich jedoch:

(1) (0 1) s

Das Matrix-Produkt ist Gibrigens nur in den seltensterdeRdkommutativ und die Reihenfolge
der Multiplikation daher wesentlich.

Doch was spricht nun eigentlich gegen die Einfihrung ekoenponentenweisen Multiplikati-
on? Zur Beantwortung gehen wir nachfolgend auf die Verlmgdzwischen Matrizen und LGS
ein und betrachten hierfid € Mat(m x n,RR) sowie speziell: € Mat(n x 1,R) = R". Es

gilt:
Ay - Ap, x1 Ay -2+ A wo+ ...+ Ay -
A xz= : : = ;
A1 - A T Ami w1+ Amo 2o+ ...+ A - Ty
Nun, die rechte Seite kennen wir bereits. Das LGS
A o1+ ...+ A, 2, =01

: (2.3)
Ap1 -1+ ...+ A0 Tn = by
ist aquivalent zur Matrix-Gleichung
A-x =0,
App o Ay 1
wobei A = : .. 1 | dieKoeffizientenmatrix des LGS[(Z.B) ist und: =
Aml Amn Tn

sowieb = | :
bn,

Nur auf Grundlage der komplizierteren Definition der Matkxltiplikation wird diese aus-

drucksstarke Verbindung moglich. Die Rechenregeln fatiden erleichtern uns den Umgang

mit LGS erheblich, wie sich bereits im Beweis des nachstem Zeigen wird. Zunachst jedoch

fuhren wir noch einen Bezeichner fiir die Menge aller Liggen eines LGS ein.

Definition 2.1.11. Sei A € Mat(m x n,R) undb € R™. Dann heif3t
Los(A,b) :={z e R" | A-z = b}

die L dsungsmengeon (2.3).
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Betrachten wir vorerst homogene LGS, also den Spezialtallo = | : | in folgendem

Satz 2.1.12
Die Losungsmenge des homogenen L4&S: = 0, hat folgende Eigenschaften:

1. 0 € Lss(A4, 0), d.h. insbesondere giltos(A,0) # &.
2. Sindz,y € Los(A,0), soist auche + y € Los(A, 0).

3. Istx € Los(A,0) und X € R, soist auch\ - x € Los(A4, 0).

Beweis.
Zul)
Sicherlich giltA - 0 = 0 und daher isb € Los(A, 0).

Zu2)
Seienz,y € Los(A,0), d.h. es giltAxz = 0 und Ay = 0. Mit dem Resultat von Blatt 4, Aufgabe
3b erhalten wir dann:

A-(x4+y) = A-x+A-y
— 040
= 0

Folglich istz + y € Los(A4, 0).

Zu 3.)
Sei schlieRlichz € Los(A,0) und A € R. Nun bedienen wir uns der zweiten Aussage von
Sat42.1.D und bekommen:

A-(A-z) =

I
o > >
O/—\
S
8
N~—

Also gilt A - z € Los(A4, 0). O

Fur homogene und nur fur homogene LGS treten Losungsemeas Teilmengen voR™) mit
den drei Eigenschaften des Satzes auf und verdienen emgeeig
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Definition 2.1.13. Eine Teilmengd” C R™ heil3tUntervektorraum, falls gilt:
1.0eV
2. Sindz,y € V, soistauche +y € V.

3. Istz € Vund\ € R, soistauch\ - z € V.

Ergo istLos(A, 0) stets ein Untervektorraum vagr.

Bemerkung 2.1.14. Das Aktienbeispiel filhrte auf ein inhomogenes System dlirseing, d.h.
hier gilt Los(A, b) = @ und somit ist wege® ¢ Los(A, b) die Losungsmenge des zugehorigen
inhomogenen Systems kein Untervektorraumgiés

Wie bereits erwahnt, sind Losungsmengen inhomogenge®gniemalsUntervektorraume des
R™. Der Satz ist also fur inhomogene Systeme ungultig, delt&visann immer0 € Los(A, b)

ist, so folgt direkth = A - 0 = 0, d.h. das LGS muss homogen sein.

Wohl aber lassen sich Losungmengen inhomogener Systefridsungsmengen homogener
Systeme zuriickfuhren.

Satz 2.1.15
SeiA € Mat(m x n,R) und seib € R™. Weiterhin selL6s(A,b) # @ undy € Los(A,b).
Dann gilt:

Los(A,b) = {x+y|xeLds(A,0)}

Beweis.

Wie bei Mengengleichheiten tiblich, zeigt man diese durelehweis der gegenseitigen Inklu-
sionen, also in zwei Schritten. Wir beweisen:

Los(A,b) D {x +y |z € Los(A,0)} sowieLos(A,b) C {z+y |z € Los(A4,0)}

w
Seiz € Los(A,0) undy € Los(A,b). Wir Uberprufen, ok + y das inhomogene System [9st.
Es gilt
A (z+y) = A-x+ Ay
= 0+
= b
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und somitr + y € Los(A, b).

”Cu:
Seinunz € Los(A, b). Wir setzenr := z — y, denn dann gilt = = + y. Nun ist zu zeigen, dass

tatsachlichz € Los(A, 0) gilt. Betrachte dazu:

A-x = A-(z—1y)

= A-(z+(=1)-y)
= A-z+A-(-1)-y
= A-z+(-1)-A-y
= b+ (-1)-b
= 0
Das heif3t nun aber gerades Los(A,0) und somit giltz € {x +y | € Los(A,0)}. O

Im folgenden Beispiel schiel3en einmatit Kanonen auf Spatzen* und wenden die Erkenntnis
des Satzes auf ein sehr Ubersichtliches LGS an:

Beispiel 2.1.16.Furz; + 3z2 = 7 haben wir die Koeffizientenmatritd  3) sowieb = (7).

Wir erraten die Losung = ; dieses inhomogenen LGS und brauchen nun dem Satz nach

nur noch das zugehorige homogene LGSt 3z = 0 zu ldsen. Es ist:

Los(A,0) = {<x1> €R? |z + 32 = 0}

Z2

{2 e
x2
-3
= {1‘2-<1> ’.%'QER}
-3
- {t.<1>|teR}
Weiter nach dem Satz geniigt es damhjnzuzuzahlen. Wir erhalten als Losungsmenge:
Los(A,b) = {t- <_3> - <1> |t e R}
1 2
1-3t
- () e

Nachfolgend richten wir unser Augenmerk besonders auf dihgsmengen homogener LGS,
d.h. auf Untervektorraume d&s' und deren sinnvolle bzw. effektive Beschreibung. Der Folge
abschnitt behandelt die hierfur grundlegenden Konzepte.
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2.2 Lineare Unabh angigkeit und Basen

Mittels der Anwendung samtlicher zugelassener Grundneatien fur Vektoren, d.h. mittels
Vektoraddition und skalarer Multiplikation auf Vektoren, .. . , v,,, lasst sich folgende Menge
erzeugen.

Definition 2.2.1. Flrwvy, ..., v, € R™ heil3t

L(vi,...,0m) = {ZAk'UH)\l,---a)\mER}
k=1

die lineare Hulle von vy, . . ., vp,.

Dabei heil3t ein Vektor der Forexy - vy + ...+ Ay, - vy, also ein Element voi(vy, . . ., vy,),
Linearkombination vonuvy, ..., v,,. Folglich istL(vy, ..., v,,) die Menge aller Linearkom-
binationen vonuy, . .., vy,.

Betrachten wir einige Beispiele fur lineare Hullen in d@pezialfall von Vektoren inR3. Es
seien dazu:

0 1 0 0 0
v:=[(0], vi:=(0], vo:= (1], vg:= (0], vy = |1
0 0 1 1

Beispiel 2.2.2.Firv = 0 € R"” bekommen wirL(v) = {\-0 | A € R} = {0} . Insbesondere
gilt somit:

Beispiel 2.2.3.Berechnen wir die lineare Hulle van :

1
Liv;)) = {X-[0]|xeR
0
A
= 0] XxeR
0

In geometrischer Deutung i$t(v;) genau diejenige Ursprungsgerade, welche ;deAchse
entspricht:
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I

xr
V1 3

T2

Abb. 10

Beispiel 2.2.4.Die Menge aller Linearkombinationen ven undvs ist gegeben durch:

L(ve,v3) = {s-vy+t-vg]|s,t R}
0 0
= s|+10]|s,teR
0 t
0
= s||steR
t

Veranschaulichen wir diese Teilmenge @' so ergibt sich genau dig,-z3-Ebene:

T

I3

v3

>

V9

4p)

Abb. 11

Beispiel 2.2.5.Nimmt man nun zws, undws hoch den Vektow, hinzu, so erhalt man:

L(vo,vs,v4) = {A-va+p-v3+n-vg| A\ p,neR}
0 0 0

= AM+{O0]+ 0]l XpneR
0 % U]

35



2 Matrixrechnung

0
= A+n | [ AuneR
f+n
= L(v2,v3)

Die DarstellungL (v, v3,v4), die durch Hinzunahme vowy entsteht, ist offenbar weniger effi-
zient als die Darstellung(v2, v3). Demnach isv4 sozusagen uberfliissig und die geometrische
Deutung offenbart in der Tat:

I

L2

Abb. 12

Beispiel 2.2.6.Bilden wir schlie3lich noch die lineare Hille ven, v, undus :

L(?}l, V2, ?}3) = R3.

Im Beispiel [2.2.5) erhielten wir fur die lineare Hilleeder Vektoren eine Ebene. Fur einen
leicht abgeanderten Satz von Vektoren, wie im Beispiel.@), bekamen wir dagegen genau
denR3. Unsere Zielstellung ist es nun, die Systematik hinter dieB&anomen zu verstehen.

Bemerkung 2.2.7. Stets sindvy, ..., v, wieder Elemente ihrer linearen Hille, d.h. es gilt
V1y.. oy Uy € L(vy, ..., vp). Um dies einzusehen, schreiben wir einfach

vp=1-v14+0-v24+...4+0 vy, €L(v,...,0n)
und analog flwsy, . . . , vpy,.
Des Weiteren gilt allgemein:
L(vi, ... vm) CL(W1, . oy Uy U1y e v o Un?)
Denn:

M+ A U =AM 014 o+ AU F 0 U o+ 0 vy
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Satz 2.2.8
Fur vy, ..., v, € R™istL(vy, ..., v,) €in Untervektorraum vomR™.

Beweis.
Prufen wir die Eigenschaften eines Untervektorraumesitséilir Schritt nach.

1)
Wir schreiben und erhalten:

0=0-v1+0-v24+...40 vy €L(vy,...,0n).

2.)
Seienz,y € L(vy,...,vy). Wir zeigen:z +y € L(vy, ..., vp). FUr A, i € R haben wir

T = AU+ ...+ AU sowie
Yy = pr-vit...t fmcUn

und bekommen damit;

Tty = )\1'U1+---+)\m'vm+ﬂ1'/Ul+---+,um'vm
= M+m) vt O+ ) U
€ L(vi,...,vm)
3.)

SchlieBlich prifen wir fir: € L(vy,...,v,)undX € R, dass steta - x € L(vy,...,v,) gilt.
Wir notieren

T = AU+ ...+N\pUm
und erhalten:

Az = A-(A o4+ A Uum)
€ L(vi,...,vm)

Untervektorraume treten also auch als lineare Hullen auf

Wie angekindigt, wollen wir nun verstehen, weshalb sigtdié lineare Hille dreier Vektoren
in den Beispielen ({2.215) un@(2.2.6) einerseits etwas dweinsionales (d.h. eine Ebene) und
andererseits etwas Dreidimensionales (@&y ergab. Den Schliissel hierfur bildet folgendes
Lemma (ein mathematischer Hilfssatz).
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Lemma 2.2.9
Seienuvy, ..., v, € R™. Dann sind folgende Aussagéguivalent:

1. 3\, ..., An € R, nicht alle gleich0, so dassAijv1 + ... + Apvy, =0
(Dies nennt man dann eine nichttriviale Linearkombinatites Nullvektors.)

2. le{l,...,m}:uy €L(vy,..., 01,041y, Um)

3.3e{1,...,m}:Lvi,...,0—1,V41,- -, Um) = L(vi,...,0m)

Beweis.

Firr die behauptetquivalenz der drei Aussagen geniigt der Nachweis folgeBeaweisteile:
(1.) < (2.) (also die Richtungen & 2. und 2.= 1.) sowie

(2.) < (3.) (also die Richtungen 2> 3. und 3.= 2.)

»(1.) = (2"
SeienAy,..., A\, € Rund davon wenigstens ey £ 0, so dass\iv1 + ... + Anvm = 0. Ist
also etwa); # 0, so gilt:
ANV = Mvr+ ..o+ N+ )‘l+1vl+1 + .o+ AnUm
A1 A1 Alg1 Am
= = =V — ... ——v_] — — - ===
U N U1 N V-1 A Vl+1 by Um,
€ L(Ul,...,’Ul_l,vl+1,...,vm)
»(2)=(1.)"
Sei nun umgekehrt v, € L(vi,...,v-1,041,...,0m), d.h. es existieren
Alyee s N1, At 1y - -+ A, € R, SO dass:
vo= AMvrt . F N+ N e A,
=0 = Moi+...+N_1v—1 — v+ Nl -+ AnUm

Der Koeffizient vorw; ist offenbar gegeben durchl # 0 und damit haben wir eine nichttriviale
Linearkombination des Nullvektors.

.(2)=(3.)"

Seiv; € L(v1, ..., U1, V41, - -+ Um)-

Wir zeigenL(vy, ..., v—1,041,--+,Um) = L(vi,...,vy) und im Prinzip mussten wir uns
dafir zweier Inklusionen annehmen. Nach Bemerklng (Ri& fedoch, C*“ bereits klar.

Wir zeigen noctL (v, ..., 01—1, V41, -+, Um) D L(v1,...,0p), alSO

N

Sei hierfurz € L(vy, ..., vy). Dann existieren\;, € R, so dass:

T=Mv1+ ...+ AU
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Da nach Voraussetzung € L(vy,...,v_1, V41, - ., Uy) iSt, kONnen wir schreiben:
U= Q101 A 11 Vil e U,
schreiben. Diesen Ausdruck setzen wir in die Darstellwmg:féin und sortieren geeignet:

z = Mui+... .+ N1 F N Npvgr e A,
= AMv1+ .o N N (v e vy Vg e e Um)
A1V + - AU,
= (M +Np)vr+ o+ (N + A1) v
(A1 + Mg ) v + -+ A+ A )

€ L(vi,. 01,041, Um)
EsfolgtL(vy,...,vm) C L(v1, ..« U1, Vi41y -« Umn)-
»(3.)= (2.)"
Offenbar istv; € L(v1,...,0m) = L(v1, ..., 011, V141, - - Um)- O

Definition 2.2.10. Gilt eine (und damit alle) der Aussagen aus dem Lemma, daifdeihelie
Vektorenuy, . .., v, linear abhangig, ansonstefinear unabhangig.

Oft besteht die Aufgabe darin, die lineare Unabhangigiedlich vieler vorgegebener Vektoren
v1,...,0n € R™ nachzuweisen. In diesem Fall muss fur allee R die Gilltigkeit folgender
Implikation nachgeprift werden:

AT+ F AU =0= XA =...= X, =0

Der Nullvektor darf sich also nur auf triviale Art linear kdsinieren lassen. Sehen wir uns einige
Beispiele vorgegebener linear (un-)abhangiger Vektaren

Beispiel 2.2.11.In welchem Fall ist> € R™ linear (un-)abhangig?
1. Fall: Seiv = 0. Dann qilt:
VAeR\{0}: A-v=0

Insbesondere existiert somit eln# 0, so dass\ - v = 0 ist. Der Nullvektor ist also linear
abhangig.

2. Fall: Seiv # 0. Nun existiert kein\ € R \ {0}, so dass\ - v = 0, d.h. es gilt:

YAER\{0}: A-v#£0

Somit ist jeder Vektow € R™ \ {0} linear unabhangig.
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Beispiel 2.2.12.Wann sindvy, v2 € R” linear abhangig? Laut Definition gilt unter anderem:

v1,v9 Sind linear abhangig< v, € L(vy) odervy € L(vy)
& v €{t-va |t €R} odervy € {s-v1 |seR}
& dteR:vy =t-vy0dervg =t- v

Zwei Vektoren sind also genau dann linear abhangig, wamer sich als Vielfaches des anderen
schreiben lasst.

Als Notation fur X = {vq,...,v,} mit vy,..., v, € R"™ schreiben wir einerseits (X)
abkurzend fU(vy, . .., vy,). Als Konvention vereinbaren wir andererseitéz) = {0} . Zu-
dem soll& linear unabhangig sein.

Mittels der Konzepte von lineaerer Unabhangigkeit undiéfibildung erschlief3en sich uns nun-
mehr die Grundbegriffe Basis und Dimension.

Definition 2.2.13. SeiVV c R™ ein Untervektorraum und seien, ..., v,, € V. Dann heil3t
X ={v,...,v,} BasisvonV, falls zugleich gilt:

1. vy,..., v, Sind linear unabhangig.

2. L(X)=V.

Diese Definition mag zunachst abstrakt erscheinen, wieshizl Anschauung in einigen Bei-
spielen suchen.

Beispiel 2.2.14.ZuV = {0} ist @ eine Basis vorV.
(Und nicht etwa{0} , denn wie wir wissen, ist der Nullvektor nicht linear unabbi!)

t 1
Beispiel 2.2.15.FurV = 0] |teR} C R3istz.B.X; = 0 eine Basis, ebenso
0 0
2
X9 = 0 . Uberhaupt liefert jede reelle Zahl ungleibhin der ersten Komponente eine
0
Basis vonV.
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0
Beispiel 2.2.16.Der Untervektorrauny” = A1 | | A1, X2 € R 3 C R? besitzt zum Beispiel
A2
0 0 0
die BasisX = 11,10 . Hingegen ist die Meng& = 1 keine Basis vorV/,
0 1 1

da die zweite definierende Eigenschaft einer Basis nictitleidt. Genauer gesagt gilt einerseits

0 0
L 1 =¢A-[1]|AeRpCV,
1 1
andererseits ist aber z.B.
0 0
1leV\L| (1
2 1

Beispiel 2.2.17.Der Anschauungsraui = R? besitzt z.B. die Basis

1\ /0\ /0
x={(of|,{1].]o0
o/ \o/ \1

Diese MengeX wird auch als,Standard-Basis" und die Basisvektoren mites, e3 bezeichnet.

Bemerkung 2.2.18. Jeder Untervektorraurii C R™ besitzt (mindestens) eine Basis.

Fraglich bleibt, wie man sich im Allgemeinen eine Basis vhedft.
Nachfolgend lernen wir eine Abfolge kennen, die uns in digd_gersetzt, zu einem vorgegebe-
nen Untervektorrauny C R™ in endlich vielen Schritten eine Basis zu konstruieren.

Algorithmus zur Bestimmung einer Basis.
0. Ist{0} =V, so ist@ eine Basis und man ist fertig.

1. Ist{0} # V, so wahlev; € V' \ {0} und bildeL(v1).
Ist L(v;) = V, so ist{v; } eine Basis und das war’s.

2. IstL(vy) # V, so wahlevy € V' \ L(v1) und bildeL(vy, vo).
Ist L(vy,v2) =V, soist{vi,v2} eine Basis und die Suche ist beendet.

3. |StL(2}1, 2}2) 75 V, so wahlevs € V \ L(’Ul, ’U2) und bildeL(’Ul, V9, U3).
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Das Verfahren endet spatestens nach dem Sehritwa im FallR3 endet der Algorithmus
also nach maximas Schritten. Betrachten wir hierzu ein Beispiel und bestimma@mmal eine
konkrete Basis zu einer vorgegebenen Losungsmenge e@®@8sd.h. eines Untervektorraums
V C R3.

Beispiel 2.2.19.Wir ermitteln eine Basis volv = {z € R? | 21 + x5 + 23 =0} .

1
Ist {0} = V'? Nein, denn wahle z.B:; = | —2 | € V' \ {0} . Damit ergibt sich:
1
1
L(’Ul) =<t-| -2 | teR
1
-2
IstL(v;) = V? Nein,dennwahle z.Biy = [ 1 | € V\ {v1}.Esist
1
1 -2
L(vi,v2) = t-[-2]+s-| 1 |]|t,seR
1 1
t—2s
= —2t+s||t,seR
t+s

Addition der zweiten und dritten Komponente sowie Multipliion des Resultats mit1 liefern:

—(wg —i—wg)
L(’Ul,UQ) = o | To,r3 € R
€3
1
T2 $1,$2,$3€R&ZC1:—($2—|—$3)
€3

r1
= T2 r1,T9,3 ER& z1 + 29+ 23 =0
z3

\%

Somit ist{vy, vy} = 21,1 1 eine Basis vorV.

Bemerkung 2.2.20.Wie schon im Beispiel[(2.2.15) festgestellt, sind Basen Wintervek-
torraumeV C R™ im Allgemeinen nicht eindeutig. Wohl aber besitzen zweidagonl” stets
gleich viele Elemente, d.h. die so genannte Lange der B=di& alle Basen vorv identisch.
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2.2 Lineare Unabhéangigkeit und Basen

Beispiel 2.2.21.V = R? hat unter anderem die Basen

(0} ()0}

Definition 2.2.22. SeiV c R™ ein Untervektorraum und’ eine Basis vorY. Dann heif3t die
Zahl
dim(V) := #X

die Dimensionvon V.

Diese Definition ist nur auf Grund von Bemerkurig (2.2.20ngall. BesalRe ein Untervek-
torraum Basen verschiedener Lange, so ware die Dimemsatit eindeutig.
Uberlegen wir auch hierzu einige Beispiele.

1 0 0
0 1 :
Beispiel 2.2.23.FirV = R" ist X = Of,{0],....]g|" eine Basis der Lange.
: : 0
0 0 1

Damit besitzen alle Basen voxi die Langen und es gilt:
dim(R") = #X =n
Obige Basis ist die Standard-Basis vdn = R". Ihre Elemente bezeichnen wir mit

€1,€2,...,€n.

Beispiel 2.2.24.Fur den Nullrauml” = {0} ist die DimensiorD, da wir & als Basis vor{0}
festgelegt haben. Somit ist:
dim({0}) =#2 =0

Beispiel 2.2.25.Im Beispiel [2.2.1P) ermittelten fiv’ = {z € R® | 21 + 22 + 3 = 0} eine
Basis der Lange. Folglich gilt auch:

dim(V) =2
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2 Matrixrechnung

Beispiel 2.2.26.Betrachten wir den Untervektorraum:
V={zeR"|zpt1 =Tmiza=...=x, =0}

Dessen Elemente besitzen die Gestalt

71 A1
Tm Am
xr = =
Tm+1 0
T, 0

mit A\1,..., A\, € R. Offenbar bilden dann die Vektoren, ..., e, € V gegeben durch

1 0

0 1| <+ m-te Komponente
017777710 ]| < (m+ 1)-te Komponente
0 0

eine Basis vorV. Daher qgilt:
dim(V) =m

Beispiel 2.2.27.Fir den SpezialfalR® ergeben die Untervektorraume
V={reR|z3=0} bzw. U={2€R® |1y =125=0}

die raumlichen geometrischen Interpretationen deto-Ebene (im Fall vor') bzw. derz;-
Achse (im Fall vorlJ) und lassen somit unmittelbar auf ihre Dimensionen

dim(V) =2 bzw. dim(U) =1

schlieRen.

Nun zu einem Hilfssatz, der das Dimensionsverhalten zwdigervektorraumé/, V- C R™ im
Falle der Inklusion C V Klart.
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2.2 Lineare Unabhéangigkeit und Basen

Lemma 2.2.28
Seienl, V' C R™ Untervektoraume.

1. IstU C V, so gilt:
dim(U) < dim(V)

2. IstU C V und fernerdim(U) = dim(V), so gilt:

Uu=V.
Beweis.
Zul)
Zunachst konstruieren wir wie in Bemerkuhg (2.2.18) eiasiBX = {vy,..., v, } vonU. Das

weitere Vorgehen setzt im Prinzip den Algorithmus zur Baestung einer Basis fort:
IstU = L(X) =V, so istX ebenso Basis volr und es giltdim(U) = dim(V') = m.
IstU = L(X) # V,sowahlev,,+1 € V\ {v1,...,om}.

IstL(vi, ..., Um,Umt1) = V,S0istY = {v1,...,vm, vms1} €ine Basis vorv.

Ist dageger(Y') # V, so wahlev,,, o € V \ L(Y).

Somit folgtdim(U') < dim(V').

Zu 2))

Wie eben konstruieren wir eine Basisvon U und eine Basi§” von V. Nach Konstruktion und
wegenU C V gilt dann insbesonder® C Y. Ferner ist nach VoraussetzuggX = dim(U) =
dim(V) = #Y und damitX = Y. NachUbergang zur linearen Hiille hat die letzte Gleichung
schlieRlichU = L(X) = L(Y) = V zur Folge. O

Beispiel 2.2.29.Fur U = {ze€R®|z1=0} und V = {zeR3|z,=0} qilt
dim(U) = dim(V) = 2, jedoch istU # V, dawedelU C V nochV C U zutrifft.

Wir beschlieRen diesen Abschnitt mit einem nitzlicheridddtz, mit dem ein vorgegebener Satz
linear unabhangiger Vektoren eines Untervektorralifrau einer Basis voiv' erganzt werden
kann.

Lemma 2.2.30 (Basisergnzungssatz)
IstU C R™ ein Untervektorraum und sing, . . . , v, € U linear unabtangig, so gibt es eine
BasisX vonU mitvy, ..., v, € X.
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2 Matrixrechnung

Beweis.
Wieder erfolgt die Konstruktion in Analogie zu Bemerkuhg?(Z8).
IstL(vi,...,vp) =U,soistX = {vy,...,v,} eine Basis vori/.

IstL(vy,...,vy) # U, sowahlev,, 1 € U\ L(vy,...,0n).
(weiter wie im Algorithmus) d

Nachdem sich unsere Aufmerksamkeit nun einige Zeit fastchlis3lich auf Untervektorraume,
deren Basen und den Dimensionsbegriff gerichtet hat, @nmmir uns an dessen Ausgangs-
punkt: die Losungsmengen linearer Gleichungssystemdolgqenden Abschnitt konzentrieren
wir uns darauf, LGS in eine optimale Form zu transformieren.

2.3 Der Gaul3-Algorithmus

Dem Gaul’'schen Lbsungsalgorithrjﬂdér LGS liegenUberlegungen hinsichtlich Transforma-
tionen linearer Gleichungssysteme zu Grunde, bei derenefdung die Losungsmenge nicht
verandert wird:

¢ Multiplikation einer Gleichung mid € R\ {0} :

Ajqzi+.. .+ Az, = b

e \ertauschen zweier Gleichungen

e Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anddgeégichung:
Apxi+ ...+ Ajpxy, = b;
Ajlwl + ...+ Ajnxn = bj

PN Ajxy+ ...+ Az, = b;
(Aj1 + M)z + .o+ (Ajn + M)z, = bj + Ab;

Fir ein LGS
Apzy+ ..o+ Apen = by

A1z + ...+ AnTn = by,

haben wir die kompakte Schreibweise
Ar =b

'benannt nach dem berilhmten Mathematiker Carl FriedriciRG&777 (Braunschweig) - 1855 (Gottingen)), siehe
http://de.wikipedia.org/wiki/Carl _Friedrich  _Gaul3
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2.3 Der GauB3-Algorithmus

kennen gelernt, wobei wid als Koeffizientenmatrix bezeichnen. Nun lassen sich aticind
b in einer Matrix gruppieren. Das Resultat ist die so genaenieiterte Koeffizientenmatrix

von Ax = b, namlich:
Ay - Ay by

Definition 2.3.1. Folgende Transformationen einer Matrix bezeichnet marelgimentare
Zeilenumformungen:

e Multiplikation einer Zeile mit\ € R \ {0}
e Vertauschen zweier Zeilen

e Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer andersile

Bemerkung 2.3.2. Die Losungsmenge eines LGS bleibt bei Anwendung elementéeile-
numformungen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix uaneiert.
Achtung: Spaltenumformungen sind dagegen im Allgemeimauiéssig!

Algorithmus zur Transformation einer Matrix in spezielle Z eilenstufenform.

1. Vertausche die Zeilen so, dass in der ersten Zeile dex Emtrag=~ 0 nicht weiter rechts
steht, als in allen anderen Zeilen.

2. Multipliziere die Zeilen mit geeigneteh € R \ {0} so, dass in den Zeilen, bei denen der
erste Eintrag# 0 an der gleichen Stelle wie in der ersten Zeile steht, diesgrdg) 1 wird.
(Dies schlief3t auch die erste Zeile ein!)

3. Subtrahiere die erste Zeile von allen anderen Zeilengimed der erste Eintrag 0 an
derselben Stelle steht wie in der 1. Zeile.

4. Wende die Schritte 1. - 3. auf diejenige Teilmatrix an, diiech Streichung der ersten
Zeile entsteht.

Beispiel 2.3.3.Wir fuhren den Algorithmus einmal an der Matrix

0 1 1
5 10 —-20
2 8 4
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2 Matrixrechnung

durch und verbinden dabei die Transformationsschrittedarit Symbol,~":

0 1 1 5 10 —20 1 2 —4 1 2 —4
5 10 —20] & (o1 1 1%(o1 1)]%0o1 1
2 8 4 2 8 4 2 8 4 1 4 2
1 2 —4 1 2 —4 1 2 —4
35 1o 1 ]*fo1 1% (o1 1
02 6 01 3 00 2

1 2 —4

42 1o 1 1

00 1

Mit Hilfe dieses Algorithmus’ gelingt uns also die Transfation jeder MatrixA € Mat(m x
n,R) in eine spezielle Zeilenstufenform. Geben wir noch eine

Definition 2.3.4. Eine Matrix A € Mat(m x n, R) hat genau dandeilenstufenform, wenn
fur allei € {2,...,m} qgilt: Sind die erster{k — 1) Eintrage der(i — 1)-ten Zeile= 0, so
sind auch die ersteh Eintrage deti-ten Zeile= 0.

Ferner hatd spezielle Zeilenstufenform falls zusatzlich fur alle € {1,...,m} gilt: Sind
Ag=Ap=...= Aij =0, und iStAz'j_H 7& 0, so iStAz'j_H = 1.

Wir machen uns klar, was diese Definition genau bedeutet:

e Zeilenstufenform:
Jede Zeile der Matrix hat mindestens eine fihremdeehr als die vorherige,

13 -75 1 3 -7 5
d.h.etwafur| « * * x|wird [0 x x x| gefordert.
¥ ok %k % 0 0 *x =x
1 3 =75 13 -7 5
Ebenso o.k. ware aberz.B.aug¢ly 0 0 =« |,nichtaber[0 0 0 =
00 0 O 02 0 O
e spezielle Zeilenstufenform:
13 -7 5 13 -7 5
Hier verscharft sich die Forderung4u0 1 x| respektivel 0 0 0 1
0 0 1 = 00 0 O
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2.3 Der GauB3-Algorithmus

Auch besitzt<

O O =
S O N

0 0 0 1 0 0 01
0 0 5> Zeilenstufenform, un 1 1]sowiel0 O 0 0] sindin
0 1 0 0 0 O

spezieller Zeilenstufenform.

Nach so viel Matrixumgestaltung wollen wir nun endlich seheie uns dieUberfiihrung
von Matrizen in Zeilenstufenform bei der Losung von LGSthiind welche Rolle sie letzt-
lich fir den GaulB-Algorithmus spielt. Rufen wir uns dazicmmals den Zeichenapparat und
die wichtigsten Erkenntnisse Uber LGS der Form = b ins Gedachtnis zuriick. Hierbei
sind A € Mat(m x n,R) undb € R™ gegeben sowiec € R"™ gesucht. Wir notieren
Los(A,b) = {x € R" | Az = b} fur die Losungsmenge des LGS.

Das LGS nennen wir homogen, falls= 0 ist, ansonsten inhomogen. Homogene LGS

Ax =0

sind immer losbar, etwa durch die Triviallosumg= 0. Weiterhin sahen wir, dassos(A, 0)
stets einen Untervektorraum v@& bildet. FUr inhomogene LGS

Ax =b

bekommen wir die Losungsmendeés(A,b) = v + Los(A, 0) allein durch Kenntnis einer
(»speziellen) Losun@ € Los(A, b) sowie der zum homogenen LGS gehorigen Losungsmenge
Los(A, 0).

Bisher fehlt noch eine effektive Entscheidungshilfe, filche Falle das inhomogene LGS
Ax = blosbar ist:

Bemerkung 2.3.5.1st (A, b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS, und (igt b) in
Zeilenstufenform, so gilt genau dafhs(A,b) = &, wenn ein Index € {1,...,m} existiert,
so dass dié-te Zeile vonA nur aus Nullen besteht, abkr=£ 0 ist.
Denn firr ein solches lautet diei-te GleichungA;; - 1 + Ao - x2 + ... + Aip - ©, = b; des
LGS:

0=0-21+0-29+...40-2,=0b; #0 4

Diese Gleichung ist nicht losbar.

Bestehen nun alle Zeilen vofinur dann aus Nullen, wenn auch die entsprechende Komponente
b; = 0 ist, dann lasst sich die Losungsmenge des LGS dsuklzessivesdsender einzelnen
Gleichungen von unten nach oben ermitteln. Am besten, vigseins die beiden Falle einmal

im Beispiel an:

Beispiel 2.3.6. Wir betrachten einerseits die erweiterte Koeffizientemxabn
1 2 4 T 4
0 0 1 zo |l =15],
0 0 0 T3 1
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2 Matrixrechnung

d.h.

2
A,0)=[0 0

Aus der letzten Zeile der Matrix wird unmittelbar ersictilj dassdx = b nicht losbar ist.

Beispiel 2.3.7.Nun wandeln wir das System ab, in dem wir diem dritten Eintrag des$-
Vektors durch) ersetzen, d.h. wir bekommen andererseits

1 2 4 4
(A,0)=10 0 1 5
0 0 0O
Sukzessives Auflosen von unten nach oben liefert:
Los(A,b) = {xGR?’ 121 +2-29+4-23=4& 1 -23=>5}

= {x€R3|x3:5&x1—|—2x2—|—4-5:4}
{xGR?’|x3:5&x1:—2562—16&:626Rbe|iebig}
—2$2—16
= Z9 € R? | x5 € R beliebig
)

Fur die konkrete Ermittlung der Lésungsmenge lohnt siéenbar dieUberfiihrung der erwei-
terten Koeffizientenmatrix eines LGS in Zeilenstufenfoiie Losungen lassen sich dann, wie
gesehen, nach und nach duriickwartseinsetzen ermitteln.

Fassen wir die bisherigen Ergebnisse dieses Abschnittsrauen und formulieren den

GauR-Algorithmus zum L 6sen von LGS. SeienA € Mat(m x n,R) undb € R™
gegeben. Gesucht sind altec R™, fur die Az = b qilt.

1. Stelle die erweiterte Koeffizientenmatiix, b) auf.

2. Uberfiihre(A, b) durch elementare Zeilenumformungen(if, b) so, dasg A, b) Zeilen-
stufenform besit

3. Priife, olLos(A, b) = Los(4, b) = & gilt.

4. Ist dagegerLios(A,b) # @, so loseAr = b durch sukzessives Losen der einzelnen
Gleichungen von unten nach oben.

2Wir wissen, dass danhis(A, b) = Los(A, b) gilt.
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Manchmal interessiert man sich nur fir die Losbarkeiegiimhomogenen LGS und nicht fur die
Losungsmenge selbst. Ein passendes Hilfsmittels hiesfidler so genannte Rang einer Matrix.

Dieses Konzept beruht auf der Erkenntnis, dass wir die &painern x n-Matrix

All o Ali Aln

Aoy Ao Aoy
A= . . .

Aml te Ami Amn

wie folgt handhaben kdnnen:

Definition 2.3.8. Fur A € Mat(m x n,R)undi € {1,...,n} hei3t

Ali
Ag;
a; ‘= . ‘ cR™

Ami

i-ter Spaltenvektor von A.

Damit setzt sich4d aus Spaltenvektoredy, . . ., a, zusammen.
Bemerkung 2.3.9. Haufig ist es nitzlich, desirten Spaltenvekton; wie folgt auszudriicken.

Furjedes € {1,...,n} gilt

wobeie; der uns bekanntete Einheitsvektor aus der Standardbasis Ranst.

Definition 2.3.10. Fir A € Mat(m x n,R) heif3t
rg(A) := maximale Anzahl linear unabhangiger SpaltenvektorenAon

= dim(L(a,...,an))

derRang (bzw. Spaltenrang) vod.
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Beispiel 2.3.11.Es gilt

—
(05}
/-
—_ = O
_ O
= o O
N~ —
Il
w

und

Wie angekindigt, folgt nun die Charakterisierung derhaikeit eines (inhomogenen) LGS
durch den Rangbeqgriff:

Satz 2.3.12
SeiA € Mat(m x n,R) undb € R™. Dann gilt:

1. Los(A,b) # @ < be L(ay,...,a,) < rg(A,b) =rg(A)

2. Los(A,b) =@ < b ¢ L(ay,...,an) & rg(A,b) =rg(A4) +1

Beweis.
Stets qilt:

[ rg(4) ,fallsb € L(ay, ..., ay)
rg(4,8) _{ rg(A)+1 ,fallsb ¢ L(ay,...,an)

Es genugt nun zu zeigen, dasés(A,b) # @ < b € L(ay,...,a,) gilt, denn die Aussage
Los(A,b) =@ < b ¢ L(ay,...,a,) ist dazu logisch aquivalent.

n =
Seib € L(ay,...,ay), d.h. es existieren, ..., z, € R, so dass

n

b = in-ai
=1
n
i=1
n

= ZA-xi-ei

=1
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mit:

Insbesondere [0t =

= .

Sei umgekehrt =

genau wie eben:

2.3 Der GauB3-Algorithmus

xr1e1 + ... +xpep

1 0
B I S o /7% :
: 0
0 1

damit das LGSAz = b. Also ist die Losungsmenge nicht leer.

= > x;-e; eine Losung voMzx = b, d.h.z € Los(A, b). Dann gilt

Beschliel3en wir diesen Abschnitt mit einem komplexerersgel.
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Beispiel 2.3.13.Die TNT-Reaktionsgleichund (2.2) fiihrte uns auf das hoemegLGSAx = 0
der konkreten Gestalt:

70 -7 0\ (= 0
8 1 -5 —2|[a]| _|o
01 -3 0| |as| |0
03 —6 —1) \z 0

Bekanntlich bildetLés(A,0) ein Untervektorraum vorR%. Wir ermitteln eine Basis von
Lés(4,0). Mit dem GauB-Algorithmus Uberflhren wir dazliin ZeilenstufenformA, denn:
Los(A,0) = Los(A,0). Es gilt:

70 =7 0 10 -1 0 8§ 0 =8 0
8 1 =5 =2 8 1 -5 -2 8§ 1 -5 -2
A = ~ ~
01 -3 0 01 -3 0 01 -3 0
03 -6 -1 0 3 -6 -1 03 -6 -1
8 0 =8 0 10 -1 0 10 -1 0
01 3 =2 01 3 =2 01 3 =2
d D D
01 -3 0 01 -3 0 0 0 -6 2
03 -6 -1 03 -6 -1 03 -6 -1
10 -1 O 10 -1 0 10 -1 O
03 9 -6 03 9 -6 01 3 =2
aad D D
0 0 -6 2 00 -6 2 00 -6 2
03 -6 -1 0 0 -15 5 00 =15 5
10 -1 0 10 -1 0 10 -1 0
01 3 =2 01 3 =2 01 3 =2
~ ~ >
00 —-15 5 0 0 -15 5 00 -3 1
0 0 =15 5 0 0 O 0 00 O
= A

Beginnend bei der untersten Zeile vdrdsen wir das LGS nun sukzessive auf und bekommen:

Lis(A,0) = Los(4,0)

x1
z 1‘1—1‘320
= 2| eR*| 2y +323— 204 =0
T3 .
—3x3+x4=0
Ty
I )
561—563:0
— L2 4 —
= " ER‘ To + 3x3 — 2x4 =0
3 $4:3563
T4
x1
X r3 =
I3 562—3$3:0
3.%'3
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Tl
€2

= S RrR? ’ T9 = 311
€1

3561

(

e R* | z; € R beliebig

X1
_ 3;1 € R? | 2, € R beliebig
1
3.%'1
1
3
pr 1‘1 . 1
3

Il
=
LW = W =

Eine Basis vorl.os(A, 0) ist dann offenbar gegeben durch:

S
Il
LW = W =
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2.4 Geometrie der Ebene

Wir betreiben Geometrie unter der Maf3gabe, dass linearebfdgund analytische Geometrie
keine isolierten Themenfelder darstellen, sondern vieinegne Synthese zwischen ihnen vor-
liegt. Vektor- und Matrixrechnung werden sich als auRezotlich nitzliches Hilfsmittel zur
Behandlung geometrischer Fragestellungen erweisen.

Als mathematisches Modell furr die Ebene verwendenR#iund fassen die Ebene als ein un-
begrenzt ausgedehntes flaches zweidimensionales ObjeKktiasibedeutet, dass wir die Ebene
koordinatisieren, d.h. wir identifizieren Punkte der Ebanband zwei reeller Zahlen, ihren Ko-
ordinateH, die gerade die beiden Komponenten des entsprechendenr&/akR? sind.
Geometrische Beweise erleichtern sich durch den Einsatx/gktorrechnung z.T. erheblich.
Wir beginnen mit einer Begriffsbestimmung.

Definition 2.4.1 vz

EineGeradein der Ebene ist eine Menge der

Form ~N
Gow={a+t v|tecR} CR%. g

Hierbei ist a € R2 der Aufpunkt und L

v € R?\ {0} der Richtungsvektor. Ferner e Gaw
heil3tt € R Streckungsfaktor. Abb. 13

Warev = 0 zugelassen, so fuhrte das zu einer Me6gg) = {a}, welche offenbar nur einen
Punkt enthalt - nicht gerade das, was wir uns unter eineadgevorstellen.

Wir zeigen nun, dass der Aufpunkt einer Geraden gegen jedikeblgen Punkt der Gerade
austauschbar ist.

Lemma 2.4.2
IstGg, C R? eine Gerade ung € Gy, SO gilt:

Ga,v = Gp,v

3Die Vorgehensweise, Vektorrechnung fir geometristherlegungen zu nutzen und Koordinaten in der Ebe-
ne einzufiihren, geht auf den franzdsischen Philosopte Rmscartes (1596 (La Haye/Touraine, Frankreich)
- 1650 (Stockholm, Schweden)), siehip://de.wikipedia.org/wiki/Rene Descartes |, zuriick.
Man spricht daher auch von kartesischen Koordinaten.
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2.4 Geometrie der Ebene

Beweis.
11GQ7U 3 Gp,’l}“:
Seiq € Gy, vorgegeben. Wir missen zeigen, dass nun quelé, , zutrifft.
Wegenp € G, ,, gibt es ein bestimmtely € R, so dass
p=a-+ty-v (2.4)

gilt. Andererseits impliziery € G,, , die Existenz eines; € R, so dass

g=p+ti-v
gilt und wir (2.4) einsetzen kdnnen:
g=p+ti-v = a+ty-v+t-v
= a+ (to+1t1) v
€ Gao

nGa,'U C Gp,v“:
Wir zeigen: Giltz € G, ., S0 auchr € G, ,,.
Zunachst existiert wegene G, , einty € R, so dass

p=a-+ty-v (2.5)
gilt. Ist nunz € G, ., dann gibt es eim, € R, so dass

r=a-+ty v

gilt. Umstellen von[(Z5) nach und Einsetzen fiihrt schlieRlich auf:

r=a+ty-v = p—ty-v+iz-v
= pt+(ta—to) v
6 prv

Il
Wir beweisen nun, dass der Richtungsvektor aus zwei vaeadehen Punkten der Gerade ge-
bildet werden kann. Insbesondere legen somit zwei verdehi Punkte eine Gerade eindeutig
fest.

Lemma 2.4.3
Ist G  R? eine Gerade und sind,b € G mita # b, so gilt:

G = Ga,bfa
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Beweis.
Laut Definition gibt es fur die Geradé einen Aufpunktp € R? und einen Richtungsvektor
v € R%\ {0}, so dass

G=Gpy

gilt. Wegen Lemma 2.412 konnen wirdurcha ersetzen, d.h. es gilt auch
G = Gyp.
Ist nunb € G, ,, ein weiterer Punkt der Gerade, dann existierttgig R, so dass
b=a+ty-v (2.6)

und wegeru # b insbesondere, # 0 gilt. Mittels dieser Grundlage zeigen Wit , = G4 p—q-

,,Ga,v C Ga,b—a“:
Zuz € G, , existiert eint; € R, so dass

r=a-+1%t v

gilt. Daty # 0 ist, kann die Gleichund_(2.6) nachumgestellt und das Resultat

1
v=—-(b—a)
to
eingesetzt werden:
1
r=a+t-v = a—i—tl-t—-(b—a)
0
t
= a+—1-(b—a)
to
€ Ga,b—a

,,Ga,v D Ga,b—a“:
Umgekehrt ziehy € G, die Existenz eines, € R nach sich, so dass

y=a-+ty-(b—a)

gilt. Auch lasst sich die Gleichunfg (2.6) nach

b—a=ty-v
Uuberfuhren und damit ist:
y=a+ty-(b—a) = a+ty-to-v
= a-+ (tgto) -
€ Gau

)
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d

Wir gehen nun der Frage nach, wie man eigentlich AbstandeirEbene misst. Wie kann die
Lange eines Vektors berechnet werden? Wir werden unsehiggnit dem Thema Langenmes-
sung und dessen Anwendungen beschaftigen. Wichtigstissriittel hierfir liefert

Definition 2.4.4. Furz = <m ) y = <y1> € R? heilt
T2 Y2

(35721) =T Y1+ T2 Y2

Skalarprodukt der Vektorenr undy.

Bemerkung 2.4.5. Offenbar ist das Skalarprodukt eine Abbildung:

() RZxRZ SR

Ferner gelten fir alle, 2/, y € R? und jedeg € R folgende Rechenregeln:

1 (z+a'y) = (z,y) + (2',y)
t-xy) =t (z,y)

2. (
3. (z,y) = (y,z)
4.

z,x) >0und(z,z) =0z =0

Definition 2.4.6
Zuz € R? heildt

[zl = V(2 x)

_ /.2 2
= T + x5

Norm von z.

Z2

Abb. 14
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Bertcksichtigt man das Entstehen rechtwinkliger Dregeckie in der Abbildung ersichtlich,

so kann die Norm eines Vektors auf Grund des Satzes von Rytmagnmittelbar mit dessen
Lange identifiziert werden.

Aus der Rechenregel (4.) fur das Skalarprodukt ergibt fickdie Norm weiterhin
||| >0und ||z|| =0< 2 =0

fur allex € R?. Aus den Rechenregeln (2.) und (3.) finden wir fiir alle R? und jedes € R :

[t-zl = (- t-x)
= it (z,t x)
= it (t-z,x)

= t?-(z,x)
= V2. /(z,z)
= [t - [l

Der noch ausstehende, allgemeine Abstandsbegriff ertande zunachst einen kleinen Abste-
cher in die Analysis:

Definition 2.4.7. Eine Abbildungf : R — R heil3tmonoton, falls fir allet, t; € R gilt:

t1 <ty = f(t1) < f(t2)

So ist etwa die Funktiorf : R — R,  — 2 monoton, wahrend : R — R, z — 22 nicht
monoton ist, da sich z.B. fikr2 < 0 der Widersprucly(—2) = 4 < 0 = ¢(0) ergibt. Ferner ist

auchh : Rf — R, = — /z monoton. Diese Eigenschaft wird sich im Beweis des folgande
Satzes und dessen Folgerung als hilfreich erweisen.

Satz 2.4.8 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung [CSU])
Furallez = (‘ C) Z/ 5 € R2 gilt:

(@, y) | < ] - llyll
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Beweis.
Wir berechnen die Differenz der Quadrate beider SeitenilEs g
([l - lylD* = (D = el -yl = (@, )

— ( <:U,5'3>)2‘( <y,y>)2—<w,y>2

2
= <.%',.%'> : <y7y> - <x,y>

_ 2 2 2 AN 2

= (27 +x3) - (Y7 +v3) — (T1y1 + T2y2)

= (21 +23) (v +u3) — (21} + 2z1229192 + 2393)

= ziy + 2iys + 25y; + a5y5 — 21T — 201301y — T3YS
= 23y3 — 2z 19120y + 235y7

= (561y2 - 9022/1)

> 0

Insgesamt haben wir also:

([l lyID?* = (Kz, ) = 0
< (lzll- lyl)* = (e, m)))?
Aufgrund der Monotonie der Wurzelfunktion bleibt die Unigleung erhalten, wenn man auf
beiden Seiten die Wurzel zieht. Dies lieféut|| - ||y|| > |(x, y)]|. O

Folgerung 2.4.9 (Dreiecksungleichung fut|-||)
Fur alle z,y € R? gilt:
lz+yll < llzll + Iyl

Beweis.
Wir berechnen:

le+ol = (VEtvety)
(z+y,x+y)
(T2 +y) +(y,z+y)
= (z+y,z)+{T+y,y)
(z,2) + (y,2) + (2,9) + (¥, )
(z,2) +2(z,y) + (y,y)
=zl + 2{z,y) + lyl”
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csu 9 9
<l + 2yl + Nl
2
< (el + i)™

Wieder fihrt das Anwenden der Wurzelfunktion auf beideiteéBezum gewiinschten Resultat.
O

An Hand folgender Abbildung erklaren wir, weshalb die ebewiesene Ungleichung den Na-
men,, Dreiecksungleichung" tragt:

Z2

T

Abb. 15

Offenbar ist der direkte Wefjx + y|| stets hochstens so lang, wie demweg" ||z|| + ||y]| -
Passend angeordnet, bildeny und 2 + y ein Dreieck, welches nur dann konstruierbar ist,
wenn zwei Seiten zusammen mindestens so lang sind, wieittie Seite.

Nun konnen wir sinnvoll den Abstandsbegriff zweier Puriktder Ebene definieren:

Definition 2.4.10. Zu z, y € R? heil3t
d(z,y) = ||z -yl

euklidischer Abstandvon z undy.

Die Definition der Norm als Langenmalf fur Ortsvektorenkfdeen, die im Nullpunkt angetra-
gen sind) ordnet sich prima in den Abstandsbegriff ein. Mdnalke sie fur den Abstand eines
Vektors zum Nullvektor:

[zl = [l= -0l
d(x,0)
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Bemerkung 2.4.11.Sindz, y € R?, so giltd(z, y) = d(y, ), denn:

dz,y) = llz—yl
= (=1 (y—2)
= =1 [ly — =
= |y — =
= d(y, )
T2
z
Folgerung 2.4.12
Sindz, y, = € R?, so gilt die Dreiecksungleichung: * <
d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2) y
T
Abb. 16
Beweis.
Wir beginnen mit der linken Seite und rechnen los:
= |z —y+y— 2
= 1z —y) + (y — 2l
Folg. [2.4.9)
< =yl +lly =zl
= d(z,y)+dy,2)
Il

Lemma 2.4.13 (Mittelpunkts-Lemma)
SeiG c R? eine Gerade und, b € G, a # b. Dann existiert genau ein Punktc G, so dass
gilt:

d(a,c) = d(b,c)
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Fur diesen Punkt gilt ferner:

1
C:§(a+b)

Beweis.

Nach Lemmal(2.4]3) wissen wir, dagsdurch die auf ihr befindlichen Punktes# b eindeutig

festgelegt ist, d.h. es gilt:

und

d(a,c) =d(b,c) = %d(a, b)

Abb. 17

G=GCapu=f{a+t-(b—a)|teR}

Seinung = a +ty - (b — a) € G fur ein bestimmteg, € R. Dann gilt

d(a, q)

und analog:

d(b,q)

lla —q
la—(a+to- (b—a)
I(=to) - (b = a)]|

ltol - [|b — all

16— q
[b—(a+to-(b—a)l
Ib—a—ty-b+to-all
(1 —=t0) - (b—a)l

1 —to| - Ib—all

Damit erhalten wir ein Kriterium dafiir, dagsson a undb denselben Abstand hat:

-~
aéf}b

4

d(a,q) = d(b,q)

=

-
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Damit ist

1 1 1 1
c.—a—|—§(b—a)—a+§b—§a—§(a+b).

der einzige Punkt auf’, der vona undb denselben Abstand hat. Dieser Abstand berechnet sich
dann zu

d(b,c) = d(a,c)

1
= |la— i(a + b)”
1 1
= |la—za— —bH
2 2
1
= |pte-9]
1
= glla—2bl
1
= §d(a, b)
O
Definition 2.4.14. Der Punkti (a + b) heitMittelpunkt vona undb.
(Diese Definition ist auch im Fall = b zulassig.)
Definition 2.4.15
Zwei GeradenG, , und Gy, heil3en genau
dannparallel, wenn ihre Richtungsvektoren
v, w linear abhangig sind. 1
v
Ga,v Gb,w
Abb. 18
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Bemerkung 2.4.16. Fur parallele Gerade@,, , und Gy ,, gilt:

G = Gpp
und
Gaw = Gaw,
denn mitw = aw fir a € R\ {0} ist:
Grw = {b+tw]|teR}

{b+t(aw) |t € R}
= {b+ (ta)v) |t € R}

{b+1t'v) |t eR}
= Gpy

Mit G, = Gq,. verfahrt man analog.

Anders als im funktionenzentrierten Analysisunterricet &chule, driicken wir Geradés, ,,
durch Punktmengen ifi? aus. Auf dieser Erkenntnis basiert das folgende Lemmahesleine
andere, mengentheoretische Charakterisierung der &aéalon Geraden bereitstellt.

Lemma 2.4.17
Zwei GeraderG undG’ in der Ebene sind genau dann parallel, wenn entweéder G’ oder
GNG = qil.

Beweis.

a) Seien und G’ parallel. Wir zeigen, dass daith= G’ oderG N G’ = & gilt.

Nehmen wir also an, dass N G’ # &, denn sonst sind wir schon fertig. Dann gibt es ein
a € GNG'. Wegen Lemma2.4.2 kdnnen wir dath= G,, undG’' = G, fur bestimmte
v,w, € R?\ {0} schreiben. D& und G’ parallel sind, gilt wegen Bemerkufg 2.4.16:

Ga,w = Ga,va

d.h.
G=3"

b) Sei nun umgekeh® = G’ oderG N G’ = @. Wir zeigen, dass dan@ und G’ parallel sind.
FallsG = G’ gilt, so ist dies klar. Sei als& N G’ = @. Untersuchen wir, was diese Bedingung
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bedeutet. Ein Punkt in G N G’ lasst sich sowohl in der Form = a + tv als auch in der Form
x = b+ tow schreiben, wobei wi¢ = G, , undG’ = Gy, ,, geschrieben haben. Also gilt
GﬂG/#@ & dt,to eR:a+tiv=>b+tw
& Jt,taeR:(v,w) - (tllf > =b—ua
— U2

< Los((v,w),a —b) # &

Da wir G N G' = @ vorausgesetzt hatten, hei3t das dl$s((v, w),a — b) = &. Somit ist
rg(v,w) < rg(v, w,a—>b). Wegenv, w,a—b € R?istrg(v, w,a—b) < 2 und somitrg(v, w) <
1. Also sindv undw linear abhangig und somi¥ und G’ parallel. O

ein 4-Tupel (a,b,c,d) von Punkten

S

€ d

Definition 2.4.18. Ein  Parallelogramm st

a,b, c,d € R?, so dass gilt:
Go,d—b

Gc,d—c
o Gy istparallel zuG. 4.
o Gy g istparallel zuGy gy,

Ga,b—a
/ /"

Abb. 19

Ferner heif3t ein Parallelogramfu, b, ¢, d) nicht entartet falls keine drei Punkte auf einer
Geraden liegen.

Indem wir verlangen, dass ein Parallelogramm nicht entag soll, schlie3t es stets eine
Flache ein. Etwa fie = b undc = d ist dies nicht der Fall. Als entartet sehen wir insbhesondere

den Fall an, bei dem alle vier Punkte auf einer Geraden liegen

Abb. 20

Bemerkung 2.4.19.1st (a,b,¢,d) ein nicht entartetes Parallelogramm, so sind die Geraden
Gabp—aGed—c, Ga,c—as Gb.a—p Paarweise verschieden uhd- a, c — a sind linear unabhangig.
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Beweis. )
Den Nachweis hierfur genehmigen wir uns dlsungsaufgabe. O

Lemma 2.4.20
Ist (a, b, ¢, d) ein nicht entartetes Parallelogramm, so gilt:

c—a=d-—b und b—a=d—-c

Beweis.
Betrachten wir hierfur die parallelen Gerad@p ., undGjy, 4. Dann gilt

c—a=M\d-b) (2.7)
fur ein A € R. Derselbe Ansatz fur die Parallel€r, ,_, undG. 4. liefert

b—a=pu(d-c) (2.8)

fur ein u € R. Nun zeigen wirA = u = 1. Hierbei fuhrt Subtraktion der Gleichung_(2.8) von
(2.1) auf:
c—=b = ANd-=0b)—pu(d--c)
Sc—d+d—-b = MNd—0b)—u(d—c)
& —(d=c)+(d—->b) = Xd—0b)—pu(d—c)
Spud—c)—(d—c)+(d—=b)—Xd—-b) = 0
Spu-—1)d-c)+(1=X)(d-b) = 0
Da das Parallelogramm nicht entartet ist, sind die Vektarenc undd — b linear unabhangig.

Somit gibt es nur die triviale Linearkombination des Nukier und es folgiu — 1 = 0 sowie
1— X =0,alsoinsgesamt — A = 1. O

Zwei interessante Strecken in einem Parallogramm sind @digddalen. Fir sie gilt der

c d
Satz 2.4.21 (Diagonalensatz)
In einem nicht entarteten Parallelogramm halbieren
sich die Diagonalen gegenseitig.
“ ’
Abb. 21
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Beweis.

Wie wir wissen, ists (a + d) der Mittelpunkt der Diagonalen durehundd sowie (b + c) der
Mittelpunkt der Diagonalen durchundc. Wir zeigen nun die Gleichhe#(a + d) = (b + ¢)
mittels direkter Rechnung. Dazu subtrahieren wir, wie sobib zuvor, die rechte Seite von der
linken und steuern auf den Nullvektor als Ergebnis zu:

%(aﬂz)—%(bﬂ) - %(a+d—b+c)
O RRCE))
el L (d )+ (d - b))
— 0

d

Man beachte, dass der Diagonalensatz fur allgemeine dkierialsch ist, wie folgende Abbil-
dung illustriert:

b
Abb. 22

Nachfolgend sparen wir eine Ecke ein und wenden uns Draienke

Definition 2.4.22. Ein Dreieck ist ein Tripel(a, b, ¢) von Punkteru, b, c € R?.
Ein Dreieck(a, b, ¢) hei8tnicht entartet falls a, b, ¢ nicht auf einer Geraden liegen.

Waren fur Parallelogramme im Wesentlichen die Diagonat&ressant, so gibt es im Zusam-
menhang mit Dreiecken eine Flle interessanter Geraden®irecken, etwa Seiten- und Win-
kelhalbierende, Mittelsenkrechte und Hohen.
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Definition 2.4.23. Sei(a, b, ¢) ein nicht entartetes Dreieck. Eigeitenhalbierendeist eine
Gerade durch eine der Eckerb, ¢ des Dreiecks und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Seite.

Damit haben wir die:
o Seitenhalbierende durehund (b +c) : G, 11— = {a+1 (500 +¢) —a)}
e Seitenhalbierende dur¢tund;(a + ) : Gy 1410 = {0+ (5(a+¢) —b)}
o Seitenhalbierende duretund;(a +b) : G, 1 (44— = {c+ ¢ (5(a+b) —c)}

Bemerkenswerterweise treffen sich die drei Seitenhaheen in einem Punkt:

Satz 2.4.24 (Schwerpunktsatz)
In jedem nicht entarteten Dreieck, b, c)
schneiden sich die drei Seitenhalbierend ¢, (a+b)—c
im Punkt3 (a + b + c).

Ga, % (b+c)—a

Beweis.
Wir zeigen, das%(a + b + ¢) auf allen Seitenhalbierenden liegt.
Zup € Gy iipie)y-a 4 € Gy iiarey—p UNAT € G, 1,4 EXiStierens; € R, so dass

2

1

p = a+t0(§(b+c)—a),
1

q = b+t1(§(a+c)—b),

ro= ctia(ylatt) —o).
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Wir wahlenty = ¢; = ¢, = 2 und erhalten

2.1 1 1 2 1

p = a+§(§(b+c)—a):a+§b+§c—§a:§(a+b+c),
2.1 1 1 2 1

q = b+§(§(a+c)—b):b—|—§a—i—§c—§b:§(a+b+c),
2.1 1 1 2 1

r = c—|—§(§(a+b)—c):c+§a—i—§b—§c:§(a+b+c).

Die uniforme Wahl det; mag tberraschen, jedoch ist der Ausdr%mﬁk + b+ ¢) symmetrisch
in a, b, c. Daher folgt die Behauptung bereits, indem man schlicht dizeBhnung der Ecken
vertauscht. O

Definition 2.4.25. Der Punkti (a + b + ¢) heiRtSchwerpunkt des Dreieckga, b, c).

Tatsachlich entspricht dieser Schwerpunkt auch dem galjsthen Schwerpunkt des Dreiecks.

Bemerkung 2.4.26.Die Seitenhalbierenden dritteln sich, d.h. sie teilen gitMerhaltnis2 : 1,
also in Formeln:

d(a, é(a+b+c)) _o. d(%(bﬂ), é(a+b+c))

Abb. 24

Wir berechnen hierzu einfach den Abstand der Eckgnc zum Schwerpunk%(a, +b+0),
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etwa:

d(a, %(a—kb—i—c)) =

2 1 1
= |lza—=b— =c
3 3 3
1
= 2a-b—dl
3

1
= 2-—||2a—b—
6

Ferner gilt fur den Abstand des gegeniiberliegenden ﬁaitmlpunktes%(b + ¢) zum Schwer-
punkti(a+b+c):

d(%(b+c),é(a+b+c)) - %(b+c)—é(a+b+c)

N LV U VRS P
= 2 T34 37 3¢

1 +1b—|—1
= ||l—-za+ = —=c
3 6 6

_ <—é> (2a—b—c)

1
— slPa-b-c|
6

Zur Komplettierung dieses Abschnitts wollen wir noch dasikept von Winkeln, genauer ge-
sagt, WinkelgrofRen kennenlernen. Hierfur benotigenfalgende zwei Beobachtungen. Einer-
seits kann fiirr, y € R? \ {0} der Zahler des Quotienten

(. y) | _ [z, y)l
el - Myl (-l

mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichufig, v)| < ||z|| - ||y|| abgeschatzt werden, so dass gilt:

o)l Nl -yl

< =1
el Myl = {1l - llyll

Also ist:
[(x, )]

]l - [lyll
Andererseits kennen wir aus der Analysis die Kosinus-Rankt

€[-1,1]

cos : [0, 7] — [—1,1],

welche auf dem IntervalD, 7] sowohl surjektiv als auch injektiv, also bijektiv ist.
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x
1
/\— cos(t) /\
1 1 1
—7 & z m S 27 t
_14
Abb. 25

Wie wir wissen, existiert daher eine Umkehrabbildung:

arccos : [—1,1] — [0, 7]

t = arccos(x)

|
—_
u——

8

Abb. 26

Somit istcos(t) = x < arccos(z) = ¢ und wir kdnnen folgende Definition aussprechen.

Definition 2.4.27. Die Zahl

— arccos [ —ZY)_
o) = o ()

heiRtinnenwinkel von 2 undy.
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Abb. 27

Der Kosinus des Innenwinkels van und y entspricht also gerade dem Quotien%.
Insbesondere wird der Innenwinkel demnach durch das $katiwkt definiert. Zu beachten ist,
dass auch wirklich stets der Innenwinkel genommen wird, denjenige Winkel kleiner oder
gleich.

Winkel werden hier immer inBogenmaliangegeben. Das Bogenmal ist proportional zum Win-
kelmaf3 in Grad. Die Umrechung in d&admal kann mittels der Relation

erfolgen. Sehen wir uns ein paar Beispiele an.

Beispiel 2.4.28.Furx = y gilt:

2
(o) _ (wx) el _ . r=y
Tl -l ~ Tl Tlall ~ |

Abb. 28
Folglich ist:

<(z,x) = arccos(1) =0

Beispiel 2.4.29.Furx = —y qilt:

(wy)  _  fv-z) ()
fel-Tol = Tlell-T—all ~ Tll-Jlal A .

—X &

= 7 =L Abb. 29

Folglich ist:
<(z,—x) = arccos(—1) = m = 180°
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Beispiel 2.4.30.Ist (z,y) = 0, so gilt:

<(z,y) = arccos(0) = g = 90°

Abb. 30

Definition 2.4.31. Falls (x, y) = 0 gilt, so heien: undy orthogonal zueinander. Wir sagen
auch, dass undy aufeinander senkrechtstehen. Wir schreiben in diesem Falll .

Eine nitzliche Anwendung ist folgender Satz, mit dem wh. aus vorgegebenen drei Seiten ei-
nes nicht entarteten euklidischen Dreiecks die Innenwid&sselben berechnen kdnnnen. Sind
dagegen zwei Seiten und der durch diese Seiten eingeseho¥¥ginkel vorgegeben, so kann

mit dem Satz die dem Winkel gegeniiberliegende Seite beeteterden.

Satz 2.4.32 (Kosinussatz) b
Sei (a,b,c) ein nicht entartetes Dreieck und sei

a = <(b — a,c — a) der Innenwinkel in der Ecke.

Dann gilt:

d(b,c)? = d(a,b)*+d(a, c)>—2-d(a,b)-d(a, c)-cos(c) c
Abb. 31

Entsprechend gelten dann naturlich flir= <(a — b,c — b) und~ = <(a — ¢,b — ¢) die
analogen Aussagen

d(a,c)* = d(b,a)®+d(b,c)* —2-d(b,a)-d(b,c)-cos(B),
d(a,b)?* = d(c,a)®+d(c,b)* —2-d(c,a) - d(c,b) - cos().

Beweis.
Wir weisen die umgestellte Version

d(b,c)? —d(a,b)? — d(a,c)? = =2 - d(a,b) - d(a,c) - cos(a)
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nach. Es qilt:
d(b,¢)® = d(a,b)® —d(a,c)* = [b—e¢|* ~lla = b||* —[|a,c|”
= (b—c,b—c)—{(a—b,a—b)—{a—c,a—c)
= (b,b) —2(b,c) + (c,c) — ({a,a) — 2{(a,b) + (b, b))
- ({a,a) =2(a,¢) + (¢, c))
= —2(a,a) —2(b,c) +2(a,b) +2(a,c)
{

= -2 (( b) — (a, b> +< a,a) — <Cv a>)
= —-2-({c=a,b)+ {(a—c,a))

= —-2-({c—a,b) +{(c—a,—a))

= —2-(c—a,b—a)

c—a,b—a
= 2 fe—all|lb—al - —H< s 3“

= —2-d(a,c)-d(a,b) - cos(a)

Folgerung 2.4.33
Die Seiterdingen eines nicht entarteten Dreiecks legen die InnenWiage

Die umgekehrte Aussage ist falsch, denn Multiplikation 8eitenlangen mit einem Faktor un-
gleich0 liefern ein Dreieck mit gleichen WinkelgrolZen.

Folgerung 2.4.34 (Satz des Pythagoras)
Ista = 3, so gilt
d(b,¢)* = d(a,b)* + d(a, c)?.

Nun noch zu seinem Satz Uber Parallelogramme.

Satz 2.4.35 (Rhombensatz)
Die vier Seiterdingen eines nicht entarteten Parallelogramms sind genaun dgeich, wenn
die beiden Diagonalen sich senkrecht schneiden.
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a d \\

b a
Rhombus kein Rhombus

Abb. 32

Beweis.

Fur ein nicht entartetes Paralellogranmb, c, d)
setze:

vi=b—a und wi=c—a

Damit sind die Diagonalen des Parallelogramms gegebermdurc
d—a=v+w und c—b=v—w

Um schlieBlich den Innenwinket (v +w, v — w) der beiden Diagonalen zu erhalten, berechnen
wir:

(v+w,v—w) = (d—a,c—0b) (2.9)
= (d,c) — {(a,c) + (a,b) — (d,c)

Wegen der Gilltigkeit vod — ¢ = b — a undd — b = ¢ — a in jedem Parallelogramm haben wir
andererseits:

ol = flw]* = (v,v) = {w,w) (2.10)
(b—a,b—a)—{c—a,c—a)

= (d—c¢,b—a)—(d—b,c—a)
(d,b—a) —{(c,b—a) —(d,c—a)+ (b,c—a)
(d,b) — (d,a) — (c,b) + (c,a) — (d,c) + (d,a) + (b,c) — (b,a)
(d,b) + (c,a) — (d,c) — (b,a)

= —(d—a,c—0b)
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Offenbar ergibt die Bedingung an den Innenwinkell(2.9) bisean Vorzeichen denselben Aus-
druck wie die Langendifferenz_(2.110). Fur den Fall, d&8) und [Z.1ID) gleicld sind, spielt
jedoch das Vorzeichen keine Rolle. Damit stehen die Diagongenau dann senkrecht aufein-
ander, wenn gilt:

—{d—a,c—=b) = 0
2 2
& ol = flwl” =0
& ol =l

Die Parallelogramm-Eigenschaft liefert diguivalenz zur Gleichheit aller Seitenlangen. O

Definition 2.4.36. Ein nicht entartetes Parallelogramm mit gleich langenegdikil3tRhom-
bus bzw. Raute.

2.5 Die komplexen Zahlen

Die natirlichen Zahlen bekommen wir durch Zahlen. WirdehtenN daher als gegeben. Ein
Problem, welches mit natirlichen Zahlen auftreten kasnziB. die Losung der Gleichung
z + 5 = 0. Diese besitzt iN keine Losungen. Die ganzen Zahlen beseitigen diesen Mange
Allerdings sind inZ Gleichungen, wie etwaz — 1 = 0 nicht losbar. Dies fuhrt uns zur Menge
der rationalen Zahle®. Nun gibt es jedoch auch hier wiederum Problemgleichung& 2 —

2 = 0. SchlieRlich ist in der nachsten Erweiterung, den reellahlgnR schon die Gleichung

22 + 1 = 0 nicht losbar. Hierin besteht unser Motiv fiir die Konstiak der komplexen Zahlen.
Wir konstruieren dieseneuen” Zahlen, indem wir

C:=R?

setzen. Die Menge der komplexen Zah{éheifl3t daher auc®aulR’'sche Zahlenebene
Die Addition komplexer Zahlen ist die gewdhnliche Vekiddéion, d.h. fur allex, y € C qilt:

(961) <y1> o (961 +y1>
+ —

T3 Y2 To + Y2
Ferner kennen wir bereits das

1. Assoziativgesetz der Additionz,y,z € C: (z+y) + 2 =z + (y + 2)

2. Kommutativgesetz der Additioz,y,z € C:z+y=y +

3. neutrale Element der Additiolz € C : x + 0 = x, wobei0 = (8) eC
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4. inverse Element der Additioivz € C: z + (—z) =0
Eine entscheidende Neuerung bildet die Multiplikation mvkomplexer Zahlen. Fir alte, y
C definieren wir:
(361) ) <y1> — <961 "Y1 — T2 yz)
T2 y2) T1-Y2 + T2 Y1
Wir verifizieren, dass die Multiplikation im WesentlicheerdRechenregeln der reellen Zahlen
genlgt und prifen dafur die Gesetze (1.) bis (4.) nach:

1. Assoziativgesetz der Multiplikatiovz,y,z €e C: (z-y)-z=z - (y - 2)

2. Kommutativgesetz der Multiplikationz,y,z € C: 2z -y =y - x
3. neutrales Element der Multiplikatiokz € C : - 1 = z, wobeil := (é) eC
4. inverses Element der Multiplikatiokz € C\ {0} : x - 2~ ! = 1, wobei

1
= 5 2-<x1>€C
:Cl—{—xQ )

ist. Man beachte, dass weger 0 auchz? +23 > 0 und damit insbesonder€ +z3 # 0
gilt.

Die, Vertraglichkeit“ von Addition und Multiplikation ist Ausage eines weiteren Gesetzes, wel-
ches wir bereits von den reellen Zahlen kennen. Es stefiesidass man ausmultiplizieren bzw.
ausklammern darf:

5. Distributivgesetzvz,y,z € C:z-(y+2)=z-y+x -2

Beweis.
Zul)

iy — 9E2y2> . <21>
T1Yy2 + X2 29
961y1 — Zay2)z1 — (T1y2 + m2y1)22>

(T1y1 — w2y2) 22 + (1Y + T2y1) 21

T1Y121 — T2Y221 — T1Y222 — X2Y122
T1Y122 — T2Y222 + T1Y221 + T2y121

(36 Y121 — T1Y222 — T2Y1R2 — 9622/221)
xX -

T1Y122 + T1Y221 + Tay121 — T2y222

T y121 — y222) — T2(y122 + y2z1)>
r1(y122 + Yoz1) + x2(Y121 — Y222)

361) <y1z1 y222>
T3 Y122 + Y221

(y-z
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Zu2)

Zu 3.)

Zu4)

Zub.))

80

T1Y2 + T2

_ Y11 — Y222
Y21 + Y172
X

T1Yyr — 962?/2)

Y171 — y2962>
Y172 + Y221

CEl) <y1 + Z1>
1) Y2 + 2o
x1-(y1+21) —x2- (y2 + Zz))

x1- (Y2 + 22) + 2+ (Y1 + 21)

- (
- (0
<:c1y1 + z121 — T2y2 — x2z2>
- (
- (

T1Yy2 + X122 + Tay1 + X221

T1Y1 — T2Y2 + T121 — X222
T1Y2 + Toy1 + X122 + T2z

T1Y1 — x2y2> (ﬂflzl - 33222>
_l’_
T1Y2 + T2 T122 + To21

r-yt+x-z



2.5 Die komplexen Zahlen

d

Wir sprachen einfihrend Uber die Erweiterung der Zalgliche. Dabei war jeder Zahlbereich
im nachstgrolReren enthalten. Genauso wollen wir diesimurall der reellen und komplexen
Zahlen organisieren. Die reelle Achse (der reelle ZahtehBtwird hierzu in die Gaul3'sche
Zahlenebene eingebettet und bildet die so genameatiée Achse Die andere, dazu senkrechte
Achse heil3tmaginare Achseund besitzt die Grundeinheit:

()

Wie man sich nun denken kann, stéldabei fUrimaginar und tatsachlich hing der urspriingliche
Gedanke damit zusammen, siciinfach als eine nicht reelle Zahl vorzustellen. Nichtsalgs-
niger sind komplexe Zahlen durchaus real und besitzenaligié Anwendungen, etwa in der
Physik.

Sehen wir, was uns die Einfuhrung von imaginaren Zahlehreigt. Hierfur quadrieren wir:

e (1) (1) = (@05 00) = (0) == (o) =

Mit dieser Erkenntnis konnen wir nun jede komplexe Zahkt <i1> € C wie folgt notieren:
2

. () - (g1>+(;2> :xl.(g))m.(g) 1t

Hiermit lasst sich die komplexe Multiplikation leicht nken, denn fle, y € C qilt:

-y = (w1 -14x2-9)  (y1-1+y2-1)
= a1 - L4+ 21ye i+ zoyr i + Toys - i
= (z1y1 — m2y2) - 1+ (2192 + 2291) - i

Von nun an identifizieren wi@ € C mit 0 € R sowiel € C mit 1 € R und schreiben kurz

T=x1+T9-1 bzw. gelegentlich auch x = a1 + ixs.

Somit kann jede reelle Zahimit der komplexen ZalM = ¢ + 0 - 7 identifiziert werden, also gilt

RcC.

Oft werdenz und w stattz und y als Platzhalter flr komplexe Zahlen verwendet. Auch wir
werden uns diesem Wandel nun unterwerfen.

Definition 2.5.1. Flir z = 2; + izo € C heilltz; =: Re(z) Realteil und z; =: Im(z)
Imaginarteil von z.
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imaginare Achse

A= coo0nc0ccaanoaoaccaa . 7z = RG(Z) + - IHI(Z)

T
1 21 reelle Achse

~ Abb. 34

Insbesondere sind fire C die WerteRe(z) undIm(z) reelle Zahlen.

Beispiel 2.5.2. Wir betrachten: = 1 + i1/2 sowiew = 2 + i1/3 und berechnen

14iv2
2+1iv3
(1+iv2) - (2-iV3)
(2+iv3) - (2—iV3)
2 — i3 +i2v/2+V2V3
4 — (iV/3)2
(24 V6) +i(2v2 — V3)
4+3
24+v6 22— /3
- +1 7 ,

z
w

also gilt

- und  Im <_> _

Die im letzten Beispiel verwendete Umformung, das Erwaites Bruchesg, mit derjenigen
komplexen Zahl, bei der der Imaginarteil das entgegergges®orzeichen (des Imaginarteils
von vonw) besitzt, erhalt folgenden Namen.

Definition 2.5.3. Flrz = 21 + iz3 € C heildtz := z; — iz, die komplexe Konjugation zu
Z.
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2.5 Die komplexen Zahlen

ZY i . 7z = zl+i22
————— ———
R
R D ‘ Z = 21_7122
Abb. 35

In geometrischer Hinsicht ist die Abbildung — Zz die Spiegelung an der reellen Achse
R = { ("g) | z € R}. Insbesondere gilt fur alle = z; + iz, € C:

1. Die komplexe Konjugation ist selbstinvers, d.h. es gilt:
(2) = (21 + iZz) = (21 - iZQ) =21 +1izp = 2.

2. Esis=z < 2z e R.

Satz 2.5.4
Fur alle z, w € C gilt:

l.2+w=z+w
2.7 W=2Z -w
3. 22 = |2I?, wobeilz| = ||zl = / (Re(2))? + (Im(2))?
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Beweis.
Zul)
Es gilt
= = (2)+ ()
Z9 w9
_ z1 +wq
z2 + wa
_ Z1 + wy
— (22 + wo)
. z1 +wi
N —Z9 — Wa
- () ()
—2Z92 — W2
= Z+4w
Zu2))

Fur komplexe Zahlen = z; + izs undw = wy + iwo bekommen wir:

z-w = (21 +iz2) - (wy + iws)

z1w1 — zowsy + i(z1we + zowq)

21wy — zaws — (2 we + z2wn)

(Zl — ’L’ZQ) . (’U)l — ’L'wz)

= Z-w
Zu 3))
Wir berechnen:
z-zZ = (21 +iz9)- (21 —iz2)
= z% — (Z’ZQ)Z
= z% — iQZ%
= 2+
2
= [¢]

O

Bemerkung 2.5.5. Im Beispiel [2.5.2) erweiterten wir den Brughmit der komplexen Konju-
gationw des Nenners, mit der Absicht, einen reellen Nenner zu emaWie sich nun heraus-
stellt, geschah dies implizit mittels der Regel (3.), desgié

Z-w

g

zZ -

z
w w -

g

Jwl*

wobei|w|? € Rist.
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Blicken wir zurtick: Fur die Operationen Addition und Kaggtion haben wir bereits geometri-
sche Interpretation geliefert. Fir die Multiplikationrkplexer Zahlen allerdings fehlt uns eine
solche. Wir benotigen hierzu eine weitere Darstellungsf&omplexer Zahlen, die durch den
komplexen Betragiz| und folgenden Winkelbegriff festgelegt ist.

Definition 2.5.6. Seiz € C\ {0} . Dann heif3t

_ | <1,2) , falls Tm(2) > 0
arg(z) = { o1 — 4(1,2) , fallsIm(z) < 0

dasArgument von z.

arg(z) = <(1, z) arg(z)f\ |
! R
L7 A, z)

Abb. 36

Damit konnen wir fir komplexe Zahlen= Re(z) + ¢ - Im(z) formulieren:

Satz 2.5.7
Fur jedesz € C\ {0} qilt:

1. Re(z) = |#| - cos(arg(z))

2. Im(z) = |z| - sin(arg(z))

Beweis.

Zul)
Die Definition vonarg(z) gebietet die Betrachtung zweier Falle:
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1. Fall: Furlm(z) > 0 gilt:

|z| - cos(arg(z)) = |z|-cos(<(1,2))

I
[ S
O .

2. Fall: Furlm(z) < 0 gilt:
Da die Kosinus-FunktioRr-periodisch und eine gerade Funktion ist, gilt:

|z| - cos(2m — «(1, 2))
|z| - cos(—<(1, 2))

|z] - cos(<(1, 2))
Re(z)

2] - cos(arg(2))

Zu2)
Aus taktischen Griinden setzen wir zunachst:

g = 2 (2.11)

ER
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Gut, dass: # 0 in der Voraussetzung des Satzes steht, denn nun kann kith?rcﬁ 0 dividiert
werden. Wir bekommen:

1 = (cos(arg(2)))? + z?

Der trigonometrische Pythagoras liefert uns:

1= (cos(arg(z)))2 + (sin(arg(z)))2

AnschlieRende Subtraktion dieser beiden Gleichungert il

z® = (sin(arg(2)))”,
also
x = sin(arg(z)) oder = = —sin(arg(z)).

Nun wieder zu den beiden moglichen Fallen:
1. Fall: Furlm(z) > Oistz = m(z) > . Ferner gilt

El

arg(z) = <(1,2) € [0, 7]

und dem Verlauf der Sinus-Funktion nach dasiit(arg(z)) > 0, alsoz = sin(arg(z)). Um-
stellen von[(2.111) und Einsetzen filergibt wie gewiinscht

Im(z) = z - |2z| = sin(arg(z)) - |z].

2. Fall: Furlm(z) < Oistz = % < 0. Weiterhin gilt

arg(z) = 2 — <(1, 2) € [, 27],

also dieses Malin(arg(z)) < 0 und damit wie im 1. Falk = sin(arg(z)). Also folgt wie oben:

Im(z) = |2 - sin(arg(z)).

Im Ergebnis kdnnen wir nun komplexe Zahler= Re(z) + i - Im(z) auch in der Form

z = |z| - (cos(arg(z)) + isin(arg(z)))

schreiben. In der Literatur wird oft abkirzepd= arg(z) € [0, 27) gesetzt.
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iR
Die Darstellung
z = |z| - (cos(p) + isin(y)) ()b 2= |z| (cos(p) + isin(p))
nennt man did’olardarstellung fur komple- :
xe Zahlen. Sie ist durch den komplexen Be- ¥ :

trag |z| und den Winkely (ggf. abzuglich Re(2) R
k - 27 fur ein k € Z) eindeutig bestimmt.

Abb. 37

Nun endlich spendiert uns folgender Satz eine geometristbepretation fur die Multiplikati-
on:

Satz 2.5.8
Furalle z,w € C\ {0} gilt:

Loz wl =2 uwl

| arg(z) + arg(w) , falls arg(z) + arg(w) < 27
= ) = { arg(z) + arg(w) — 2r , sonst

Beweis.

Zul)

Wegen SatZ (2.514) gilt:

|z-w|2 = (z-w) (z-w)

= (z-w) (z-w)
= (z-2) (w-w)
= [z |w]?
= (I2 - w])

Dalz - w|, |z| - Jlw| > 0 sind, folgt die Behauptung (1.) durch Wurzelziehen.

Zu2)
Wir schreiben abkiirzend := arg(z) und« := arg(w). Dann gilt

z = |z|-(cos(p) +isin(yp)) sowie

w = |w|-(cos(y) +isin(e)))
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und wir erhalten:

Zudem gehen in die letzte Gleichheit die AdditionstheordiireKosinus und Sinus ein. Wir
werden nochmal darauf zurlickkommen.

Falls nuny + ¢ € [0, 27) ist, so gilt
arg(z - w) = ¢ + ¢ = arg(z) + arg(w).

Ist dagegerp + ¢ > 2, so gilty + ¢ € [27, 47). Wegen deRr-Periodizitat von Kosinus und
Sinus erhalten wir dann
zow = |z-w|-(cos(p+ ) +isin(p + 1))
= |z-w|-(cos(p+ 1 —2m) +isin(p + ¢ — 27))

und damit
arg(z - w) = @+ — 21 € [0, 27).

Aus diesem Satz ergibt sich folgende geometrische Intijpsa der Multiplikation inC :
e Die Betrage werden multipliziertz - w| = |z| - |w|
e Die Argumente werden addiert (und von der Summe ggfsubtrahiert)

Sehen wir uns die beiden Falleg(z) + arg(w) € [0,27) undarg(z) + arg(w) € [27,4m) in
je einem Beispiel an:

ZR o z:2(cosg +isin%) ZR ZAw:m(coséﬂi;FiSinéﬂ
w:%(cos‘%’"—o—isin%) z=ﬁ(cos%w+isin%w)
(AR, AR
S 1 R ot R
o
ZIUJZB(COS%-FiSin%) w:ﬁ(cos%w«kisin%ﬂ) .'.
Abb. 38
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Wir erarbeiten nachfolgend eine Mdglichkeit, die ebenmerdeten Additionstheoreme herzu-
leiten. Aus der Analysis ist uns dieFunktionR — R mit = — e* bekannt:

T et

Abb. 39

Fir allex, 2’ € R gentigt diee-Funktion der Funktionalgleichung:
et = et (2.12)

Im Kontext komplexer Zahlen erhebt sich nun die Frage, oledtenktion zu einer komplexen
FunktionC — C fortsetzbar ist, so dass die Funktionalgleichung (2.12)alle komplexen
Zahlen giltig ist. Ist dies der Fall, so muss fur jedes = + iy mit z, y € R gelten:

z ea:—l—iy

= e¥.e%

Uberlegen wir, wie die-Funktion auf der imaginaren Achse definiert werden kanin Bahoti-
gen also eine FunktioR — C mit y — €%, so dass schlieRlich fir allg i/ € R gilt:
eyt giytiy

eV . e (2.13)
Wir definieren:

e = cos(y) + isin(y) (2.14)
Dies liefert eine dritte Darstellungsform= |z| - €%, die so genanntEuler'sche Darstellun@
komplexer Zahlen. Hierbei ist := arg(z).

“benannt nach dem beriihmten Mathematiker Leonhard Eufé7({Basel, Schweiz) - 1783 (Sankt Petersburg,
Russland)), siehbttp://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard _Euler
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iR
_ Ly
sin(y) - : z=e
N
cos(y) R
Abb. 40

Die Rechnung aus dem Beweis von Saiz (2.5.8) zeigt, dasxldith fur alley,y’ € R die
Funktionalgleichund (2.13) gilt. Mittel§ (2.114) erhalteir nun die gewiinschte (komplexe) Fort-
setzung zu:

e*t = % . (cos(y) + isin(y))

Bemerkung 2.5.9. Mit der komplexere-Funktion lassen sich die Additionstheoreme fiir Kosi-
nus und Sinus, sollte man sie einmal vergessen haben, wieléatht herleiten. Einerseits gilt

nach [2.14) ,
W) = cos(y +y') + isin(y +y/). (2.15)

Andererseits liefern die Funktionalgleichurg (2.13) UBd4)
ty) iy i
= (cos(y) + isin(y)) - (cos(y’) + isin(y'))
= cos(y) cos(y') — sin(y) sin(y’) + i(sin(y) cos(y’) + cos(y) sin(y)). (2.16)

Nun sind zwei komplexe Zahlen genau dann gleich, wenn ihed-Red Imaginarteile tberein-
stimmen. Der Vergleich eben dieser[in (2.15) Und (2.16¢@enau die Additionstheoreme fur
alley,y e R:

cos(y +4') = cos(y)cos(y’) — sin(y) sin(y’) und
sin(y +¢') = sin(y) cos(y’) + cos(y) sin(y’).

91



2 Matrixrechnung

Bemerkung 2.5.10.Im Spezialfall haben wir:
™ =—1
Dies nennt man auch d€uler'sche Formel. Deren Umstellung
em4+1=0
gilt unter manchen Mathematikern als die schonste Gleigliler Mathematik, da hier die wich-

tigen mathematischen GroR3enl, i, 7, e vorkommen.

Am Anfang dieses Abschnitts standen wir vor dem Problentjrbeste Gleichungen nicht losen
zu kdnnen. Nun haben wir z.B. fisf + 1 = 0 die Losungerny; = i undz, = —i vorzuweisen.
Die Anzahl der Lésungen des Polynoms— z? + 1 entspricht also genau seinem Grad. Fiir
komplexe Polynome ist dies immer der Fall. Insbesonder isi® alle Polynomgleichungen
|6sbar. Diese Aussage ist formalisiert im

Satz 2.5.11 (Fundamentalsatz der Algebra)

Sein € N. Seienay,...,a, € C mitayg # 0. Dann existiererey, ..., z, € C, so dassiir
alle z € C qilt:
anz"—}—an,lz"*l—}—...%—alz—}—ao:an-(z—zl)-...-(z—zn)

Dabei ist die linke Seite ein komplexes Polynom vom Grade 1. Die rechte Seite nennt man
Linearfaktorzerlegung des Polynoms mit Linearfaktorefx — z;). Insbesondere sind damit
z=2z,...,2 = z, genau die Losungen der Gleichung:

2" + apn 12"+ . +az+ap=0
In den komplexen Zahlen sind polynomiale Gleichungen dists $osbar. Jedes komplexe Po-
lynom besitzt eine Linearfaktorzerlegung.
Man beachte, dass dig, . . ., z,, nicht verschieden zu sein brauchen, denn etwa flir
(z=12=@E-1)(z-1)=22-22+1=0
erhalten wir die Losunges, = 2z, = 1.

Exakt ausgedriickt hat ein komplexes Polyneften Gerade also genau(nicht notwendiger-
weise verschiedene) Nullstellen. Daher ist folgende Didimiangebracht:
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Definition 2.5.12. Fir jede Nullstellel von z — a,2" + a,—12" "' + ... 4+ a1z + ap heilt
die Anzahl der Faktorefx — () in der Linearfaktorzerlegung dielfachheit der Nullstelle
C.

Zahlt man die Anzahl der Nullstellen eines komplexen Poiga vom Grad: inklusive aller
Vielfachheiten zusammen, so erhalt man stets genau

Beispiel 2.5.13.Wir haben die Linearfaktorzerlegung
2 2241 =(2—i)(z — (=1) = (2 —i)(z +1).

Also sindz; = i undz; = —i die beiden Nullstellen, jeweils von der Vielfachhgit

Beispiel 2.5.14.Das Polynom
222 =224+ 1= (2 —1)(z — 1)

besitzt die Nullstellez; = 1 mit der Vielfachheit2.

Die Konstruktion der Zahlbereiche ist damit in der Tat alobésssen. Wir wollen nun abschlie-
3end noch das komplexe Analogon zum reellen Wurzelzietsdutiieren und betrachten hierfir
die komplexe Gleichung

2" —1=0.
Als Spezialfall haben wir etwa

A1 = -DE-)E- () - (=)
= (z=D(z—-9)(+1)(z+1)

Lostz € C die Gleichung, d.h. gilt™ = 1, so ist

=1 = 2" = |oI"
und damit|z| = 1. Alle Lésungen der Gleichung™ = 1 liegen somit auf dem Einheitskreis,
also dem Kreis und mit Radiusl. Insbesondere ist damitvon der Form: = e fiir ein, noch

zu bestimmendeg, € R. Die Funktionalgleichund (2.13) liefert

1=2"=(e¥)" = e™ = cos(ny) + isin(ny),
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also muss
cos(ny) =1 sowie sin(ny) =0

gelten. Diey € R, welche diesen beiden Gleichungen geniigen, erhaltenunghdNullstellen-
betrachtung von Sinus und Kosinus. Da der Sinus genau diashen vonr als Nullstellen
hat, existiert eirm € Z, so dasswy = m - w. Den Wertl nimmt der Kosinus bei den geraden
Vielfachen vonr an, —1 bei den ungeraden Vielfachen. Also istvon der Formm = 2k flr
eink € Z, so dasswy = 2k - 7 gilt. Wir erhalten folglich insgesamt, dass es g&ig Z gibt, so
dass

und damit

gilt.
Nehmen wir umgekehet = 5 mitk € 7 her, so gilt

2k \ T
Zn = <6ZT)

-2k
— elTn

€i2k7r
= cos(2km) + isin(2km)
=1

)

d.h. diez € C von der Forme = ¢'*+" sind Losungen.
Insgesamt haben wir somit alle Losungen der Gleichtfhg- 1 = 0 auf dem Einheitskreis
identifiziert. Hier zwei Beispiele fin = 3 undn = 4:

iR iR

Abb. 41
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2.5 Die komplexen Zahlen

Da die Nullstellen vorx — 2™ — 1 den Einheitskreis stets in gleich gro3e Segmente aufteilen
nennt man dieses Polynom augteisteilungspolynom.

Definition 2.5.15. Die Losungen der Gleichung® — 1 = 0 hei3enn-te Einheitswurzeln.

Beispiel 2.5.16.Furn = 3 ergeben sich die dritten Einheitswurzeln:

s =1, py =3 :—%—F?i, p_=els :-%-?i
Sehen wir, was beim Quadrieren, Konjugieren und Aufaddipassiert:
po= 2 =T =)
2 = o2 G i(§mtgm) _ gi2midn oy pigm o+
P+ = p-
I+py+p- = 0

Wir wissen nun wie viele Losungen komplexe polynomialei@iengenn-ten Grades besitzen,
nicht jedoch, wie diese fur eine gegebene Gleichung bastalierden kdnnen. Betrachten wir
also allgemein eine Gleichung der Form

a2+ an_ 12" '+ .. +aiz+ay=0

mit gegebenen; € C, a,, # 0, und gesuchtem.

Lineare Polynome ( n = 1): Hier gilt

aiz+ay = 0
ap
=z = —.
ai

Quadratische Polynome ( n = 2): Wir bestimmen die Losungen der Gleichung
a2z + a1z + ag = 0. (2.17)

Daas # 0 ist, konnen wirp := F- undg := 22 setzen. Gleichund (2.17) ist aquivalent zu

ai ao
24 =24+ = =0,
a2 az
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2 Matrixrechnung

und damit zu
224+ 2%z +q=0. (2.18)

Hierbei heiRtD := p? — ¢ € C Diskriminantevon (2.18). Sei nur/D € C eine Wurzel vonD.
Gemeint ist eine Losung der Gleichung

w? = D.

Aus dem Fundamentalsatz wissen wir, dass es in diesem Falugsvei Wurzeln gibt. Ist also
VD die eine Wurzel, so ist-v/D die andere. Der BezeichnefD legt also, anders als bei
reellen Polynomen, den Wurzelwert nicht eindeutig festniagt,\/D ist nicht wohldefiniert.
Dies macht aber im Folgenden nichts.

Satz 2.5.17 p-q-Formel, Satz von Vieta fir quadratische Gleichungen)
Die Losungen vori(2.18) sind gegeben durch

sn=-p+vD und z=-p—VD.
Ferner gilt

21+ 20 = —2p, Z129=¢q sowie (21 — 22)2 =4D. (2.19)

Beweis.
Wir Uber prifen zunachst, dags (2.19) fiir unsere Wahlxyaund 2 gilt. Es ist

Zl+22 = —p+\/5+<—p—\/5)

und
2129 = (—p + \/5) (—p — \/5)
_ p2 - D
= q
sowie

(21—2’2)2 = (—p—l—\/ﬁ—(—p—@))Q
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2.5 Die komplexen Zahlen

Nun sehen wir, dassg, und z, tatsachlich die beiden Nullstellen des Polynoms sindnden

(z—21)(z—22) = 22— 212 — 292 + 2120

= 22— (n+m)zt+an
@19 22 + 2pz + q.
Fir die letzte Gleichheit haben wir die ersten beiden Farraas [2.1P) benutzt. O

Beispiel 2.5.18.Fiirz2 —2z—3 = 0 haben wipp = —1,¢g = —3undD = p> —q¢=1—(-3) =
4. Damit folgt nach dem Satz

21 = —p+VD=14+V4=3 und
2 = —-p—VD=1-—V4=-1.

Beispiel 2.5.19.Fiir 22 — (1 + i)z +i = 0 istp = —% g=iundD = (—%)2 — i =
2l = 1j— i = —1i. DamitistvVD = % Wir bestimmeny/—i durch Losen der
Gleichungw - w = —i. Hierbei ist unser geometrisches Verstandnis von der plikgtion

komplexer Zahlen uberaus hilfreich. Wegeri| = 1 undarg(—i) = 2F ist

37 3.3
i i(gm+5m)

. .3 .3
_i= 5 = il T QT

=e

Wahlen wir als eine Losung also

3 3 3 2 2 2
\/—z':eZST:cos Sl + isin o :—\/_+i£:\/_(—1+i),
4 4 2

so erhalten wir schlie3lich
VD=VY—t_73 1
V2 V2 2

Folglich sind die beiden Nullstellen gegeben durch

14¢ 1

21 = —p+VD= ;_Z+§(1+i):i und
1+:7 1 .

29 = —p—VD= 5 —5(—1—|—Z):1.

Bemerkung 2.5.20.Firp, ¢ € RistauchD € R und wir erhalten folgende Fallunterscheidung:

reelle Diskriminante Anzahl der Losungen
D>0 zwei verschiedene reelle Losungen z; # z, € R
D=0 eine doppelte reelle Losung z1=2 €R
D <0 zwei verschiedene, zueinander| z; =z € C\ R
komplex konjugierte Losungen
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Kubische Polynome ( n = 3):

Daag # 0 ist, kann fur die kubische Gleichung

aszd + asz? + a1z + ag = 0. (2.20)
wie folgt substituiert werden:
w = z-+ ;72
3
= 42
z = - —
3&3
Damit ist [2.20) aquivalent zu
as \* as \? a
0 = a3 w—=—=) 4a(w-==) +a (w——= + ag
3&3 3&3 3a3
3 3&3 3a3 3a3
as as \? a
2
-9 = —= _ =z
+az (w w 3a3+<3a3> )—i—al <w 3 3>—|—a0
3
_ 3_%2 2, 4 = G
- (w as * 3a} 3a§>
+a wZ—QEw—l—a—% +a w—ﬂ +a
2 3&3 3&?,’ ! 3a3 0
2 3
_ 3 2 Gy 04y
<a3w asw” + 3a3w 27a§>
2a3 a3 aia
) Qs _ ma
(o = St ) + (= 52 o
2 2 3 3
_ 3 (02 20 _ % 9 4®n
= aswi <3a3 3as + a1> v 27a3 + 9a3  3as + o
2 3
_ 3 a3 2a5 _a1ap
ast+ ( 3as +a1> W (27@% 3as3 +a0> '
Division durchas liefert
2 3
3 as  ap 205 ajaz  ap
w4 | -5+ — |Jw+ — +— =0
< 3a3 a3> (270,% 3a3 a3>
:=3p =:2q
und damit
w® + 3pw + 2¢ = 0. (2.21)

Die Substitutionen haben bewirkt, dass der quadratischa &as der Gleichung verschwunden
ist. Im kubischen Fall ist die Diskriminante vdn (2121) nuefidiert durchD := p? + ¢°. Die
Formeln flr die allgemeinen Losungen kubischer Polyradgieéichungen heiRen Cardanische

Gleichungen. Wir fassen sie in folgendem
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Satz 2.5.21 (Cardano, Vieta)

2.5 Die komplexen Zahlen

Seien die dritten Wurzela,. := {/—q = v/D so geviahlt, dassu,u_ = —pli Dann sind
w; = Uy t+u_,
wy = pyuy+pou_,
w3 = p_UtptprUu-

die Losungen vor_2.21. Dabei sind. und p_ die dritten Einheitswurzeln wie in Bei-
spiell2.5.16. Ferner gilt

Beweis.

wi +ws +ws = 0, (2.22)

wiwo + wows + wiws = 3p, (2.23)

wiwawsg = —2gq, (2.24)

(w1 — wo)?(wy — w3)?(wy —w3)®> = —108D. (2.25)

Unter Benutzung einer Formel aus Beispiel 2.5.16 rechneif2a2) nach:

w1 + w2 + w3

Ahnlich folgt (Z.23):

wiwe + wows + wiwg =

sowie [2.24):

wi1wWwawWs

Uy +U— + ppUy + p-U— + p-Utp + prU-
(L4 p+ +p-)us + (1 + py + p-)u—
0.

w1 (wy + w3) + wows

(1 +p)us +u )+ + (02 +p%) wsu +u>
N—— ~———

=-1 =p—+py=—1
—(ud +2upu_ +ut) +ud + —ujus +ut
—Juyu_

3p,

(ug +u—)(pyus + p—u—)(p—us + pu-)
pro—ul + (03 + p2 + prpuiu + (0% + p2 + prpJuiu + p_pyud

3 3
u++u7

—q+VD+(—q

—2q.

_\/5)
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2 Matrixrechnung

Damit kdnnen wir nachprifen, dags, wy undws tatsachlich die drei Nullstellen des Polynoms
sind:

3

(w—wy)(w—wo)(w—w3) = w®— (wy + wy + ws) w?

+ (v wy + wiws + wews) W — Wi WaWs
= w’+ 3pw + 2¢.

Fur die letzte Gleichung haben wir die Formeln (2.2P), 8 .@nd [2.24) eingesetzt. Die noch
fehlende Formel(2.25) rechnet man auf ahnliche Weise.raighEinzelheiten Uiberlassen wir
dem interessierten Leser. O

Beispiel 2.5.22.Wir suchen die Losungen der kubische Gleichung mit redleeffizienten:
23— 622 +212—52=0 (2.26)

Hierbei istag = —52, a1 = 21, as = —6 undag = 1. Zunachst eliminieren wir den quadrati-
schen Term mittels der Substitution

w:z+ﬂ:z+2.

3&3
Dann ist[2.26) aquivalent zu
w3 4+ 3pw + 2¢ = 0, (2.27)
wobei
2
GQ al
3p = =3 +—=9
P 3&% + as
&Sp = 3
und
9y — 2a§ a1a2+@_ 9%
¢ = 270,% 3a§ as N
&q = —13

ist. Fur die Diskriminante erhalten wir also
D =p® + ¢*> = 196.

Nun kdnnen die Cardanischen Losungsformeln angewengeten. Es ist

uizi’/—qi\/ﬁzi’/mim

und damit

uy =v27=3 und wu_={Y-1=-1
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2.5 Die komplexen Zahlen

Man beachte, dass hierbei die Forderung
Uy cu-=3-(-1)=-3=-p

erfullt ist. Insbesondere bei kubischen Gleichungen mibhglexen Koeffizienten darf man nicht
vergessen zu Uberprifen, dass man,dihtigen” dritten Wurzeln gewahlt hat.

Mit den dritten Einheitswurzelp, = —% (1 — v/3i) undp_ = —1 (1 + /3i) konnen wir hier
direkt die Losungen voii_(2.27) angeben:

w = uyt+u-=3-1=2
3 1
Wy = ppuy +p_u_ = —5 (1 — \/§2> + 3 <1 + \/gz) = —1+2V3i,
3 1
wy = poustprus = =3 (1 n \/§z> +5 <1 - \/51) — 123
Die Rucksubstitution
as
Zi =Wy — — :wi+2
3(13

liefert schlie3lich die Losungen von (2126) zu

z1=4  sowie 2=1+2vV3 und z3=1-—2V3i.

Hierbei sindz, und z3 zueinander komplex konjugiert. Die Losungsmenge ist sginsth, da

z3 auSzo durch Konjugation, d.h. durch Spiegelung an der reellens@dtervorgeht. Polyno-
miale Gleichungen mit reellen Koeffizienten € R fur allei € {0,...,n}, n > 1, besitzen

stets symmetrische Lésungsmengen. Diese Aussage wittbalsgsaufgabe gezeigt.

Bemerkung 2.5.23.Fir Polynome vom Grad kann man ahnliche

Losungsformeln herleiten. Fur Graduind grofRer hatte man lange nac f’g ;
ahnlichen Formeln gesucht, bis der norgewische Math&erabiliels % A
Henrik Abel bewies, dass es solche geschlossenen Fornféinrdeht o =

geben kann. Abel starb 1829 mit 26 Jahren an Lungentubesdcolsus
seiner Schulzeit soll es einen Klassenbucheintrag seielesets Holm-
boe geben;... dass er der groRte Mathematiker der Welt werden ka
wenn er lange genug lebt‘. Anlasslich des 200. Geburtstage Abel
richtete die norwegische Regierung im Jahr 2002 eine 8tfaur Ver-
leihung eines Preises fur aulRergewdhnliche wisserttichaf Arbeiten
auf dem Gebiet der Mathematik ein. Diegdyelpreis wird seit 2003 Abb. 42
jahrlich durch die Norwegische Akademie der Wissensemafterliehen und ist mit 6 Millio-
nen norwegischen Kronen (derzeit etwa 625.000 Euro) doEerentspricht dem Nobelpreis in
anderen wissenschaftlichen Disziplinen.
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2 Matrixrechnung

2.6 Graphentheorie - etwas Kombinatorik

Wir betrachten folgende Landkarte Deutschlands mit sediiechnummerierten Bundeslandern.

Abb. 43
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2.6 Graphentheorie - etwas Kombinatorik

Es soll uns nachfolgend um Fragestellungen folgenden Tghsrg

Wie viele Moglichkeiten gibt es, von Brandenburg nach Rizid-Pfalz zu
gelangen und dabei genau 10-mal eine Landesgrenze zichimtsn? (2.28)

Folgender systematischer Zugang bedient sich der unssohem vertrauten Matrixrechnung.
Wir codieren zunachst die wesentlichen Informationenirie® so genannte@raph.
Anschaulich besteht ein Graph aus zwei Mengen, einer Meagekwoten (Ecken) und einer
Menge von Kanten. Eine Kante ist dabei die Verbindung zw€reten.

Im Bundeslander-Beispiel haben wir fir den Bundesl&@aph die Menge{Knoten} =
{Bundeslandérund folgende Kantenrelation: Zwei Lander werden genamndianch eine Kan-
te verbunden, wenn sie aneinander grenzen. Dies liefegfiole Darstellung des Graphen:

Offenbar kann ein Graph mit vielen Informationen sehr wrlkehtlich werden.
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2 Matrixrechnung

Mathematisch beschreiben wir daher einen Graph mit englilen Knoten durch eine so ge-
nannteAdjazenzmatrix A. Hierzu nummmerieren wir die Knoten durch und setzen

a1 falls i-ter undj-ter Knoten durch eine Kante verbunden sind
K 0 ,sonst

Im Bundeslander-Beispiel erhalten wir folgentex 16-Matrix:

01 00O0O0O1O0O0OT1O0WO0O0OTFPO q
1 000 O0OO10O0O0OO0OT1IO0TGO0T?1:1
0O 001 00 0O O0OOOOOOOO0ODO
0O 01 000O0O110O0O01100
0O 000 OO0OOOT11O0O0OO0ODO0OO0OTGO0OTO
0O 000 0O0OO0OOOT11O0O0OO0OO0OO0OTI11IO0O0
11 00 0O0O0OOI11I11000O001
. 0O 001 00O0OO0OT1O0O0OO0ODO0O0OTQ11IO0O0
0 001 1121101000111
0O 000001010100 O0O00
100 0 0O0O1 001010000
0O 000 0O0OO0OOOOOT11O0WO0O0OTGO0OTO
01 01 00O0O0O0O0O0OO0OO0OUOZ11OQ01
0O 001 00O0OO0ODT11O0O0O0OT1O0TGQ0?1
0O 0000101 100O0O0O0OO00DO0
01 00O0O0O1O01O0O0OO0OT11T1O0 Q‘
Stets istA symmetrisch, d.h. fur allg j gilt A;; = Aj;.

Definition 2.6.1. Ein Weg der Langem in einem Graphen ist eifin + 1)-Tupel von Knoten
(ko,...,km), sodass furalle € {0,...,m — 1} gilt:

k; undk; 1 sind durch eine Kante verbunden.

Im Bundeslander-Beispiel sind z.B., 2, 7) und(5, 9, 5,9, 6) Wege der Lange bzw. 4, (1,2, 3)
hingegen ist kein Weg, daund 3 nicht miteinander verbunden sind (Bayern und Berlin haben
keine gemeinsame Landesgrenze).

Die Ldsung der Fragestellung_(2128) ist somit durch die agkzler Wege der Lange: = 10
von Knoten4 nach Knotenl 1 bestimmt. Allgemein gilt folgender
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Satz 2.6.2
Ist A die Adjazenzmatrix eines endlichen Graphen (mit numnierieKnoten), so ist die
Anzahl der Wege derdngem vomi-ten zumj-ten Knoten genau defi, j)-te Eintrag der
Matrix

A=A A

N—_——
m-mal

Beweis.
Seia(i, j,m) die Anzahl der Wege der Lange vomi-ten zumj-ten Knoten. Wir zeigen:

mittels vollstandiger Induktion nach der Weglange
Im Induktionsanfang erhalten wir fin = 1 per Definition

Ay = (A, =ali,j,1) =

{ 1 , die Knoteni undj sind verbunden
tj

0 ,die Knoten; undj sind nicht verbunden’

Sei fur den Induktionsschritt die Aussade (2.29) fir eine N gultig. Wir zeigen, dass dann
auch

(4™, = ali,jm +1)
gilt. Wir fixieren man den Startknotenhund den Zielknoteryj. Um in m + 1 Schritten nach
von i nachj zu gelangen, miissen wir zunachstinSchritten vorni zu irgendeinem Knoteh
gelangen und dann in einem Schritt vbmachj. Letzteres ist nur dann moglich, wekrnund j

verbunden sind, d.h. wenty,; = 1. Es gilt also

alt,jm+1) = Za(z’, k,m) - Ag;.
k

Mittels der Induktionsvoraussetzung (IV) folgern wir nun:

a(i,jym+1) = > ali,km)- Ay
k

IV m
= Z (A™)), - Akj
k

= (Am : A)z'j

_ m+1
- (A )ij
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Im Bundeslander-Beispiel multipliziert man die Matriikmit sich selbst und erhalt

N O O FH = RN RO N O O O O = W
N O N = O NN O N OO = O e
oSO O = = O O O = = O o o o = o o
W NN OO O RN R R R = OO RO
_ = = O O O =B O B = e = OO O O
= = = O O O = =N NN == OO O O
NO= NN R NN N RO R = R O NN
= N R O O NN W R N R =, RO O
N N NNW DN RO NN, OO N =N
NI = T S o U B e S e R N R T el N NG
_H O O O O kK~ R N O N O O O O N o=
o O OO O B, O = O O = O O o o o =
N O N R OO O W N OO
[N N N e B s B R N N R N e i VN S \ N e}
= W = O O O = N = = = = N O O O
Tt = NN OO NN RN = WO DN

So ist zum Beispiel det-1-Eintrag gleich 3, was bedeutet, dass man auf geneeisen in
zwei Schritten von Land zu sich selbst reisen kann. In der Tat hat Baden-Wrttegngpenau

3 Nachbarlander. DeB-14-Eintrag ist gleichl, denn man kann auf genau eine Weise in zwei
Schritten von Berlin nach Sachsen-Anhalt reisen (namiliclr Brandenburg). SchlieRlich ist
der2-5-Eintrag gleich0, da man nicht in zwei Schritten von Bayern nach Bremen kommt.

Um die Ausgangsfrage zu beantworten, missen wirl e Potenz vomrd berechnen. Wenn
man kiihlen Kopf bewahrt und dies tut, so erhalt man
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122133 175608 41206 191539 69876 95617 251161 136823
175608 256948 61837 283567 102476 141044 365281 202881
41206 61837 16181 70772 25306 35425 87950 51606
191539 283567 70772 327963 118896 163586 405312 234358
69876 102476 25306 118896 43734 59813 147740 85119
95617 141044 35425 163586 59813 82359 202852 117784
251161 365281 87950 405312 147740 202852 522812 290802
136823 202881 51606 234358 85119 117784 290802 169390
319249 473106 118896 532707 190956 265744 672308 384640
152981 221828 53153 248598 91066 124615 318354 177768
122267 177363 41752 69033 95186 251872 136938
27621 38805 8757 41752 15557 21055 56168 29812
178571 263718 65943 296414 106589 147676 375339 213619
204096 301686 75337 344079 124737 172005 431041 247342
119833 177465 44690 205927 74788 103242 254324 147932
247727 362837 88468 409963 148901 204426 518378 292894

AlO —

Also ergibt sich die Anzahl der Wege der Langevon Brandenburg4) nach Rheinland-Pfalz
(11) zu

(A10)4,11 = (A10)11,4 = 191066.

Wir beschliel3en unseren Ausflug in die Graphentheorie rgéefalen zwei bekannten graphen-
theoretischen Problemen.
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Das Konigsberger Brlickenproblem (1736 gel 6st von Euler).

Rechts sehen wir die Briicken der Stadt Koni
berg (heute Kaliningrad). Die Frage ist nun,

es einen Rundweg gibt, bei dem man alle ¢
ben Briicken der Stadt uber den Pregel genau

langt. Kurz gefragt: Gibt es einen Rundweg dult 5 s o /

Konigsberg, bei dem man tber jede Briicke ge“':fg._;_;f
einmal geht? " gy

Fur die mathematische Handhabe ordnen wir dem Stadtpteem ei
Graph zu. Dabei entspricht jeder Knoten einem zusammeyaman
den Stadtgebiet und die Briicken , wobei werden durch Kam@n
lisiert. Wir erlauben jetzt also, dass zwei Knoten durch na¢heine
Kante verbunden werden kdnnen. Somit ist das Problem &drie
de Frage reduziert: Finden wir einen Weg der Lafgdurch den
Graphen, bei dem jede Kante genau einmal benutzt wird.

Abb. 46

Eulers Argument geht nun wie folgt: Bei jedem Besuch einest&ms werden genaluKanten
»verbraucht”, namlich zum einen die Kante, Uber die wir Zanoten gelangen und die, Uber die
wir den Knoten wieder verlassen. Dies bedeutet aber, dds®fa Rundweg existiert, so muss
in jedem Knoten eine gerade Anzahl von Kanten vorliegen. bnigsberger Graphen liegen
jedoch jeweils ungerade viele Kanten in jedem Knoten angliebl gibt es keinen Rundweg
durch Konigsberg.

Das Vierfarbenproblem.

Wie viele verschiedene Farben bendtigt man, um jede Latwlka zu farben, dass zwei benach-
barte Lander stets verschieden gefarbt sind?

Drei Farben sind im Allgemeinen zu wenig, d.h. es werden
mindestens vier Farben bentigt:

Abb. 47
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Auch in folgendem Beispiel geniigen vier Farben:

Abb. 48

Der Englander Francis Guthrie vermutete 1852 erstmalss geer Farben fur jede mdogliche
Konstellation ausreichend sind. Dies ist genau die AussgeVier-Farben-Satzes, welcher
tatsachlich korrekt ist, wie Kenneth Appel und Wolfgangkela 1977 im ersten Computer-
gestitzten Beweis Uberhaupt herausfanden. Man kanrdeitken, dass dieses nichtklassische
Beweismittel anfangs sehr umstritten war.

2.7 Determinanten

Wir bezeichnen miMat(n x m, C) die Menge der x m-Matrizen mit komplexen Eintragen.

Definition 2.7.1. Sein € N. EineDeterminanten-Funktion ist eine Abbildung

det : Mat(n x n,C) — C,

so dass gilt:
(D1) det ist linear in jeder Zeile, d.h. es gilt fur alleund jedes € {1,...,n} :
Ann - A Ann o0 A
det | A- Aﬂ A Am = X -det Az‘l Am
Anl Ann Anl Ann
und
An o5 Ain Aig o0 A Ann o0 A
det | Aj1 + A;l e A+ A;n =det | A;n --- A | +det A;l <o A;n
Anl Ann Anl Ann Anl Ann

(D2) det ist alternierend, d.h. stimmen zwei (verschiedene) Zeilen A tUberein, so ist
det(A) = 0.
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(D3) det ist normiert, d.h.

1 0 0

det 0 =1
.
0 0 1

Satz 2.7.2
Fir jedesn € N gibt es genau eine Determinanten-Funktion.

Wir fiUhren den Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit@eterminanten-Funktion an dieser
Stelle nicht vor. Stattdessen betrachten wir zunachgefalen Spezialfall:

Beispiel 2.7.3.Furn = 1 gilt

det((a)) = det((a-1))

@ . det((1))

©3

= a.

Nur aus den Bedingungen (D1) bis (D3) und ohne Kenntnis leiekiRechenvorschriften lassen
sich folgende Eigenschaften der Determinanten-Funkterteten:

Satz 2.7.4
Fur alle A, B € Mat(n x n,C) undX € C gilt:

(D4) det(A-A) = A" - det(A).
(D5) Ist eine Zeile vorA gleich0, so istdet(A) = 0.
(D6) EntstehtB aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, so gittt(B) = — det(A).

(D7) EntstehtB durch Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer andesemjiltdet(B) =
det(A).
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2.7 Determinanten

(D8) Ist A eine obere Dreiecksmatrix mit den Diagonale&gen )y, ..., A,, d.h.

)\1 *x *
A= L ,
0 0 A,
so giltdet(A) = A1 - ... - Ay
(D9) det(A) =0 < rg(A) < n.
Beweis.
Zu (D4): Es qgilt
AN-Ayp - N-Ag,
det(A-A) = det :
A At A Ann
A A1p
oy N det XAy oo N-Ag,
(D1)
G \n . det(A)
Zu (D5): Es qgilt
An Aip An Aip
det 0 0 = det|0-0 0-0
Anl Ann Anl Ann
A Ap
© g.dget| 0 - 0
Anl Ann
= 0.
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Zu (D6): Seiemy, ..

Dann gilt

0 ©2) det

Somit istdet(B)

112

aq

CLZ‘—FCL]'

CLZ‘—FCL]'

an,

ay

a;

Qn

G det

G det

©2) det

.,a, die Zeilen vonA, d.h. es sei

sowie B =
aq
a;
: + det
a; + a;
anp,
aq al
a; a;
o +det |
a; Qj
Qn Qn
a1 ay
a; Qj
+det |
CL]' a;
anp, anp,

= det(A) + det(B).

—det(A).

ay

a;

an

ay

CLZ'+CLJ'

an

+ det

ay

an

+ det

ay

Qn
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Zu (D7): Seien wiedeti1, . .., a, die Zeilen vonA. Firi # j betrachten wir
a1 ai
A=\ a; und B=lai+ X\ a
Qnp, Qnp
Dann gilt
al al
det(B) O et a; | +det | A-aj
anp, Qn,
aj
@y det(A) + X - det | a;
G,
2 get(A).
Zu (D8).
1. Fall:

Ist \; # O furalle: € {1,...,n}, so addieren wir im ersten Schritt von der vorletzten Zeite e
gewisses Vielfaches der letzten Zeile, so dass der letnteslgi der(n — 1)-ten Zeile zw) wird.
Durch sukzessives Addieren von Vielfachen gewisser Zaileanderen Zeilen (beginnend von
unten) kann4 dann in die Matrix

A0 0
B= 0
S
0 0 A\
Uberfuhrt werden. Damit gilt
det(4) @ det(B)
A-1 0 0
= det Azl
' 0
0 0 X,-1
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1 0 0
©D N oA, - det
o
0 0 1
L

2. Fall:

Gibt es eini € {1,...,n}, so dass\; = 0 gilt, dann sei 0.B.d.Ai die grofdite Zahl aus
{1,...,n},furdie \; = 0ist. Wie im Fall 1 kann nu! durch Addition des Vielfachen gewisser
Zeilen zu anderen Zeilen in die Form

Al * oo e o o o o oo e *
0
)\i—l * *
B=10 0 0 0 0
Ait1
: .. w0
0 oo e e 0\,

Uberfuhrt werden. Insbesondere gilt dann

det(A) 2 det(B) 2 0.

Andererseits ist auch; - ... - A, = 0, da wenigstens einer der Faktoren glelcist. Also gilt

(D8) auch in diesem Fall.

Zu (D9):

Wir nennen Zeilenvertauschungen und Additionen des \GBEa einer Zeile zu einer anderen
Zeile spezielle ZeilenumformungenEs entstehel’ ausA durch Anwendung spezieller Zeile-
numformungen. Dann folgt aus (D6) und (D7)

det(A") = £det(A).

Wie im Gaul3-Algorithmus kand somit in eine obere Dreiecksmatrix

)\1 * *
a=|0

. . . *k

0 -~ 0 X\,

uberfuhrt werden und wir erhalten nach (D8)

det(A) = A+ ... M.
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2.7 Determinanten

Dann gilt
det(A) =0

R
W
ml‘
:
>
I

O

Nun wollen wir eine Auswahl der Eigenschaften (D1) bis (D®ich einmal anwenden und
berechnen die Determinante der folgenden Matrix:

Beispiel 2.7.5. Wir betrachten

und berechnen

Ny 2 3 4
det(4) @ _det 1 i 1
01 i
D1 1 2 3 4
©D ——5-det |2 —2i —2
o 0 1 7
- 2 3 4
©D 5odet [0 3-2i 2
0 1 i
2 3 4
11
©D 5 g—g det|0 3-2 2
e 0 3—-2 3i+2
2 3 4
11
©D 5 g—g det|0 3-2 2
e 0 0 3
(D8) 1 N
D8) ___~  9(3-2i)3
23—z 2B
— 3

Im Allgemeinen ist es mihsam, die Determinante durch Amdueg der Eigenschaften der
Determinanten-Funktion zu bestimmen. Wir wollen dahee @tbglichkeit kennenlernen, fir
eine gegebene Matrix eine Berechnungsformel fiir die ziiggd Determinante zu entwickeln,
den Entwicklungssatz von Laplace. Dabei kommt folgendehilikczum Einsatz: Das Aus-
gangsproblem der Berechnung einer< n-Matrix (n > 2) wird auf die Berechnung von
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(n — 1) x (n — 1)-Matrizen zurtickgefuhrt, dann, falls erforderlich, alié Berechnung von
(n —2) x (n — 2)-Matrizen, usw. FUR x 2-Matrizen merken wir uns schlielich eine explizite
Formel und brechen somit die Ruckfiihrung spatesteng kel-Matrizen ab.

Wie werden nun die Matrizen verkleinert?

Definition 2.7.6. Sei A € Mat(n x n,C) undi,j € {1,...,n}. Dann heif3t

j-te Spalte
Ay - Alj con Al
AP = |- An Ayj A | e zeite
Agq - A i Apn

Streichungsmatrix. Offenbar istAS™™ € Mat((n — 1) x (n —1),C).

Stattdessen

Satz 2.7.7 (Spaltenentwicklungssatz von Laplace)
SeiA € Mat(n x n,C),n > 2. Dann gilt

n
det(A4) = ) (—1)"7 - Ay - det (A7) .
=1
Dies nennt man Entwicklung der Determinante vbnach derj-ten Spalte.

Bemerkung 2.7.8. Prinzipiell besteht die Wahlfreiheit, nach welcher Spaawickelt wird.
Es ist jedoch ratsam, Spalten zu bevorzugen, die moghdbkst Nullen enthalten, da dann von
vornherein ganze Summanden entfallen und der Rechenadifsuakt.

Beispiel 2.7.9.Der Entwicklungssatz liefert im Speziellen eine explizgéerechnungsformel
fur Determinanten voB x 2-Matrizen. Hierfur entwickeln wir

A= (Z Z) € Mat(2 x 2,C)
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einmal nach det. Spalte:

2
det(A) = > (=1)"*- Ay - det (A7)
=1
= (=)' Aqq - det (ATF) 4+ (1)1 Agy - det (ASY)

= adet (7] —eoder (11)
= a-det(d) —c-det (b)

= ad — cb.
Die Determinanten-Formel fir< 2-Matrizen merken wir uns: Man bilde das Produkt der Haupt-
diagonalelemente - d und subtrahiere das Produkt der Nebendiagonalelenaerite

Beispiel 2.7.10.Bei der Spaltenentwicklung der Determinante von

01
A=11 1
2 3

N D

entscheiden wir uns bewusst fur die erste Spalte, da irmreEntrag eing vorkommt. Es gilt

3
det(4) = > (—1)"" Ay det (A5")
i=1
= (=)' Aqy det (ATF) + (—1)*T Aoy det (A5Y) + (—1)3T Agp det (A5YT)

= 0-det 7 1] —1-det ; + 2 - det
3 4 3 4

1 1 1 4
= 0det<3 4>—1-det<3 4>—i—2 det<Z 1>

= 0-(i-4-3-1)—1-(1-4=3-0)+2-(1-1—4i-4)
= —(4-3i)+2-2
= 3i.

Bemerkung 2.7.11. Die bei der Laplace-Entwicklung auftretenden Vorzeicken)i*/ bilden
ein Schachbrett-Muster. Etwa im Fall eirex 5-Matrix muss man sich somit die Vorzeichen
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nicht gesondert tiberlegen:

I+ 1+
I+ 1+
I+ |+
4+ 1+
I+ 1+

_|_
+
_|_

Determinanten-Eigenschaft (D1) besagt, digdinear in jeder Zeile ist. Au3erdem gilt:

Folgerung 2.7.12
det ist linear in jeder Spalte, d.hiif Spaltenvektorer, ... ,an,a],aj e C"und A =
(at,...,ay) gilt

det (at,..., A aj,...,a,) = A-det(ai,...,a;,...,an) und
det(al,...,aj—{—a;-,...,an) = det(al,...,aj,...,an)—}—det(al,...,a;-,...,an).
Beweis.

Die Laplace-Entwicklung nach dgften Spalte liefert

det (ar,..., A aj,...,ap) = Z(—l)”j-)\-Aij-det(A?jtr)
i=1

= A Z(—l)iJrj . Aij - det (AZS]tr)

= A-det(ai,...,aj,...,ay).

Ay Al
Analog erhalten wir furd := (al, ces it al, ,an> mita; = : [,aj=| :
Ap; Al
det (A) = SO(=1)" - Ay - det (AF7)
=1
= D (=) (Ay + Ajy) - det (AT)
i=1
— Z( )Z+j A . det AStr Z Z-‘rj -det (Asztr)
i=1

= det(ai,...,a;,...,a n)—i—det(al,..., j,...,an).
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d

Warum heil3t der Entwicklungssatz fur Determinanten diggnSpaltenentwicklungssatz? Gibt
es auch einen Zeilenentwicklungssatz? Ja tatsachliolgibees. Folgende Operation vertauscht
die Zeilen und Spalten einer Matrix.

Definition 2.7.13. Zu A € Mat(m x n,C) hei3t die MatrixA® € Mat(n x m,C) mit den

Eintragen
(At)ij = Ajq

Transponierte von A.

1 2 3 L
> € Mat(2 x 3,C) ist A* = | 2 € Mat(3 x 2,C).
3

3 1 4

S = W

Beispiel 2.7.14.Zu A = (

Satz 2.7.15
Fir alle A € Mat(n x n,C) gilt det (A") = det (A).

Beweis.

Die direkte Rechnung hierfir wird enorm grof3. Der Nachwetdagt daher einen auf den ersten
Blick ungewdhnlichen, auf den zweiten Blick aber Uberaleganten Weg ein.

Zunachst definieren wir digmneue” Determinanten-Funktion

det : Mat(n x n,C) — C  durch die Vorschrift  det (4) := det (A").

Wir zeigen nun, dasdet genau die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) einer Determgra
Funktion erfiillt. Da die Funktioket nach SatZ(2.712) eindeutig ist, folgt dadet = det, also
fur jedesA € Mat(n x n,C) :

det (A) = det (A") .

Prifen wir also nach, daskt die definierenden Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) den

erfullt:
Zu (D1): Wir mussen zeigen, dadst linear in jeder Zeile ist.

119



2 Matrixrechnung

Nach [Z.Z.IP) istlet linear in jeder Spalte. Die Abbildung — det (A) = det (A") bildet nun
aber gerade die Zeilen voh auf die Spalten voni? ab. Somit istdet linear in jeder Zeile.

Zu (D2): Wir zeigen, dass diébereinstimmung zweier Zeilen ia danndet (A) = 0 nach sich
Zieht.

Sei alsoA eine Matrix mit zwei gleichen Zeilen. Dann besitat zwei gleiche Spalten und es
gilt rg (A") < n. Nach (D9) ist dies aquivalent ziet (4) = det (A*) = 0.

Zu (D3): Es gilt

t

1 0 0 1 0 0 1 0 0
Gl L] ] e ©),
e e 0 e a0 e 0
Insgesamt folgt somifet (A) = det (A) = det (A?) fur alle A € Mat(n x n,C). O
1 0 0
Definition 2.7.16. Die Matrix 1,, := 0 heitn x n-Einheitsmatrix.
0 0 1
Satz 2.7.17 (Zeilenentwicklungssatz von Laplace)
SeiA € Mat(n x n,C), n > 2. Dann gilt:
n . .
det(A) = (=1)" - Ay - det (A5")
j=1
(Entwicklung nach dei-ten Zeile).
Beweis.
Wie wir wissen, istlet (4) = det (A*). Der Spaltenentwicklungssatz fiet (A*) liefert somit
die Behauptung. O

120



2.7 Determinanten

Beispiel 2.7.18.Wir betrachten wiedeA = und entwickeln nach der. Zeile:

N = O
Lo = =
> =

detA = 1)1 Ay det (ATY)

\Mw

_ ( )1+1A11 det (AStr) ( )1+2A12 det (AStr) ( )1+3A13 det (AStr)

= 0-det E 1 —1-det| 1 1] +di-det| 1 ¢
2 4 2 3

7 1 1 1 . 1 4

= 0-det <3 4>—1 det <2 4>+z-det <2 3>

= 0-1-(1-4—-2-1)+i-(1-3—2-1)
= —2—{—2(3—22)

Wir arbeiten nachfolgend auf den Determinanten-Multilikns-Satz hin, welcher aussagt, wie
die Determinante eines Matrixprodukds B flir n x n-Matrizen A und B ermittelt werden kann
ohne die Multiplikation selbst durchzufiihren.

In Analogie zu Eigenschaft (D6) ziehen wir alis (2.7.15) die

Folgerung 2.7.19 5
EntstehtA aus A durch das Vertauschen zweier Spalten, sd(ﬁ;t(A) = —det(A).

Beweis.
Das Vertauschen zweier Spalten vdnist aquivalent zum Vertauschen zweier Zeilen véh
und es gilt

det ([1) ([E:B det (flt)
® o (i)

—det (A).

- 1 2 ~ 2 1\ . ~
Beispiel 2.7.20.Zu A = <3 4> undA = <4 3> sinddet (A) = —2 unddet (A> = 2.
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Bemerkung 2.7.21.Fir A € Mat(n x n,C) gilt genau danmg (4) < n, wennrg (A") < n.

Beweis.

Nach (D9) istrg (A) < n aquivalent zulet (A) = 0. Nach Satz[(2.7.15) ist damitet (4) =

det (A*) = 0. Dies ist wiederum nach (D9) aquivalentzgi( A") < n. O
Satz 2.7.22

Fur alle A € Mat(n x n,C) gilt rg (A) = rg (A4).

Der Nachweis hierfir ist ziemlich technisch. Wir verziehtdaher darauf.

Bemerkung 2.7.23. Alle Satze und Beweise bezuglich linearer Unabhangigkéc. (vgl. Ab-
schnit{2,2) gelten ohne Einschrankung auch fiir kompkadgen.

Lemma 2.7.24
SeienA, B € Mat(n x n,C) mitrg (A) < n. Dann existierenz,y € C" \ {0}, so dass

Ax =0 und ytA=0

gilt. Ferner ist
rg (BA) <n sowie  rg(AB) < n.

Beweis.
Istrg (A) < n, so sind die Spaltenvektoren, ..., a, € C" von

A= (ay,...,ap)

linear abhangig, d.h. es existiergp, ..., \, € C nicht alle gleich0, so dass

Aay+ ...+ \a, =0
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A1
gilt. Wahlenwirz = | : | € C™\ {0} und schreiben
An
A
Az = (ay,...,ay) Sl =Mar+ .o+ Aa, =0,
An
also ist
Az =0
und es folgt

(BA)x = B(Ax) = B0 =0.

HierbeiistBA = (¢1,...,¢,) Mitey, ..., ¢, € C™" linear abhangig. Folglich isig(BA) < n.
Ausrg (A) < n resultiert nach Bemerkunf(2.7121) zudeg(A") < n, d.h. die Spaltenvekto-
ren vonA' sind linear abhangig. Dies ist jedoch genau dann der Felywdie Zeilenvektoren
von A linear abhangig sind. Eine analoge Argumentation wie ebgibt einy’, so dasg’A = 0
gilt. Damit ist danncg (AB) < n. O

Satz 2.7.25 (Determinanten-Multiplikations-Satz)
Furalle A, B € Mat(n x n,C) gilt:

det (A- B) =det (A) - det (B).

Beweis.
1. Fall: Seidet (B) = 0.
Nach (D9) gilt dannrg (B) < n und folglichrg (AB) < n. Wiederum nach (D9) ist nun

det (AB) =0=det(A)-0.

Es folgt
det (AB) = det (A) - det (B).

2. Fall: Wir fixieren B mit det (B) # 0.
Wie im Beweis zu SatZ(2.7.15) definieren wir nun firr alles Mat(n x n, C) eine Funktion

det : Mat(n x n,C) — C durch die Vorschrift  det (A) = %éi)'
(§
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Wir zeigen wieder, dasget die Eigenschaften (D1), (D2), (D3) der Determinanten-Fionk
erfullt. Wegen der Eindeutigkeit vaiet folgt danndet = det.
Zu (D1): Wir mussen zeigen, dagst linear in jeder Zeile ist.

Teil 1: Sei
1 0 0
0
1 -
A= A A
1

.
0 0 1

=A

die Matrix, die durch Multiplikation def-ten Zeile vonA mit A € C entsteht. Dann resultiert

AB = A(AB),

also das Produktl B multipliziert mit A in deri-ten Zeile. Damit folgt aus (D1)

det (AB) — det (AAB) = \det (AB).
Ferner ist

det <AB) det (AB) N
et (B) et (p) et

Teil 2: Seiemay, ..., ay,,b1,...,b, € C™. Wir driicken das Matrixprodukd - B mit den Zeilen
at = (ai1,- - -, ain) von A und den Spalteh; von B fur i, j € {1,...,n} aus. Dies ergibt:

G (4) =
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Fira}, a € C" betrachten wir num; = a/ + o und erhaltef

aliby e atb,
A-B = |(af+a))' b - (aj+a]) by
at by e at b,
atby e alby,
= @) b+ @) b - (@) bp+ (af) bn
at by e at by
Far
aj aq
A= | (a)! und A" (a)*
, a'a
gilt folglich
det (A- B) =det (A"~ B) +det (A" - B) .
Somit ist

—~ _ det (AB)  det (A'B) +det (A”B)
det () =35 ~ det (B)
Zu (D2): Wir zeigen: DidJbereinstimmung zweier Zeilen iA ziehtdet (A) = 0 nach sich.

Hat A zwei gleiche Zeilen, so giltg (A) < n ebenso wieg(AB) < n. Nun ist nach (D9)
det (AB) = 0 und es gilt

= det (A') + det (A”).

&(A):%:O.

Zu (D3):
Es qilt
det (1,B)  det(B)

det (In) = =35 (B) ~ det (B)

= 1.

Insgesamt folgt somit

det (A) = det (4) = %{ZB))

®Man Uberlege sich hierzu, dass fir alle Matrizén A € Mat(m x n,C) gilt: (A1 + A2)" = A} + AL,
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fur alle A € Mat(n x n, C). Multiplikation dieser Zeile mitlet (B) liefert
det (AB) = det (A) - det (B).

O

In den komplexen Zahlen kann die Multiplikation mit# 0 stets durch die Division durch

z bzw. die Multiplikation mitz~! riickgangig gemacht werden, d.h. es gilt danm—! = 1.
Hierbei nennt marz—! auch das zw inverse Element. Fur eine bestimmte Teilmenge von
Mat(n x n,C) liefert uns der Determinanten-Multiplikations-Satz \lerghbare Moglichkei-
ten.

Definition 2.7.26. Eine Matrix A € Mat(n x n,C) hei8tinvertierbar, falls eine Matrix
B € Mat(n x n,C) existiert, so dass

AB=BA=1,

ist. Die Matrix B nennt marinverse Matrix zu A und erhalt das neue Symhat!.
Die Menge aller invertierbaren x n-Matrizen bezeichnen wir miGL (n, C). Dabei steht
GL fur General_linear undGL (n, C) heif3t auctallgemeine lineare Gruppe

Bemerkung 2.7.27.1st A € GL (n, C), so istdet (A) # 0 unddet (A™1) = #(A).

Beweis.
Es qilt
1 =det (1,) = det (A4- A1) =det (A) - det (Ail) .
Damit istdet (A) # 0 unddet (A1) = m. O
Lemma 2.7.28

Ist A € GL (n,C), so ist die inverse Matrixi—! eindeutig.

Beweis. .
SeienA~! und A~! inverse Matrizen zw. Dann gilt

AAT =1,
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Multiplikation mit A~" liefert
Al AAT =411,
——

—4in

und somit
Al =471

d

Welche Anwendungen fur Determinanten ergeben sich uns¥&ginnen mit linearen Glei-
chungssystemen. Ist € GL(n,C), so hat das LGS

Az=b (2.30)

genau eine Lésung. Sofern wir Kenntnis von der4inversen MatrixA~! haben, kann die
Gleichung [(2.3D) wie folgt nach aufgeldst werden:

A-x = b
sA A = AT
s,z = A 'b
sr = Alb.

Ob eine quadratische Matrid invertierbar ist, erkennt man daran, dbt(A) # 0 gilt. Die
konkrete Berechnung vaA—! kann man ebenfalls mittels Determinanten bewerkstelligen

Satz 2.7.29
SeiA € Mat(n x n,C). SeiB € Mat(n x n,C) definiert durch

Bij = (—1)i+j ° det (A]S;Dr) .

Dann gilt:
A-B=B-A=det(A4)-1,.

Ist A invertierbar, d.h. giltA € GL(n, C), dann gilt also:

1

-1 _
A= det (A)

- B.

Beispiel 2.7.30.Fur A = (CCL Z) erhalten wir

B = <+d —b> und det (A) = ad — be,
—Cc —+a
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also insgesamt

1 d b
A7l = . .
ad — be <—c a )

Beweis.

Zunachst zeigen Wi - B = det (A4) - 1,,.

1. Fall:

Die Diagonalelemente voA - B, d.h. die(i, i)-ten Eintrage sind gegeben durch

(A-B)y = ZAij - Bji
j=1

n

= Z(—l)i+j . Aij . det (AZS]tr)

j=1

2211 det (A).

2. Fall:
Furi # jist der(i, j)-te Eintrag vonA - B :

(A-B)iy; = ZAik'Bkj
k=1

= D (=DM Ay - det (A5F)
k=1

= > (=DM Ay - det (A3),
k=1

wobei A ausA4 dadurch hervorgeht, dass dige Zeile durch die-te ersetzt wird. Ferner konnen
wir A}Q?}j durchA;Q?,gr ersetzen, denn digte Zeile wird wird ohnehin im nachsten Schritt gestri-
chen. Wir erhalten somit

(A-B); = S(-1)F - Ay det (A5F)
k=1
2L 4o (1)
= ()7
da A zwei identische Zeilen hat. Also folgt - B = det (A) - 1,,.

Fur die GleichungB - A = det (A) - 1,, argumentiert man analog mit Spalten- statt Zeilenent-
wicklung. a
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Bemerkung 2.7.31.Im Falle eineDiagonalmatrix

A O 0
A=|"
Y0
0 0 M
gilt det (A) = A1 - ... Ay # 0 genau dann, wenk; # 0 fur allei € {1,...,n} ist. In diesem
Fall gilt
1
x 0O --- 0
At |V
: w0
0 0 x

Die Moglichkeit, inverse Matrizen auszurechnen, hilfifbé&onkreten Losen von LGS:

Satz 2.7.32 (Cramer'sche Regel)

Seienay,...,a, € C"und seiA = (ay,...,a,) € GL(n,C). Sei fernerb € C". Dann ist

r1
die eindeutige bisungr = | : | desLGS

In

A-xz=0b
gegeben durch
T — det (al, ey Ai—1, b, Aj41y-- - ,an)
L det (A)

Beweis.
Die Losung ist gegeben durah= A~! - b. Wir schreiben einerseits

T, = (Ail-b)

i
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= det Z 1) - det (A3") - b;. (2.31)
7=1

Mittels Determinanten-Entwicklung nach deten Spalte (und der Tatsache, dassid Spalte
b ohnehin gestrichen wird) gilt andererseits:

n

det (a1, .., @i 1,0, 4541, an) = Y _(=1)"7 - b; - det (A5} . (2.32)
j=1
Setzen wir[(2.32) iN(2.31) ein, so erhalten wir die Behangtdes Satzes. O

Beispiel 2.7.33.Wir betrachten das LG4 - x = b der konkreten Gestalt

0 1 = 1 1
1 2 1 zo | =10
2 3 4 I3 0
0 1 =z
Aus Beispiel [2.7.5) wissen wir bereifiet [ 1 ¢ 1| = 3i # 0. Somit istA invertierbar und
2 3 4
wir erhalten:
1 1 ¢
det |0 ¢ 1
0 3 4 (4i—3) 4
= 3 - 3
01 =2
det |1 0 1
2 0 4 -1-2 2,
T2 = - = — =30
31 31 3
011
det {1 ¢ O
230/ 1-(3-2) 2
= 3 - 3% 3"

Nun kommen wir zu zwei markanten Typen v®rx 2-Matrizen mit besonderer geometrischer
Bewandtnis.
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2.7 Determinanten

Definition 2.7.34. Eine Matrix der Form

__(cos () —sin(6)
Ry := <Sin @)  cos (8) ) € Mat(2 x 2,R)

mit 6 € R heilRtDrehmatrix .

Fur sie giltdet (Ry) = cos? (#) + sin? (0) = 1.
Ferner liefert die Multiplikation einer Matrix mit devraten Standard-Basis-Vektor stets deten
Spaltenvektor der Matrix, so auch hier:

cos(f) —sin(0)\ (1\ [cos(6)
sin ()  cos(0) 0)  \sin(9))’
cos(f) —sin(#)\ (0 _ [—sin(h)
sin(0)  cos(6) 1) \cos(9) )
€2
0
. . . . . (1> 1
Die geometrische Interpretation ist nun die 1 Ry - () =: v
folgende: wp = Ry - () I
Ry beschreibt eine Drehung im mathema- 0 0 -
tisch positiven Drehsinn (also entgegen dem —e : 21
Uhrzeigersinn) um den Winkél und Dreh- (0)
unkt 0
Abb. 49

Die Vektorenuvg undwy helfen bei der Interpretation des folgenden, zu Drehneireng ver-
wandten Typs von Matrizen:

Definition 2.7.35. Eine Matrix der Form

svi= (S22 2080 ) cvuianam

mit 6 € R heilRtSpiegelungsmatrix
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2 Matrixrechnung

Es giltdet (Sp) = — cos? (260) — sin? (20) = —1.
Sehen wir uns nun an, was die Anwendung yrauf die Vektorernyy undwg bewirkt. Mittels
der Additionstheoreme fr Sinus und Cosinus finden wir:

cos (20)  sin (26) cos (0)
So-ve = <sin (20) —cos (29)) ‘ (sin (9)>
cos (26) - cos (6) + sin (260) - sin (0
( )
0

< 5 o)
(cnte-con )2
<
<

)

—0
—0

sin (20) - cos (0) — cos (26) - sin (0

)
)
(
(

n
n

)

und analog:
S@ s W = —wWyp.

Somit wird vy auf sich undwy auf sein Negatives abgebildet. Ferner bilde}, wy} offenbar
eine Basis deR?, d.h. jedes: € R? kann als

T = A\vg + Aawy
mit A1, Ao € R dargestellt werden. Man rechnet leicht

Sp(xz) = Sp(A1vg + Aawy)
= A1Sp(va) + X2Sp(wp)
= )\1?}9 — )\ng

nach, womitSy genau die Spiegelung an der Actige vy beschreibt:

T2

SRy
~ .
N .
N .
~ E
\\ -
S /\1”09
VAN
/. RN
(] SO *)\2106
We >
Sp-x
I
Abb. 50
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2.8 Affine Abbildungen und affine Unterraume

Als weitere Anwendung von Determinanten wenden wir uns Maoberechnungen zu. Dies
macht folgenden vorbereitenden Abschnitt notwendig.

2.8 Affine Abbildungen und affine Unterr aume

Die hier gemachten Aussagen legen den Zahlkofpet R bzw. K = C zu Grunde.

Im Rahmen unseretlberlegungen zu Ldsungsmengen von LGS wurden Untervékiore
(UVR) thematisiert. In geometrischer Interpretation I&tel sich dabei diel-dimensionalen
UVRe desR? als genau die Ursprungsgeraden undgimensionalen UVRe deR?® als ge-
nau die Ursprungsebenen heraus. Ausgehend von UVRen leinaon eine Moglichkeit ken-
nen, auch solche Geraden bzw. Ebenen darzustellen, di& miight enthalten. Das Stichwort
hierbei ist,affin“. Dieser Begriff bedeutet sinngemal soviel wierwandt und beinhaltet im
Speziellen, dass gewisse Eigenschaften geometrischek®lgrhalten bleiben. GieRen wir die
Umgangssprache in eine mathematische Funktion, so komswtatsei heraus:

Definition 2.8.1. Eine Abbildung
F:K"— K™

hei3t genau danaffin, wenn es eid € Mat(m x n, K) und einb € K™ gibt, so dass fur

allex € K™ gilt:
Fx)=A-z+b.

Beispiel 2.8.2.Fur K = R undn = m = 2 realisiert die Rotationsmatriky die Drehung um
6 zunachst nur um den DrehpurtktSoll z € R? um einen anderen Dreh-Mittelpunki € R?
rotieren, so nehmen wir zunachst eine Verschiebung vogdrel/ in den Ursprung Uberfuhrt
wird, drehen danr um den Ursprung und verschieben wieder zuriick. In Formeln:

F(x) = Rg-(x—M)+M
— Ry-x—Rg-M+M
= A-z+b,

wobei nunA = Ry undb = M — Ry - M sind.
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2 Matrixrechnung

F(z)=Rp- (x—M)+M

Abb. 51

Ahnlich Iasst sich eine affine Abbildung fiir die Spiegeuan einer Achse formulieren, die nicht
durchO geht.

Kommen wir schlie3lich zur Verallgemeinerung von Geradeiimensionl und Ebenen in
Dimension2.

Definition 2.8.3. Eine Teilmengd/ C K™ heif’t genau danaffiner Unterraum, wenn es
einen UVRU, ¢ K™ und einz € U gibt, so dass

U={y+=z|yec U}

gilt.

Abb. 52

Im R? ist durch den UVRU, eine Ursprungsgerade und rbitein 1-dimensionaler affiner Un-
terraum gegeben.

Bemerkung 2.8.4. Stets sind UVRe zugleich affine Unterraume, umgekehrdggk jedoch im
Allgemeinen nicht.
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2.8 Affine Abbildungen und affine Unterraume

Bemerkung 2.8.5. Der UVR U, kann audJ durch Bildung der Menge aller Differenzenvekto-
renu — v fur u,v € U (zuriick-)gewonnen werden, d.h. es gilt

Up={u—v|uveU}.

Insbesondere ist damiify durchU eindeutig festgelegt.

Beweis.
,2" Sindu,v € U, so existiereny,y’ € Uy, so dass. = y + x undv = 3’ + z gilt. Somit folgt

u—v = (y+z)—(y +2)
_y/

= _|_(_

e Uy.

=Y
y+(=y)

.C" Seiy € Uy. Furz € U setzen wirng := y + x undv := 0 + z. Dann sindu, v € U und wir
erhalten

u—v = (y+z)—x
= y_

Somit isty von der Formu — v mitu,v € U. O

Bemerkung 2.8.6. Der, Aufpunkt‘ x eines affinen Unterraumes kann durch ein beliehiges
U ersetzt werden und ist damit insbesondere dirclicht eindeutidestgelegt. Fur jedes € U
gilt demnach

U={y+2|yelp}.

Beweis.

Zunachst ist/ = {y+x | y € Uy} per Definition. Nun setzen wit/’ := {y + 2’ | y € Up}
und zeigerU = U’.

.C“ Ist u € U, so existiert einy € Uy, so dass

u = y+x
= y +(z—2)+a
N N —
€lo €lo
—_—
€ Uo
Ug UVR

e U.

/

, D" Hier argumentiert man analog durch Vertauschen der Roltenz undz’. O
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2 Matrixrechnung

Definition 2.8.7. dim(U) := dim(Up) heif3t dieDimension des affinen Unterraumd’.

Bemerkung 2.8.8. SeiU ¢ K" ein affiner Unterraum. Dann igf ein UVR< 0 € U.

Beweis.
=" Klar nach Definition eines UVRs.
,<=": Wir wahlen z = 0 als Aufpunkt vonU und erhalterV = {y + 0 | y € Up} = Up. O

Beispiel 2.8.9.Hier noch einmal zur Zusammenfassung die wichtigen Falketer Anschau-
ung:
dim | affine Unterraumg Untervektorraume
1 Geraden Ursprungsgeraden
2 Ebenen Ursprungsebenen

Wie hangen affine Abbildungen und affine Unterraume zusan®m

Bemerkung 2.8.10.Ist U C K™ ein affiner Unterraum und isk’ : K" — K" eine affine
Abbildung, so ist auch
F{U)c K™

ein affiner Unterraum.

2.9 Volumina

In diesem Abschnitt verwenden wir Determinanten in geoisetiem Kontext, namlich zur Vo-
lumenberechnung. Um unnotige Wiederholungen und lissifjén Arbeitsaufwand zu vermei-
den, behandeln wir alle Dimensionen auf einmal. Dabei hatienins unter einem eindimen-
sionalen Volumen eine Lange, einem zweidimensionalenrdeh einen Flacheninhalt und ei-
nem dreidimensionalen Volumen das anschauliche Volumeasd{orpers im dreidimensiona-
len Raum vorzustellen. Die Theorie funktioniert aber auvghvblumina in Dimensior> 4.
Systematisch entwickelt man diese Theorie in der so geaamhalRtheorie einer mathemati-
schen Disziplin, die eng mit der Analysis und der Wahrsdiwikeitstheorie zusammenhangt.
Wir werden hier lediglich einige Eigenschaften der Volufiuektion benutzen ohne uns um die
Einzelheiten ihrer Konstruktion zu kimmern.

Legen wir zunachst fest, von welchen Mengen wir das Voluom@ersuchen werden.
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2.9 Wlumina

Sie,, die Menge den-dimensionalen reellen Kompakta, also

K, = {X CR"| X istbeschrankt und abgeschlossen
= {X CR"| X kompaki .

Hierbei bedeutet beschrankt, dasssich nicht ins Unendliche erstreckt, d.h.

es gibt einen Radiu® > 0, so dassX C Br(0) := {z € R" | ||z|| < R}

und abgeschlossen, dass der Raitdzu X dazugehort, als6X C X, d.h. jedest € R”, fur

das es eine Folger;) von Punkten aus gibt mit lim (z;) = x, muss selbst ziK gehoren,
1— 00

z e X.

Definition 2.9.1. Dasn-dimensionale Volumenist eine Abbildung
vol, : K, =& R
mit vol,,(X) > 0 fur alle X € K,,, so dass gilt:

a) vol,(W,,) = 1, wobei W,, = [0,1] x ... x [0,1] € R"™ der n-dimensionale Ein-

. . n-mal
heitswirfel ist.

b) IstX C Y, so giltvol,(X) < vol,(Y).
¢) Esgiltvol,, (X UY) = vol,,(X) + vol,(Y) — vol,(X NY) furalle X, Y € K,.

d) IstF : R" — R eine affine Abbildung, d.hf'(z) = Az + b mit A € Mat(n x n,R)
undb € R™, dann gilt fur alleX € C,,:

vol, (F(X)) = |det(4)] - vol,(X).

Die vierte Bedingung stellt sicher, dass sich das Volugmishtig“ verhalt. Bei Verschiebungen,
d.h.A = 1, andert sich das Volumen nicht. Strecken wir das Kompaktueine Richtung mit
dem Faktorr, so sollte sich das Volumen mitmultiplizieren.
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2 Matrixrechnung

So erwarten wir z.B. fUdet g (1) = 3, dass sich dag-dimensionale Volumen eines Recht-

ecks verdreifacht (Streckung i-Richtung mit dem FaktoB). Fir die Streckung in alle drei
2 00

Richtungen mit dem Faktd, d.h. furdet | 0 2 0 | = 8, wird sich das3-dimensionale Vo-
0 0 2

lumen verachtfachen, dertd = 8.

Definition 2.9.2. Eine TeilmengeX C R"™ der Form
X = {q—i—tlbl—i-...—i-tnbn ‘ iy € [0,1]}

fur eine Basig{by, ..., b, } vonR™ undq € R™ heiRtn-dimensionales Parallelotop

Beispiel 2.9.3.Furn = 2 erhalten wir im Allgemeinen ein Parallelogramm, im Falle= 3 ein
Parallelepiped.

/ 9 by /)_b2
/

Abb. 54

Fur die nun folgende Berechnung des Volumens kommen véimathit den Eigenschaften (1)
und (4) vonvol,, aus. Sei daz#" : R" — R", F(z) = Az + b die affine Abbildung mit

A = (by,...,by,) undb = ¢, wobeiby, ..., b, dasn-dimensionale Parallelotof aufspannen.

Mittels der Definition voni¥,, rechnet man leicht nach:

F(W,) = X.
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2.9 Wlumina

Damit folgt:
vol,(X) = vol,(F(W,))
D det(A)] - vol,(Wy)
2 Jdet(4)] -1
= |det(by,...,bp)].

Fur weitere Volumenberechnungen benotigen wir folgeviohbereitung:

Bemerkung 2.9.4.1st U C R"™ ein UVR der Dimensiom — 1, so konnen wir die Orthogonal-
Projektion P auf U in Matrixschreibweise notieren. Wir wahlen dazu einentmden normier-
ten, aufU senkrecht stehenden Vektorene R™ mit Fu3punkt in0, d.h. es solb 1| U sowie
|lv]| = 1 gelten. Damit bildet die Orthogonal-Projektidh deni-ten Standard-Basis-Vekter
auf

P-e; = e —(ej,v)-v
= € —UV; -0
ab. Also haben wir

P =(e; —vv,...,e, —vyv) € Mat(n x n,R)

und damit insbesondere

P-v = (eg—v1v)-v1+ ...+ (en —vpv) - vy
U1
— = (i)
vy
= —v
Un

= 0.
Fur Vektoren, die bereits i&f liegen, d.h. fur allec € U, also(x,v) = 0, gilt P - x = z, denn

P-x = (61—Ul’l})‘fl‘{'---"’(en_vnv)'xn
I

— ol = (v e gy

In =(v,z)=0
= XT.

Das folgende Lemma verallgemeinert die Tatsache, dasseatwaylinder der Hohe), wel-
cher dann lediglich eine Kreisscheibe in einer Ebendidfedarstellt, keinerleB-dimensionales
Volumen besitzt bzw. dieses glei6hist.
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2 Matrixrechnung

Lemma 2.9.5
Sei X € K,. SeiX ferner enthalten in einenin — 1)-dimensionalen affinen Unterraum
V C R™. Dann ist

vol,(X) = 0.

Beweis.

Mittels einer affinen Abbildung machen wir uns das Lebenhiisic und verschiebeX in eine
,gunstige* Lage. Verschiebungen sind affine Abbildungemder FormF'(z) = 1,, - = + b. Da
det(1,,) = 1 andern sie das Volumen nicht. Wir wahlérso, das® € F(V), d.h. F(V) ein
UVRist. DannistF'(X) c F(V).

Nun genligt esyol, (F(X)) = 0 nachzuweisen. Sei hierfil® € Mat(n x n,R) die Matrix der
Orthogonal-Projektion auf' (V'). Wir erhaltenP - x = z fur allex € F'(X) und es gilt zunachst

vol,,(F(X)) = wvol, (P(F(X)))
= |det(P)| - vol,(F(X)).
WegenP(R") = F(V) ist
rg(P) = dim(P(R"))
dim(F(V))
dim(V)

= n—1

< n
und damitdet(P) = 0. Mit diesem Ergebnis folgt
vol, (F (X)) = 0.

Dreiecke. Wir kommen nun z@-dimensionalen Voluminaoly(A) von DreieckenA.

bo
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2.9 VWolumina
Fr das entstandene Parallelogramm bekommen wir

|det (bl, b2)| = VOlQ(A U A/)
© volg(A) + volg(A”) — vola(A N A')
—_————
@33,
= voly(A) + vola(A").

Nun ist aberoly(A’) = vola(A), dennA’ geht ausA durch Drehung hervor. Wegelet (Ry) =
1 folgt somit:

VO]Q(A) = % ]det (bl,bg)‘

Beispiel 2.9.6.HabeA die Ecken<_1> , <1> , ( 2 ) . Wir nehmery = < 0

()

> und erhalten

Damit ist

1 1
VO]Q(A) = 5 ]det (bl,bg)‘ = 5

2 3 1 7

Die oben hergeleitete Formel eignet sich gut fur Dreiederen Ecken man explizit kennt.
Haufig kennt man jedoch nur Seitenlangen und Winkel. Washinaan dann? Betrachten wir
dazu das Dreieckh mit 0 < v < 7.

(o)
b
- Y
(o) ‘@)
a
Abb. 56
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2 Matrixrechnung

Ohne da2-dimensionale Volumen vor\ zu andern erreichen wir durch Verschiebung und

Drehung, dass die Ecken vaxidurch (8) (g) und

w0 = (0 ) @) - (i)

gegeben sind. Wir setzen in die Volumenformel ein und ezhalt

@) = lae (4 )

1
= 3 |absin(~)]| .

Wir kdnnen nun also da&-dimensionale Volumen eines Dreiecks, von dem wir die zvedi S
tenlangena, b und den eingeschlossenen Winkele (0,7) kennen, nach folgender Formel
berechnen:

voly(A) = 2absin(y)

b

Im Spezialfall rechtwinkliger Dreiecke mit = 7 ergibt sich: a V

Abb. 57

volp(A) = 2

Daraus erhalt man fur ein beliebiges Dreieck

A
AT A,
— a1 } a2 |
—a=a; +ayg ———
Abb. 58

eine Flachenformel in Termen der Grundlange und der Hohe

VO]Q(A) = V012(A1 U Ag)
= V012(A1) + VO]Q(AQ) — VOlQ(Al N Ag)
——

=0

. alh agh
T2 2
_ah
= 7,
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2.9 Wlumina

also:

vola(A) = Lah

Regelm aRRige n-Ecke.

(0

Abb. 59

Wir betrachten das-Eck E(r,n) und bemerken zunachst:

Abb. 60

Mittels der Formel fiir dag-dimensionale Volumen dieses Dreiecks erhalten wir:

voly (E(r,n)) = nr? sin (2)

2 n

Kreisschreiben.  Wir approximieren dag-dimensionale Volumen der Kreisscheibe von in-
nen und von auf3en.

Dazu beschreiben wir zunachst der Kreisschreibeneklck

E(r,n) ein und erhalten eine untere Schranke fur den Flachen-
inhalt.

Abb. 61
Fur das einbeschriebemeEck gilt E(r,n) C D(r) fur allen, also

Q)
vola(D(r)) > wvolg (E(r,n))

nr? . <27T>
= — .sin|—].
2 n
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Unser Wissen Uber das Verhalten von Limites und Grenzwémtiegt uns hier wie folgt weiter:

voly(D(r)) > mn<2§-gnnC%>>

r 2
. sin (x
= Tr hm( ( )>
z—0 xT
| S
=1
= 2.

Eine untere Schranke fiioly(D(r)) ist somit durchrr? < voly(D(r)) gegeben. Finden wir

auch als obere Schranke?, so istvoly(D(r)) = 7r2.

Fur das umschriebene-Eck E(r,,n) erhalten wir aus der
Beziehungeos (%) = ;- die Gleichungr,, = COSE%).

Wir bekommen

voly (E(rp,n)) = 7n‘sm <27r>

Aus E(ry,,n) D D(r) folgt nun
volo(D(r)) < wvols (E(rp,n))

also

21\ 2
5)
sin (z) 1
= 7r
L (eos(3))
1 ~-
= 7
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2.9 Wlumina

und insgesamt:

voly(D(r)) = 7r?

Ellipsen.  Vom Inhalt der Einheitskreisscheilig(1) ausgehend, betrachten wir Gebiete, wel-
che von Ellipser€ (a, b) mit den halben Hauptachsenlangeond b berandetet werden.

Abb. 63

Hierzu wird D(1) in z1-Richtung um den Faktar und inzo-Richtung umb mittels
a 0
1= 0)

vola (E(a,b)) = |det(A)| - vola(D(1))

= ab-m,

gestreckt. Wir erhalten

also:

‘Volg(E(a,b)) = a-b-ﬂ‘
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2 Matrixrechnung

2.10 Eigenwerte und Eigenvektoren

Meistens kann man einer Matrix nicht auf Anhieb ansehen,siageometrisch beschreibt. So
sahen z.B. die Spiegelungsmatriz€nauf den ersten Blick recht kompliziert aus, obwohl die
Achsenspiegelungen, die sie beschreiben, geometrisécke Abbildungen sind. Es ist also

winschenswert, ein Verfahren zu entwickeln, das es uasit#tl gegebene Matrizen besser zu
.verstehen“. Dazu dienen Eigenwerte und Eigenvektoren.

Es stehe wiedeK fur R oderC.

Definition 2.10.1. Sei A € Mat(n x n, K). Ein A € K heildt genau danBigenwertvon A,
wenn einv € K™\ {0} existiert, so dass

A-v=Av (2.33)

ist. Der Vektorv heifdt danrEigenvektor von A zum Eigenwert\.

LieRe mamw = 0 zu, so wirde die Eigenwert-Gleichurig (2.33) mit= 0 fur jedes)\ gelten.
Somit ware jede Zah\ Eigenwert und die Definition ware unsinnig.
Die Gleichung[(Z.3B) sagt aus, dass die Mattidlen Vektorv um den Fakton streckt.

Beispiel 2.10.2.Fur die uns wohlbekannte Spiegelungsmattix,5s undv = vy gilt

A-U = S.g-?)g Yo
= 1-wvg. -
o Abb. 64

Folglich istvy Eigenvektor vonSy zum Eigenwertl. Firv = wy erhalten wir

A-v = S.g-wg
= (—1)-?1},9.

Also istwy Eigenvektor vonS, zum Eigenwert-1.
Beispiel 2.10.3.Denken wir furK = R einen Moment tber die Drehmatrik = Ry mit 0 <
# < = nach. Offenbar bleibt die Lange eines beliebigen Vekteisder Drehung unverandert,

und der Bildvektor ist gerade um den Winkelvom Original weggedreht, zeigt also in eine
andere Richtung. Damit kann er insbesondere kein Vielfades Originals sein. Wir erwarten
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2.10 Eigenwerte und Eigenvektoren

also aufgrund dieser geometrischgherlegung, das®, keine Eigenvektoren und Eigenwerte
hat. Wir werden dies in Beispiel 2.10]119 genauer abklaren.

Beispiel 2.10.4.Fur eine Diagonalmatrix

A O 0
0o
A= A()‘la 7)‘n) =
0
0 0 M\,
beobachten wir
0
0
AN, s ) e = | A | =\ ek
0
0

Somit iste;, Eigenvektor vomA(\q, ..., \,) zum Eigenwert\; fur k& € {1,...,n}.

Woran liegt es nun, dass sich manchmatuweilen2 oder eben gar keine Eigenwerte ergeben?
Wir beschreiten einen systematischen Zugang und beginitdolgendem

Satz 2.10.5
Ist A € Mat(n x n, K)und sindvy, . . . , vx Eigenvektoren vorl zu paarweise verschiedenen
Eigenwerten\y, ..., g, dann sindvy, . . . , v linear unablangig.

Beweis.

Wir fihren eine vollstandige Induktion nach dem Indesurch.

Induktionsanfang: Ist = 1 und damitv; Eigenvektor zu\{, so istv; # 0 nach Definition, also
linear unabhangig.

Induktionsschritt: Gelte die Aussage wie oben furia N. Wir zeigen, dass die Aussage dann

auch furk + 1 gultig ist. Hierzu seinen, ..., v, 1 Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen
Eigenwerten\y, ..., A\x11. Wir Uberprufen, dass num, . .., v;41 linear unabhangig sind, also
dass aus

a1v] + ...+ Qg1+ =0 (2.34)
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2 Matrixrechnung

dann
(Xl:...zaqul:o
folgt. Es gilt
0=A4-0 @) A- (ozlvl + .. 'ak-l—lvk—i—l)
= a1 -Avi+... Ot Avk_H
@3) AU+ ..+ Oft1 )\k+1vk+1. (2.35)

Ferner erhalten wir aus Gleichurig (2.34) durch Multipligatmit ;. 1, dass

Akg1 @1V + o Apg1 - 1V = 0. (2.36)
Nun liefert Subtraktion der Gleichung_(2]36) vén (2.35)
0=aq- ()\1 - )‘k-i-l) v+ g ()\k - )‘k-i—l) * Uk, (2.37)

wobei der letzte Summang, 1 - (A\g+1 — Ak+1) - vp+1 gerade weggefallen ist.
Da nach Induktionsvoraussetzung . . ., v linear unabhangig sind, verschwinden in der Line-
arkombination der Gleichung (2137) alle Koeffizienten (\; — \x+1), d.h. es folgt

al'()\l_)\k—f—l) :“':ak'()‘k_)\k—i—l) :0,
S—— —
#0 #0
alsoa; = ... = oy = 0. Setzen wir diese Ergebnisse [n (2.34) ein, so verbleibt; v, 1 = 0,
also istay 1 = 0, da der Eigenvektor, . ; nach Definition nicht der Nullvektor ist. O

Folgerung 2.10.6
Da es imK™ hochstens: linear unabléngige Vektoren gibt, folgt aus dem Satz insbesondere,
dass eine Matrix4 € Mat(n x n, K') hochstens: verschiedene Eigenwerte besitzt.

Somit hat die MatrixA = Sy € Mat(2 x 2, R) genau die beiden Eigenwerteund —1.

Als Vorbereitung fur die konkrete Berechnung der Eigerteremer Matrix machen wir folgende

Definition 2.10.7. Ist A € Mat(n x n, K) und € K, so heif3t
Eig(A,\) :={v e K" | Av = \v}

Eigenraum von A zum Eigenwert\.
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2.10 Eigenwerte und Eigenvektoren

Zum Stichwort Eigenraume bietet es sich an, folgende ldtelicher Zusammenhange zu be-
merken:

Bemerkung 2.10.8.Eig(A, \) \ {0} = {Eigenvektoren vom zum Eigenwert\}

Bemerkung 2.10.9. \ ist genau dann Eigenwert, weiliig(A, \) # {0}, d.h. wenn der Eigen-
raum nicht trivial ist.

Bemerkung 2.10.10.Eig(A,\) ={ve K" | (A—X-1,)-v=0} =Lés(A - X-1,,0)
| —

eMat(nxn,K)
Bemerkung 2.10.11.Eig(A, \) C K™ ist ein Untervektorraum.

Bemerkung 2.10.12.Fur A\; # g ist Eig(A4, A1) N Eig(A4, \2) = {0}, denn wared # v €
Eig(A, A1) N Eig(A, \2), SO warenv, v insbesondere linear abhangig im Widerspruch zu Satz

(2.10.5).

Wenden wir uns zwei konkreten Beispielen zu:
Beispiel 2.10.13.Fir A = Sy erhalten wir
Eig(Sg,1) = {a-vy|a R} sowie
Eig(Sg,—1) = {a-wy|aeR}.
Ansonsten, d.h. fUk ¢ {1, -1}, gilt:
Eig(Sy,\) = {0} .

Deuten wir die beiden nichttrivialen Eigenraume einmairgetrisch:

T2
\
\
\
\ .
We Elg(S97 1) = RU@
Vg
0
P I
e \
~ \
-7 \ Eig(Sg, —1) = ng
Abb. 65
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2 Matrixrechnung

Beispiel 2.10.14.Die Matrix

konnte theoretisch bis zu drei Eigenwerte besitzen. $eédren wir\; = 1 und\; = 2. Sollten
das schon alle Eigenwerte sein? Wir bekommen

1 0
Eig(A,1)=<a- 0| +8-[1] |a,BER,
0 0

also einen2-dimensionalen Eigenraum. Eine hdohere Dimension trigeda@n hier nicht auf,
denn ein Eigenraum mit Dimensigrergabe bereits den gesami@hund alle Vektoren deR?
wirden somit auf sich abgebildet. Offenbar ist jedetk 15.

Wir erhalten weiter

0
Eig(A,2)=<a-[0] |a€eR
2

Wie fasst man die Tatsache, dass der Eigenivddppelt gezahlt wird?

Definition 2.10.15. dim (Eig(A, X)) hei3t geometrische Vielfachheitoder geometrische
Multiplizit at des Eigenwerts.

FolgendeUberlegung spendiert schlieBlich ein konkretes Verfatmamkonkreten Berechnung
von Eigenwerten. Isl € Mat(n x n, K), so gilt:

Aist Eigenwertvord < Los(A — A -1,,0) = Eig(A4,\) # {0}
& A — X1, ist nicht invertierbar
& det(A—X-1,)=0.

Definition 2.10.16. x 4(\) := det (A — X - 1,,) heiBtcharakteristisches Polynomvon A.
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2.10 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir sehen nun:
A ist Eigenwert vorA < x 4(A) = 0.

Beispiel 2.10.17.Uberpriifen wir unsere Eigenwerte fidr= Sj :

X Sp ()\) = det (Sg - A ]ln)

B cos (20)  sin (20) 10

= det <<sin (20) —cos (29)) N (O 1>>
B cos (20) — A sin (26)

= det < sin (26) —cos (20) — )\>

= (cos (20) — \) (—cos (20) — \) — sin? (26)
= A% —cos?(26) — sin® (26)

= A? — (cos®(20) + sin’ (20))

= X-1

= A=1\+1).

Tatsachlich sind die Nullstellen vogs, die bekannten Eigenwertg = 1 und X, = —1.

Beispiel 2.10.18.Fur die Diagonalmatrixd = A(A4, ..., \,) bekommen wir

A0 0 1 0 0

0o .. e 0
XAQL- A = det [ f T ol |- 0

0 0 A\, 0 -~ 0 1

M=)\ 0 0

= det 0
: . . 0
0 e 0 A=A

= M =A)e (n— ).

Alsoistxa(x;,..,.x,) (A) = 0 genau dann, wenn eine {1,...,n} existiert, so dass = \;, gilt,
d.h.A(A,...,A\,) hat genau die Eigenwerta, ..., \,.
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Beispiel 2.10.19.Greifen wir noch einmal die in Beispiel[ 2.10.3 diskutierterehungen auf.
Fir A = Ry ist zunachst

) = ae (S ) (3 0))
= det <CO:n29) ’ co_s(S;I)I(E)Q
- (cos(e) A)? + sin®(6)

— —2cos(f) - A+ cos?(0) + sin?(0)
0)-A+1.

= — 2cos
Die Nullstellen vony r, sind nun gegeben durch
A12 = cos(f) £ /cos?(6) — 1,

jedoch ist filr0 < § < « der Ausdruckcos?() — 1 < 0 und somit sind\; und A\, nicht reell.
Drehmatrizen haben also keine reellen (wohl aber kompleiggnwerte und Eigenvektoren.

Bemerkung 2.10.20.Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitztfie C jeden x n-
Matrix Eigenwerte.

Auf demUbungsblatt 13 behandelten wir ahnliche Matrizen, zun&tung:
Fur A, B € Mat(n x n, K) heiBtA genau dan@hnlich zu B, wenn es eiff” € GL(n, K) gibt,
so dass

B=T -A-T!

gilt. Setzt manB als Diagonalmatrix an, welche genau die Eigenwerte xaals Diagonalele-
mente besitzt, so offenbart sich ein interessanter Zusaninamg zwischen dekhnlichkeit von
Matrizen und dem Konzept von Eigenwerten und Eigenvektoren

Satz 2.10.21
SeiA € Mat(n x n, K). Dann sindaquivalent:

1. Es gibt eine Basis voR™ bestehend aus Eigenvektoren.

2. Esgibteill’ € GL(n, K),sodassl’"- A-T~! = A(\, ..., \,) gilt, d.h. A istahnlich
zu einer Diagonalmatrix.
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2.10 Eigenwerte und Eigenvektoren

Beweis.
S(1) <= (2)"
SeiT € GL(n, K), so dasg’ AT~ = A()\y,. .., \,) gilt. Durch Umstellen erhalten wir

A=T1 A, 0) - T.

Furk € {1,...,n} setzen wir nuny, := T~ 'e,. Da die Standard-Basis-Vektoren, ..., e,
linear unabhangig sind urid—! invertierbar ist, sind auchy, . . . , v, linear unabhangig. Folglich
bildenwy, ..., v, eine Basis vork™ und es gilt

Av, = Tﬁl-A()\l,...,)\n)-T-Til-ek
= Tﬁl-A()\l,...,)\n)-ek

= TV N\ e
= M- 71, ek
= A Ug,
womit v, wie verlangt furk € {1,...,n} Eigenvektor ist.
.(1)=(2.)"
Seinun{vy,...,v,} eine Basis vorKK™ aus Eigenvektoren, d.h. geltev, = A\ vy fur allek €

{1,...,n}. Damit ist sicherlich(vy, . .., v,) € GL(n, K), womit wir T := (vy,...,v,) " €
GL(n, K) setzen konnen. Es bleibt zu zeigen, d&s$7—! eine Diagonalmatrix ist. Hierfiir
prufen wir nach, dass dureh Eigenvektoren gegeben sind. Es gilt
TAT '.e, = T - Av
T - \pvg
YN AR
= MT-T ey
= A e,

also
TAT ' =AM, ..., \).

Definition 2.10.22. Sind (1.) bzw. (2.) erfullt, so heif# diagonalisierbar.

Bemerkung 2.10.23.Der Beweis von Satz 2.10.21 zeigt folgendes: Kennen wiefiie dia-
gonalisierbare Matrix4 die Matrix T € GL(n, K) und die DiagonalmatribA(Aq, ..., \,), SO
dassTAT—' = A(\y,..., \,) gilt, so kennen wir die Eigenwerte vafi, namlich\q, ..., \,
und die Eigenvektoren vod, namlich die Spalten voii—.
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2 Matrixrechnung

Beispiel 2.10.24.Fir K = R und A = Sy wurde aufUbungsblatt 13 nachgerechnet, dass
RySoR_g = Sy fur alle # € R gilt. Umstellen nach der Spiegelurfy an derz-Achse liefert

dann

1 O _
A(l,-1) = <O _1> =Sy = R_¢SeR_,,

d.h..Sy ist diagonalisierbar mil’ = R_,.

Beispiel 2.10.25.Fur reelle Drehmatrizen wissen wir, dass diese keinege&igenwerte bzw.
Eigenvektoren besitzen. Somit By auch nicht (reell) diagonalisierbar.

Beispiel 2.10.26.Fur A = G (1) € Mat(2 x 2,R) ermitteln wir die Eigenvektoren, d.h.
zunachst die Eigenwerte als Nullstellen des charakiseigtn Polynoms:

xa(A) = det(A—A-1,)

(o)1)

1—A 1
= det( 1 O—A)

= (1-XN-(=N)-1
= A -)-1

Die Eigenwerte vom sind also gegeben durch

1 /1
AMo=—=*x1/-+1
12=35 4+ ,

L +2\/5[7] und g = 1 _2\/5.

d.h.
Al =

Da A eine 2 x 2-Matrix ist und genau2 verschiedene Eigenwerte hat, idt diagonali-
sierbar. Offenbar sindig(A, A1) und Eig(A, A\2) weder0-dimensional noch2-dimensional
(da A # 1,). Folglich kommt hier nur die geometrische Vielfachhéiin (Eig(A, \;)) =
dim (Eig(A, \2)) = 1 in Frage. Ist nun: € Eig(A, \;), so gilt

<8> — (A=) )
- ()G

<(1 — )1y + 5132) ,

T1 — A\122

"Die Zahl 1£5 ~ 1,618 heiRtgoldener Schnitt
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2.10 Eigenwerte und Eigenvektoren

womit wir insbesondere; — A\jxo = 0 erhalten, d.hz; = A1xo. Also istxz von der Gestalt

<)\1x2> <)\1>
xr = = x99
T2 1

und damit muss der zA;, gehdrige Eigenraum

Eig(A, \) C {mg- <)‘11> | 29 € R}

erfullen. Wegerdim (Eig(A, A1)) = 1 = dim {t . <)‘11> |t e R} folgt

Eig(A, \) = {t- <A11> |te ]R}.
Eig(A, \y) = {t- (?) |te R}.

Damit bilden <A1> und <A2> eine Basis voiR? aus Eigenvektoren. Wir setzen

1 1
A1A
-1 _ (M A2
T _<1 1).

Analog bekommen wir

und ermitteln

Bemerkung 2.10.27 (Rezept zur Diagonalisierung)lst A € Mat(n x n, K) diagonalisierbar,
so findet man die Diagonalmatrix sowieund 7~ wie folgt:

1. Berechne das charakteristische Polynpinvon A.

2. Berechne die Eigenwerteg, ..., A\, von A (als Nullstellen vony 4). Damit haben wir
bereits die Diagonalmatrid (\q, ..., \,).

3. Berechne fur jeden Eigenwert den Eigenraliig(A, A\;) = Los (4 — A, - 1,,,0) (z.B.
mittels Gaul3-Algorithmus).

4. Wahle je eine Basis ausig(A, A\;) und setze diese zu einer Basis ..., v, von K"
zusammen. Dann it~ = (vy,...,v,).
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5. InvertiereT—! und erhalte s@".

Bemerkung 2.10.28 (Potenzieren diagonalisierbarer Matden). Welche Dienste kann uns
die Diagonalisierung einer Matrid erweisen? Man kann damit z.B. effizient hohe Matrix-
potenzend”* berechnen. Dazu schreiben wir einmal

A=T"1 AT,

wobeiA = A(Aq, ..., \,) ist, d.h. die Eigenwerta; von A stehen auf der Diagonalen van
Dann ist

AF = (T7'AT) - (T7'AT) ... (T7'AT) - (T7'AT)
k Faktoren
= T IAT-TIAT - ... . T 'AT .- T7IAT
=1 =1
= T7l.AFT

= T7 (A, )T
= T7L AN N T

n

11
10

R I R RO VEDY (M0
e T B G B G ]

Demnach gilt

Beispiel 2.10.29.Im Beispiel (2.10.26) fanden wir fill = < > = T~1.A-T die Matrizen

AF = r7loARLT
YRR A N2 YR A N R
1 0 X)) Vs\-1 X\
L N\ A 0N [T =X
VA 0 MJ\-1 X\
L R\ (A =
BERVR U WA GO PP

(RO VAR D Vo B LR PP YD s

B ﬁ( VP WU )
Beispiel 2.10.30.Sind alle quadratischen Matrizen diagonalisierbar? Neann z.B. fir

11
A= (0 1) € Mat(2 x 2,R)
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bekommen wir

xa(A) = det(A—A-1y)

1-A 1
= det( 0 1_)\>

= (1_)‘)27

also den Eigenwert; = 1 mit Vielfachheit2. Ware nunA diagonalisierbar, so missteahnlich
zuA(1,1) = 14 sein. Dies ist aber nicht moglich, da nur zu sich selbst ahnlich ist, denn fur
jedesT € GL(2,R) ist T1,T~! = TT~! = 1,. Also ist A nicht diagonalisierbar.

Beispiel 2.10.31.Fast jeder kennt das beriihmte Kaninchen-Populationsineate Leonardo
da Pisa, genannt Fibonacci, dem wohl berlihmtesten Matilemdes Mittelalters. In seinem
Modell gelten folgende Regeln:

e Es gibt genau ein Paar geschlechtsreifer Kaninchen imrekétmat.
¢ Jedes geschlechtsreife Paar wirft pro Monat ein weiteras Pa
e Jedes neugeborene Paar wird zwei Monate spater gesachnéatht

e Es gibt keine Todesfalle.

Die Mathematisierung dieser Regeln liefert die Fibonatatien f;, d.h. die Anzahl der ge-

schlechtsreifen Paare ilsten Monat, z.B,fi =1, fo =1, fs =2, f4 = 3, ..., fos = 46.368,
., feo = 1.548.008.755.920, . . .

Das rekursive Bildungsgesetz lautet

Jry2 = o1 + fr,

denn im(k + 2)-ten Monat kommen zu den bereits im Vormonat vorhandenechtezshtsreifen
Paaren fj.,1 viele) noch die neu geschlechtsreif geworc .

nen hinzu. Dies sind gerade so viele, wie zwei Monate \
her geschlechtsreif warerfy( viele). Die so definierte Folge
hei3t dannFibonacci-Folge Um nun jedoch etwa die4-te
Fibonacci-Zahlfs4 zu erhalten, rechnen wir eine ganze Wi
le.

Wir leiten jetzt eine geschlossene Formel fiir die rekudsiv
finierten Fibonacci-Zahlen her. Wie dies mittels der Matrix Abb. 66
potenz aus Beispiel (2.10J29) gelingt, sehen wir jetzt.

Sei( fi) die Fibonacci-Folge mify = 0 und f; = fo = 1 sowie fr12 = fr+1 + fk-
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Wir setzen den Vektow;, = <f’}+1> € R? an und finden durch Einsetzen
k

sowie
Wy _ (fk+2> _ (fk+fk+1> _ <1 1> (fk+1>
* Fet1 for 1 0)\ f
B 11
B 1 0)"
(Z10.29)

= Awy,

Damit folgt

) =

= A wp=A A wpo=...=A" w
= Ak-el

@z 1 (AT A0 AT AT
B ﬁ( e O i )

Loy
NCANPLEPY;

Die zweite Komponente liefert nun

also

m-an (-]

die Formel von Moivre-Binet. Erstaunlich ist die Tatsacti@ssf;. fur jedesk € N ganzzahlig
ist, obwohl; und )\, irrational sind. Wir wenden uns nachfolgead noch einmal naher zu.
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Der goldene Schnitt.

Abb. 67

Wir suchen Streckenlangenundb derart, dass

a a+b
b a
=2 = 1+é

b a

gilt. Wir setzen) := 7 und erhalter\ = 1 + %, alsoA? — XA — 1 = 0. Die linke Seite ist genau

X 4 aus Beispiel[(2.10.26). Eine Losung ist= \; = 1+—2‘/3 ~ 1.618, die sogenanntgoldene
Zahl. Sie gilt als besonders asthetisches Verhaltnis, z.8eifKunst aber auch in der Anatomie.

b
So kann die goldene Zahlim Sinne des Verhaltnigsagch am 1§
menschlichen Korper, d.h. beziliglich der Langenvénigde
Ellebogen-Handwurzel zu Handwurzel-Mittelfingerspitzevb
Ferse-Bauchnabel zu Bauchnabel-Haaransatz entdeckt wer- a

den.

Abb. 68

Wir wissen bereits: Fur Matrized € Mat(n x n, K) ist A € K genau dann Eigenwert von
A, wenny 4(A) = 0 gilt. Die Dimension des zu gehorigen EigenraumBig(A, \) tragt den
Namen geometrische Vielfachheit und wird manchmal auchugait( \) abgekirzt. Eine analoge
Konvention gibt es fur die Haufigkeit der Nullstellervon x 4.

Definition 2.10.32. Die Nullstellenvielfachheit vor\ als Nullstelle vony 4 hei3talgebrai-
sche Vielfachheitbzw. algebraische Multiplizitat von A. Abkiirzend schreiben wir fir sie

:ualg()‘)'

Die Vielfachheitenuge,(A) und puae(A) brauchen nicht tbereinzustimmen. Zum Beispiel wis-
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sen wir aus Beispie[ (2.10.80), dads= (é i) nicht diagonalisierbar ist und als Eigenwert

A = 1 mit p14(\) = 2 besitzt. Ferner isfige,(A) = 1, wie wir ausfihrlich diskutierten. Eine
allgemeine Feststellung hierzu (die wir an dieser Steltatribeweisen) ist Gegenstand von

Bemerkung 2.10.33.Fur jeden Eigenwerk einern x n-Matrix A gilt

1< ,ugeo()‘) < ,ualg()\)-

Sind ferner\q, ..., A die paarweise verschiedenen Eigenwerte ¥odann ist
Halg (A1) + .-+ praig(Ag) < 7.

Ist K = C, so gilt wegen dem Fundamentalsatz der Algebra sogar
Palg (A1) + .. F falg(Ar) = n.

Gilt schlieBlichiiaig (Aj) = pgeo(A;) furalle j € {1,...,k}, so istA diagonalisierbar.

2.11 Orientierungen und Vektorprodukt

Seienvy, ..., v, € R™ Zuweilen ist es sinnvoll auf die Reihenfolge der Basisvedtozu be-
stehen. Wir schreiben darny, . .., v,) statt{vi,...,v,}. Bekanntlich ist(vy,...,v,) genau
dann eine Basis vVoR", wennuy, . .., v, linear unabhangig sind, d.let (v1, ..., v,) # 0 gilt.

Qualitativ unterscheiden sich hierbei genau zwei Klassen:

Definition 2.11.1. Eine Basiq vy, . . ., v,) vonRR™ hei3t genau danpositiv orientiert, wenn
det (vy,...,v,) > 0 undnegativ orientiert, wenndet (v, ..., v,) < 0 gilt.

Beispiel 2.11.2.Die Standard-Basiey, . .., e, ) ist positiv orientiert , denn es gilt

det (e1,...,e,) =det(l,) =1>0.

Veranschaulichung.  Verschaffen wir uns eine anschauliche Vorstellung von dateBitung
des Konzepts der Orientierung im Falle kleiner Dimensionen

Furn = 1, also inRR, entspricht die Orientierung der Durchlauf-Richtung.
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2.11 Orientierungen und Vektorprodukt

negativ orientiert

Abb. 69

Firn = 2, d.h. imRR?, betrachten wir hilfsweise die Drehung
J o Ra— 905 (?) —sin gr%) _ 0 -1 7
2 sin (5) cos (5) 1 0
denn damit gilt fur, w € R? :
. 0 —1 U1 w1
oo = (15 () ()
. ) w1
o V1 ’ w9
= —VW1 + V1w

= det <v1 w1>
V2 W2
= det (v,w).

Die geometrische Interpretation kann nun direkt aus deS#tefarprodukts abgeleitet werden:

JvE JU:

v Z_<_ / v

(Jv,w) <0

negativ orientiert

Abb. 70

Die Orientierung in Dimensiof entspricht also dem Drehsinn.
Bevor wir uns noch dem Fall = 3 widmen, sind hier einige wichtige Eigenschaften der Orien-
tierung:
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Bemerkung 2.11.3.Die allgemeinen Eigenschaften der Determinante liefelgefade Aussa-
gen:

1. Vertauschung zweier Basisvektoren kehrt die Orientigmum.
2. Ersetzung eines Basisvektors durch sein Negatives d&h@rientierung um.

3. Streckung eines Basisvektores um einen positiven Fakt@it die Orientierung.

Bemerkung 2.11.4. Orientierungen sind sehr robust, d.h. bei kleifemderungen der Basis
bleibt die Orientierung erhalten. Genauer: Sind. .., v, : I — R stetige Abbildungen und
I C R ein (Zeit-)Intervall, so dasévi(t),...,v,(t)) fur jedest € I eine Basis ist, dann hat
(vi(t),...,va(t)) fur allet € I dieselbe Orientierung.

Beweis.
Die FunktionI — R mit ¢ — det (vi(t),...,v,(t)) ist stetig und verschwindet auf gatiz
nirgends, d.h. istimmer positiv oder immer negativ (vgl.iZ&ehenwertsatz aus der Analysis).

Firn = 3, d.h. imR3, entspricht die Orientierung der Handigkeit.

U1 U1

U T V2
—

—

U3 U3
negativ orientiert
Abb. 71
Das Vektorprodukt.  Im Allgemeinen ist fir Vektoren ddR™ keine Multiplikation definiert,

deren Ergebnis wieder ein Vektor ware. Nur fur Dimensioa 3 lasst sie sich wie folgt sinnvoll
definieren:

Definition 2.11.5. Sindv, w € R?, so heilt

VW3 — V3W2
VXW:i= | v3wp — V1W3
V1w2 — V2W1

dasVektorprodukt bzw.Kreuzprodukt vonv undw.
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Wie
V1
V2
U3

2.11 Orientierungen und Vektorprodukt

kann man sich diese scheinbar komplizierte Definition merken? Wir schreiben

w1
w2
w3

+ det <

VX W= —det<

+ det <

V2
U3
U1
U3
U1
U2

, Streichen die jeweils betrachtete Zeile und wenden daachthettmuster an:

S

w1

)

Bevor wir nun wesentliche Eigenschaften des Vektorpragluktersuchen, hier noch eine allge-
meine

Bemerkung 2.11.6.Sindz, y € R™, dann gilt

r=yoVzeR": (z,2) = (y,2).

Beweis.
»="1 Nichts zu zeigen.

,<=": Speziell furz = ey, qilt x, = (z,er) = (y, ex) = yi fur alle k. Es folgtx = y.

Satz 2.11.7
Fur alle v, 9, w,w, z € R3 und alle € R gilt:

1.
2.

~N o o1 b

(v X w,z) = det (v,w, 2)

vXw=—(wxwv)

(v D) xw=(vXxw)+ (DX w)

vX (w+w) = (vxw)+ (vxw)
(M) xw=A(vxw)=vx(Iw)

. v x w = 0< v,w sind linear abkangig

Lo X w Lo, w

vonR3.

. |[v x w|| = voly(P), wobei P das vornv undw aufgespannte Parallelogramm ist

. Sindv undw linear unablangig, so bildetv, w,v x w) eine positiv orientierte Basis
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Beweis.
Zul)
Es gilt
(v X w,z) = + det (UQ w2> 21 — det <Ul wl) - 29 + det (Ul
vz w3 v3 w3 U2
o v w2
Enty. nac det | v9 wo 29
3. Spalte
vz w3 23
Zu2)
Fur allez € R3 gilt:
(v X w,z) D et (v,w, 2)
= —det(w,v,2)
@ _ (w X v, z)

= (—(wxw),z).

Nach Bemerkund (2.11.6) folgtx w = — (w x v).
Zu 3.
Fur allez € R3 gilt:

(v+72) x w, z) @ det (v + 0, w, 2)
= det (v,w, z) + det (0, w, 2)

@ (v X w,z) + (0 X w,z)

= (vxw)+ (vxw),z).

Nach [2Z11.5) ist somitv + 0) x w = (v x w) + (0 x w).
Die anderen beiden Regeln folgen analog.

Zu4.))
Es gilt:
v,w sind linear abhangig < rg(v,w) <1

& rg(v,w,z) < 2furallez € R3
& det (v,w,z) = 0firalle z € R3
& (vxw,z) =0firallez € R®
& vxw=0.

Zub.)

Wir berechnen )
(v X w,v) D) det (v,w,v) =0.
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2.11 Orientierungen und Vektorprodukt

Hieraus folgtv x w L v. Firv x w L w argumentiert man analog.

Zu6.)

1. Fall:

Sindv, w linear abhangig, so folgt nach (4.) soferk w = 0, also||v x w|| = 0.
Ferner istP dann auch in einer Geraden d@%enthalten, also folgtoly(P) = 0.
2. Fall:

Sindwv, w linear unabhangig, so gilt

[vxw|* = (vxwvxw)

= det (v,w,v X w)

— vols (Q), (2.38)

wobei Q das Parallelepiped ist, welches vonw,v x w v * ¥

aufgespannt wird. Da nach (32)x w | v, w gilt, haben
wir sy
vol3(Q) = volg(P) - v x w|| . (2.39) . /

Einsetzen vor[(2.39) in(2.88) liefert schliellich

lo x w|[* = vola(P) - [lv x w,
——

£0
4)

also|lv x wl|| = vola(P).
Zu’.)
Zunachst einmal Uberlegen wir, dassv, v x w Uberhaupt linear unabhangig sind. Wir betrach-
ten hierzu
av + fw + y(v X w) = 0. (2.40)

und zeigerny = = v = 0. Es gilt

0=(0,v x w) 240 (

av + fw + y(v X w),v X w)
= a-(v,uoxw)+ G- (wvXxw)y+v-(vxwvXuw)
&) a-04+8-0+7v-(vXwvxw)
2
= 7 vxw|
—_———

£0
@)

und folglich isty = 0. Setzen wir dies inN{(2.40) ein, so kommt

av+ fw =0
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2 Matrixrechnung

heraus und da, w nach Voraussetzung linear unabhéangig sind, folgt auehs = 0.
Also sindv, w, v x w linear unabhangig, d.fiv, w,v x w) ist eine Basis voiR3,
Die positive Orientiertheit vofw, w, v x w) folgt aus

det (v, w,v x w) @) (v x w,vxw) = |lvxw|*>0.
O
Fassen wir zusammenx w ist der eindeutige Vektor iR, der auf der Ebene, die vanundw
aufgespannt wird, senkrecht steht, dessen Lange gleroH-tiicheninhalt des Parallelogramms

ist, welches vorv und w aufgespannt wird, so das$s, w,v x w) rechtshandig ist (d.h. eine
positive Basis deR? bildet).
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3 Vektorr aume

Viele Menschen sind
ungliicklich, weil sie nicht
abstrahieren konnen.

(Immanuel Kant,
Anthropologie in pragmatischer
Hinsicht)

Wir kennen uns bereits ziemlich gut ii®™ bzw. C™ sowie mit einigen konkreten Untervek-
torraumen aus, so etwa fiir = 3 mit den Ursprungsebenen iR?. In diesem letzten Kapitel
wenden wir uns einigen strukturmathematischen, eheralstr Sichtweisen zu.

3.1 Gruppen

Den Anfang soll das Konzept der Gruppe bilden. Gruppen fbsieeen, kurz gesagt, Rechen-
operationen (auf vorgegebenen Mengen). Jede Gruppe geestimmten Minimalanforderun-
gen, sogenannten Axiomen, welche von der Rechenvorselnfifiit werden muss, damit diese
vernunftig auf ihrer Tragermenge arbeiten kann.

Definition 3.1.1. Eine Gruppe ist ein Paar(G, o), wobei G eine Menge ist, auf der eine
Verknipfung

o:GxG — G
(91,92) + g10go,

so definiert ist, dass gilt:

1. Vg1,92,93 € G:g10(92093) = (91 092) 0 g3 (Assoziativitat)
2.dee GVgeG:eog=goe=g (neutrales Element)
3.VgeGIgleG:gogl=glog=e (inverses Element)
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3 Vektorraume

Wir haben bereits wie selbstverstandlich mit so einigenpBen und ihren Eigenschaften gear-
beitet. Der Fundus an Kandidaten ist daher gro3. Sehen wieunge Beispiel an und halten
fest, bei welchen Paaren es sich um Gruppen handelt und hexevenicht.

Beispiel 3.1.2.Bei den folgenden Strukturen handelt es sich um Gruppen:

Gruppe neutrales Elementt inverses Element
(Z,+) e=0 g l=—g
(Q,+) e=0 g =—g
@\ {0},) e=1 glt=12
(R, ) e=1 g1
(C,+) e=0 g =g
(C\{0},") e=1 glt=—g
(R,+) e=0 g l=—g
(R\ {0},) e=1 glt=—g
(GL(n,R),-) e=1, g~ = inverse Matrix
(SO(2),"):=({Rg |0 €R},") |e=Ry=1, R,'=FR_,
(0(2),-) == (SO(2)UO(2)",-) | e=Ry =1, R,'=R_gbzw.S; ! = Sy

Beispiel 3.1.3.Keine Gruppen sind dagegen:

Struktur verletzt Begrundung
(No, +) Axiom 3 | zug # 0 existiert kein inverses Element
Q,) Axiom 3 | zug = 0 existiert kein inverses Element
(R™,-) Definition | - : R~ x R~ — R stattR~
(Mat(n x n,R),-) Axiom 3 | nicht alle Matrizen sind invertierbar
(0(2)7,:):==({S | 0 € R},-) | Definition | - : O(2)™ x O(2)~ — SO(2) stattO(2)~

Eine Sonderform von Gruppen, bei der es nicht auf die Retthgafder Argumente ankommt,
ist die folgende.

Definition 3.1.4. Eine Grupp€ G, o) heif3t genau danabelschbzw.kommutativ, wenn gilt:

4.Y91,02 € G:g10g2 =920 (Kommutativitat)

Beispiel 3.1.5.Bis auf GL(n,R) fur n > 2 und O(2) sind alle Gruppen aus Beispi¢l (3.11.2)
abelsch.
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3.1 Gruppen

Wir fuhren zwei Mini-Beweise:

Bemerkung 3.1.6.In jeder Gruppe&Z gibt esgenau einneutrales Element € G, denn sind
e, € € G zwei neutrale Elemente, so gilt

e’ neutral ; e neutral
e = eoe = e.

Bemerkung 3.1.7.In jeder GruppeG gibt es zu jedem Element € G genau eininverses
Element, denn sind, &’ invers zuG, so gilt

h/:h'oe:h/o(goh)(é)(h/og)oh:eoh:h.

Wir haben nun das Konzept der Gruppen durchschaut. DieserdBegriff allein ist naturlich
noch nicht besonders erhebend. Der Nutzen wird erst rignkignnbar, wenn sich Funktionen
zwischen Gruppen finden lassen, welche die gutartige $irukéser Gruppen erhalten, d.h.
wenn bestimmte Abbildungen die Rechenregeln respektieren

Definition 3.1.8. Seien(G, o) und (H, x) Gruppen. Dann heif3t eine Abbildurfg: G — H
genau dantiomomorphismus, wenn fir alleg;, g» € G gilt:

f(g1092) = f(g1) * f(g2)-

Der Begriff Homomorphismus stammt aus dem Griechischen:
honbs gleich; morpte: Form.
Sehen wir uns hierzu einmal vier Beispiele an:

Beispiel 3.1.9.Sei(G,0) = (Z,+) = (H,x). Furf : Z — Z mit f(x) = 2 - z gilt dann

f@+y)=2-(r+y)=2-2+2-y= f(z)+ f(y)

Beispiel 3.1.10.Seien(G, o) = (R, +) und (H, *) = (R*,.). Fur f(z) = ® gilt

flaty) =V =c"e = f(x) f(y).
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3 Vektorraume
Beispiel 3.1.11.Seien(G, o) = (GL(n,R),-) und (H,*) = (R\ {0},-). Dann gilt fur f :
GL(n,R) — R\ {0} mit f(A) = det (A)

f(A-B)=det(A-B)=det(A)- -det(B)= f(A)- f(B).

Beispiel 3.1.12.Seien(G, o) = (R,+) und (H,*) = (SO(2),-). Fur f : R — SO(2) mit
f(0) = Ry gilt dann

f(0+0")=Rprg =Ry Ry = f(0)- f(0).

Die folgenden drei allgemeinen Eigenschaften von (Grugptamomorphismen entlocken obi-
gen vier Beispielen zahlreiche wichtige Resultate, dieakine das Wissen Uiber Gruppen zum
Teil muhsam explizit nachrechnen mussten.

Bemerkung 3.1.13.Sind (G, o) und (H, ) Gruppen sowi¢ : G — H ein Homomorphismus,
so gilt:
1. f(eq) = em, d.h. f bildet das neutrale Element véhauf das vond ab.

2.¥g€G: f(g7h) = (flg) "

3. Ist f bijektiv, dann ist auchf~! : H — G ein Homomorphismus.

Beweis.
Zul)
Zunachst einmal gilt

flec) = flecoec) = f(ec) * f(eq).

Nun multiplizieren wir die Gleichung von links mit dem ingen Elementf(ec)) ™" von f(eq)
und erhalten

= (fleq)) ' * flec) = (f(ec) ™" * (flec) = f(ec))
= ((f(eq) ™" * f(eq)) * flec) = em * f(ec) = f(eq).

€H

Zu2)
Wir berechnen

Fla™) « flg) = flg ™ o g) = flea) Een, (3.1)

,multiplizieren“ von rechts mitf(g)) " durch und bekommen

F@N™ = enx(F@) " E(Fg™) * £l9) * (f(9) "
Fla = (flo) = (flo) ) =flg ") xem = flg™")

170



3.1 Gruppen

Zu 3))
Sindh, b’ € H, sosindf~1(h), f~1(W') € G. Da f ein Homomorphismus ist, gilt dann

FUTHR) o f7HRN) = FUFTHR) * F(FTHR)) = hox I
Wenden wirf~! auf diese Gleichung an, so erhalten wir genau
Fm e sy = (o £ )
= (AU ) FUT )
I

= fH(hxl).
U
Fur die vorangegangenen Beispiele liefern die Aussagémi€l(3.):
| @19 | GI1I0) | @Il | @I
L)fO)= 12-0=0 V=1 det(1,) =1 Ry =1,
@)f(—z)=|2 (—z)=-2-2 | e®=2L | det(47}) = m R_,=R;!
(3. f nicht surjektiv | v (s.u.) | f nichtinjektiv f nicht injektiv

Im Fall von Beispiel [3.1.10) ist der Gruppenhomomorphisnfu: R — R™ mit f(z) =
bijektiv und besitzt die Umkehrabbildung

LRV =R mit 7 (y) = In(y),

welche dann ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus istfidt.ly, 4/ € R gilt die als Loga-
rithmengesetz bekannte Gleichung

In(y - ¢') = In(y) + In(y).

Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heil3t alghuppenisomorphismus Gibt es einen
Gruppenisomorphismus, so nennt man die betreffenden @&nigpmorph Sind zwei Gruppen
isomorph, so kann jede Rechnung in der einen Gruppe mit ldéf Isomorphismus in eine
entsprechende Rechnung in der anderen Gruppe uberseﬂHnNe

Die Gruppen(R, +) und (R*,-) sind g
reeller Zahlen auf die Addition reel

ler Zahlen zurtickgefuhrt werden. D3
hat man sich vor dem Siegeszug d
Taschenrechner auf Rechenschieb
zunutze gemacht. Sie haben eine lo- Abb. 73
garithmische Skala, mit deren Hilfe man Multiplikationeaddirch durchfiihren kann, indem
man Strecken aneinander legt (also eigentlich eine Addit@nimmt).
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3 Vektorraume

3.2 Korper

Definiert man auf einer Menge zwei Rechenarten,jgutten Eigenschaften und sorgt mit einer
weiteren Forderung fur deren Vertraglichkeit, so erlndn einen Korper. Dies ist aber nicht
etwa ein raumliches geometrisches Objekt, sondern:

Definition 3.2.1. Ein (Zahl-K ¢rper ist ein Tripel (K, +, ), wobei K eine Menge ist und-
sowie- Verknupfungen

+:KxK — K
(z,y) = z+y

sowie

- KxK — K
(:Uay) = x-y,

sind, so dass gilt:

1. (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Elentent
2. Sindz,y € K* := K \ {0}, soistauche -y € K*. (Nullteilerfreiheit)
3. (K*,-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Elenient

4. Ve,y,ze K:(x4y) - z=x-24+y- 2. (Distributivitat)

Korper zu sein, stellt eine echte Verscharfung da, wierdie doch ziemlich eingeschrankte
Auswabhl von einfach zu findenden Beispielen erkennen:lasst

Beispiel 3.2.2.(Z, +, -) ist kein Korper. Hier ist Axiom 3 verletzt, d.h. fir # +1 existieren
keine multiplikativen Inversen.

Beispiel 3.2.3.Bei (Q,+, ), (R, +,-) und(C, +, -) handelt es sich um Korper.

Beispiel 3.2.4. (Mat(n x n,R), +, ) bildet furn > 2 keinen Korper, da die Nullteilerfreiheit

verletzt ist, etwa gilt
0 0\ /0 0\ _ (0 0
10 10/ \0 0/
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3.2 Korper

Bemerkung 3.2.5. Ist K ein Korper, so gilt fir aller € K :

1. 0.z =0,denn

0O-2 = (0+40)-2=0-24+0-2
—0-2)+0-2 = —0-2)4+0-24+0-x
—_—
=0
=0 = 0-=z

(=) x4z = (—1—{—1)-30:0-:6(2

=(-1)-z = —x.

0

Beispiel 3.2.6.Wir betrachten nun den einfachsten Korper, den es gibt.i Blanente muss
ein Korper auf jeden Fall haben, namliclund 1. Tatsachlich kommt man damit bereits aus und
kann den Korpe(F2, +, -) bilden, wobei

0 1 <10 1
Fy :={0,1} sowie 0 1 und 010 O
1 0 110 1
ist. Es ist nicht schwer zu Uberprifen, dass die Korderag gelten. Dieser Korper ist auch
wichtig fur Anwendungen, beschreibt er doch die binarexchenregeln, die Computer intern

benutzen. In diesem Korper gilt z.B.1 = 1.

1

Bemerkung 3.2.7. Alle Erkenntnisse aus dem Kapitel Uber Matrixrechnungaliten fur Ma-
trizen mit Eintragen in einem beliebigen Korper ihre BjMeit. So gilt beispielsweise fir

11 11
A= (0 0) ,B = (1 0) € Mat(2 x 2,FFy), dass

11\ (11
o= o) o)

1o l41-1 1-141-0
0-140-1 0-1+0-0

<
- ()
(0 )
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3 Vektorraume

3.3 Vektorr aume

Korper abstrahieren das Rechnen mit Zahlen. Nun abstegthigir noch das Rechnen mit Vek-
toren. Dabei muss man zunachst festlegen, mit welcheredablh. mit welchem Koérper man

arbeiten will.

Definition 3.3.1. Sei (K, +, -) ein Korper. EinK-Vektorraum bzw. Vektorraum Uber K
ist ein Tripel(V, +, ) , wobei V' eine Menge ist und- sowie- Verknupfungen

+:VxV = K
(v,w) — v4+w
sowie
K xV — V
(Av) = Ao,
sind, so dass gilt:

1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
2.V, pe KYv,weV:

a) A+u)-v=Av+pu-v
b) \-(v+w)=A-v+A-w
¢) A-p)-v=A(u-v)
d1l-v=w

Beispiel 3.3.2.Wir kennen bereits Koordinaten-Vektorraurvie= K™ sowie Untervektorraume
V' C K™ jeweils Uber einem KorpeK . Insbesondere ist somiit = {0} ein Vektorraum.

Beispiel 3.3.3.Sei K = R. Dann ist

V = Rlz]
:= {Polynome mit reellen Koeffizientén
= {apz"+...+ax+ap|neNy&a; €R}

ein R-Vektorraum.
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3.3 Vektorraume

Definition 3.3.4. SeienV, W Vektorraume Uber demselben Korp€r Dann heil3t eine Ab-
bildung f : V' — W genau dantfinear bzw. Vektorraum-Homomorphismus, wenn gilt:

1. Vo, eV: flv+) = f(v) + f(v) (Additivitat)
2.V A e KYveV:f(A-v) =X f(v) (Homogenitat)

Die erste Bedinung sagt nichts anderes, als gass Gruppenhomomorphismus va@#, +)
nach(W, +) ist. Damit die zweite Bedingung sinnvoll ist, mussten wahgrstellen, dass beide
Vektorraume tiber demselben Korper definiert sind.

Beispiel 3.3.5.Die uns vertraute Multiplikation mit Matrizen stellt in diem Sinne gerade den
Prototyp fur lineare Abbildungen bereit. Ist= K™ undW = K™ sowieA € Mat(m xn, K),
soistf : V — W mit

v~ A-v

linear.

Beispiel 3.3.6.FUrV =W =R[z]ist f : V — W mit

d

p—= %P(U’U)

linear.
Beispiel 3.3.7.FurV = R[z] undW = Rist f : V" — W mit

D /p(:v) dzx
0
linear.
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