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Vorwort

Dies sind die Notizen einer sehr komprimierten Einfiihrung in charakteristische Klassen, die
ich einmal an der Universitit Hamburg und im Oktober 2006 am Max-Planck-Institut fiir
Gravitationsphysik in Potsdam gegeben habe. Ich danke Frank Pfiffle und Lutz Seeger fiir die
Erstellung der urspriinglichen Version des Skripts und Bernd Ammann fiir den Hinweis auf
einen subtilen Vorzeichenfehler.

Potsdam, Februar 2017
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1 Chern-Klassen

Das Ziel des Folgenden ist es - grob gesprochen - jedem Vektorbiindel £ — M f{iber einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit M Kohomologie-Klassen in der de-Rham-Kohomologie
H*(M;R) zuzuordnen, die die Nichttrivialitit von E messen.

Wir betrachten komplexe Vektorbiindel £ — M und setzen G := GL(n,C) und
g:= Mat(n,C) ( = C”z).

Definition 1.1. Eine polynomiale Funktion P : g — C heifit invariantes Polynom, falls fiir
alle X e gund alle T € G gilt:
P(TXT™") = P(X). (1.1)

Bemerkung 1.2. Zu (1.1) ist dquivalent:

P(XY)=P(YX) VX,Y eq. (1.2)

Beweis. Aus (1.2) folgt (1.1) wegen P(TXT™ ') = P(T"'TX) = P(X) fiir T € G. Fiir die
Umkehrung betrachten wir zunéchst Y € G, aus (1.1) folgt dann:

P(XY)=PXYXYY™"" =PYX).
Da G in g eine dichte Teilmenge ist, erhilt man mit der Stetigkeit von P, dass (1.2) fiiralleY € g

gilt. |

Beispiele fiir invariante Polynome sind die Determinante, P(X) = det(X), und die Spur, P(X) =
tr(X).

Bemerkung 1.3. Ist A eine kommutative C-Algebra, so induziert eine polynomiale Funktion
P : g — Ceine Abbildung P : Mat(n, A) — A.

Bemerkung 1.4. Fiir polynomiale Funktionen Q1,0 : g X ... X g — C sind dquivalent:

1. Q1 = O, als Polynome.

2. VX], cees Xk €g: Q](X],..., Xk) = Qz(X],...,Xk).
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3. Fiir alle kommutativen C-Algebren A gilt:
VA], ...,Ak € Mat(n, .7() . Q] (A], veey Ak) = Qz(A], ...,Ak).

Beweis. Die Schliisse 1. = 3. und 3. = 2. sind trivial und 2. = 1. folgt daraus, dass die
Charakteristik von C null ist. |

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und E — M ein (komplexes) Vektorbiindel vom
Rang n. Wir wihlen einen Zusammenhang V auf E. Den zugehorigen Kriimmungstensor be-
zeichnen wir mit R, d. h.

R(X,Y)s = VxVys—VyVxs —Vix ys.

Uber ,kleinen* offenen Mengen U C M kann man das Biindel E trivialisieren, d.h. es gibt
(glatte) Schnitte sy, ..., s, von E liber U, so dass fiir alle x € U die Vektoren s1(x),. .., s,(x)
linear unabhiéngig sind. Wir definieren C-wertige 2-Formen Qf auf U durch:

R(X,Y)s; = ZQ{.’(X, Y)s;.
J

Dass Q{ auch tatsichlich eine 2-Form ist, liegt daran, dass R in X und Y antisymmetrisch ist.

Wir fassen Q) := (Q{ ) als eine g-wertige 2-Form auf oder - anders ausgedriickt - als Matrix mit
Eintrdgen in der kommutativen C-Algebra der geraden C-wertigen Formen

A= AY(U) := {gerade C-wertige Formen auf U}.

Man bezeichnet Q als die Kriimmungsmatrix von V beziiglich der Schnitte sy, ..., s;,.

Lemma 1.5. Seien sy, ..., s, und 8y, ..., 5, Trivialisierungen von E iiber U mit Kriimmungs-
matrizen Q und Q, sei P:g— C ein invariantes Polynom. Dann gilt:

P(Q) = P(Q).
Beweis. SeiT: U — GL(n,C) die Transformation, die sy, ..., s, in §1, ..., §, tiberfiihrt. Dann ist
QX,Y)=T -Q(X,Y) - T~', woraus mit der Invarianz von P die Behauptung folgt. m]

Damit ist Py := P(Q) € A" (M) eine wohldefinierte Form auf M.

Beispiel 1.6. Es gilt
try = Ql + ...+ Q € AX(M),
dety = Z sgn(a) Q7D AL AQT™ e A(M).

oeS,
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Sei w die Zusammenhangsmatrix von V beziiglich des Rahmens sy, ..., s,, d.h. w = (a){ ) mit

szi = Zw(X){sj.
J

Lemma 1.7. Es gilt
a) Q=dw+w A w;

b) dQ=QANw—w A Q. (Bianchi-Identitdt).

Beweis. Seien X|, und Y|, Tangentialvektoren an M im Punkt p, die wir zu in p synchronen
Vektorfeldern X und Y fortsetzen, d.h. VX|, = VY|, = 0 und damit [X, Y]|, = 0. Dann gilt an
der Stelle p:

ZQ{(X, Y)s; = R(X,Y)s;
= VXVYsi - VyVXSi
= Vy Z wf (V)si) =V ( Z wf (X)si)
k
Z wf Nk (X) 51 - wf Xk () 51)
k,l
+ Z axwf Y) s — Bwa.‘ (X) sk)

= > (xl (1) = oy <X>+Z(w (Nl (X) - wf X)) (1))s;

J

= Z (dw! (X, Y)+Z (W] AWf)(X.D))s;.
J
D.h., es gilt
= dw{ +Zw£ /\wf.
k
Damit ergibt sich die zweite Gleichung:

dQ =d*w +dw Aw-w A dw
=0+ Q-wWAWAW-—WAQ—-wAw)
=QAw—-—wAQ. O
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Lemma 1.8. Py ist geschlossen, d.h. dPy = 0.

Beweis. Wir bezeichnen mit A;. den Eintrag der Matrix A € g in der i-ten Zeile und der j-ten

Spalte. Fiir die weitere Rechnung setzen wir P’(A){ .= 9

= -7 (A) und fassen diese Komponenten
J

zusammen zu P’(A):= (P’(A){) €q.

Zeige: [P'(A), A] = 0.

Bezeichne El] die Elementarmatrix, bei der alle Eintrdge null sind auer dem in der j-ten Zeile
und i-ten Spalte, der soll 1 sein. Weil P ein invariantes Polynom ist, gilt wegen (1.2) fiir alle i, j
und fiir alle f € R

P((1+1ED)A) = P(A(1 +1E))).
Wir leiten nun beide Seiten dieser Gleichung nach ¢ ab, zuerst die linke:

d , AP , AP .
ZP((A+tEDA) o= Y —(A)- (E/ - A)L = ) ——(A) - A
- P((1+EDA) I ;BAQ()(’ )i ;aAi() :

i
J

- Z AL P(A = (A P'(4)
k
Analog erhalten wir fiir die Ableitung der rechten Seite:
4 P(A(L+1E])) li=0 = (P'(A) - A)i.
dt ! B J
Daraus folgt P'(A) - A=A - P’(A), also die Zwischenbehauptung. v

Mit Lemma 1.7 und der Zwischenbehauptung folgt:
dPy = dP(Q)

opP ;
= Z]: 7 Q) A (d)!
=tr(P'(Q) A dQ)

=tr(PP(QAQAw-—P' Q) AwAQ)
=tr( QAP (QAw-P(Q)AwAQ).
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Setzen wir X = PP(Q) Aw = (X ]’:)i, j» und beachten wir, dass Q{ eine 2-Form ist und damit

Q{ A X]’: =X ]’ A Q{ gilt, so erhalten wir:

dPy =tr(QAX - X AQ)
:Z(Q;./\X{—X;/\Q{)
i
=Y (@A X! -Ql nxD)
i
=0.

Wegen Lemma 1.8 wird durch Py eine Kohomologieklasse definiert:

[Py] € H"(M;C).

Betrachten wir nun das Pullback-Biindel f*E von E — M beziiglich einer differenzierbaren

Abbildung f: N — M:

ffE——EFE
N —f> M
Der Zusammenhang V auf E induziert einen Zusammenhang f*V auf f*FE, der wie folgt charak-
terisiert ist: Ist w die Zusammenhangsmatrix von V bzgl. si,..., s,, so ist f*w die Zusammen-
hangsmatrix von f*V bzgl. sy o f,...,s, o f. Damit gilt fiir die Kriimmungsform:

OV =d(ffw) - fron ffw=fdo-wArw) = [

Daraus folgt: P(Q/"V) = P(f*Q) = f*P(€Q), und somit:

[Pyev] = f*[Py] € HY"(N;C).

Satz 1.9. Die Kohomologieklasse
[P(E)] := [Py] € H**"(M;C)
ist unabhdngig von der Wahl des Zusammenhangs V. Ferner gilt:

[P(f*E)] = f[P(E)].

Beweis. Seien V° und V' zwei Zusammenhdnge auf E. Wir betrachten X := M X R und die
Projektion 7 : X — M. Durch VO := 7*V% und V' := 7*V! werden Zusammenhinge auf

E := n*E (als Biindel iiber X) definiert.
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Wir definieren einen Zusammenhang V auf E. , indem wir fiir v € T,;, 1) X setzen:

Vos=(1- /l)ggs + 4 g‘l,s
Mitiy : M — X,m — (m, A) bezeichnen wir die Inklusion. Dann gilt auf E:

i"V=>1-)V+aV'

Da die Inklusionen iy und iy homotop sind, induzieren sie auf der Kohomologie diesselbe
Abbildung i, = ij:
[Po1] = i1 [P5] = ig[P5] = [Pyo].

Definition 1.10. Sei P(A) := det(1 + A). Dann heif3t

27rl

¢(E) := [P(E)] € H""(M;C)

die totale Chern-Klasse von E.

Hat A Diagonalgestalt, also

A 0
A= ,
0 An
dann erhalt man:
A4 0
P(A) =det|1+—
2mi
An
= 1
U ( 2mi )
s (g 3 )
= O-k ~ . 1’ DN n ’
i 2 2mi
wobei o die k-te elementarsymmetrische Funktion bezeichnet. Ist A diagonalisierbar und be-
zeichnen A4, ..., 4, die Eigenwerte von A, so liefert die Invarianz von P dieselbe Formel:

. 1
P(A):n(1+2—m,/lj).

J=1
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Und weil die diagonalisierbaren Matrizen eine dichte Teilmenge von g bilden,! liefert die Stetig-
keit von P eben diese Formel fiir alle Matrizen A € g. Setzen wir

1 1

k
1
Pr(A) := — Ay e — Ap | = | =— A1y d
k( ) O-k 27” 1s 927” i’l) (27_”) O-k( 1s > i’l)’

so bedeutet dies explizit:
Pp(A) =1
1
Pi1(A) = — tr(A)

2mi

1 n
P, (A) = (2—7”) det(A).

Definition 1.11. Wir nennen

ck(E) = [P (QF)] € H*(M;C)

die k-te Chern-Klasse von E.

Es gilt: ¢(E) = co(E) + ... + ¢, (E).

Satz 1.12. Seien E, E\, E> Biindel tiber M und bezeichne E* das duale Biindel zu E. Dann
gilt:

1. ¢(E1 ® E>) = c(E)) - c(Ey);
2. e (E*) = (=¥ (E);

3. Falls E| = E,, dann gilt c(E) = c(E»).

Beweis. 1. Sei V' ein Zusammenhang auf E;. Sei V der Summenzusammenhang auf E; @ E»,
d.h. fiir Schnitte s; in E; definiert man

Vx(s1 @ 52) := (Vis1) @ (V352).

ITatsichlich liegen bereits die Matrizen mit n paarweise verschiedenen Eigenwerten dicht und diese sind, wegen
des Satzes iiber die Jordan’sche Normalform, diagonalisierbar.
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Dann hat die Kriimmungsform von V die Gestalt

VI
av - Q 0
0 | Q%
Damit erhilt man:
1
1 1+ 5=QV ‘ 0
det (1 toe QV) = det 2 —
i
] VI ] V2
=det|{l+—Q -det|1+—Q" |.
2mi 2mi

2. Sei V ein Zusammenhang auf E und V* der davon induzierte Zusammenhang auf E*, d.h. fiir
nel(E*)und e € I'(E):

(Vxn)(e) = dx (n(e)) —n(Vxe).

Ist QY die Kriimmungsmatrix von V beziiglich s1, ..., s,,, dann ist die Kriimmungsmatrix von
V* beziiglich des dualen Rahmens 57, ..., s;, gegeben durch:

Qv =Y.

Damit ergibt sich:

1 * ] *
Zpk (—_QV ) = det (1 +—QqY )
T 2mi 27

1
=det|1 - —QY
e( 2. )

Tl

_ Cvkp (LA
_Zk:( 1 Pk(zm_Q )

3. Wir betrachten einen Biindelisomorphismus @ : E; — Ej. Sei V ein Zusammenhang auf E»,
dann wird durch V x =0 1 oVyodein Zusammenhang auf E; erklirt.
Ist QY die Kriimmungsmatrix von V beziiglich sy, ..., s,,, dann ist d~ie Kriimmungsmatrix von
V beziiglich des Rahmens @' o sy, ..., &1 o s,, gegeben durch: QY = QY. Damit gilt:

c(Ey) = [det(l + L_Qe)] = [det(l + L_QV)] = c(Ey). m]
27 27
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Lemma 1.13. Die Chern-Klasse ist reell, d.h.

c(E) € HY"(M;R) c H®*"(M;C).

Beweis. Wir wihlen ein hermitesches Skalarprodukt auf E und einen metrischen Zusammen-
hang V. Fiir einen orthonormalen Rahmen sy, ..., s, gilt dann:

WV (X), QV(X,Y)eun) ={Aeg| A" = -A}.

Das liefert:

1 1 1 —
det(l + %QV) = det(l + %QV) = det(l -5 QV)

= det(1 - ﬁ(QV)*) = det(1 + %QV).

Tl

Folglich ist die Form det(1 + % QY) reell. O

Bemerkung 1.14. Tatséchlich ist ¢(E) sogar im Bild H®*"(M;2) — H®*"(M;R), d.h. fiir
jeden glatten singulédren Zykel o gilt:

(eErion) = [ cmrez

g

wobei cg eine reprisentierende Form der Chern-Klasse c(E) ist.

Proposition 1.15. a) Ist E trivial, so gilt c(E) =1 € HO(M;R).
b) Ist E vom Rang n und besitzt k iiberall linear unabhdngige Schnitte, dann ist

¢j(E)=0 fiirallej>n-—k.

Beweis. a) Ist E trivial, so findet man auf E einen flachen Zusammenhang V. Die zugehérige
Kriimmungsmatrix Q ist iiberall null, und damit ist Py = 1.

b) Wegen der Voraussetzung gibt es ein triviales Unterbiindel £ ¢ E vom Rang k und ein
weiteres Unterbiindel F vom Rang n — k, so dass sich E schreiben lésst als

E=¢"aF.
Dann liefert Satz 1.12:

c(E) = c(e5) - c(F) = 1-¢(F) = c(F).
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Daraus und aus der Tatsache, dal c; (F) = O fiiralle j > rk(F) = n— k, folgt die Behauptung
b). ]

Im Folgenden bezeichnen wir mit ¢* immer das triviale Biindel vom Rang .

Beispiel 1.16. Wir berechnen die Chern-Klasse des komplexifizierten Tangentialbiindels
TcS" := TS" ® C der Sphire S ¢ R"*!. Das Normalenbiindel von S" ist ein triviales Ge-
radenbiindel, mit ¢! bezeichnen wir seine Komplexifizierung. Es gilt:

TCSn @81 — TR}'L+1|S" ®C — 8n+1.
Mit Satz 1.12 und Proposition 1.15 gelangen wir zu:
1 =c(e) = c(TeS") - c(e) = c(TeS").

Dieses Beispiel zeigt, dass c(E) auch dann trivial sein kann, wenn E nicht trivial ist.

Beispiel 1.17. Wir betrachten das tautologische Geradenbiindel iiber dem komplex-projektiven
Raum CPV:

yn = {(v,p) e CVNx CPN | v e p)
yn = CPY, (v,p) & p.

Vom trivialen Biindel CV*! x CPNY — CPV erbt E := y; ¢ CN*! x CP" eine hermitesche
Metrik und einen Zusammenhang V:

Zu einem lokalen Schnitt s : U — E sei v : U — CN*! die Funktion, so dass s(p) = (v(p), p)
fiir p € U. Bezeichne 7, : CN*! — p die Orthogonalprojektion, dann ist fiir X € T,CP":

VXS = (ﬂ'p(aXV)’p)
Sei zunédchst N = 1. Wir verwenden homogene Koordinaten:
CP' = {lz: Wl (zw) € C*\ {0,0}}

und setzen U := CP'\ {[1 : 0]}. Dann liefert die Abbildung C — U,z ~ [z : 1], einen
Diffeomorphismus. Wir betrachten den Schnitt

s([z:1]) = (f)

in E iiber U und berechnen:

9 [cz\ _
62(1)_0’

10



1 Chern-Klassen

Der Zusammenhang ist gegeben durch

Z

\Y —_— -,
1 +|z]?

s=0, Vas=

9 9
9z az

und der Kriimmungstensor ist bestimmt durch

R(i,i)s=vi( < -s):;-s.
97’ 9z 2z \ 1+ |z/? (1+ [z)2)?

Folglich gilt mit z = x +iy:

1 1
s Q=——"""—"=diNdz
2mi 27i (1 + |z)?)
1
= (dx —idy) A (dx +idy)
27i (1 + x2 + y2)?
1

= dx Ndy
m(1+x2+y2)?
Wir haben eine reprisentierende Form fiir die erste Chern-Klasse von E auflerhalb einer Null-
menge von CP! berechnet, bei Integration spielt die Nullmenge { [1 : 0] } natiirlich keine Rolle,
und wir erhalten:

(c1(E). [CP']) = Lol dx dy

2mi nJ (1+x%+y?)2

R2

2 o

C
1 r
- ———drd
ﬂff(1+r2)2 rae
0 0
r < du
2 —dr = — =1.
j‘(1+r2)2 " j; u?
0

Somit erzeugt c; (E) die ganzzahlige Kohomologie (als Ring, mit dem cup-Produkt).
Fiir N allgemein betrachten wir i : CP' < CP", die Inklusion als projektive Gerade. Es gilt
dann i*yy = y; und somit i*c;(yn) = c1(y1) # 0.

11






2 Additive und multiplikative Klassen

Wir behandeln nun Konstruktionsverfahren, die es erlauben, aus den Chern-Klassen neue, fiir
Anwendungen wichtige charakteristische Klassen zu bauen. Dazu zunichst einige algebraische
Vorbemerkungen.

Sei K ein Korper und R = R @ R! @ R?> @ ... eine kommutative! graduierte K-Algebra mit
Einselement 1 € R°. Der Terminus ,»graduiert** bedeutet hierbei, dass die R/ Untervektorriume
von R sind und dass R/ - R¥ ¢ R/*F gilt.

Definition 2.1. Sei
gx)=go+g -x+g x +-- €Klx]
eine formale Potenzreihe. Wir definieren einen zugehorigen Vektorraum-Endomorphismus

Ag 1 R — R durch
Ag(R) C R, Aglpi = (1) - j - g;.

ZuneNundc=14cj+c+---€ R=R'®R' & R*a. .. erhalten wir ein neues Element in
R durch die Vorschrift
ngo - 1+ Ag(log(c)).

Hierbei wird fiir die Auswertung von log(c) die Potenzreihenentwicklung

2 3
10g(1+y):y—y?+y?¢---

mit y = ¢} + ¢ + - - benutzt. Man beachte, dass dabei der Anteil von log(c) vom Grad j ein
endlicher polynomialer Ausdruck in cy, .. ., c; ist. Es treten also keinerlei Konvergenzfragen auf.
Aus den Eigenschaften des Logarithmus folgt, dass fiir n, r, ¢, ¢ wie oben gilt

(n+n)go-1+Ag(log(c-c)) =ngo-1+Ag(log(c)) +ngo-1+Ag(log(c)).

Wir wenden dies nun an auf den Fall K = R, R/ = H% (M, R), ¢ = ¢(E) die Chern-Klasse eines
komplexen Vektorbiindels E iiber M vom Rang n:

! kommutativ bedeutet hier wirklich kommutativ im konventionellen Sinn, dass ndmlich a - b = b - a fiir alle
a, b € R gilt, und nicht etwa ,,graduiert kommutativ”, was ein zusitzliches Vorzeichen involvieren wiirde.

13



2 Additive und multiplikative Klassen

Definition 2.2. Sei ¢ = ¢(E) die Chern-Klasse eines komplexen Vektorbiindels E iiber M
vom Rang n. Dann heif3t

ge(E) :=ngo-1+ Ag(log (c(E)))

die additive Klasse von E bzgl. g.

Aus den Eigenschaften der Chern-Klasse und der Konstruktion folgt direkt, dass g. natiirlich ist,
d. h. fiir glatte Abbildungen ¢ gilt

8c (¢*E) = ¢*gc (E).

Ferner erklirt sich die Bezeichnung ,,additive Klasse* aus
8c(E1 @ Ep) = g (E1) + gc(En).

Beispiel 2.3. Die additive Klasse bzgl. der Exponentialreihe

2

g(x):ex:1+x+%+...

nennt man Chern-Charakter von E. Hierfiir schreibt man ch(E) € H®*"(M,R).

Nach Definition ist die Komponente cho(E) € H O(M,R) der Rang von E. Wir berechnen
ch|(E) € H*(M,R) und chy(E) € H*(M,R). Dazu berechnen wir zunichst, unter Missachtung
aller Terme in H*(M,R) @ H¥(M,\R) @ . . .,

log(c(E)) = log(1+ci(E)+c(E)+...)
(@B +aE) +.. )
2

(ci(E)+c(E)+...)

c1(E)?
2

c1(E) + c(E) — +...

Also istlog (c¢(E)), = c¢1(E) und log (¢(E)), = c2(E) — # An der Exponentialreihe lesen
wir ab, dass

Somit ist ch; (E) = log (¢(E)), = c¢1(E) und chy(E) = —log (¢(E)), = @ - (E).

Kommen wir nun zu den multiplikativen Klassen.

14



2 Additive und multiplikative Klassen

Definition 2.4. Sei
f) =1+ fi-x+fo-x*+... eK[x]

eine formale Potenzreihe, die mit 1 beginnt. Dann heif3t
Fe(E) := exp(Awg r(log(c(E)))) € H"(M,R)

die multiplikative Klasse von E bzgl. f.

Man sieht sofort, dass gilt:

Satz 2.5. Fiir glatte Abbildungen gilt
a) Fe (¢*E) = ¢*F.(E)

b) F.(E1 ® E3) = F.(Ey) - Fc(Ep).

Beispiel 2.6. Die multiplikative Klasse zur Potenzreihe

2

X X X
=l+=-+—=+...
l—e™ 2 12

heiit Todd-Klasse. Sie wird Td(E) geschrieben. Berechnen wir Td; (E) und Td,(E). Zunichst
sehen wir

flx) =

log f(x)

Il
—_
N =
+
ol
+
~———
|
N —
—_
| =
+
1 ®
+
~————
[\S]
H

+

N = N =
Elkwspﬁv
+

Hieraus ergibt sich

=

Atogf =

sl

Also ist
TA(E) = exp(Alog r (log(c(E))))

2
= €Xp (Alogf (cl(E) +c(E) - a (f) +oeen ))

15



2 Additive und multiplikative Klassen

2
=exp(1c1(E>+—( er(E) - 1) )+)

2 2
:exp(cl(E) 2¢(E) — c1(E)? +)
24
:1+(C1(E) 2¢2(E) — ¢1(E)? +)
24
(a (E) 2c2<E)2—4 B} )2 .
- c1(E) 2C2(E) - ci1(E)? N ci1(E)? N
2 24 8
- ci1(E) N 2 (E) + ¢i(E)? N
2 12

Wir haben Td, (E) = @ und Td,(E) = %;1(’5)2 berechnet.

Additive und multiplikative charakteristische Klassen sind z. B. in der Indextheorie wichtig. Ein
Beispiel hierfiir ist der

Satz 2.7 (Riemann-Roch-Hirzebruch). Sei M eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, sei
E ein holomorphes Vektorbiindel iiber M. Dann gilt

2D H (M, E) = (ch(E) - TA(T M), [M])

Hierbei sind h?9 (M, E) die so genannten Hodge-Zahlen von M mit Koeffizienten in E, die
mit Hilfe der Dolbeault-Kohomologie definiert sind.
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3 Pontrjagin-Klassen

Wir wollen nun charakteristische Klassen fiir reelle Vektorbiindel definieren.

Sei zunichst £ = V @ C die Komlexifizierung eines reellen Vektorbiindels V. Wegen V = V*

gilt £ = E*. Hieraus folgt

ek (E) = e (E*) = (-1)* e (E)
und somit

cx(E) =0 fiir k ungerade.

Definition 3.1. Sei V — M ein reelles Vektorbiindel. Dann heif3t

pj(V) := (=1)/c2;(V ®: C) € HY (M;R)
die j-te Pontrjagin-Klasse von V und

p(V) = ) p;j(V) € H*(M;R)
-

die totale Pontrjagin-Klasse von V.

Satz 3.2. a) Die Pontrjagin-Klasse ist natiirlich, das heifit, es gilt p(f*V) = f*p(V).
b) p(Vi & V2) = p(V1) p(V2).
c) i 2Va=pW) =p(Va).

d) V trivial = p(V) = 1 € H(M;R).

Beweis. Die Aussagen a), ¢) und d) folgen aus den entsprechenden Aussagen fiir die Chern-

Klassen.
Fiir b) schreiben wir E; = V; ®: C und E; = V5, ®g C. Aus

(BEy® Ex) = ) ci(Er) ¢j(Ey)
i+j=k

17



3 Pontrjagin-Klassen

folgt dann

piVie W) = (-1) i (E1 & Ey)
=(=1) > calEr) cm(Ed)

n+m=2j

= (1Y > cou(Er) cx(En)
Hrv=j

= (=D ) =D pV) (<1 py (V)
Hrv=]

> pu() (V). .

uAv=j

Beispiel 3.3. Wir berechnen die Pontrjagin-Klasse der Sphire p(T'S") € H*(S";R). Aus TS" &
gl = ¢! folgt

1= p(e"") = p(TS") p(e') = p(TS").
=1

Beispiel 3.4. Wir berechnen die Pontrjagin-Klasse des komplex projektiven Raums p(TCPY) €
H*(C;R).
Erinnerung: Fiir das tautologische Geradenbiindel yy liber CP" ist die erste Chern-Klasse

a:=ci(yn) € H*(CPN;Z) c H*(CPV;R)
ein Erzeuger der Kohomologiegruppe. Der Totalraum von 7y ist gegeben durch
{(.p)y eV xcPN |vep).
Wir betrachten nun das Vektorbiindel mit dem Totalraum
E={(v,p)eCV*' xCPN |v 1p}.

Hierbei bezeichnet 1 Orthogonalitiit beziiglich des iiblichen hermiteschen Produktes auf CN*!.
Aus yy ® E = V! folgt

1=c(eN™) = c(y1) ¢(E) = (1 +a) c(E)

und somit

3

c(E) = :1—a+a2—a‘i...+(—1)NaN.

1+a

Behauptung: TCPN = Hom(yy, E) als komplexe Vektorbiindel.

18



3 Pontrjagin-Klassen

Die Hopffaserung ist eine Submersion 7 : S?N*! < CN*! — CPN. Es bezeichne
V = kerdn c TS?N*! das vertikale Vektorbiindel. Dann erhalten wir einen Isomorphismus

Sei p € CPN und x € 77" (p) < S?V*!. Dann ist also
dxﬂ'lEp : (T"E)y = E, — Tp(CPN
ein komplexer Vektorraum-Isomorphismus. Hieraus folgt, dass die Abbildung

Hom(yy,E) — TCPY,
¢ — dyn(€(x)) fiireinx e n '(p),

ein Isomorphismus zwischen komplexen Vektorbiindeln ist. Die Linearitit von ¢ und die
Invarianz von 7 unter der U(1)-Wirkung auf S*V*! liefern dabei die Wohldefiniertheit
dieser Abbildung. v

Daraus folgt

TCPN @ &' = Hom(yy, E) ® Hom(yn, vN)

= Hom(yn, E ® yn)

= Hom(yn, V)

= Hom(yn, ') @ ... ® Hom(yy, &')
=Yy ®... O YN

und damit
c(TCPN) = ¢(TCPY @ &') = c(y}y) ... c(vi)
— (1 _ (l)N+1.
Dies hat wiederum zur Konsequenz
c(TCPN & C) = ¢(TCPY & TCPV)
— (1 _a)N+1(1 +a)N+1
— (1 _ a2)N+1
so dass wir letztendlich als Pontrjagin-Klasse von CP" erhalten
p(TCPY) = (1 + >N,

Konkret bedeutet das:

1: p(TCPY =1 +d*>?=1,
2: p(TCP) =1 +d>3=1+3d%
3: pTCPH =1 +d>*=1+44d%

N
N
N
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3 Pontrjagin-Klassen

Nun betrachten wir multiplikative Klassen, die zu Pontrjagin-Klassen konstruiert werden. Dazu
wenden wir die Konstruktion aus dem letzten Kapitel mit K = R und R/ = H* (M, R) an.

Definition 3.5. Zu einer formalen Potenzreihe
f)=1+fi-x+fr-x*+-- €R[x]
erhalten wir den Endomorphismus
Atog s : H¥(M,R) — H*(M,R)

und bezeichnen
Fp(V) = exp (Aig [ log (p(V))])
als die multiplikative Klasse des reellen Vektorbiindels V bzgl. f.

Beispiel 3.6. Fiir die Reihe

¥x X 7x2
ax)= —2— = ~ it et
sinh (%)
ist
2
—~ X X
log(a(x)) :—ﬁ+m+...
und somit
0
_1
24
Alog(a(x)) = —ﬁ
Es folgt

A(V) = exp (Alog(a(x)) [log (P(V))])

2

= exp (_Pl(V) N pL(V)? =2py(V) . )
24 2880
_n pi(V)> = 2ps(V) N pi(V)? .
24 2880 1152
) Tp1(V)* = 4pa (V) e
24 5760 ’

Vv 2
= exp (Alog(a(x)) [Pl V) +p(V) - piV) e ])

=1

=1
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3 Pontrjagin-Klassen

—~ v -~ Tp1(V)2=4py(V
also A; (V) = —202 und Ay (V) = 2102200,

Die A-Klasse ist wichtig, da sie im Indexsatz fiir Dirac-Operatoren vorkommt.

Satz 3.7 (Atiyah-Singer). Sei M eine kompakte gerade-dimensionale Spin-Mannigfaltigkeit,
sei E ein komplexes Vektorbiindel iiber M. Dann gilt fiir den Index des Dirac-Operators D,
wirkend auf Spinoren mit Koeffizienten in E,

ind(D) = (ch(E) - A(TM),[M]).

Beispiel 3.8. Die Hirzebruch’sche L-Klasse ist die durch die Potenzreihe

__\x
~ tanh/x

gegebene multiplikative Klasse eines reellen Vektorbiindels.

£(x)

Satz 3.9 (Hirzebruch). Sei M eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit mit durch 4 teilba-
rer Dimension. Dann gilt fiir die Signatur von M

sign(M) = (L(TM),[M]).

21






4 Die Euler-Klasse

Wir geben nun noch eine wichtige Klasse an, welche sich nicht ohne weiteres durch die
Pontrjagin-Klasse ausdriicken ldsst.

Sei zunédchst V ein reeller orientierter euklidischer Vektorraum der Dimension n = 2m. Fiir ein
Element A der Lie-Algebra so(V) der schiefsymmetrischen Endomorphismen von V definieren
wir Pf(A) € R durch

_ . 2my; _ AR
AA...NA=Pf(A) -vol € N2V = \"V.
m-mal

Hierbei benutzen wir den Isomorphismus so(V) = /\2 V. Andererseits induziert
A € s0(V) c End(V) den Endomorphismus

AN...NA=detA: \N"V > A"V
und es gilt
(Pf(A))? = det A.

Auf einem reellen orientierten Vektorbiindel V von Rang n = 2m ausgestattet mit einer Riemann-
schen Metrik und einem metrischen Zusammenhang V definieren wir nun die Euler-Klasse

x(V) = Pf(LQ) € H"(M;R),
2r

wobei ) die Kriimmungsmatrix beziiglich eines lokalen Orthonormal-Rahmens bezeichnet.
Diese Klasse trigt ihren Namen zurecht, denn es gilt

Satz 4.1 (Chern-Gauss-Bonnet). Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. Dann gilt fiir die Euler-Charakteristik

X (M) = f X(THM).

M
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